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自明 治 维新 以 后 , 日 本 为 了 学 习 西 方 科学 技术 , 在 中 小 学 数学 教育 上 也 
刻意 输入 , 大 量 地 翻译 了 欧美 有 影响 的 课本 。 以 后 又 自 编 教材 和 各 种 初等 
数学 读物 , 逐渐 地 在 初等 数学 教育 的 取材 、 编 排 \ 题 选 上 形成 了 自己 的 特点 . 
根据 国内 外 的 情况 , 日 本 数学 教育 也 选 经 改革 , 但 仍然 有 着 不 同 于 欧美 、 苏 
联 的 地 方 。 为 了 从 一 个 方面 了 解 这 种 特点 ,我 们 组 织 翻译 了 这 一 套 题 解 辞 
典 . 

这 几 本 辞典 的 题目 及 解答 远 不 是 数学 教育 的 全 部 ， 但 是 由 于 它 的 写作 
年 代 较 近 , 作者 在 编选 题目 时 又 比较 注意 立足 于 日 本 的 教育 情况 , 兼顾 传统 
与 未 来 ， 所 以 确实 从 比较 宽广 的 角度 用 映 了 日 本 中 学 数学 教育 所 注重 的 东 
西 。 这 些 都 可 以 供 我 国 的 数学 教师 了 解 借 鉴 。 这 几 本 辞典 选择 的 题目 有 相 
当 部 分 是 初等 数学 所 必需 的 基础 训练 题 ， 当 然 更 可 以 作为 教学 中 的 参考 材 

需要 说 明 的 是 , 这 几 本 辞典 卷 忌 浩大 ， 各 册 各 章 的 编写 质量 并 不 一 致 . 
错误 、 重 复 之 处 多 有 发 现 , 我 们 在 组 织 翻 译 时 只 纠正 了 发 现 的 错误 , 删 去 各 
册 中 的 数学 小 史 和 一 些 数 表 , 如 对 数 表 , 三 角 函 数 表 等 , 在 三角 学 辞典 ?中 

删 去 了 一 些 明 显 重复 的 题目 以 及 球面 三 角 的 题目， 其 他 未 作 改 动 . 希望 读 
者 能 在 使 用 中 注意 
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作者 不 揣 避 昧 , 早 在 十 一 年 前 , 即 大 正 十 四 年 期 间 , 就 打算 编 繁 几 何 学 
辞典 . 

当时 ， 并 没有 什么 特别 周详 的 计划 ， 只 是 自己 在 遇 到 难 解 的 几何 问题 
时 , 没有 合适 的 辞典 查阅 , 感到 很 不 方便 ， 我 想 与 我 同感 的 人 也 是 不 少 的 。 
因此 , 如 果 编 纂 一 本 大 而 全 的 几何 学 辞典 , 也 许 能 给 读者 带 来 些 方便 :但 是 ， 
当 与 前 辈 和 期 友 一 起 谈论 此 事 时 ， 总 是 带 着 担忧 的 心情 。 因为 对 这 些 极为 
千变万化 且 种 类 繁多 的 几何 学 问题 , 要 想 把 它们 系统 地 归纳 整理 , 看 来 是 十 
分 困难 的 , 纵然 能 够 做 到 , 但 出 版 所 需 的 经 费 必 然 很 多 , 究竟 采取 什么 办 法 
合适 , 也 实在 难于 预料 ， 因 此 , 计划 的 付 诸 实施 就 完全 处 于 无 可 奈何 的 状况 
之 中 。 

这 样 一 来 ， 一 时 基 至 想 将 计划 编纂 的 念头 打 清 但 是 ,一 想到 古人 说 的 
“有 志 考 事 竞 成 ”的 名 言 ， 又 几 次 重 作 新 的 计划 ， 梦 呆 以 求 完 成 。 昭 和 四 年 
_ 春 , 适 固 我 迁居 东京 , 这 样 , 得 到 了 搜集 问题 和 研究 解法 的 极 好 机 会 , 促使 我 
最 后 下 定 决 心 , 排除 万 难 , 去 完成 很 久 以 来 的 宿 愿 。 当 时 搜集 问题 主要 参考 
下 列 各 书 : 

(D 现行 中 等 学 校 几何 学 教科 书 十 余 种 . 

(2) 大 正 十 年 以 后 的 高 等 学 校 入 学 试题 。 

(3) 文部 省 对 教员 甄别 考试 的 试题 . 

(4) 康 布 罗斯 (= y 7 w x)、 尼 希 示 (= *# > v》、 肖 伯 里 (> s 忆 让 一 )、 

凯 基 (> 一 六 一 )、 威 尔 台 Cy 4 my >y) 的 几何 学 以 及 彼 德 逊 ( 改 子 
累 之 y)、 亚 历 山 大 罗 夫 (了 vv 半 站 wan7) 的 作 图 问题 . 

(5) 其 他 各 种 杂志 以 及 图 书 中 的 少见 的 问题 . 

然而 这 些 问 题 , 不 仅 种 类 的 数量 十 分 可 观 , 而 且 难 易 程度 的 差别 也 非常 
悬殊 ， 因 此 , 为 了 方便 起 见 , 将 收集 的 问题 分 为 两 部 分 .上面 (3)、( 包 中 的 
反 演 , 非 调和 比 , 对 合 及 其 他 如 近世 几何 学 中 的 有 关 问 题 , 与 中 学 教科 书 关 
系 不 大 的 问题 , 属于 一 些 特殊 难题 以 及 立体 几何 学 的 问题 , 汇集 起 来 , 收录 
于 另 卷 , 作为 续 编 。 本 书 是 以 中 学 生 \ 各 高 等 专科 学 校 入 学 的 考生 、 文 部 省 
考查 的 受 试 者 等 为 读者 对 象 , 主要 搜集 与 中 学 教科 书 有 关 的 问题 , 加 进 了 一 
部 分 反 演 、 极 和 极 线 、 非 调和 比 等 方面 的 问题 。 本 书 汇集 问题 的 总 数 达 三 于 
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六 百 余 题 ， 

其 次 , 在 编纂 中 最 大 的 困难 是 问题 的 分 类 方法 ， 具 有 同一 内 容 的 问题 ， 
在 甲 的 书 中 妇 于 证 明 问题 , 可 是 , 在 乙 的 教科 书 中 却 归 于 轨迹 问题 ,而 在 丙 
的 考试 问题 中 , 则 又 归于 作 图 问题 或 计算 问题 。 若 要 将 其 一 一 列举 出 来 , 则 
需要 很 庞大 的 版 面 ， 因 此 , 为 了 方便 起 见 ， 把 其 中 的 大 部 分 归于 证 明 问 题 。 
轨迹 问题 , 只 选择 有 代表 性 的 , 并 限制 其 数量 ， 这 个 分 类 法 和 目录 的 形式 是 
仿效 现 有 的 几何 学 书 按 一 般 易于 理解 的 类 别 安排 的 。 只 要 看 出 问题 的 大 体 
系统 , 就 一 定 能 容易 地 查 到 解答 .对 特殊 的 问题 , 为 了 查找 方便 ， 以 总 结 式 
分 类 方法 , 决定 在 卷 末 附 上 问题 的 索引 表 . 

以 上 是 编纂 本 书 的 动机 和 过 程 及 其 内 容 概要 . 

虽然 现在 本 书 已 付 印 问世 , 而 我 却 深 感 能 力 很 低 , 书 中 未 达到 预期 目的 
的 地 方 甚 多 , 内 心 很 是 丑 愧 ， 编 者 袁 心 希望 各 位 学 者 、 读 者 不 吝 指 教 ， 以 利 
于 不 断 加 以 修订 , 使 本 书 能 逐步 趋 于 完善 , 成 为 学 习 上 一 本 较 好 的 工具 书 . 

最 后 , 谨 向 恩师 签 川 临风 先生 、 玖 友 森 本 清 吾 博士 、 柳 元 吉 次 教授 等 诸 
位 先生 对 本 书 所 写 的 序 文 和 患 言 ， 深 表 感 谢 ， 同 时 ， 有 关 本 书 的 缺点 ,渴望 
大 家 给 予 佐 正 。 


签 部 贞 市 郭 
昭和 十 二 年 一 月 (1937 年 ) 
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拙 著 几何 学 辞典 , 最 初 发 行 于 昭和 十 二 年 春 ， 根 本 没 想 到 为 世人 认可 ， 
也 从 未 想到 销售 得 这 样 快 。 当 初 由 于 没有 别 的 同类 书 , 学 习 几 何 学 的 人 ,为 
寻求 难题 的 解法 , 费 尽 了 许多 心血 ， 所 以 , 从 我 的 恳切 愿望 出 发 ,不管 怎样 ， 
为 给 同行 爱好 者 提供 一 点 方便 而 把 拙 著 出 版 了 。 没 料 到 它 会 受到 广大 读者 
的 欢迎 ,一 再 重 版 /天 昭和 十 七 年 冬 , 共 印 刷 了 三 十 九 次 ， 但 因 当 时 大 战 , 出 
版 机 构 全 部 竣 疼 , 以 至 在 一 段 时 间 里 不 得 不 停止 发 行 ， 由 于 战事 日 趋 激 烈 ， 
以 致 纸 型 连同 出 售 的 书店 全 部 烧毁 , 再 版 已 是 不 可 能 了 .因此 ,到 了 完全 绝 
望 的 地 步 ， 后 承蒙 同行 朋友 , 一 再 慰 嘱 将 本 书 重 排 , 才 下 决心 作出 本 书 再 出 
版 的 计划 . 
然而 , 旧版 自发 行 以 来 , 业已 经 历 了 二 十 年 的 光景 , 各 方面 都 有 了 很 大 
变化 ,今日 的 学 校 体制 也 起 了 根本 变化 , 考虑 到 依照 旧版 原样 付 印 不 能 适合 
当前 的 情况 。 因 此 ， 有 必要 对 全 书 作 新 的 设想 加 以 修订 ， 除 旧版 的 平面 几 
何 内 容 外 , 要 增加 解析 几何 和 立体 几何 的 主要 问题 , 吸收 最 近 大 学 入 学 考试 
的 试题 和 现行 高 级 中 学 教科 书 中 有 代表 性 的 问题 , 总 计 收 录 五 千 余 题 , 并 将 
它们 一 一 作出 解答 
这 样 一 来 , 总 的 修订 轮廓 虽然 作出 来 了 , 但 是 当 着 手 解答 时 ， 遇 到 了 意 
想不到 的 一 些 费 工 夫 的 事情 , 困难 也 接 是 而 来 , 修订 的 进度 缓慢 ， 正 在 焦急 
之 时 , 又 于 去 年 二 月 突然 患 脑 溢 血 , 半身 不 遂 , 卧 于 床上 , 与 病魔 作 斗 争 达 二 
百 余天 , 让 手稿 白白 地 理 没 在 尘埃 之 中 , 修订 工作 完全 处 于 无 望 的 深 浏 ， 但 
是 , 想不到 病 势 幸 有 好 转 , 逐渐 能 够 重新 执笔 ， 再 次 鼓 起 勇气 ， 将 旧 稿 整理 ， 
渐渐 地 迎 来 了 完成 它 的 日 期 , 这 对 我 来 讲 , 实在 是 感慨 万 分 的 . 
现 将 本 书 的 内 容 略 述 如 下 ; 
(D 为 了 使 查阅 方便 , 问题 的 分 类 大 部 分 依照 旧 的 分 类 方法 . 
(23) 解析 几何 , 虽 以 现行 教科 书 和 大 学 入 学 试题 为 基准 , 但 为 了 便利 读 
者 , 也 吸收 了 部 分 难度 稍 大 的 题目 , 并 作 了 解答 , 
《3) 立体 几何 的 问题 很 多 , 解法 大 多 数 是 相当 困难 的 ,但 因 版 面 有 限 ， 
所 以 只 能 收 进 主要 问题 , 不 必要 的 , 全 部 删 略 . 
(4) 虽然 依据 目录 ， 能 够 容易 判别 大 部 分 问题 的 分 类 , 为 了 慎重 起 见 ， 
在 卷 末 , 以 总 结 的 方式 , 列举 了 问题 的 分 类 表 , 以 便 查阅 
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最 后 ,由 于 我 的 精力 不 足 , 在 本 书 内 容 方面 考虑 不 周 之 处 和 种 种 廖 误 、 


误 排 都 是 有 的 , 这 会 给 诸位 读者 带 来 很 多 的 麻烦 , 不 胜 蚌 惧 ， 尽 切 地 希望 读 
者 把 觉察 到 的 地 方 , 都 能 提出 批评 指正 。 


链 部 贞 市 好 
昭和 三 十 一 年 九 月 (1956 年 》 
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如 在 旧版 序言 中 所 述 , 答 部 贞 市 郎 先生 于 大 正 末 年 , 就 有 了 编纂 几何 学 
辞典 的 想法 ， 他 以 平时 研究 几何 学 的 笔记 为 基础 ， 经 过 十 多 年 的 艰苦 努力 ， 
于 照 和 十 二 年 , 出 版 了 < 新 编 几 何 学 辞典 ?， 在 战 后 , 先生 又 以 手边 存 有 的 原 
版 本 作 基 础 ， 准 备 进行 修订 出 版 ， 并 且 决 定 增加 当时 数学 教育 变化 的 内 容 ， 
这 就 是 在 昭和 三 十 一 年 , 我 们 所 见 到 的 修订 本 ,《 几 何 学 辞典 一 一 问题 解法 > 
(初版 ) 问 世 了 。 这 期 间 ， 先 生 身 患 重病 , 既 要 与 疾病 作 斗 争 , 同时 又 要 完成 
修订 辞典 这 项 艰难 工作 。 先 生 的 坚 万 意 志 , 真是 令 人 敬佩 尽管 如 此 , 修订 
本 仍 顺利 地 出 版 , 到 昭和 四 十 七 年 , 共 印 二 十 次 之 多 。 这 时 候 ,先生 本 想 将 
辞典 再 次 修订 , 但 因 年 事 已 高 , 病魔 织 身 , 竟 自 己 的 力量 进行 工作 已 是 不 可 
能 了 .因而 就 筹划 下 述 诸 点 , 授意 作为 先生 旧 友 (前 弟子 ) 的 我 , 着 手 进行 修 
订 、 我 欣然 受命 这 一 信托 . 

GD 随 着 战 后 数学 教育 的 变化 ， 大 学 入 学 考试 中 代数 几何 的 综合 性 问 

题 增 多 。 这些 虽 曾 有 所 收录 , 但 很 难 做 到 十 分 完整 , 对 不 足 之 处 应 
子 增 补 ， 对 一 些 形 式 上 看 来 似乎 不 同 , 但 内 容 上 却 是 相同 的 问题 ， 
也 应 作 调 整 . 

(2) 最 近 ， 特别 是 向 量 和 复数 方面 的 有 关 问题 正在 出 现 ,希望 增添 这 方 
面 的 基本 内 容 . 

《3) 为 了 加 深 读 者 的 理解 , 以 前 解答 显得 稍微 完 长 的 地 方 还 不 少 , 如 有 
简洁 解答 , 应 该 更 换 . 

《4) 因为 别 解 多 (先生 很 爱 别 解 ， 凡 是 他 所 知道 的 不 列 入 书 中 ,就 感到 
内 疯 ), 所 以 在 原 题 的 解 和 别 解 中 , 应 该 选 出 简明 的 发 表 。 

(5) 在 几何 问题 中 , 使 用 另 一 题 的 结果 来 解答 的 很 多 , 象 这样 的 有 联系 
的 问题 , 著 在 解答 中 指出 参照 某 题 ， 将 对 读者 有 所 帮助 , 所 以 希望 
增加 这 祥 的 提示 . 

《6) 附录 的 几何 学 史 @， 由 于 原版 本 是 再 录 于 杂志 上 发 表 的 文章 的 片 
断 , 所 以 要 全 面 地 改写 , 使 其 内 容 上 连贯 一 气 。 

正当 按 先 生 筹 划 的 各 点 专心 进行 修订 的 过 程 中 , 先生 不 幸 逝 世 , 终于 未 


包 几何 学 小 史 没有 译 出 。 一 一 译 者 注 
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看 到 这 一 工作 的 完成 , 深 感 遗 居 ， 我 虽 学 识 水 平 不 高 , 又 无 所 成 就 ,然而 值 
得 告 肤 先生 的 ， 尽 管 我 做 得 不 够 完善 , 但 总 算 完成 了 先生 的 遗愿 ， 这 是 托 先 

生 的 福 . 

最 后 ， 向 执笔 "几何 学 小 史 ” 的 岩 田 至 康 先生 、 归 纳 整理 “重要 定理 、 公 
式 ” 的 内 田 虎 雄 先 生 以 及 有 关 编 辑 工作 的 , 特别 是 以 仿 本 熊 雄 先 生 为 首 的 诸 
位 先生 所 给 予 的 大 力 帮 助 , 深 表 谢 意 。 


小 出 一 郎 
昭和 五 十 一 年 九 月 (1976 年 ) 


站 


旧版 序 文 


信 们 常常 可 以 听 到 一 种 说 法 ， 初 等 几何 问题 最 难 解 了 。 这 大 概 是 由 于 
它 的 解法 比较 零散 , 因此 比较 难于 找到 门道 。 我 自己 也 是 在 动手 做 了 许多 
题目 之 后 , 才 较 为 纯 邹 的 ， 我 想 , 如 果 只 想 解 那些 不 费力 就 能 解决 的 简单 问 
题 作用 不 大 , 所 以 解 题 需要 用 比较 多 的 时 间 就 不 奇怪 了 此 种 劳动 对 学 生 
来 说 , 也 许 是 一 种 练习 , 但 如 果 把 它 当 作 每 天 必需 的 课题 , 对 人 们 来 说 完全 
是 无 意义 的 浪费 ， 因 此 ， 为 了 弥补 这 一 点 ， 编 出 一 本 完整 的 几何 问题 的 辞 
典 , 实 属 必要 . 这 大 概 也 是 得 到 很 多 人 重视 的 问题 所 在 . 有 那么 多 的 人 重视 
它 , 或 寄 希 望 于 它 , 可 是 对 于 从 事 编纂 它 的 作者 的 困难 , 丽 伯 人 们 一 点 也 不 
了 解 . 我 们 可 以 想象 到 ， 那 些 原来 一 个 个 分 散 的 、 变 化 繁多 的 初等 几何 问 
题 , 仅 把 它们 逐一 分 类 , 也 就 相当 困难 了 , 几乎 是 难于 完成 的 , 再 加 上 出 版 的 
国难 ,一般人 连 着 手 的 勇气 都 没有 了 , 

管 部 先生 设想 作 这 番 事 业 是 很 早 的 事 了 .他 和 我 最 初 从 接受 查 别 考试 
时 就 相识 为 朋友 ， 特 别 是 同 住 东京 ， 我 们 的 工作 相同 ， 所 以 更 是 亲密 无 间 , 
他 弃 职 去 东京 的 主要 目的 , 就 是 为 了 完成 编写 辞典 的 工作 ， 后 来 , 他 虽 有 很 
多 方面 的 活动 , 但 无 论 何 时 , 都 不 忘 这 个 最 初 的 打算 , 一 有 空闲 , 就 孜孜 不 倦 
地 按 原 计划 进行 工作 ， 持 之 以 恒 十 余年 ， 终 于 完成 了 现在 所 见 到 的 这 个 本 
子 。 我 除了 对 他 的 热情 和 坚强 毅力 表示 敬佩 之 外 ， 又 对 他 终于 实现 了 最 初 
凤 愿 表示 衷心 的 祝贺 . 

本 书 当 然 不 能 讲 是 完美 无 缺 了 .然而 , 敢于 去 从 事 别人 都 犹 移 的 事 , 而 
且 不 顾 多 年 的 劳苦 是 否 有 效 , 决心 去 达到 目的 , 仅 就 这 种 勇气 , 也 不 得 不 使 
人 敬 修 ， 如 果 要 进一步 苛求 的 话 ， 那 是 无 止境 的 , 只 能 是 愿望 。 无 论 何 时 ， 
如 果 跨 踏 不 决 , 这 样 的 事情 , 永远 也 是 无 法 开头 的 .现在 ,我 们 不 仅 看 到 他 的 
工作 完成 了 , 书 的 体系 又 安排 得 这 样 好 , 而 且 又 将 看 到 这 本 书 能 被 充分 的 利 
用 . 这 是 他 十 余年 来 苦心 的 结 最, 也 是 必然 的 结果 .作为 最 初 的 尝试 , 可 以 
说 是 非常 成 功 的 . 

我 欣然 作 此 序 文 , 以 祝贺 他 的 成 功 。 
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初版 序 文 


”， 御 等 几何 学 , 从 其 发 展 史 来 看 , 是 数学 诸 分 支 中 最 古老 的 , 也 是 已 经 成 
熟 的 学 科 ， 然 而, 不 仅 由 于 问题 种 类 繁多 , 而 且 解 法 也 很 多 样 ,所 以 , 初学 者 
往往 把 它 看 作 很 难 的 学 科 , 常常 有 敬而远之 之 感 . 

有 一 种 说 法 ,只 要 把 基本 定理 大 致 了 解 了 , 那么 一 切 问题 就 能 够 解决 。 
事实 绝 不 是 如 此 , 如 作 畏 助 线 、 寻找 特殊 点 、 图 形 的 变换 等 都 需要 有 相当 的 
技巧 谁 也 别 想 一 见 到 几何 题 就 会 解 出 或 能 将 它 全 部 谱 记 ， 因 此 ， 把 这 些 
问题 作出 系统 的 分 类 ， 并 一 一 给 出 解答 要 领 ， 编 纂 成 一 部 查阅 方便 的 辞典 ， 
对 于 读者 , 将 提供 极 大 的 方便 , 这 也 是 所 有 关心 本 门 学 科 的 人 的 希望 

本 书 编者 答 部 先生 ， 是 位 热心 研究 初等 几何 学 难得 的 一 位 笃 学 之 士 ， 
以 前 的 《新 编 几 何 学 辞典 > 曾 博得 大 家 的 好 评 , 这 次 进行 修订 增补 , 给 我 看 了 
校 样 ， 确 实 象 他 的 序 文 所 述 , 不 仅 保存 旧版 中 的 平面 几何 , 而 且 增 补 了 立体 
几何 、 解 析 几 何 、 投影 画 法 , 还 增加 了 几何 学 发 展 史 部 分 , 总 数 达 五 千 余 题 ， 
并 且 给 出 了 解答 , 是 一 部 庞大 的 著作 ， 我 由 于 无 卫 一 一 拜读 每 个 解法 是 否 
恰当 , 纵然 不 能 保证 都 很 完善 , 但 对 于 他 独立 完成 这 部 巨著 , 我 不 吝 用 美好 
的 语言 来 表示 衷心 的 赞赏 . 

事实 上 , 不 难 设想 , 象 这 样 的 大 部 头 学 术 书 籍 , 仅 些 一 人 编写 , 要 求 达 到 
完满 的 境地 是 没有 道理 的 、 我 想 , 无 论 如 何 , 只 要 众多 同行 好 友 , 不 惜 时 间 ， 
通力 合作 , 补 其 弱点 , 改正 其 错误 , 一 定 能 使 它 达到 完善 的 地 步 . 
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1. 几何 学 是 研究 什么 的 学 科 . 

解 ” 我 们 周围 的 物体 ， 都 是 由 一 定 的 物质 
组 成 的 , 并 占有 空间 的 一 部 分 。 这 些 物 体 都 
具有 颜色 、 重 最 、 硬 度 和 气味 等 .。 这样, 一 切 
物体 都 具有 构成 它 的 物质 的 特性 ， 物 理学 和 
化 学 就 是 研究 这 些 物质 特性 的 . 

如 果 不 考 虑 构成 物体 的 物质 ， 只 研究 物体 
的 形状 大 小 和 位 置 , 就 形成 关于 物体 形状 的 
相同 和 不 同 . 大 小 相等 和 不 等 ,或 者 两 个 物体 
距离 的 远近 等 等 关系 。 象 这 样 ， 完 全 抛 开 物 
体 的 物质 特性 ,只 考虑 物体 的 形状 大 小 和 位 
置 ， 我 们 称 之 为 物体 的 空间 性 质 或 称 为 图 形 
性 质 。 几 何 学 就 是 研究 物体 的 空间 性 质 的 学 
科 . 

2. 什么 是 公理 。 

解 ”几何 学 虽 是 研究 图 形 性 质 的 学 科 ， 但 
学 习 几 何 学 的 目的 不 仅 是 为 了 研究 图 形 性 
质 , 而且 要 培养 有 条 理 地 处 理事 物 , 即 培养 
辑 思 维 能 力 ， 所 以 一 定 要 以 正确 的 推理 作为 
学 习 几 何 学 的 侧重 点 。 

一 般 来 说 ， 对 “三 角形 内 角 的 和 等 于 两 直 
角 ? 或 “相似 三 角形 面积 的 比 等 于 其 对 应 边 的 
平方 的 比 ?等 等 , 如 果 不 阐 明 它 的 理由 , 这 是 
谁 都 不 会 立即 承认 的 . 但 对 “ 素 体 大 于 部 
分 ”"“ 过 两 点 4、 互 只 能 作 一 条 直线 ”， 这 是 
任何 人 也 不 会 有 异议 的 。 这 样 ， 以 人 们 无 条 
件 地 承认 的 事实 , 作为 推理 的 根据 , 我 们 称 它 
为 公理 。 

公理 有 通用 于 数学 各 科 的 一 般 公 理 ， 有 仅 
用 于 几何 学 的 几何 公 殖 两 种 . 

下 列 十 条 为 殉 几 里 得 公理 ， 

一 般 公 理 

人 与 同一 个 量 相等 的 两 个 量 相 等 。 

(2) 等 量 加 等 量 , 其 和 相等 . 

(3) 等 量 减 等 量 , 其 差 相 等 。 

人) 整体 大 于 部 分 。 

几何 学 公理 

(5) 完全 重合 的 图 形 相等 ( 合 局 公理 ) 

(6) 过 两 定点 能 作 且 只 能 作 一 条 直线 ( 直 


线 公 理 ) 。 

(7) 线段 (有 限 直 线 ) 可 以 无 限 延 长 。 

(8) 以 任意 一 点 为 圆心 ， 可 作 半 径 等 于 任 
意 长 的 圆 ( 圆 公理 ) 。 

(9) 直角 都 相等 ( 角 公理 ). 

(10》 在 一 个 平面 内 , 过 直线 外 一 点 ,有 且 
只 有 一 条 直线 和 已 知 直 线 平行 (平行 线 公 
理 ). . 

以 这 些 公理 作 基 础 所 建立 的 几何 学 ， 称 为 
欧 几 里 得 几何 学 . 

可 是 ,在 这 里 我 们 要 指出 一 个 麻烦 的 问题 ， 
即 对 上 述 公理 (D) ~, (9) 大 家 是 没有 疑义 的 ， 
但 对 (10) 平 行 线 公理 ,有 些 学 者 却 持 有 异议 。 

十 八 世 纪 初 , 萨 开 里 认为 平行 线 公理 ,在 我 
们 周转 的 狭小 范围 内 是 正确 的 ， 但 在 广阔 的 
空间 、 离 开 直观 而 进行 探讨 时 ,就 有 疑义 了 . 
到 了 十 九 世 纪 初 ， 罗 巴 切 夫 斯 基 和 鲍 耶 两 位 
学 者 , 以 “在 平面 肉 ,过 已 知 直线 外 一 点 ,能 够 
作 无 穷 多 条 直线 和 这 条 已 知 直线 平行 作为 
公理 ,分 别 建立 了 非 欧 几 何 学 。 另 一 方面 , 几 
何 学 大 师 歼 曼 , 从 另 一 角度 提出 “过 已 知 直线 
外 任 一 点 的 直线 都 与 已 知 直线 相交 ”作为 公 
理 ,建立 了 另 一 种 非 欧 几 里 得 几何 学 ,这 就 是 
黎 受 几何 学 。 近 代 对 爱 因 斯 坦 所 开创 的 相对 
论 原理 的 研究 中 , 也 完全 证 实 了 黎 曼 几 何 学 ， 

不 过 ， 本 书 的 内 容 ， 完 全 不 涉及 非 欧 几何 
学 ， 因 此 不 去 论述 非 欧 几何 。 我 们 只 用 欧 几 
里 得 公理 作为 依据 来 研究 几何 学 

但 是 ， 欧 几 里 得 公理 除了 上 面 提 到 的 问题 
外 , 也 还 可 以 指出 种 种 不 完备 之 处 。 现 在 ,本 
书 所 采用 的 公理 , 是 参考 希 尔 伯 特 的 “几何 学 
基础 ”中 所 列举 的 公理 ,对 它 进行 认真 修饰 而 
成 的 。 我 们 将 以 这 些 公理 为 根据 , 锥 导 各 个 
定理 。 这 里 的 点 、 直 线 、 平 面 为 不 定义 的 概 
念 。 关 于 平行 的 定义 说 成 < 在 同一 平面 内 , 如 
果 两 条 直线 不 相交 ， 则 称 它们 是 互相 平行 
的 "。 

(1) 关于 平面 直线 \ 点 的 公理 

了 过 不 同 的 两 点 ,可 作 而 且 只 能 作 一 条 直 
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线 . 

2》 过 不 在 一 条 直线 上 的 三 点 , 可 作 而 且 只 
能 作 一 个 平面 ， 

3) 连结 同一 平面 内 的 两 点 的 直线 在 这 个 
平面 内 

分 若 两 平面 有 一 个 公共 点 , 则 它们 至 少 还 
有 另 一 个 公共 点 . 

(2) 关于 图 形 移动 的 公 史 

5)》 图 形 可 以 移动 到 任意 位 置 上 ,而 不 改变 
它 的 形状 和 大 小 . 

6) 图 形 可 以 移动 到 其 对 称 位 置 上 ,而 不 改 
变 它 的 形状 和 大 小 。 

(38》 关于 平行 线 公理 

7) 在 同一 平面 内 过 直线 外 一 点 , 能 作 且 
只 能 作 一 条 直线 与 这 条 直线 平行 、 

3. 什么 是 命题 定理 以 及 地 命题 \ 否 命题 
逆 否 命题 。 

_ 解 所 请 命题 ， 一 般 用 判断 语句 来 表达 . 
命题 有 正确 的 和 不 正确 的 。 在 几何 学 中 , 普 
人 遍 使 用 “车 …… 则 ……? 形 式 的 条 件 命题 。 

例如 “在 A4BC 中 。 若 4B 一 40， 则 
L/B=- 2C2"， 阐 明了 由 某 一 假设 条 件 可 得 出 
什么 样 的 结论 ,就 是 命题 。 条件 命题 ,就 是 由 
很 设 条 件 和 结论 两 部 分 组 成 的 . 

根据 公理 来 论证 某 一 命题 是 正确 的 ， 叫 做 
证 明 。 已 证 明 是 正确 的 命题 叫做 定理 上 商 
所 举 的 命题 例子 ,能 根据 公理 得 到 证 明 , 所 以 
是 定理 。 

下 面 再 说 明 命题 的 着 命题 \ 否 命题 \ 递 否 命 
题 。 设 某 命 是 为" 关 4, 则 3B2， 4 为 假设 条 
件 , 也 为 结论 。 原 命题 和 它 的 逆 命 题 、 否 命 
题 , 进 否 命题 之 间 的 关系 如 下 图 所 示 : 


。 2 


( 逆 否 )》 i 


| 者 B 则 A 上 一 ( 否 关 不 B 则 不 A 


如 果 命 题 “ 若 4 则 号 " 正确 , 它 的 逆 否 命题 
一 定 正 确 , 但 逆 命 题 不 一 定 正确 。 因 而 , 在 六 
命题 和 逆 否 命题 之 间 的 关系 是 互 否 的 ， 所 以 
不 一 定 正确 。 


( 岩 ) 
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例 “正方 形 的 四 条 边 相等 ?是 正确 的 ， 但 
不 能 反 过 来 说 “四 条 边 相等 的 四 边 形 是 正方 
形 ”( 因 为 它 可 能 是 凌 形 ) 。 

但 是 , 逆 否 命题 “四 条 边 不 等 的 四 边 形 不 是 
正方 形 " 则 一 定 正 确 。 

4 举例 说 明 什 么 是 “必要 条 件 "“ 充 分 条 
件 ” 和 “充分 必要 条 件 ”。 

解 ”如 果 说 命题 “ 若 4 则 开 ' 是 正确 的 , 那 
么 称 刀 为 4 成 立 的 必要 条 件 , 4 为 殖 成 立 
的 充分 条 件 .因为 命题 “正方 形 的 四 条 边 相 
等 "是 正确 的 ,所 以 "四 条 边 相等 ?是 “正方 形 ” 
的 必要 条 件 ， 而 正方形 ”是 “四 条 边 相 等 ”的 
充分 条 件 。 

可 是 ， 如 果 命 题 “ 若 4 则 到 和 它 的 邀 命 
题 若 吾 则 4 同时 正确 ， 于 是 就 有 五 为 4 
成 立 的 必要 条 件 , 同 时 殖 又 为 妈 成 立 的 充分 
条 件 。 所 以 称 妈 为 4 成 立 的 充分 必要 条 件 。 
因此 , 象 下 面 的 命题 ， 正 方形 的 四 条 边 相 等 ， 
且 四 个 角 为 直角 ”， 它 的 逆 命 题 也 成 立 ， 所 以 
“四 条 边 相等 ， 且 四 个 角 为 直角 ”就 是 “正方 
形 ?的 充分 必要 条 件 。 

5. 定理 的 证 明 方 法 。 

解 ”定理 的 证 明 方 法 ， 有 直接 证 法 和 间接 

人) 直接 证 法 ”在 假设 的 基础 上 ， 根 据 公 
理 或 已 证 过 的 定理 ， 通 过 正确 的 推导 而 得 出 
结论 的 方法 叫做 直接 证 法 . 它 是 最 常用 的 证 
明 方 法 . 

(8) 间接 证 法 ”用 直接 证 法 有 困难 时 采用 
间接 证 法 。 间 接 证 法 可 分 为 归 雇 法 (或 反 证 
法 ) 轮 换 法 和 同一 法 . 

人 归 廖 法 ( 反 证 法 ) 假定 结论 不 成 立 ， 
在 推导 过 程 中 ,得 出 与 公理 、 已 证 的 定理 或 与 
假设 条 件 相 矛 盾 的 结论 ， 从 而 肯定 原 命题 正 
确 的 证 明 方法 叫做 归 罗 法 。 实际 上 , 这 是 采 
用 证 明 它 的 道 否 命题 正确 的 方法 。 

例 证 明 “ 过 一 点 卫 只 能 作 一 条 直线 垂直 
于 直线 4B"。 假 定 结论 不 成 立 , 即 过 点 也 可 
作 两 条 直线 PQ、Z 玉 竹 直 于 直线 4B, 于 是 
便 得 出 AZe@z 的 内 角 之 和 大 于 两 直角 ， 而 
这 是 不 可 能 的 。 所 以 过 点 己 只 能 作 一 条 直 
线 垂直 于 4B。 

( 动 轮换 法 ”轮换 法 可 以 看 成 是 妇 这 法 
的 一 种 证 明 方 法 。 常 用 于 对 逆 定 理 的 证 明 . 
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今 有 已 证 明 过 的 一 串 定 理 ， 这 些 定 理 的 条 件 


能 穷尽 使 某 一 事项 成 立 的 所 有 情形 。 而 且 这 
些 定理 的 结论 又 是 互 不 根 同 的 ， 则 这 个 定理 
的 逆 定 理 一 定 成 立 。 

例 在 人 A4BC 中 ， 两 边 4B、4C 之 间 有 
下 列 三 种 情形 : 48= .40C, 或 4B>40, 或 
4B<4C0; 人 B、~C 之 间 有 三 种 情况 人 3B= 
/0, 或 人 LB<0, 或 人 B>~C. 

车 4B=40， 则 BE 一 C; 

若 4B>4O， 则 B< AC; 

若 4B<40， 则 ~B> -~C. 
如 果 这 是 正确 的 ， 往 往 可 以 证 明 下 述 事项 是 
正确 的 , 即 在 人 4BC 中 ， 

若 ZB=-C， 则 4B=4C; 

若 B< ~C， 则 4B>4L0O; 

若 人 B>-C， 则 4B< .40。 
因为 当 人 B=~C 时 , 若 4B 夫 40O, 则 4B> 
4C 或 4B3<4C 两 种 情况 中 有 一 种 成 立 。 落 
4B>40, 则 ~B< -0O， 若 4B<4O， 则 
B><C， 这 都 与 条 件 ~B=C 相 矛盾 ， 
所 以 , 若 人 TB=C, 则 4B=4C-。 同样 , 人 B 
<<-(5C 时 ， 则 4B>40C; 人 DG><C 时 ， 则 
4B< 4C。 象 这 样 ， 这 些 条 件 已 穷尽 所 有 的 
情况 ,结论 互 不 相同 , 则 逆 定 理 成 立 就 可 用 归 
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梁 法 证 明 。 这 里 就 省 略 了 用 归 雇 法 来 一 一 证 


明 , 只 是 简单 地 表示 为 “这样 的 定理 ， 它 的 条 
件 已 包括 所 有 的 情况 并 且 结 论 互 不 相同 ”, 然 
后 推导 其 逆 定 理 成 立 的 证 法 , 就 称 为 轮换 法 。 

iii) 同一 法 ” 当 原 命题 的 题 设 和 结论 所 
指 的 事项 都 唯一 存在 时 ， 原 命题 和 逆 命 题 是 
等 效 的 。 根据 这 个 道理 ,证明 着 命题 的 方法 
称 为 同一 法 

例 “等 有 匠 三 角形 顶 角 的 平分 线 , 垂直 平分 
底 边 ”、 在 这 个 定理 中 , 顶 角 的 平分 线 是 瞧 一 
个 定理 的 送 定 理 “ 等 采 三 角形 底 边 的 研 真 平 
分 线 一 定 平分 顶 角 "也 是 正确 的 . 

因此 , 要 证 明定 理 “ 等 牙 三 角形 顶 角 的 平分 
线 , 垂直 平分 底 边 % 可 以 用 证 明定 理 “ 等 腰 三 
角形 底 边 的 垂直 平分 线 一 定 平 分 顶 角 ” 来 代 
蔡 。 象 这 凡 , 在 证 明 某 个 命题 ,' 有 时 不 用 直接 
证 法 , 而 能 用 证 它 的 逆 命 题 来 解决 , 我 们 把 这 
种 推导 方法 称 为 同一 法 。 但 是 , 这 里 必须 注 
意 , 在 任何 情况 下 ,都 应 首先 辨别 命题 中 的 题 
设 和 结论 所 含 的 事项 是 否 唯一 存在 , 否则 , 小 
用 这 个 方法 ,在 逆 命 题 不 成 立时 ,就 会 导致 彻 
底 失败 ,所 以 必须 弄 清 问题 的 性 质 以 后 ,再 着 
手 解 题 。 


第 二 编 证 明 题 
第 一 章 直 线 形 
周 理 407D==5O0. 


1。 角 , 平行 线 


6. 证 明 : 凡 平 角 都 相等 。 

解 ” 设 有 两 个 平角 下 4C, 五 DP .因为 4B、 
4C 的 夹 角 为 平角 ,所 
以 4B、4C 成 一 直 入 
线 。 同 理 ， 也 也、 也 不 
亦 成 一 直线 、 于 是 将 
.顶点 4 和 顶点 九重 D 
合 , 使 直线 B4C 放 在 直线 了 ED 上. 并 使 如 
与 吾 在 忆 的 同 侧 ， 或 与 下 在 刀 的 同 侧 . 
则 在 任何 情况 下 平角 B40O 和 平角 刀 D 下 都 
完全 重合 。 所 以 平角 都 相等 . 

7. 过 直线 4B3 上 的 一 点 O 且 垂 直 于 4 
的 直线 只 有 一 条 . 

解 引 直 线 OC 等 分 平角 40B, 则 相 邻 丙 
角 CO4、COB 都 是 直角 . 

所 以 CO145. 

若 过 O 还 可 作 4B 的 垂 
线 DO， 则 CDO4 一 一 局 
(直角 )。 可 是 B 及 

OO04= 已。 
.…， DOo4= -CO04. 
因此 ，DO 与 CO 重合 ,所 以 过 点 O 只 能 有 一 
条 直线 垂直 于 4 已 . 

8 凡 对 顶 角 都 相等 。 即 两 条 直线 4P、 
CD 相交 于 点 DO 时 ， 有 c 

.400 一 BOD， 

/40D=B0OC。 

解 由 COD 是 一 条 
直线 ,有 

4O0++ AL407D 一 2 一 民 。 
又 40 也 是 一 条 直线 , 有 40OD+ BOD 
一 2 一 开 。 
400+T-40D= “40OD+ 了 507D. 
400= BOD， 


人 9 B 


注 这 个 定理 简称 为 “对 顶 角 相 等 

9. 设 有 公共 顶点 的 两 个 角 4OB、COD， 
401CO、EBO LDO, 则 Z40B= COD 或 
40B+ -COD=2R。 

解 ”如 图 (1) 所 示 … 400== 人 BOD= 
一 玉 ， 所 以 从 人 40C、 一 507D 中 分 别 减 去 
一 BO0, 得 ~“40B= CO0D， 


B 


人 太 
9 D D, 


C 
(1) (2 
如 图 (2) 所 示 ， 
40B+ABOD+ DOC 
十 了 .400=47 了 AR， 
又 .400= BOD= 一 R， 
4OB++ COD=2 一 RR. 

190。 下 面 的 命题 是 否 Oo 
正确 ? 两 边 分 别 垂直 的 两 
个 角 相等 。 A 

解 ”不 正确 .如 右 图 所 
示 ， 当 0O410'4， 0 宁 B 
0'B' 时 ,有 -0 与 LO' 互 人 
为 补 角 。 8 

注 车 两 角 之 和 等 于 两 直角 ， 则 称 这 两 个 
角 互 补 ; 两 角 之 和 等 C. 
于 直角 ， 则 称 这 两 个 D 
角 互 余 。 下 

11。 设 相 邻 两 个 。 
角 400、COB 互补 ， 9 站 
且 人 40C、~-CO05 的 平分 线 分 别 为 OPD、 
DB, 则 0OD1OBR. 

解 ” 央 为 互 为 邻 补 角 的 人 4OC 与 COB 


6 第 二 编 证 明 题 
之 和 是 两 直角 ， 所 以 每 个 角 的 一 半 之 和 为 直 | 因此 点 了 到 两 边 4B、40 等 距离 


角 , 即 
DOO+AC0B = AR … 0OD1O0B. 
12， 设 邻 角 人 4OB、BOC 的 平分 线 
分 别 为 OUM、ON， 且 MX 


有 


OMN TON， 则 04、OC 3B 
成 为 一 条 直线 。 NA 
解 ” 根 据 题 意 ,得 友 攻 《 


40M= -MOB,， BON= “NOC， 
MON 一 一 R。 
/MOB 二 APBON= 一 BRB。 
(40OMT AMOD) 
十 (BONdNOoc) =23- 了 R， 
/40B+ BOC=237R， 
即 4O00C 一 2 也。 
所 以 4O、OC0C 成 为 一 条 直线 。 


13， 设 邻 角 4OB、~BOC 的 平分 线 


分 别 为 OM、ON, 则 
LMHON 一 于 .40OB+ BOC) 


解 -MON=MOB+PBON. 而 MO 
是 了 40B 的 平分 线 ，NO 是 人 BOC 的 平分 
线 , 所 以 


MOB= 亏 40FB， BON= 末 2 人 BO0C. 
.， LIMON= 卫 /40B+ 玛 BoG 


=- 子 (40B+ Boo)， 


X 

14.。 一 B4C 的 平分 线 上 的 点 王 到 两 边 
4B、40C 等 距离 。 

解 过 点 一 分 别 向 4 丈 、 
4C 作 垂 线 PEB、PF。 在 
A4ZBP、A 人 人 48HP 中 ，4P 
为 两 三 角形 的 公共 边 ， 

ARB4P 一 74P， 
4BP= 人 47P= 尺 . 
AAA4EFEA4BP。,…， 卫 刀 一 PP。 


15., 车 两 条 直线 与 另 一 直线 相交 ， 其 一 
组 内 错 角 相等 , 则 这 两 条 直线 互相 平行 . 
[平行 线 定理 ] 
解 ” 设 两 条 直线 4B、CD 与 一 条 直线 五 及 
分 别 相交 于 CG 五 ， 当 一 组 内 错 角 .4G 互 = 
/AGED 时 ,证 明 4B1 GOD。 


(1) 《2》 
”4QER= 一 6BD， 
.。 GEHC= 3BGH。 
旋转 图 (1) 成 狗 (8) 的 形式 , 再 将 图 (8) 重合 在 
图 CD) 上 , 使 互 忆 与 G4 重合，G32 与 互 C 重 
合 . 因此 ,如 果 4 和 CD 在 BEB 的 同 侧 , 设 
在 中 、 一 侧 相 交 ， 则 与 贺 (IT 重合 的 图 (2) 
中 的 G4、 五 CO 部 分 也 相交 ， 所 以 图 (1) 中 的 
G4, OC 也 相交 。 这 样 结论 是 4B3 和 CD 在 
Z8 的 两 侧 都 相交 。 因 为 两 条 直线 相交 于 两 
点 是 不 合理 的 。 从 而 可 得 483 与 CD 不 相 
交 , 即 4B31/ CD。 
16. 著 两 条 平行 直线 与 另 一 条 直线 相交 ， 
则 同位 角 相 等 或 内 错 角 相等 ， 同 旁 内 (外 ) 角 


互补 。 上 平行 线 定理 ] 
解 设 431/CD, 直 线 4B、CD 与 直线 五 B 
分 别 相 交 于 G、 忆 ， 史 


且 点 4 在 35 的 同 A 
侧 。 如 果 一 组 内 错 
角 .4G 互 与 AGED 
不 等 ， 则 过 G 作 角 
了 有 G 开 等 于 ALGED， 了 

这 时 , 忌 G 与 CD 由 内 错 角 相等 而 平行 。 这 
样 ,过 4B3 上 一 点 G 有 了 两 条 直线 4B、 巨 G 平 
行 于 直 线 CD。 这 和 与 平行 公理 相 了 矛盾。 所 以 
.46G 瓦 = AGED， 

同 理 ， 一 组 同位 角 若 不 相等 ， 同 旁 内 (外 ) 
角 , 不 能 互补 ,从 而 内 错 角 也 不 相等 ,这 是 不 
对 的 。 所 以 一 条 直线 与 两 条 平行 直线 相交 
时 ,内 错 角 相等 ,同位 角 祖 等 或 同 旁 内 (外 ) 角 
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互补 。 

17. 设 在 一 平 曾 内 有 三 条 直线 和 色 入 2 
及 Gcfpajc 则 01 和 
C。 

解 如 果 3 与 c 不 
平行 ， 那 么 在 平 而 内 ”一 一 一-p 
不 有 平 行 的 两 条 直线 必 “一 一 一 一 一 


相交 。 设 其 交点 为 P。 根据 候 定 , 点 卫 必 不 
在 直线 上。 所 以 过 点 一 有 两 条 直线 站 
了 平 行 于 直线 g。 这 与 平行 公理 要 矛盾 。 因 


此 ,直线 0 与 < 不 能 相交 , 即 
2 c。 
18. 垂直 于 同一 条 真 线 的 两 条 直线 互相 
平行 、 也 D 


解 设 4B.OD 都 重 

直 于 直线 ZY， 其 交点 

分 噶 为 4 与 0。 

设 召 与 忆 在 3 的 x 

同 侧 , 则 出 人 

LPRB TXTZ， 有 DB4Z = 一 

又 由 CDLXZY， 有 DOZ7= -BR 
加 而 同位 角 柱 等 、… 4B1VY CD。 

19. 直线 XZ 与 平行 级 4B3、CD 中 一 直 
线 OD 垂直 时 , 也 必 和 与 RE 
另 一 条 直线 4 重 直 。 

解 已 知 4B1 CD. 
设 坎 线 双 也 与 CD 延吉 殿 YY 
相交 于 点 互 则 了 也 


Y 


与 4B 相交 ， 设 交点 为 
召 。 因 而 同位 角 3 
4 了 一 ACT 
且 OBEB= BR. 
4 古 X 一 天 4DBTNXDZ。 


29. 分 别 垂 直 计 马 


两 条 平行 线 4B、CD 

的 两 条 直线 罗 F、GH 

互相 平行 ， A- 一 盖 8 

解 由 GELCD， 

CD1/ 4B, 有 2 D 


SHA4B， (问题 19) 
又 BFBFJJ4B。…，GE1BF。 (问题 18) 
21. 在 平 柚 内 ， 与 根 交 的 两 条 直线 分别 
平行 的 两 条 直线 必 相 交 . 
解 ” 设 两 直线 O4、0B 交 于 点 0, ab O4， 


nn 


5 DB. 如 果 “与 2 不 根 交 ， 即 设 gs 2。 内 


于 一 直线 平行 于 两 条 

巴 行 线 之 一 时 ， 也 必 一 一 人 
与 另 一 条 直线 平行  。 四 
因此 有 ca/OB、 这 样 8 

过 点 D 有 两 条 直线 人 


0O4、0B 都 平行 于 均线 g、 这 与 平行 公理 相 
子 拷 。 所 以 直线 w 与 8 不 平行 , 即 4& 与 2 必 


相交 。 AD 
22. 4BC 的 两 
边 4B、BC 分 别 与 “Ace 
DEF 的 两 边 DB、 8 
玉 局 商 或 异 向 平行 筷 尼 
时 , 则 入 
4BO= 了 DBF. P 
解 当 两 角 的 两 边 。 ，/ > 
分 别 同 向 平行 时 ， 设 
ID 万 与 30 的 交点 为 
G 则 CDET 一 一 DGG ( 周 位 角 )。 
而 41 也 刀 . 
“，L~4BO=~.DGC (同位 角 ) 。 
ALL4BOC= ADPBF. 


当 丙 边 异 向 平行 时 ， 4BC= ~EGC (同位 
角 )，LBGC 一 一 DZ 《内 错 角 ) 。 
AL4BO= ADZBT. 
23。 已 知 /4BC、DBB， 若 4 和 
忆 忌 周 向 平行 ，BO 和 及 
也 好 异 沿 平行 , 则 
AL4BCT ADZBF 
一 2 了 3 
解 设 DZ 与 BC 
的 交点 为 C, 则 
4BO=-.BG (内 错 角 ) 。 
又 由 BO ZEB, 有 
BGBE- 一 DB17 一 2 一 尺 《 同 旁 内 角 互 补 ) 。 
4DBOL DBB -2 BR 
24. 潜 走 线 5 截 平行 线 4B、CD 时 ， 
寻 内 错 角 的 吾 分 线 平 行 ， 旧 同位 角 的 平分 线 
也 平行 . 
解 在 加 (1 中， 人 4B 一 一 态 TD 


。 工 过 
到 LALBF= 末 LBFD， 
即 LGNBB = 人 BF。 


8 第 二 纺 
-，BG1 BE. 

在 图 (2) 中 ， 

AGED 一 -GTFD， 及 亲 B 

。 工 
-… 本 GPB 太 

工 
一 可 LAGTD. 

邯 N 

GEN 一 -GZFHM。 。 

"“， 了 NT 

25. 若 DB4C 的 
两 边 4B、4C 分 别 与 C 
~BDB 的 两 边 DB、 (2) 8 
了 Z 平行 , 则 两 个 角 的 平分 线 4M、DX 互相 
平行 或 互相 垂直 。 

解 人 设 4B3、40 与 DBE、D8 分 别 同 
向 平行 ， 那 么 B4、 
FFD 的 延长 线 必 相交 ， 

设 交点 为 豆 . /4 万 刀 
的 平分 线 为 五 P. 由 了 
了 刀 / CO4, 有、 
DB4C= 一 4 刀 D。 
DBL4aI 
= /4HEP. 
“。 4MX 1 五 P。 

间 理 ， AD 一 4 万 站， 
ATFDN 一 已 P。… 
因此 ， 4M1]1DN。 

同 理 可 证 得 ,在 “B4C 的 两 边 和 _ABDZP 
的 两 边 分 别 反 向 平 
行 时 ,结论 也 成 立 。 ， 

(2) 设 4B、DZ， 
40、Dz 中 有 一 y 
组 是 反 向 平行 的 . N 
取 人 ZDB 的 补 
角 8DZ， 由 于 E 
ZB40 和 RDB 的 两 边 都 是 同 向 平行 的 ， 
所 以 BDF 的 平分 线 DN' 和 4M 平行 ， 
但 是 DX'LDN, 所 以 DX 垂直 于 与 DXN' 平 
行 的 直线 4M。 

26. 若 两 线段 
4B、CD 同 向 平行 ， 
一 为 4B、CPD 之 闻 一 
点 , 则 “ 


DN1 LP. 


证 明 题 


.4BPTACDP 一 DBPD. 


解 在 人 BPD 内 , 引 直线 P@ 平行 于 .42 
或 CD， 


”4B1 P98，.…， .4PP= DBPO. 
又 ”CD1Pe, … CDP= -DP9. 
LA4EP+ -CDP=BPQ+DPQ 
一 一 BPD， 


即 4BP+ACDP=BPD. 
27. 若 两 线段 4B、 
CD 司 向 平行 ,为 4 有 
CD 外 一 点 , 则 
AL4BP~ACDP 
一 人 BPO. 

解 QQ) 设 P4B 在 
(也 的 同 侧 了 时， 从 书 作 
与 4 好 同 向 的 平行 线 
ZP9, 则 有 

BP9= .4ZDP， 

了 DP9g= -CDP. 
于 是 ， 当 CDPO > ~ 人 BPQ 时 ， 

~DP9@--BP9=BPD. 
、L~CDP- 4BP 一 BPD。 

当 一 DPO<BP9 时， 

BEP9-- ~DP9@= BPD. 
4BP-~ -CDP= BPD. 

当 ~DP9@=BPG 时 ，PB、PD 重合 ， 

BPD=0。 


所 以 这 时 也 有 
2BP9-DP9=0=DPD. 
4BFP-- -0DP=BPD. 
综 上 所 述 ，~.4BP~~-CODP=5PD 成 
2 
(8) 设 了 CD 在 4B 间 侧 时 ， 可 仿 (1 同 
理 证 明 。 


乙 . 三 角形 
(fb 全 等 三 角形 
28， 两 边 及 其 夹 角 对 应 相等 的 两 个 三 角 
形 全 等 。 [两 边 夹 角 全 等 ] 


解 设 4B=DT,， LO=DFH，L4= AD， 
证 明 人 4PC2ADBTH。 将 4 放 在 刀 上 ， 刀 3 
放 在 妃 上 ，C 放 在 妨 的 对 面 与 到 同 侧 ， 则 
4C 重合 于 D8 (… 4 一 一 1 功 ，0 重 合 于 
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4。 从 而 Be 重合 于 ZE . 


-，A4BCseADEZ. 
29. 两 角 夹 一 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 
全 等 。 [两 角 夹 边 全 等 ] 


证 明 A4BC2ADEF。 将 召 放 在 妃 上 , C 


放 在 邓 上 , 4 放 在 BZ 的 对 面 刀 的 同 便 ， 则 
B4 重合 于 了 D (… /人 B= 可 ,0C4 重 合 于 
FD (… 2C= 机 .因而 4 与 刀 重 合 . 

， 人 4DBCO2A 人 DFIF。 


人 了 


39,， 三 边 对 应 相等 的 两 个 三 角形 全 等 . 
[三 边 全 等 ] 


， 及 了 
2 了 


解 在 A4BCO、ADHE 中, 设 4B=DB， 


BO= 了 PH, 40= DB。 A 
-如 名 把 吾 放 在 互 上 , 情 
放 在 C 上 , 九 放 在 .BC 所 
对 4 的 异 侧 了 上 ,于 是 “BA 一 人 > 人 
4 一 DT'PB， 二 机 
人 B4D'= DBD'4; NA 
40-D'C， D 
'.， AC4D'= -CD'4。 
AB4D' 二 LOC4D/ 
一 BD'4+ CD'4， 


即 ~B40= BDIO= BEDF. 
4= DBE，40=DF，/4=D， 
人 A4HC2ADBF， 
31. 斜 边 及 一 个 锐角 对 应 相等 的 两 直角 
三 角形 全 等 。 
解 在 A4BO、ADEF 中 , 设 一 已 一 人 忆 


1 


一 AR 40 一 DZH，A4O0B 一 DZ。 将 卫 
放 在 4 上, 刀 放 在 C 上 , 与 召 放 在 4C 的 
同 侧 ， 则 由 ~C 一 一 p， 有 28 与 CB 重合 ， 
4 姻 与 了 B 重合 。[ 点 4 公共， 因为 CEB 
4 万 ， FEB DZ] 


A 只 
和 和 


和 人 4BCE2 人 DB. 
32.， 斜 边 AD 了 
及 一 条 直角 边 
对 应 相等 的 两 
个 直角 三 角形 
全 等 这 全 
二 计 全 EGGC 


如 为 直角 顶 的 直角 三 角形 4BC、DB8 中 , 设 
4O= 也 1，4 万 一 刀 甩 。 放 pP 于 4 上 ,万 于 
上 , 刀 放 在 4 所 对 C 的 异 侧 大 上 , 则 BC、 
BF 成 一 条 直线 ,4C 一 4F ，LC 一 < 开 ， 从 
而 ~C 一 ?所 以 由 上 题 知 两 三 角形 全 等 . 

33. 底 边 、 顶 角 及 底 上 的 高 对 应 相等 的 
两 个 三 角形 全 等 . 

解 在 人 A4BC、A43C 中 , 设 

BC=BOC， 
高 4D=.4D'，-B40= “BA4CG'， 现在 放 
B' 于 了 上 ,C" 于 C 上 , 4. 4' 于 30 的 同 侧 . 
因为 4 一 4D'， 所 以 ， 若 4 和 44 重合 时 ， 
显然 有 人 4BO22A4'B1O。 若 4、 4 不 重 
合 时 ， 则 有 44 1 BO; 由 /4 一 一 4， 知 刀 ， 
C, 4, 44 在 同一 圆 册 上 . 因而 由 44 1/ BC 
知 4B= .40 40 一 4 了 1 
人 4HFC22A4O'B'。 


有 A? 
了 Rs 
34, 两 边 及 两 边 问 的 中 线 对 应 相等 的 两 
全 三 角形 全 等 。 
解 在 人 4BO、ADE8 中 , 设 4B=DZB， 


4C=D8, 中 线 4P 一 中 线 Do。 在 4P、D9 


10 第 二 纺 证 明 题 
的 延长 线 上 分 别 取 P4'=-P4, 9DP'=9D. 连 | 否 全 等 。 
结 B4 至 D', 则 有 _ 4 A4B0、A4'B'0' 为 钝 角 三 角形 ， 
APB4'E2APO4 (两 边 夹 角 )，、 (2) CO 为 直角 ， 
(3) BO> 4B， 


AZED'22A6ZD (两 边 史 角 ) 。 
4 了 = 40，D= DP 
这 时 ， 在 人 4B4' 人 DBD' 中 ，4B= 了 7， 


4 B= 也 刀 ，44' 一 DD', 因而 
和 人 A4PF4'22A 人 DBED'， 
所 以 4DP4' 一 一 DBD'。 


又 因 DB4C、~BDB 分 别 为 “464、 
.DEFE 六 的 补 角 ,它们 相等 。， 所 以 人 A4BC、 
AD58 中 的 两 边 及 其 夹 角 对 应 相等 。 从 而 


A4B0OA 人 DBET. 
A 了 D 
NS 
蚊 本 村 
ANN AN 
太 D' 
35. 在 两 个 三 角形 中 ， 和 
两 边 分 别 等 于 
另 一 三 角形 的 
两 边 ， 且 一 组 
等 边 所 对 的 角 
相等 时 ， 则 另 CE 
一 组 等 边 所 对 
的 角 相 等 或 互补 。 在 0 
全 等 。 


解 在 A4BO、A 人 DB 中 ，4 万 一 刀 鼠 
4C=DH， 一 DB=- 巨 时， 那么 LOC 与 再 
杠 等 吗 ? 又 与 其 补 角 如 何 ? 

放 A4HBC 于 ADBPB 上 ， 估 4 在 上， 
4 巨 与 了 重合 ，C 与 吾 在 也 刀 的 同 侧 . 

了 3 与 如 重合 时 边 BC 在 了 BF 上 。 
刁 重合 时 ， 那 么 A4BCOS 人 DBP，AC= 
5; 如 果 点 C 与 好 不 重合 而 落 在 互 了 上 的 
点 G 处 那么 有 40 一 DG 一 DB 与 7 一 
DGFH.。 所 以 

AL4OB=D6B = (180。 
即 ~G 与 一 太 互 为 补 角 。 

36， 在 人 4HFCO、A4'B 中 ,， 设 4DB= 
4B,， BO=B'O。 4 一 4'。 如 果 这 两 个 
三 角形 还 满足 下 列 条 件 之 一 时 。 那 么 它们 姑 


一 一 人 。 


多 4CO、40' 分 别 是 A4BC、A4 刀 BIG 
的 最 大 边 ， 

(5) 4>40i .40BI>dO 

解 ” 设 两 个 三 角形 的 两 组 对 应 边 与 其 中 等 
边 所 对 的 角 相 等 ， 则 另 一 组 等 边 所 对 的 角 相 
等 或 互补 ， 所 以 

(1》 若 另 一 组 等 边 所 对 的 角 互 补 ， 因 互补 
的 两 角 之 一 为 钝 角 , 另 一 为 锐角 , 这 两 个 三 角 
形 必 不 全 等 . 

《2) 成 为 补 角 的 两 个 角 , 其 中 之 一 为 直角 ， 
另 一 角 也 是 直角 , 这 时 两 三 角形 全 等 . 

《3) 由 于 BC 的 长 大 于 4 的 长 有 一 4> 
CC BC>4， 因 此 .4> CC。 所 以 
一 O、C 的 补 角 都 不 是 锐角 , 因此 两 三 角形 
全 等 


(4 假定 40, 4C' 分 别 是 三 角形 的 最 大 
边 ，~ 百 与 人 B' 是 最 大 角 , 但 是 LC 和 C' 
的 补 角 不 小 于 直角 , 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 . 

《5) 由 上 题 知 ， 这 两 个 三 角形 不 可 能 总 是 
全 等 。 

37。 在 两 个 全 等 三 
角形 4BO、4'B'C' 中 ， 
著 两 组 对 应 边 4 刀 和 
4'B、4C 和 44C' 互相 
垂直 ， 则 另 一 组 对 应 边 
2C 和 BC' 也 互相 垂 
直 . (但 当 4、~.4' 是 
直角 时 例外 

解 如 图 ， 设 4C( 与 40、4'B' 与 4B、 
BC' 与 50 的 交点 分 


别 为 肥 至 也。 由 假 
设 2 
40.140, 


4 上 40 万， 

得 

4DO'= 

4BB'= 
又 由 


开 i 
L 了 R。 


A4BCceA4'BO。 
得 CO= Cr。 
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因此 CDC' 允 是 圆 内 接 四 边 形 ， 从 而 一 了 = 
.4DPO: 一 下. 
BOLPIOY 

注 在 图 中 , 如 果 人 .4' 与 人 .4 是 直角 时 ， 
作 A4PBOE2AB4O 那么 

BO LHC 
因而 BC' 与 BC 不 可 能 垂直 。 
《2) 边 、 角 的 大 小 

38， 芳 三 角形 的 两 边 不 等 ， 则 其 大 边 所 
对 的 角 大 于 小 边 所 对 
的 角 . 

解 在 A4B0C 中 ， 

设 4B3> .40, 证 明 b 

40OB> 4BFO. 

在 边 4B 上 上 作 4D= 3 
40, 册 于 4B> 4C, 所 以 点 刀 在 4B 上 ， 连 
结 CD, 则 有 

A.4DO=4OCD。 
然而 ZL4DO 是 ADBO 的 一 个 外 角 , 所 以 


/4DO> “4BC. 

即 LA4CD> -4B0O. 

而 /40OB> 40D. 
AL4OB> 450. 


39. 车 三 角形 的 两 个 角 不 等 ， 则 其 大 负 
所 对 的 边 大 于 小 角 所 人 
对 的 边 。 
解 在 人 4BO 中 ， 
设 ~B> ~C, 证 明 
4O>4B. B C 

应 用 反 证 法 。 如 果 4CO= 4B， 就 有 了 = 
CC, 这 与 假设 条 件 相 矛盾 ， 所 以 4C4 万 . 
又 如 果 4LCO<4B,， 根据 问题 383， 有 一 B< 
~C. 这 也 与 假设 条 件 相 了 矛盾。 这样，4C 与 
4 既 不 能 相等 ,4C 也 不 能 小 于 4B， 

“， 40>4PB. 

40. 一 个 三 角形 的 两 边 分 别 与 另 一 三 和 角 
形 的 两 边 相 等 , 当 这 两 边 所 夹 的 角 泵 等 时 , 则 
大 角 所 对 的 边 大 于 小 角 所 对 的 边 。 

解 在 人 4HO、ADHH 中 ，4 万 一 万 也， 
40=DP,， 当 DB4CO> APTDZ 时 , 则 BC> 
已。 这 是 因为 : 当 把 九 放 在 4 上， 五 放 在 
吾 上 ， 且 两 三 角形 都 在 4 召 的 同 侧 时 、 设 也 
落 在 点 G 处。 由 BEDF1<B40,. 有 


eceevem 一 -一 


AB4G<B4G。 
从 而 4G 在 人 B40 内 . 作 ~G4C 的 平分 线 
交 BC 于 克 ， 连 结 互 G， 由 两 边 夹 角 分 别 相 
等 , 两 三 角形 G4 互 ，04 妃 全 等 . 所 以 瑟 G= 
互 C、 因 为 BF 互 +DG> BG, 而 
BE-LEHEG= BEATEO= BC， 


且 DBG 一 万 F， 
“BO> ITTF。 
D 
下 

41. 车 一 个 三 角形 的 两 边 分 别 与 另 一 个 
三 角形 的 两 边 并 
相等 ， 第 三 边 

不 等 ， 则 大 边 
所 对 的 角 大 于 
小 边 所 对 的 
角 ， B 和 泛 


解 在 A4BO、ADBZ 中 ，4B 一 DB 40 
一 DB，B0O> 了 8H。 如果 人 4= ZD, 则 两 三 
角形 因 两 边 夹 角 相 等 而 全 等 , 因此 BO 一 ZEF. 
这 与 假设 条 件 和 矛盾. 所 以 人.4 关 也. 

又 如 果 人 4< TD， 由 问题 包 ， 知 BO< 
ZE, 这 也 与 假设 条 件 矛 盾 . ? 

.…，A4>D. 站 

42.， 三 角形 的 两 边 之 和 四 
大 于 第 三 边 . 三 角形 的 两 边 
之 差 小 于 第 三 边 . 

解 延长 B4 到 万 合 

4D= 40， 
连结 DO, 则 了 =40D，83 
DOB> ~D. …，BD> BO。 
。…，4B+T4C> PHO. 
即 两 边 之 和 大 于 第 三 边 。 外 
到 

BO~4CO<4B. 

43， 若 在 A4BO 
中 ，4O>4B，D 为 
BC 上 任 一 点 ， 连 结 
4D, 则 4D< .40. 
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解 …4O>4PB, … 一 B> 0。 
但 是 .4DC 是 A4BD 的 外 角 ; 
47DO> 也 ，. .4DO> CC、 
从 而 4OC>4D， 

44， 设 了 .9g 是 人 4BC0 的 内 部 或 边 上 的 
任意 两 点 ， 试 证 : 线段 
PQ 的 长 不 超过 三 角形 
的 最 大 边 长 。 . 人 

解 ” 设 三 边 长 为 

4p>30204，， LTATA NAN 
延长 4P 与 BO 交 于 玲 3 C 
由 问题 全 知 ”4B 基 4BE4P。 
同 理 ， 4 万 宇 BS 这 BP， 
Br>POEOTEOP. 
所 以 4P, PP, OP 都 不 超过 4 号 . 
设 @8 在 人 A4PO 内 。 同 理 有 PQ 不 超过 
和 A4POC 的 最 大 边 长 . 而 人 4BPC 的 最 大 边 长 
不 超过 4B， 


`，POS4FB. 
45。 若 在 人 A4ZBC 的 边 BO、C4、4B 上 
分 别 取 点 刀 、 了 即 万， 则 有 
3(4DT+BZ-Om <5(4B 二 BOCACL4) ， 
解 设 边 4 甩 、 


BC、C4 中 最 大 六 
的 为 4B， 最 小 
的 为 C4, 由 问题 了 
43, 知 4 万 > 4 站 ， 

4 万 > 也 万 ， B C 
BC>CF. 
和 245TTPO>4D 二 DEFETOP 


64 刀 +3BO>3(4D+DBRBTOF) 人 
根据 4B< .BOTC4， 知 4B<2B5CT5C4， 
在 此 不 等 式 两 端 同时 加 上 54B 二 3BC, 得 

站 5C4。 四 
由 @、@, 得 
3(0DTBB4OB)<5C4BBCHOA 
46。 设 O 为 A4BC 内 任 一 点 ,连结 0OB、 
0C, 则 
4B+T4OC>OB 
十 00， 
BOC> .4. 
解 延长 BO 与 40 8 C 
交 于 点 了 D， 在 人 4BD 中 ， 有 
2&B 二 4D>OBTOD， @ 


eeaeeuheanee 


在 人 AODC 中 ,有 
0OD+DC>O00， @ 
G@+G@， 45+4D+DO+OD 
>OB+OO+OD， 
“，4B+40>DOB+O0C. 


因为 三 角形 的 外 角 大 于 其 内 对 角 ， 所 以 在 
A4BD 中， 有 .CDBDO> 4; 又 在 人 OPG 
中 ,有 人 BOO> OPDC. 

BOO> 人.4. 

47， 设 0 为 人 4BO 内 的 任 一 点 ，BO、 

C4、4 分 别 记 为 w、D、c， 人 


C 十 0 十 c>> .40 +BO+CO> 王 (ca 十 D 寸 c) 。 
及 


解 ”由 问题 人 6, 知 

2 十 c> BOA+LCO， 9 8 

cToa>COT4O0， 

TBp>4O 上 +PO， 8 5 
2(c+35To)>2(40TPFOACO) 。 
。 CD 于 C>40 二 5OTCO 


其 次 ,在 AOPBO 中 ，BO+CO>ai 在 人 0O0C4 
中 , COT40>1; 在 人 04 刀 中 ,40 十 BO> 
C。 

。，2(40 二 BO 二 CO) >a 十 D-Hc。 


。 40+EO+CO> 亏 (ab+o)。 
.opTe>4O+BOTCO 
> 豆 (e+3+o). 


48， 在 人 4B0 中 , 设 BO< 4C< 4PB, 卫 
长 4P 交 30 于 戏 则 
(1) 4MTTBC<4BA4C， 
(2) 4PBPTCOCP<4ZHT40. 
解 G) 4MZB 是 人 432C 
4MB> 0 
因为 4B>40， 
AP<C. 
和， DBP<A 42MPB， 
.4DBP>4 了 。 
又 因 40> BC， 
.…。4B+T4O>4MTTBO. 
(2) 过 己 引 BC 的 平行 线 也 O' 分 别 交 
4B、40 于 B、C .根据 上 面 的 证 明 , 有 
4B'TLO'>4P+TBO。 起 


ee 一 -一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
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又 在 ABPB、ACPC 中 ， 
BB'B'P>EP， 四 
CO' 二 COP>PO.。 @ 
又 - 4B' 二 EBPB' 一 4 
40' CO= 40， 
PEB' 上 PC 一 BO。 
四 十 四 十 图, 得 
4BD+40O>4P+BPTCOP， 


49， 在 图 中 ， 设 BD- 吉 (4B+40)， 


DB BC. 在 人 4DZ 内 或 了 上任 取 -- 点 
万 ， 过 刀 作 4 好 的 
乎 行 线 交 BC 于 点 px 亿 
G 在 BG、GO 上 分 
别 到 点 吾 、7， 使 
了 G=GT, 则 

五 万 十 万 7 >>.4 好 

十 40。 BC1 
解 当 卫 在 也 了 上 时 , FG= DBP， 


3BD= 瑟 (4B+T4O)， 


从 而 2BD 站 =.4DPTd4O。 
而 6G 互 天 GZ。 根 据 中 线 的 性 质 有 
BETBT>276=2BD， 
取 五 刀 十 FF7>4BL4C。 
当 环 在 人 A4D 刀 的 内 部 时 ,有 
五 刀 十 1TT7T>27CG>32PPD。 
"。 万 万 十 57>d4DPT4O。 
50. 下 列 论 述 正 ,次 
确 吗 ? 
若 在 A45B50 的 内 
部 任 取 一 点 刀 ， 在 边 
BC 上 任 取 两 点 玖 、 
7, 则 不 等 式 3 人 一 - 疏 一 
4BT4OC> 了 十 开 7 
总 能 成 立 。 
解 ”如 问题 49 假设 的 到 巧 、 也 则 有 
FETBT> 4B+4C。 
所 以 不 等 式 
4 二 LO>8 万 十 五 了 
不 可 能 总 成 立 。 
51. 在 A4BC 中 ， 若 DB=2-C， 则 
4OC<24 了 . 
解 作 LAC4E= ALC, 则 0CB=B4， 


又 _A4BB=3.0， A 
.也 = 4BB. 
.。 4 万 一 .4 刀 . 
因此 
4 妃 二 BO=24P， 3 韦 
其 次 ,在 A4BEC 中 , 40< .4B+EC. 
.40<24B. 
52. 在 公共 底 边 BC 的 同 侧 ， 作 两 个 三 
角形 4BOC、DBC, 使 
4BPT4OC=DBTDO， 
且 4B= .40 DB> DO， 
若 了 B 与 4C 交 于 , 则 
4 有 也 > 万 了。 
解 在 DB 上 截取 
D 克 = 40,. 则 由 4T-H4O=DBATDO,DF= 
40, 有 .4B= BTDO, 即 


4B- BF 一 DO. @ 
而 在 A4BZR 中 ， 
4B- BF 一 4 四 


由 中、 四 @， 有 48> DO. 然而 在 人 47D、 
A4CD 中 4 为 公共 边 ，40 一 D， 由 4 有 
>DO, 有 4DB> “D4C。 所 以 在 人 4BD 
中 ~ 人 了 >~4。 由 此 可 得 

4 也 > 沁 万 。 


《3) 两 底 角 的 和 与 差 
53. 三 角形 的 内 角 之 和 等 于 两 直角 .一 


个 外 角 等 于 其 内 人 A 
对 角 之 和 。 
解 延长 BO， 
过 C 引 直线 7 
CBP 1 4. < 


4=~.40 刀 (内 错 角 ) ， 
/B=~ECD (同位 角 )。 
LA.4 二 AB= 40B 二 ABCOD， 
/4 二 3= 人 40CD。 
又 在 此 等 式 两 边 加 上 .BC4, 得 
LA4TA 了 +TABO4 
一 4CD 上 BO4= 2 一 尺 ， 
.4 二 BTTAC= 一 2 也。 
或 ”LA4+TB=2AR--AO=40D， 
54，， 车 延长 三 角形 的 任 一 边 ， 则 其 外 和 角 
大 于 内 对 角 ， 
解 ”由 问题 兄 , 知 
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4+ 刀 二 CO 
一 2 一 忆 ， 
但 是 
AO+A40D 
一 2 一 史 ， 


， LA40D= 4 上 +B。 
因此 外 角 .40D 大 于 人 4 或 人 了 
55， 在 人 A4BO 由 ，4B>40O， 车 在 4 万 
上 截取 4D 一 40, 则 


L4DC- 于 (2ZB+ZO)， 


人 BOD- 忆 (CO-- 司 。 


解 由 47D=40 有 4DO= ~.4CD。 
设 4DO=o， 
.BOD 一 P， 
则 有 
=4DO 
一 BOD 
一 色 一 B， 
4GB= -4CDTBOD=cT+THp。 
。…，L 万 + LGC= (xc- 月 十 (w+B) 
一 2 一 2 4DO. 


“4DC= 半 (3HAO)， 
AC 一 = (wa 十 6) - (wa 一 有 
, /BCD= 亏 (Z0- DB) 
56， 在 A4BC 中 ， 设 .4 的 平分 线 为 
4N, 过 4 作 .BC 的 垂 线 为 4 妃 , 则 
LEL4N- 互 (CB~LO)， 

解 设 4 万 >40, 在 
4 上 截取 4D= 40， 
COD 与 4N、4 互 的 交 
点 分 别 为 8、 瑟 ， 则 有 
]AL9BE- AR 4HC. 

…。 AQ4B= FEOE. 
由 问题 55 可 知 
4N= LDOB- 亏 (OO- ADB)， 


同 理 , 设 4B<4C, 则 有 


又 


明 题 


LH4N= 于 (CBE- 人 0). 


LEL4N= 亏 (人 BA LO) 


57-. 作 直 线 MX 分 别 交 人 A4BC 的 两 
边 4B、4C 于 总 
ZX ， 交 BO 
的 延长 线 于 
N, 且 4ZB 
= 4MD, 则 
有 


3 
L4TM= 末 (COTLAB)， 


LINB- 亏 (CO-- 已 . 


解 设 4B>40, 过 和 C 作 CD1HAZM。 由 
4 下 一 47， 可 知 4C=47D， 因 此 由 问题 号， 


得 DOB- 于 (2ZO-L 忆 ， 
4DO= 末 (CC+LBD)， 
又 因 ME/ DC, 所 以 
LN=- DCB= 亏 (ZO- 人 AD)， 
47 玉 =- L4DC- 汪 (LO+ 5D). 
58B.，， 过 人 A450 的 顶点 4 向 对 边 BO 引 


垂 线 4, 项 边 BC、 及 
4 号 的 中 点 分 别 为 
及 万， 则 允 
LDPE 万 一 人 忆 
一 ZC， B 一 5 


解 当 B>AC 时 ,~DHZB= BDB 一 
BBPB, 而 下 是 直角 三 角形 4DB 斜 边 4B 
的 中 点 ,所 以 TD=7B. 

TB=BDP 
又 因 也 到 1] 40， 

AGO= PRBF. 

DBB 二 BD 一 了 BB 
一 人 .B-<C。 

当 一 及 < ~C 时 , 同 理 有 

ADHB=AC- 了 3 
因此 一 般 地 有 

ADEB 刀 一 DB~ 0O。 
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仔 ) 垂 线 
注 “有 关 三 角形 垂 心 等 问题 参考 第 二 谷 圆 


从 锐角 三 角 
形 的 两 个 顶点 向 对 边 
引 垂 线 、 则 其 夹 角 与 
顶 角 互补 。 

解 在 锐角 人 A4BC 中 ,从 点 B、C 分 别 向 
对 边 引 垂 线 BD、C 瑟 , 设 其 交点 为 0, 则 四 边 


一 2. 羽 。 
注 点 O 叫 重心 
690. 三 角形 的 三 条 


形 4DOZ 的 四 个 内 角 之 和 为 4LR， 其 中 
.…。 -4+AEOD= 4 BO0 
及 
要 as 也 
高 之 和 小 于 三 边 之 和 夕 
高 4、DBE、CZ,， 如 图 .8 一 六 C 
所 示 , 则 有 
4D< 4B，BZ< BO， OF< .40. 
61， 在 人 A4BC 中 ， 人 
设 4C>4DB, 过 4 向 
23C 作 垂 线 4 忆 , 由 有 。 
及 DO>DB. 3 DC 
解 因为 4DL BO AD4BP、/D4G 分 
列 为 CB、2~C 的 余 角 .又 因 4B< 4C, 有 
等 于 人 D4B 的 AD4B' 在 ~D4C 肉 、 由 
此 可 知 ， 点 已 在 DO 上 ，PD=DB'。 且 有 
DO>DB， 即 DO> DB. ， 
线 4 刀 与 高 4 的 中 
间 。 
解 设 4B>4C， 
取 M4' 一 4MX， 则 有 4 
AdMCcee 和 42 号 
《两边 夹 角 ) 。 员 而 


一 了 、 也 为 直角 . 
解 A4BC 的 三 条 
4-BR+OP<4d4BTBOT4C。 
”人 D4O>D4 万 
COC<DB. 因此 ，<D4C>TD4B. 从 而 
62. 人 425C 顶 角 4 的 平分 线 4 瑟 在 中 
在 44f 的 延长 线 上 
4LCO 一 4 DB， 


人 B4M = -0C4M， 
由 4B> 4 有 4B>4B。 


站 


,APB4 人 > DB4M。 
.LO4M > PdM 
所 以 <.4 的 平分 线 4 妇 在 4 与 40C 之 间 . 
又 4B>40 有 _B<AC, .从 而 人 B4D> 
AD4LO. 所 以 4 盏 在 4D 与 4B 之 但, 由 此 
可 得 4 在 41 与 47D 之 加 ， 
63. 三 角形 的 一 个 角 平 分 线 的 长 小 于 夹 
此 角 两 边 的 等 差 中 项 . 入 
解 设 4B>4O, 延 
长 中 线 4 开 至 4 使 
4'M = 4 了 1, 连结 了 B41， 


则 /于 
44'<4B+B4'。 下 
又 由 问题 62， 知 已 
了 4 一 4G A 
2244<4BT4C。 
因此 


4M< 误 (4B 二 LO) 。 O 


但 由 问题 62， 知 “4 的 平分 线 4 已 在 中 线 
4 邓 与 高 4D 之 间 ， 从 而 4 已 < 4 并 ， 所 以 由 
电 得 


-43< 志 (4 有 二 4O) 。 


64. 罗 的 两 顶点 召 、C 分 别 向 
对 边 4C、4B 引 垂 线 ， 设 其 垂 足 分 别 为 瓦 、 
2， 则 线段 ZE 的 中 点 与 边 BC 的 中 点 的 连 
线 垂 直 于 五 F。 A 

解 设 BC、EF 的 中 点 
分 别 为 了 、 玉 ,连结 了 如、 

YF， 则 了 为 直角 三 角形 


DEC 的 斜 边 BC 的 中 点 ， 也 开 
BT 一 YZ. 
同 理 ，B3Z 一 了 7， B 一 一 六 一 
.了 万 一 了 下 。 


因此 AZ 为 等 有 三 角形 , 式 为 底 边 BR 
的 中 点 。 所 以 工 怀 上 RBF。 

65. 若 过 A4BC 的 顶点 4 任 作 一 直线 ，. 
过 妃 、C 再 分 别 作 
此 直线 的 委 线 ， 
其 垂 足 分 别 为 愉 、 
忆 , 则 这 两 个 垂 足 
到 3C 的 中 点 等 
距 。 


16 第 二 编 证 明 题 
解 作 从 丰 人 万 刀 ， 则 BD1/ ZN CBE. M | 4.LBC, 若 延 长 4 刀 至 也 使 BD 一 也 , 则 


是 BC 的 中 点 ， 因 
妈 在 线段 疡 丰 的 垂直 平分 线 上 。 
MD 一 MB 
注 本 题 证 明了 梯形 的 一 个 性 质 : 
DBD 二 CT 一 2 了 了 
66， 在 A4BC 中, 4B>40, 由 顶点 4 
向 对 边 BC 作 委 线 入 
4D， 设 一 为 4D 上 
的 任 一 点 , 则 有 
PPB~-PO>4B-40C. 
解 由 .45>40， BE 一 斑 8 
有 23D>CD。 因此 在 BD 上 取 点 CO , 使 
DO' = Do， 
则 有 4C' 王 40O, FC' 一 PC. 又 设 BP 与 4C/ 
相交 于 点 D, 则 
O4 十 0 也 >4 忆 ， 
OPT+TOG'> PC'。 
LO' 十 PEB>4BTPO。 
卫 本 一 PO'> 4B 一 LO 
-了 PCO>4B20 


4C、4D、4 荡 了 张 成 相等 的 角 : 
APF40= 0C4D= AD4B， 
则 BEO<CD< IT 万. 
解 因为 4B 为 XT 的 重 线 , LO\、 4D、4 
为 屋 了 的 斜 线 , 所 以 


了 > .4CDB> 4DO。 
因此 AR<A4OPD<A.4DP 
设 l4OB= -40B1， 

4DO 一 .4DoO,， 


则 边 CB'、DC' 分 别 在 角 4CD,，~4D 刀 
内 。 且 
A40OBse2 人 40OB,， 
A4DCOcseA4DO,， 
2OBTDD> 4DO， 
DO 加 > A 盏 , 
由 此 CD>CB'，DZ> DO 
。… 和 .BO<OCD<DT 
68.。 在 锐角 ABC 中 ，- 瑟 =22C 时 ， 


因而 功 P=- 了 18， 于 是 可 知 点 | 也 页 的 延长 线 必 经 过 边 4C 的 中 点 2《。 


解 … BD 一 也 事 ， 
_/BDZ= BED- 寺 A4HO= A0. 
但 是 外 
BED= AMHC， 邮 
AMNREFC= AC. 
.…。 MKC= Mr 
因而 在 A4BC 中 ， 世 ~ 
LRC 一 R， D 
从 而 ZL4HM、~B4Mx 都 是 2 的 余 角 ， 
了 MA4 .MX4=MC. 


即 点 凤 是 边 4C 的 中 点 。 

69， 车 在 人 4BO 中 ，~C=2,， 从 4 
向 BC 所 作 垂 线 为 4D,， 则 DB 与 DO 之 差 
等 于 4C。 人 A 

解 在 DB 上 作 全 
万 一 0D, 则 

.4 历 一 40. 5 -证 B 
.LA4EO= 0O 一 3/ 了 一 DB 二 BR4PB 
了 4DB= BRPB4， 

。。 4 万 一 也 刀 . 
即 4O= 了 TB。 又 CD= DZ. 
.DB 一 DO- DB 一 也 也 = 3B= 4C. 

70， 若 从 锐角 人 4BC 的 顶点 B、C 各 向 


对 边 作 垂 线 ， 在 这 两 Ad 
4 


条 垂 线 (或 其 延长 线 ) 
PP 二 49' 一 DO. 


上 分 别 取 BP=C4、 
Cg~ B4, 再 过 了 、9 
作 PP'LZBO、G9'L 
BC, 则 

解 设 4D1LZC, 则 在 人 A4BD 与 AC89' 
中 , 人 B4LD= 909'( 都 是 了 了 3 的 余 角 )， 
L4DB=-A09'@=B， 


且 4 已 一 C9， 
.人 4BDeeA 人 Cg9'-。 
“。 DBD 一 GO 
同 理 ， A4DOsABP'P.。 
0OD 一 PP 
因此 有 


PP' 二 Ge9' 一 CD 二 ED= BO0. 
71， 在 人 A4BO 中 , 由 4、 瑟 各 向 对 边 作 
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垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 刀 、 互 ， 4 已 的 中 点 为 卫 ， 
则 

FEDT= 0C， 

解 设 4D 与 也 百 
交 于 点 互 , 则 人 C 与 
已 DD 互 为 补 角 。 

 AC= AL4PFB. @ 

但 4 万 如 一 DB 二 万 RD 
因此 由 @, 有 

AC= 万世 刀 十 /万 瑟 D， 四 
但 .4BEB= 4DBw 一 瑟 。 
所 以 ,点 4、B、D、 歼 在 同一 圆周 上 。 

万 万 站 -ATF4D. 
又 卫 是 直角 三 角形 4BD 的 斜 边 上 的 中 点 ， 
由 此 可 得 ,BF4D 一 ?DLA4。 所 以 由 加 ,有 

LA0O= TD APD4= DB. 

72. 在 人 4B0C 中 ，B> 0, 若 从 号 
CC 分别 身 对 边 4C、 
4 作 垂 线 BD、OB， ww， 
则 C>D. 

解 延长 BD、CB， 
使 DB'=BD，FEO' 一 
CE.、 则 人 ABCOB'、AOBC' 二 大 角 
BC'=BO=OCB'. 由 此 可 得 上 CBC'= 2 PP， 
BCB' 一 23。 然而 由 假设 一 B> CO, 有 

COBO> POPB'. 
因此 在 ABOB'、ACBC' 中 ，CB' 
BO 公有 ，CBC' > BOP1 
CO'> EBP 


义 
EBD- 二 BB 0B 一 去 00， 


(0 万 >DBD。 


。 邓 ) 角 平 分 线 

注 关于 内 心 、 旁 心 问题 参考 第 二 章 圆 的 
部 分 . 

73， 在 人 A4B0C 中 ， 设 4 的 平分 线 与 
有 4B> EBD，4O> 
CD. 
- 解 人 4DB5= -CC 

十 人 D4C。 B 

而 证 局 


一 一 一 一 


同 理 ， 


AD40O= 5B4D. 
由 此 可 得 AL4DB>D4D。 
.4DP>TDD. 
同 理 ， 40> 0D. 
74， 设 0 为 A4BO 的 ~B、-G 平分 
线 的 交点 ， 延 长 40 A 


与 50 交 于 D， 从 0 
向 BC 作 垂 线 OZ, 则 
人 .BOB 一 OOD， 
CoD= -C40+ 400 
=- 到 LA4+ 二 LO、 @ 


解 
由 一 BEBO 一 R， 知 
二 FOR 2 一 于 了 . 


人 言 C4+ 避 CBA 了 CO- LAB 
.LEOR 一 人 B4c 了 已 B 、 
-动人 ze 
故 由 Q@、@， 
7 


75， 届 A4BO 的 VC BY 风 O 的 平分 绑 交 
及 


于 点 OO， 过 0 作 平 行 
于 BC 的 直线 与 4B、 
4C 分 别 交 于 改 、N， 
则 MAN=MB 二 NOC. 

解 MXNVI EC， B 

.MOB= OFHC. 
但 0OBC= MD5O， 
MOB 一 MPBO， 
和 和， MO-MPB. 
NO=NO. 
因此 MOTNO=MNBENC。 
即 MXN=MBTTNO. A 

注 0 为 A4BGO 的 内 
心 ( 参 考 问 题 429) 。 

76， 设 A4BC 的 一 妃 
平分 线 与 外 角 4CD 的 平 
分 线 交 于 点 O0， 过 O 作 平 人 
行 于 BC 的 直线 与 4B、 


,4C 分 别 交 于 ML 从 则 .3 
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MN=PB~NC。 
解 由 NO1/cD， 

NOC= 006D。 
但 NOO= 00D. 

。 NOC= -CO。 

:。 NO= WO. 
同 理 ， MO=ME。 

，MN=MOw~NO=MBE~NO. 

77.、 人 4BC 的 世 
二 妃 的 平分 线 与 它 。 人 
的 外 角 平 分 线 的 夹 
角 等 于 4 的 一 
半 。 如 志 D 


解 设 人 .40 为 人 A425C 的 外 角 , 则 
40D= 一 4 二 AL4BO， 
又 CECD 是 人 ABBC 的 外 角 , 因而 有 
BOD 一 - 刀 十 ABRBO。 


但 LABOD= 40D. 
。 去 L4+ 二 人 L4BO- / 瑟 T LABBO. 
两 边 同时 减 去 等 角 忆 人 4BC~- BBC, 得 


二 
乙 刀 一 豆 乙 4. 


注 盏 为 A4EO 的 了 B 内 的 旁 心 (参考 
问题 430) . 
78. 下 面 的 论述 正确 吗 ? 


三 角形 项 角 的 平分 线 与 对 边 垂直 平分 线 的 : 


交点 在 三 角形 的 外 部 。 

解 一般 地 ， 三 角形 的 顶 角 平分 线 与 其 对 
边 的 垂直 平分 线 过 三 角形 外 接 圆 局 上 的 局 一 
点 。 但 在 等 腰 三 角形 时 ， 这 两 条 直线 重合 ， 
所 以 这 个 论述 不 一 定 正 A 
确 。 

79。 设 A4BO 的 一 B. 
C 的 平分 线 交 于 点 O， 
则 

/BOCO=90。 + 豆 4， 
设 与 人 BC 邻 补 角 的 平分 线 交 于 点 0 则 
LEOC=90" 一 去 人 4。 
解 在 人 Boc 中 


Bood -OBEOTAO0B=27R 
即 
LABOC+ 到 AB 寺 于 2O=-180"。 g 


荆 工 I 一 g0e 
王 工 _goe_ 工 


代入 @, 得 
人 BOC+90" 一 志 4=180。。 
-， 人 BOO-90"+ 卫 Z4。 
又 AOBO' = ARB= 0oco， 四 边 形 OBOC 


是 圆 内 接 四 边 形 . 
-BOO=180" 一 BOO 


=180* 一 (90" 二 到 Cd4j 
=90" 一 去 24.。 


80O。 设 在 人 A4BO 中 ，~B> CC, 则 一 
的 平分 线 BD 小 于 及 
(C 的 平分 线 C. 

解 ”因为 /DB> 
2L0, 有 
.4PBD> 人 40. 3 
所 以 在 4BD 内 可 作 DBF= 人 .408 . 本 
ABC 中 , 由于 /BBCO> ATOB, 有 了 B< 
ZO,， 所 以 在 C 及 上 可 取 ( 石 一 68。 设 过 五 
作 2 的 平行 线 交 0 妃 于 有 。 则 在 人 BZD、 
AC 万 到 中 ，B1 一 0， 人 BFD 一 一 OFR， 
FBD= 一 万 COC 开 ， 

“， 人 BFDS2ACTER， 
"。 卫 刀 一 CG 玫 <0OE， 

81.， .人 4230 的 每 个 有 B， 
外 径 的 平分 线 作 成 
A4'BO 对 人 A4BIiCI 


王 


_ 的 每 个 外 角 的 平分 线 又 
作成 人 人 42"DF2O， 继续 
对 新 三角形 的 每 个 外 名 
分 线 作成 三 角形 , 则 其 极限 为 正三 角形 . 
9 由 问题 79, 有 
ZL4=LB- 瑟 人 4 
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同 理 ， LZB' 一 人 BR- 互 /B. 


因此 L4'~LB' 一 王 (C4~L 司 ， 


这 就 告诉 我 们 ， 第 -个 新 三 角形 的 两 角 之 差 
等 于 对 应 的 原 三 角形 的 两 角 差 之 半 。 同 理 第 
二 个 新 三 角形 4"B"%0“ 有 

L 人 4 LBI- 于 (C4wvLBI 


一 卫 (Z4~L 札 . 
一 般 地 ,第 印 次 新 三 角形 BuOs 有 
LAL~ZLBo= 击 (2C4~LB)。 


其 中 为 正 整数 , 当 冯 充 分 大 时 ， 志 -就 任意 
地 小 .因此 , 当 无 限 增 大 时 , 去 的 极限 为 
零 . 所 以 功 (24~LB) 的 极限 是 零 。 因 


而 ， 当 多 充分 大 时 ， 有 4 一 人 Bn 同 理 
Br 一 CO。 所 以 人 4BnCn 的 极限 为 正三 
角形 . 

82. 设 卫 为 A450 的 ~ 人 4 的 平分 线 上 
任 一 点 , 且 .4B+ 4C, 则 

4DB~w4C>PDP~PO。 

解 设 4B>40 时 ， 
在 4B 上 截取 .47D= 
40, 连结 DC, 则 

A4DF22A 人 4OP， 

“， .PPD=PO， 二 
"， 4 万 -- LO=-4 了 一 4= 了 DB。 
又 PB-PC=-PB-PD. 
但 是 在 人 APBD 中 , DB>PB 一 PD. 
.4 一 4O> PP 一 PC 
设 4B< 4C 时 , 同 理 有 
40 一 4 了 3>PO 一 忆 刀 。 
所 以 一 般 地 
.4B~4O>PB~PO。 

83.。 设 A4PBC 的 边 BC 的 中 点 为 也， 
/4PDB、~4DC 的 平分 线 分 别 与 4B、4C 
相交 于 妃 、 了 也, 则 五 思 一 BBC。 

解 延长 3DP 至 使 DM=ED, 根据 两 
这 及 其 夹 角 对 应 相等 ,有 

人 A 人 3BDPMSACDP， 


9 


因 比 
又 
_ABDB 一 A 忌 
MD 一 D， 
所 以 也 好 是 到 下 的 垂 
直 平 分 线 。 

。 玉 一 万 7. 
但 是 ,在 人 了 太刀 中 ， 
也 万 十 BM > 万 2 
.。 五 太 一 也 万 十 OF 

84， 在 人 4H0C 中 , B=3AC 时 ,从 五 
向 .4 的 平分 线 引 垂 线 BD, 则 
BD- 亏 (LO 一 4) ， 

解 设 2D 的 

延长 线 与 4C 交 


于 也 则 
= 4 万 . B 


由 问题 55, 有 BBC 一 于 (ZB- 20)。 
但 是 B=30. 
.LABBEO- 二 (8LO- LO) 一 人 0. 


DBM 一 OCX， 


M 


ee 五 CO 一 万 PP， 
_ 工 ss 汉 
2D= 王 2 一 本 20 


= 也 (40- 4B)。 


35 和 人 485C 
中 ,人 C 的 平分 
线 与 边 4 妃 相交 
于 驴 , 过 开 作 平 
行 于 4C 的 直线 
分 别 与 边 BC 及 
C 的 外 角 平 分 
线 交 于 了 、2, 则 


和 六 一 了 IF。 
解 设 -C 的 平分 线 为 C 和 。 又 因为 屋 G 
1 4C, 则 有 
AL4OXZ= BOXZ= OZXTZ， 
所 以 AZXC 为 等 腰 三 角形 。 从 而 
和 YY 一 OZ 
其 次 ,延长 4C 至 卫 ， 
AZOCZ=ADOG= -COC2ZT， 
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"，0O7Z = 了 G。 
因此 X7Y 一 了 2 
86， 设 人 4BC 的 <4 的 平分 线 与 边 
BC 的 垂直 平分 线 交 
于 点 忆 过 忆 分 别 作 
4B, 4C 延长 线 的 垂 
线 DX、DF，, 则 
4Z=47， 
BZ 一 CO7。 、 
解 设 BC 的 中 点 了 
为 妃 ， 直角 三 角形 4DPX、4DY 的 公共 斜 边 
为 4D. 又 
AD4X 一 人 D47， 
… 人 A4DXceA4DT。 
因此 ， ”4 瑟 =-.47,，DX= DY7. 
又 ED 是 BO 的 垂直 平分 线 , 有 忆 B 一 DO, 天 
此 直角 三 角形 DBX 与 DO7 全 等 。 


.…， BZ 一 OZ. 
87， 在 人 4BC 的 边 4 上任 取 一 点 刀 
4C 的 延长 线 上 任 取 和 


一 点 孔 连结 DB. 洲 
4Dz 的 平分 线 与 
4B0 的 平分 线 交 于 AR 
X，Z.47D 的 平分 线 与 日 AN- 
.40B 的 平分 线 交 于 
M, 则 

DBND= OA， 

解 六 是 人 DPB 的 人 
旁 心 有 = 到 人 DPB (问题 77)。 又 允 
是 ACP 太 的 旁 心 , 有 

LM= 寺 CCPF. 


/DPB= COPF. 
LOMF 一 ~BND. 

88. 设 也 为 A4HCO Cr: 
的 4 的 外 角 平 分 线 
上 有 异 于 4 的 任 一 点 , 则 

BP-PO>4B-H40. 

解 延长 B4 截取 
40O' 一 40, 则 着 
A4CFseA4C'P (两 边 夹 角 ) 

…，CP 一 CO'P， 
.BFP+TPO=BPPO> BO 


但 是 


ee 


又 BD1BB， 


一 .4 也 了 40。 

即 BP+PO>4BT4C0. 

89、 若 人 4BO 的 边 4B- 王 40， 从 C 
向 Z.4 的 平分 线 4D 作 垂 线 CP, 则 

4DD= 了 17 六 

解 设 CZ 的 
延长 线 与 4 的 
延长 线 交 于 五 ， 
则 有 CZ 一 FB'. 
设 过 好 作 BO 的 
平行 线 与 4B' 交 于 到 则 由 BTH=FC， 有 
BZ 一 玉 B', 因而 由 假设 4B 一 于 40, 有 


4B-= 于 4B" 
.4B 一 B7 一 有 BE 


4D= DB， 

90.， 从 A4BC 
的 顶点 BC 分 别 
疝 LZ4 的 平分 线 
作 垂 线 GBF、CF， 
设 BC 的 中 点 为 G， 则 人 GZP 为 等 腰 三 角 
形 


节 


解 设 延长 3 与 4C 延 长 线 交 于 互 ， 延 
长 CF 与 4B 交 于 素 , 则 有 

4 万 ]B5,， 471CK。 
因而 , 瓦 、 了 分别 为 BE、CK 的 中 点 ， 


< _ 于 二 地 
os GE 一 豆 C5， CE 一 误 忆 刀 . 


4B= .4 万 , 4 一 40. 
.…。 瑟 玖 一 0 万 ，GB--GT， 
即 AGZZ 为 等 腰 三 角形 . 

891 设 从 A4BC 的 顶 
点 五 、C 分 别 向 4 的 外 
角 平 分 线 所 作 的 熏 线 为 
BB、CO，~- 4 的 平分 线 
为 4D, 则 三 线 BO、CB、 
4 共 点 . 

解 设 BB' 与 C4 的 延 
长 线 交 于 马 由 4PB' 为 
BE4 咏 的 平分 线 且 
4DB ZEP， 


但 是 


， 则 4D=DX， 
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得 

五 ' 为 3 的 中 点 . @ 

又 4 是 4 的 平分 线 ，4' 是 ~ 人 4 的 外 

角 平 分 线 * 有 /BA4D= 人 开 、 又 BB'_L4B' 
-。 3BB 1 4D. 

设 瑟 C 与 4D 交 于 点 乙 , 由 轿 知 三 为 4D 
的 中 点 , 即 CB' 过 4 的 中 点 已 。、 同 理 ，BC' 
也 过 4D 的 中 点 了 。 所 以 4D，BO，CB' 
共 点 。 

8S2，， 设 人 4BC 的 一 3 与 C 的 平分 线 
交 于 点 0O， 从 4 向 BO、CO 引 垂 线 ， 其 垂 足 
分 别 为 也 也, 则 DZE 1/ BC. 

解 ” 设 了 BD、C 开 分 别 为 人 B、~C 的 平分 
线 ，4D 1 BD， 人 
4 妈 1COZB。 延 长 
4D、.4 允 与 吾 C 
分 别 交 于 生 了 ， 


4 万 一 了 7。 
DZ 1 XZ， 
即 DZ 1] BC. 

93， 在 人 4BC 中 , 车 从 点 4 向 ~B、 
C 的 平分 线 作 A 
答 线 ， 其 垂 足 分 | 
别 为 已、 则 

PO- 王 (4B 


十 4 一 BOD) .。 
解 设 延 长 4P、496 与 BO 分 别 交 于 六 
也 则 有 4P 一 PPD,， 49= 一 95. 


“. FG- DB- 亏 (EBD 上 +OZE 一 BO) 


但 是 4D、4 且 分 别 为 上 B、Z~C 的 平分 线 的 
垂 线 ,有 了 D 一 4 也 ，0 万 一 40. 


“ PG= 亏 (4BT4O- BO) 。 


94。. 在 A4FC 
中 ， 由 顶点 C 向 
4、 外 角 C4 苞 的 
平分 线 分 别 作 垂 线 
CD、C 万 , 设 其 垂 足 
分 别 为 刀 、 已, 2 为 
边 BC 的 中 点 ， 风 
三 点 好 也) 瑟 共 线 。 


解 设 延 长 CD、C 厂 与 48 的 交点 分 别 为 
妃 、 瑟 , 则 CE 的 中 点 为 也 COK 的 中 点 为 也 .。 
所 以 , CB、C 互 、C 开 的 中 点 政 、 愉 、 召 在 平 
行 于 一 刀 的 直线 上 . 

35， 在 人 A45C 中 , 由 顶点 4 向 人 已 、 
C 以 及 外 角 4B9、40S 的 平分 线 分 别 作 
四 条 垂 绕 , 则 其 垂 足 已 、@、 吾 8 共 线 . 

及 


S 
SS 


和 AR PS 
NA 汪 x 

SS 八 

AM NASSS 

@ 3 3 于 S 


解 设 由 4 认 外 角 4CS' 的 平分 线 作 垂 线 
为 48, 延长 48 与 BO 的 延长 线 交 于 S， 则 
有 .4S=SS“， 同 理 , 对 其 余 三 条 垂 线 4P、 
49、4 妨 与 BC 的 延长 线 分 别 交 于 书 、4、 
吾 ， 则 王 、Q、 忆 分 别 为 4P'、49、4 尼 的 中 
点 。 因 为 8、 已 、9、 忆 在 直线 BC 上 , 所 以 
卫 、 以 及 3 在 平行 于 BC 的 直线 上 。 

96. 设 人 48BC 中 ,人 DB=60"，L 人 4、LC 
的 平分 线 与 BC、4B 人 
分 别 交 于 刀 、 鼠 ,， 则 

CD 上 4= 40. 

解 由 问题 79， 

_]B=60。， 

则 有 B D C 
4FC=120". 
……。，AOZD=60。. 

作 ~.470C 的 平分 线 BG， 则 有 
A 人 CDS22ACFG， 
因此 CC 一 CD。 同 理 4G= 4 刀 1。 
。 CD 十 4 也 一 .40 


(6) 边 的 中 点 、 中 线 、 重 心 
97， 设 人 4B0C 的 边 B0 的 中 点 为 刀 则 
GD 4D< 到 (4B+4O) ， 


(2) 4D> 王 (4B4C- BO). 


解 (延长 4D, 使 4D=DZB, 则 4BEO 
为 平行 四 边 形 , 4C= 石 加。 因此 
4B-40 一 4B-BZ。 


但 是 4 二 DBP>4 友 
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即 4BT+BEB>24D。 
。 4B 二 4LC 上 
>24DD， 


4D< 豆 (4BT40)， 


站 C 
(2) 字 据 三 角形 两 
边 之 差 小 于 第 三 边 ， 
有 
4D>4F-BD， 王 
4D> 40-CD. 
-24D>4B+4O-(BD+DO)。 
但 BDA+DCO= 5C. 
24D>4B+40C- BO。 
即 4D> 部 (4B-+4C 一 BO) ， 
98， 设 人 459 的 三 条 中 线 分 别 为 4 也、 


2BB、CF， 则 
于 (4B 二 BOTO4) < .4D 十 五 十 CR 


一 .4BETBO+C4. 
解 根据 问题 久 入 
(b, 有 
4 万 +4O>34D， 
4 了 TBO>32BZ， 
40+BEBO>307， B  D (0 
这 三 个 不 等 式 的 两 边 分 别 相 加 县 除 以 2, 得 
4B+BO+C4>4DTEBTOT。 
其 次 ,根据 问题 9 (2)， 有 
4B+40 一 BO<24D， 
4BdTBO-O4<2B， 
4O 二 BEBO- 4DP<2CF. 
这 三 个 不 等 式 的 两 边 分别 相 加 ,得 
4BTBO+O4<3(4D 二 BBCOP)， 


,， 豆 (4B+BC+C4) <.4D 二 PCF 
@ 


综 咏 @， 有 
导 (4B 十 BOTO4) <4D 十 瑟 BTOB 


<4BABEOA+C4. 
- 99. 设 人 A4BO 的 三 条 中 线 4D、BB、 
CF 的 交点 为 G， 则 
4D+BZBTATOF<4BTBOLOL 
<3(04G+ BGTCG) 。 


证 明 题 


解 ”根据 问题 97 有 
4D< 王 (4B+40)， 


所 


BB< 王 (4BTBO)， 
CF< 人 了 (4C+ 


5O。、 四 
@+@+@, 得 

4 站 十 万 万 十 0 了 7 
<.4BTBO+C4。 

其 次 ,在 人 B6C 中 ， 
BOC< .PBGCG。 


电 


同 理 可 得 
C4<CG 二 4G， 
4B<4GBG。 

@@ 寺 加 二 @, 得 

4BTBO+HC4<2(046 二 BGTCG) 。 
因此 ”4DHABBEATOP 一 4BA BEBO 
”十 C4<2(4G+ BG 上 CG) 。 
100， 若 在 人 4BO 中 , 4B>40O, 4 万 为 
中 线 ， 则 及 
/34D< -0C4D. 
解 . 在 右 图 中 ， 设 
万 刀 《人 40， 中 
则 4 万 经 过 点 刀 。 由 
些 可 得 
AC4D= AT. 

但 BB 一 4B， 有 
DB4D< - 万 。 . 四 

出 全 、 四 , 有 

了 B4D< AC4D， 
fo0T1， 下 列 论述 正 及 
确 吗 ? N 
和 A4H6C 的 边 4 刀 的 了 人 

中 点 为 政 , 过 戏 作 直 

线 与 边 4C 交 于 点 六 ， 

且 使 B 


MN= 了 BO，. 
则 MX , BC， 


解 在 A4BC 中 , 边 4 已 的 中 点 为 有 
4C 的 中 点 为 人， 则 有 ， 


工 
愉 人 一 可 


人 四 晶 


5 


30， 
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MXN1A BC. 
但 是 ， 以 点 1 为 圆心， 于 BC 为 半径 画 由 ， 
一 般 地 与 边 40 相交 于 两 点 。 如 只 相交 于 一 
点 就 不 能 不 附加 上 特殊 的 条 件 (参考 问题 
192)， 这 样 , 当 这 个 交点 是 4C 的 中 点 时 ,就 
有 2 / BC， 不 是 4C 的 中 点 时 (上 图 中 的 

X) ,MX 就 不 能 平行 于 BC. 

102， 在 人 4BC 中 , 设 边 4B 的 中 点 为 
也 以 也 为 圆心 , 亏 BC 为 半径 画图 与 边 4C 
相交 于 两 点 或 一 点 ， 试 证 明之 。 并 求 出 只 相 
交 于 一 点 的 条 件 . 

角 
为 半 短 画 加， 一 般 地 与 边 40 相交 于 两 点 . 
其中 一 点 必 为 4C 的 中 点 而 与 40 只 相交 
于 唯一 点 的 情况 是 , 以 刀 为 圆心 、 豆 BO 为 半 
和 从 的 玫 在 点 处 与 40 相 切 ， 或 者 另 一 个 
点 在 40 的 延长 线 上 。 因而 是 这 个 加 的 切 
点 时 的 条 件 是 CC=- 人 BE， 第 二 个 交点 在 边 
4 的 延长 线 上 的 条 件 

、 开 


4D<DHB<DOC，( 图 1 。 
4D>DB>ZDO、( 图 2)，. 


4D< 玛 BCO<DO， 


或 4D> 于 30>DC0. 


103， 在 人 4PO 
中 , 设 卫 为 4B 的 中 
点 ， 则 连结 刀 与 40 
中 点 如 的 线段 长 等 
于 豆 BC。 名 述 它 的 B 


一 一 一 一 一 


下 面 证 明 点 了 为 BC 


逆 命 题 ,并 求 出 逆 命题 成 立 的 条 件 。 
解 定理 的 逆 命 题 是 : 
在 人 4BC 中 , 设 4 且 的 中 点 为 连结 刀 


与 40 上 的 点 至 使 线段 DB= 二 BC 时 , 则 
吾 为 边 4C 的 中 点 。 


逆 命 题 成 立 的 条 件 是 (问题 192): 
CC 一 局 


4D< 杞 BO<CD 


或 
104. 


4D> DO>0D. 
证 明 : 2 条 中 线 交 于 一 


人 且 这 一 点 到 项 点 的 跤 离 中 线 长 的 


“好 设 A4BC 的 两 条 中 线 BD、 oz 相交 
于 点 G,， 延长 4G 与 
边 BC 相交 于 点 开 。 


的 中 点 。 

过 如 作 GZ 的 平 
行 线 与 4 好 的 延长 
线 相交 于 点 巴 ” 因 为 
至 为 4 妇 3 的 中 点 ， 所 
以 G 为 4 的 中 点 . 

又 4 也 =DO, 4G 一 一 GZ 有 GD FFC 因为 
BZ 1 60，BGN/ BO, 所 以 BBCG 为 平行 四 边 
形 。 因 此 它 的 对 角 线 GF、BO 的 交点 了 是 
BC 的 中 点 。 故 三 条 中 线 432、 DBD、0Z 相 
交 于 一 点 G。 

其 次 ,由 4G=GF, GMX =MB 有 

4G= 2GM 


即 4G= 号 4M。 


同 理 . 
注 _G 叫做 三 角形 的 重心 
105， 在 A4BC 0 则 中 线 
8 大 于 中 线 0 了. 
解 “ 作 第 三 条 中 
线 4D， 设 人 4BOC 
的 重心 为 @ 


3 SR 
Et 人 本 0。 ; 
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BD= Do，4B>4C. 

4DB> /4DO. 

其 次 ,在 AGBD、AGCOD 中 , GD 公用 ， 

AGDDB> GDC， 

DG>CG-。 

但 是 G 为 人 A4BO 的 重心 , 有 

3G= 忆 五 刀 ， 0G= 卫 CZ， 


,。 BCF. 

106， 在 人 4BC 的 边 4B、4C 上 ,分别 
取 点 她 、 如 五 玉 、C 了 1 
交 于 点 G， 著 2G2 一 
GB, 2G8=GO, 则 G 
为 A4ZBC 的 重心 . 

解 设 M、N 分 别 
为 CB、GC 的 中 点 ， 


有 2MN= 寺 BC， 


且 MN 1 BC. 

但 晨 和 根据 假设 GB 一 2G 刀 ,GOC 一 2G 不 有 
-GOGMU =GZE，GN 王 GBP 
1 人 MN。 
因此 , 总 平行 于 BC 且 等 于 30 的 一 半 .。 所 
以 如、 条 分 别 为 4O、4 至 的 中 点 。 因 而 3B 马 、 
0 是 A4BCO 的 中 线 ， 其 交点 G 为 人 4BC 

的 重心 。 人 
107。 从 人 A45C 
的 每 个 顶点 向 三 角形 
外 的 一 条 直线 作 垂 线 . 
47、BM、CN， 则 三 
条 垂 线 长 之 和 等 于 三 
角形 重心 G 疝 这 条 
直线 所 作 垂 线 GP 长 的 三 倍 。 
解 设 50 的 中 点 为 卫 及 4G 的 中 点 为 
互 , 由 忆 \ 瑟 向 2N 作 垂 线 了 D'、2B, 则 有 


DZ 十 GP 一 2 万， 外 

BM-HON 一 2DD,， 四 

8 2ZRE 二 2DD' 一 49P， 四 
四 二 人 + 轩 , 得 


4L+BM4CN=3GP。 

108.， 过 人 4d25o0 的 重心 QG 引 直线 工 了 ， 
使 4 与 BC 在 X7Y 的 异 便 , 从 顶点 4、B、C 
向 这 条 直线 作 黎 线 ， 设 垂 足 分 别 为 4、 卫 、 
0 则 44' 一 BB' 二 CC'。 a 
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解 ” 设 延长 

G 与 BC 交 
于 点 好, 巾 下 
为 BC 的 中 点 。 
从 2 向 XZ 1 
作 垂 线 2 好 ， 
则 有 BB 1 MI CO， 
和 


BB' 二 CC 一 3MM @ 


设 4G 的 中 点 为 吾 从 刀 向 习作 垂 线 2 
则 有 3 至 瓦 一 44'。 因 为 G 吾 一 GM， 所 以 


2 一 万 
从 而 。， 
220MX' 44 四 
由 中 、@@, 得 
BFB' 二 CO 一.44'。 


109。 在 直线 瑟 Y 的 同 侧 有 两 点 互 、C， 
另 一 侧 有 一 点 
4 若 点 B、C 至 
和 7 的 距离 之 和 
等 于 点 4 至 习 
的 距离 ， 则 直线 
XZ 过 A4H6C 的 
重心 。 

解 设 44= BBC Ad4BO 的 中 线 
4 好 与 直线 习 的 奖 点 为 路 证明 G 为 
人 A4B0 的 重心 . 

从 了 向 XZ 作 垂 线 MMN'。 则 有 
2MM' 一 了 3B' CC 
44=22MM1 

从 4G 的 中 点 召 向 刁 Z 作 垂 线 BE 
44 一 2 
由 @@、 加 有 MM' 一 BB1 
GM 一 GB 一 4 了 一 子 4a4。 
因为 4 开 是 A4BO 的 中 线 ， 所 以 点 G 是 
A4B0 的 重心 。 . 

110. 已 知人 A4BC 的 中 线 BE 、CZ, 车 延 
长 BE 至 印 C7 至 丈 , 使 

BE 一 了 3G， 

CB 一 了 


Sa 
点 共 线 . B >c 


则 G、4、 鼠 三 
解 在 人 A4BG 和 人 ACBB 中 ，4 刀 一 ZEC， 
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ZEG 一 万 B，j4BG= OFP， 
A47E22ACTP， 
BEB4G= 4CB. 
则 理 ， 人 47 万 2 人 了 BZC， 
-。 了 4 万 = 4FC. 
和 ABR4G 二 AFL4 有 TAB4C 
=4OBT -4PoTPB4O 
一 2AR 
因此 , 4G 与 4 五 是 同一 条 直线 。 所 以 三 点 
G, 4 互 共 线 。 
111。 若 人 4BO 的 边 4B 的 中 人 也， 
在 边 上 蕉 取 -4 妃 
等 于 王 40， CD 与 
8 交 于 点 0 则 
也 B 一 40 卫 . 
解 设 4 妃 的 中 3 
点 为 媚 ， 4 万 一 7 太一 TO, 且 4D= DB. 
。 也 万 / B，DPD 一 2D7. 
又 DZ 1 OF，FT 一 TO … DF 一 30. 
了 B 一 2D7 一 40 了 也. 
112， 设 人 4BC 的 三 边 4B、BC、C4 的 
中 点 分 别 为 也 、 了 五、 人 
万 ,从 闪 \ 刀 以 任意 
方向 引 平行 线 DG、 F 
2 万 分 别 与 BC 相 
交 于 G、 五， 则 | 也 
DG 一 也 
解 ” 央 为 到 了 分 别 为 BC、4C 的 中 点 ， 


五 7 一 避 4B 一 GD， 万 一 太 再 ， 


1 


BFDG= 一 画 7 玖 
(…” BD1 BF，DG1 FE)， 
人 DBE6S2 人 7 万 ， 
， .BG= 卫 FF. 

113.， 作 人 4B0O 的 中 线 4D, 过 边 BC 上 
任 一 点 王 引 平行 
于 4 的 直线 ， 设 
也 直线 与 4B、4C 
或 其 延长 线 的 交点 
分 别 为 驴 、 豆 , 则 不 
论点 王 的 位 置 如 
何 ，P9Q 十 PR 为 定 
值 ， 


形 25 


解 设 过 点 @ 引 0 的 平行 线 分 别 与 4D、 
4C 交 于 点 百 、8S, 因为 卫 是 .BC 的 中 点 ,所 以 
已 为 9S 的 中 点 .又 因 4B1N 8 所 以 了 8 一 
248。 又 PPO 一 忆 万 ， 


…， PQ9TPR 一 2POAGR 
一 2 也 寸 34 万 
一 24( 定 值 ) . 
114， 在 相交 于 点 O 的 两 条 直线 上 , 分 别 
取 线 段 4B=CD. 
设 4C、BD 的 中 点 
分 别 为 到 、N， 证 
明 2X 是 与 4B、 
CD 无 关 的 定 商 直 
解 ” 设 相交 在 点 I 信 y 


0 的 两 定 直线 my 在 z 上 取 4B, bg 上 取 
CD, MN 与 从 3y 的 交点 分 别 为 入、 Z，BC 
中 点 为 一 则 有 


xD 4 了 
且 - MXZ= 亏 4FP， 

ZN CD 
且 ZN= 词 CD。 


由 4B=CD, 知 MT 一 IN. 
TY= LN 
因此 /0OXY 一 OYX。 
所 以 直线 到 了 平行 于 x、2 夹 角 的 平分 线 , 即 
必 N 是 与 4B、CD 无 关 的 定向 直线 , 

115， 在 人 4FHO 中 ， 设 4B>4CO, 卫 为 
中 线 4D 上 任意 一 入 
点 ， 则 有 4 妃 一 4C> 
3- PC. 有 

解 在 4B 上 埠 取 2B& 一 / 
4 瓦 =.40， 连 结 BOA、 B 让 一、C 
百 忆 ,由 于 4D 是 中 线 ， 人 B4D< CC4D， 

“、 了 一 BC。 
但 是 在 APZBZ 中 ,有 
五 了 > PPB 一 P 甩 > PP 一 PC， 
…，4B=4O>PPB- POCO- 

116， 在 人 4F0 中 , 设 30 的 中 点 为 2， 
延长 中 线 4M 使 好 D=BO， 若 4MCO= 
60。 则 BD1 5C。 

解 设 了 的 中 点 为 吾 = 了 已 
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” ABMR 一 AL4MC 人 A 
”一 60"， 
因此 ABZM 是 正三 角 


形 。 所 以 B C 
万 M 一 九 方 一 刀 D， 
从 而 已 
DB 政 一 一 形 
(参考 问题 120) 。 D 
中 DBDT BC。 


117。 在 人 A4BC 所 在 的 平面 上 ， 到 此 三 
角形 的 三 个 顶点 等 距离 的 直线 有 几 条 ? 并 表 
出 其 方向 。 

解 设 边 BO、C4、 
4 的 中 点 分 别 为 也、 
@、 已 则 到 点 了 3、C 成 
等 距离 的 直线 过 点 己 。 
又 到 点 C 与 点 4 成 等 
距离 的 直线 过 点 9, 从 而 过 两 点 刀 、@ 的 直线 
是 到 点 4、 好、C 成 等 距离 的 直线 。 同 理 , 过 
点 纺 尼 及 有 五、 三 的 直线 ， 也 是 到 点 4、B、C 
成 等 距离 的 直线 。 因 此 到 三 点 4、B、C 成 等 
距离 的 直线 有 三 条 。 

118. 如 果 A4ZBO 的 边 30 的 中 点 为 也 ， 
且 

.4PD 二 AD4C 

一 B。 
那么 A4BC 是 什么 
样 的 三 角形 ? 
解 . 作 人 A4BC 的 
外 接 欧 ， 过 4、 刀 引 . 忆 
弱 4 已 , 由 条 件 4PBDTAD4C= BR 知 

40+ 大 一半 加 局. 

所 以 4 刀 是 这 个 圆 的 直径 . 因此 刀 是 此 
的 圆心 , 是 有 4DLBC. 所 以 A4BO 是 AL4 
为 直角 的 三 角形 , 或 是 4B= 40 的 等 腰 三 角 
形 . P 

119. 设 有 两 定点 
4 再 及 动 点 P, 4P 
的 中 点 为 9, B8 的 中 2 一 
点 为 孔 证 明 2PR 必 R 
过 4 了 3 上 的 定点 。 

解 设 PB 与 定 线 MB 


段 仿 的 交点 为 M， 引 @0/ 4 与 FM 交 、 


于 点 C， 因 为 4@9=9P， 所 以 在 人 AP4M 中 ， 
二 
且 A 人 ARBWNS2ARBeCc， 从 而 
QO=MB. 
故 戏 是 在 4 上 上 且 使 4 到 :MB=323:1 的 分 
点 。 定 点 与 动 点 乙 的 位 置 无 关 ， 即 PR 总 通 
过 4 互 上 的 定点 开 。 


《?) 直角 三 角形 
120., 设 直 角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 为 
C 斜 边 4 的 中 E A 
点 为 ， 则 放 
CD= 工 4B. | 
2 
解 延长 CD, 使 


CD= 了 娓 ， 则 有 B 
D4=-DB，DC= DB，-C= AR 
所 以 40OBZ 是 矩形 . 
OF-4B, CD= 卫 4B. 


121， 在 直 和 三 角形 4BC 中 ， 若 2C= 
60*，.4=-30， 则 人 A 
斜 边 4C 等 于 边 
B0 的 两 倍 . 

解 延长 CB 使 

BD=CB， 
则 有 
A4BDseA4BO.，、” 
。… ”也 一 人 C=60”。 
从 而 A4DC 为 正三 角形 ， 所 以 4C=4D. 
但 DC=25C0. 
40=2FC. 


A 
三 角形 4BC 的 直 凤 | 


122， 若 从 直角 


角 顶 点 4 向 斜 边 BC 作 垂 线 4D, 则 
/0=B4D,，-B= -0C4D.。 
解 由 ~ 人 B4C=~ 已 知 


全 Ye 


/DB4D+ 04D= AR @ 
又 由 4D1BC, 知 
/人 B4D+AF= -已 @@ 
所 以 由 @、 四 可 知 
AB= 04D。 


同 理 ， AAO= .BEB4D， 
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123. 设 直角 三 角形 4BO 的 直角 4 的 | 长 4B 与 DO 交 于 双 ， 


平分 线 与 过 斜 边 BO 
中 点 下 的 垂 线 交 于 BR 
点 也, 则 E 
M4= MD. M 
解 由 4 引 BC 的 天 
垂 线 4 马 , 则 有 
B4 一 0 (参考 问题 122) 。 


M4= 亏 BO=M60， 


D 


又 因 


"，.AM4O= C. 
而 了 B4 妈 =M40, 又 DB4D= -CC4D， 
:AD4P= D41、 
又 由 .4 到/ DM, 知 了“D4B= 4DM， 
AD4M= 4DM， 
从 而 MK4=MD. 

124. 由 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 4 
向 斜 边 BC 作 垂 线 人 
4D,， 则 有 

4D+ ECO>.4B G 

十 40. 

解 在 .BC 上 取 E 
0Z=4C, 过 吾 向 40、4B 作 垂 线 ， 设 垂 足 
分 别 为 习 、 9, 则 有 


B< C 


A4DCc2AEFC， 
= 也 7 一 4G， 他 
又 
ZEO=40， 四 
由 7 BGZ- 一 媚 有 
刀 刀 > BG。 日 
巴士 四 十 图 , 得 
4D+T+EO 二 PR>L4G+ BGA4C， 
"。 4D 二 BO>4PBT+4C， 
125. 在 人 4PBC 的 边 48 的 延长 线 上 取 
3BD 一 4PB， 连 结 全 
Do， 若 吾 为 BC 
的 三 等 分 点 中 靠 
近 点 互 的 一 个 2 C 
分 点 ， 且 


4 一 误 CD， D 


证 明 人 4BcC 为 直角 三 角形 。 
解 在 A4DO 中 , 巨 为 4D 中 点 ， 由 0C 了 3 
一 2B， 知 点 召 为 A4DC 的 重心 。 所 以 延 


则 开 为 .DC 的 中 点 。， 


且 由 刀 是 人 4DO 的 重心 ,有 
4B- 习 4M。  @ 
但 根据 假设 ， 
4 工 DO。 G@ 
所 以 由 团 、 四 , 有 
工 
Se 
因此 MD= 14=MC， 
所 以 AD40O= ALB， 
即 人 A4HC 是 
直角 三 角形 。 
126. 由 直 
角 三 角形 4BC 
的 直角 顶点 4 B 
向 边 .60 作 垂 


线 .4 万 ， 在 A4BF 万 、 入 40 训 内 分 别 作 内 韶 
正方 形 ， 其 中 正方 形 的 两 边 在 4 互 、BO 上 。 
则 两 个 正方 形 的 边 长 之 和 等 于 高 4 万。 
解 在 图 中 ，BF 万 瓜 ，PBFGS 为 内 接 正方 
TPR=45" 一 PES， 
ABRS=90。. 


DTL4S 一 90?。 四 
所 以 ,点 4、 肥 \ 互 、S 在 同一 山 周 上 . 因 . : 
BF4 一 47FS， 

所 以 它们 所 对 的 弧 4 妨 与 弧 4S 相等 ， 它 . 
们 所 张 的 弦 4 与 48 也 相等 。 所 以 , 在 
4 也 一 4， 

.4 万 瓜 一 一 局 一 AS4 忆 ， 

人 .4 开刀 一 天 一 SP4 
， Ad4EK22AS4P， 

IEE=4P。 
又 PS= 了 万， - 
“。 五 天 十 PS=4PP 玖 一 4 万 。 
127， 在 右 图 的 直 A 

角 三 角形 4BC 中 ， 设 

一 4 为 直角 . 由 4 向 底 

边 BC 作 垂 线 4D, AB B 
的 平分 线 交 40 于 囊 过 五 作 BC 的 垂 线 


28 第 二 编 


了 8,， 设 .4D 与 3 相交 于 点 G, 证 明 ， 
(1 四 边 形 4BEFG 为 凌 形 ; 
(2) 人 4B9 和 和 人 ABDZE 的 面积 相等 。 
解 (4 人 4BESE2ABBB， 


4 互 一 了 7。 入 
又 谍 
人 A4B3ceA 人 7BG 
，4G=FG.、 8B 癌 C 


下 
L]LLGBE= B4G+ 4B3 
一 ~ 40OB+ 了 BC= 一 45G9， 
4G 一 4 五 ， 

故 四 边 形 4 已 FG 为 鞭 形 。 
(2) 因为 GD1/EB, 有 

RSazrcp 一 Serep， 

“， Saspg 一 SArsa。 


一 


而 A4BGcseA 人 FFB3， 
所 以 人 A4BG 一 SAapDB- 

128. 从 直角 三 角形 45C 的 直角 顶点 4 
作 考 边 的 垂 线 4 也 
证 明 三 角形 4BEO、 。 RA 修 。 
4BD、40D 的 各 
内 切 加 直径 之 和 等 [入 、 
于 24D. B 一 一 5 


解 设 A4B0 的 内 切 圆 0 在 BO、C4、 
4B 上 的 切 点 为 一、 9 五 
49=4R，BP= BR CP=C9. 
4B+T40 一 BO=249， 
因为 四 边 形 4ROg 是 正方 形 , 有 
49=OR. 
因此 , 设 人 4ZBC 的 内 切 圆 直径 为 Ci， 则 
di 一 4B+4LO- BCO， 
同 理 ， 设 A4BD、 和 40D 的 内 切 圆 直径 为 
c2、 Ga， 则 有 
ad 一 4DTBD-4B， 
as=4D+OD-40. 
di 十 Go 二 Ga 一 24D. 
129. 从 C 为 直角 的 人 4BC 的 顶点 4 
引 BC 边 的 平行 线 4D, 设 边 4C 与 刀 D 交 于 
BR， 且 使 7D 一 24B， 则 
_A4BNH 一 2 了 BO. 
解 设 4CB= BR, 4D1/ BC， 
AD4 一 R， 
设 直角 三 角形 D4z 的 斜 边 了 8 的 中 点 为 
互 , 有 也 4 一 思 刀 一 五 站， 4D= 一 D4 甩 


证 明 题 


4B1H=3D。 
FD= 24B， 
4 也 = .4D。 
A4FBR 一 42AD。 
因为 4D1/ BC, 有 
ADBO= AD， 
A.4BB=23ADPO， 
即 LA4BB=27BO. 
130. 由 直角 
等 腰 三 角形 4BCO 
的 顶点 4 引 斜 边 
BC 的 平行 线 ， 在 
其 上 取 点 使 


根据 假设 
@ 


A 30 


站 了 
| 


0 
B 
了 五 站 一 BO， 
设 2D 与 49 相交 于 五 , 则 有 CD=CBE。 
解 从 了 向 了 D4 的 延长 线 作 垂 线 BF， 因 
人 4DB2” 是 等 腰 直 角 三 角形 ,有 


二 沁 
2 一 BC. 


又 BD=Bc, 有 BD=237P 旦 
了 AR. 

1BD 一 60。 了 DB 一 30。。 

玉 此 在 等 腰 三 角形 ZBC 中 ， 

ADBO= HDB=30。， 


一 3DO- (180。--30*) 一 75。。 


ADBO= BBCOTBOB 
一 30。 十 45。 一 75。， 
,…，BDO= DZBC， 
LACDZ = “OPBD. 
CD= CI. 


，， A 
131. 若 在 直角 
三 角形 4BO 的 余 
边 BC 上, 取 两 点 Ye 


也 、 刀 使 
BD= 4PB， 0z- 40， 


即 


， 


如 


2 3 人 450， 
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L/B4B= 亏 LO 


解 由 刀 向 4D 作 垂 线 BH， 由 4B=- 
BD, 有 


L4B 瑟 - 记 了 了. Q@ 
根据 假设 人 LB4C 一 一 玉 有 
CO47D 十 DBF4 万 = 一 玉 。 @@ 
又 
LA4BB 十 人 B4 刀 一 人 已。 四 


由 四 、@、@, 有 可 
ALC4D= 4BB 一 AD 
同 理 ， /B4B- 也 2C. 


132. 从 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 吾 
向 边 4C 引 垂 线 BZB A 
与 /4 的 平分 线 4D NS 


交 于 点 巴 , 过 好 引 4C 思 
由 es 


的 平行 线 与 BC 交 于 
点 G, 则 呈 “ 
BF 一 5D=GC. 
解 一 BDF= CTAC4D 
= 人 4BBT AP4D 
一 一 BHD， 
-。 BN 一 DBD. 


其 次 ,从 邓 引 BC 的 平行 线 与 4C 交 于 点 已， 
虽 有 
REHD= FFDB= DBHD， 
.4BH= 4FPB。 


从 而 人 A 人 47 万 空 A48 忆 ， 
因此 五 刀 一 闻 5 一 DBD。 
又 3GCT 为 平行 四 边 形 ,有 Z 瑟 一 GC， 
了 8 一 BD 一 6GC. 


133. 在 人 4BO 中 ， 一 B 为 直角 ， 从 了 4 
庙 CC 的 平分 线 及 其 外 角 的 平分 线 作 垂 线 ， 


设 垂 足 分 别 为 A 
也 五 , 则 也 妈 是 

4 刀 的 垂直 平分 “了 E 

线 G 


王 ， 

解 4D 与 CB BC 
的 延长 线 交 于 点 束 则 
A4CTceAFCD， 


所 以 刀 为 4 的 中 点 。 同 理 妃 为 4G 的 中 点 . 


人 


也 BFG，DZ1] BO。 

因 七 ZZ8 过 485 的 中 点 。 又 由 4BT BC 有 
， DBI4P. 

故 知 刀 刀 是 4 的 垂直 平 
分 线 . 

134， 在 等 腰 直 角 三 

角形 4BC(AC= 下 内 

取 一 点 D， 使 4D= 40， 


~C4D=30。，, 则 | 
BFD= DO。 光 
解 ”4D=40， St ， 
AC4D=30。， 2 
有 4CD=75。。 
从 而 DOB=15". 
取 点 双关 于 DC 的 对 称 点 4 则 有 
DO4' 一 75。， 
得 BC4' 一 60。， 
且 40C-=4O， 


LO 一 DO。 
因此 , 人 ABC4' 为 正三 角形 。 又 
CC4 力 一 D4O=30。， 
有 4 思 是 /CO4' 的 平分 线 ， 即 4D 是 BO 
的 垂直 平分 线 . 
.…。 DID 一 DO， 

135. 以 直角 三 角形 4BC(3 为 直角 ) 
的 两 边 4B、4C G 
为 边 向 外 侧 作 
正方 形 .4D 万 、 
4OHG, 延长 至 4 
交 2G 于 丈 , 则 

COC=24 克 。 
解 在 B4 的 2D 8 < 
延长 线 上 取 4 玖 = .4B， 连 结 天 G， 4O=4G， 
4B=4KE，B40= AG4KK (都 是 ~C4K 
的 余 角 )， 

.人 4BCE22A4KG,，…。 愉 G 一 BO. 
又 在 ABRKEG 中 ，G 开 1/ 4 万, 4 是 如 改 的 中 
点 


ve 


“KG 一 24 刀 ， 
从 而 BC= 34 万 . 

136.， 从 等 腰 直 角 三 角形 4BC 的 斜 边 
4C 上 任 取 一 点 也 ,向 4B3、ZBC 引 垂 线 PD、 
2 已 , 由己 向 也 引 垂 线 了 R 则 P7 总 过 十 
点 。 
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解 设 4C 的 中 
点 为 0，BO 与 了 P 
交 于 点 G, 则 由 

ADP 一 BR， 

也 万 上 万 也 ， 
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有 
BFPB= 一 PDZ 
一 ADPPB 
(-.。 DBBP 是 长 方形 )， 
ADP4=45。= -PPC. 
.DBP4= HPO= 4PG， 
。 人 APBO22APE60,， BO=0G. 
六 此 4BCG 是 正方 形 ，G 为 定点 。 所 以 P 
过 定点 G。 


(8) 等 腰 三 角形 
137， 在 人 4BC 中 , 若 4B=40, 则 
6 一 C。 
其 逆 命 题 也 成 立 。 
有 


人 


多 
@@ 


B C  C: B' 


解 由 假设 4B=40, 考虑 给 出 人 4BC 的 
反 向 人 4C'B'， 使 
A4EBCOSA40'B' (三 边 相 等 ) 。 
l 了 = 一 AOL 人 0O=B。 
二 一 DB， OO=C， 
了 = 0。 
反之 , 设 人 B=C, 则 
人 4BOcs2A 人 40C'B' (两 角 夹 边 相 等 ) 。 
4D=40， 40= 4B'。 
4F=4D'，40= 401 
.…。， 453=40。 
138， 设 人 4FBO0 的 
顶 角 4 的 平分 线 4 也 
垂直 于 底 边 BC0， 则 此 
三 角形 为 等 腰 三 角形 。 
- 解 在 人 4BD 与 
A40CD 中 ， 


但 是 


但 是 
人 


吾 


B4D= “6C4D， 
LA4DB= 4DO= 已 


了 


es 了 Ar 00vpuigalSvPCrSrl no -someryro nm， 


证 


明 题 
4 驴 公 共 ， A4BDEe 和 40D， 
故 4DB=40。 

139， 等 腰 三 角形 . 人 
两 腰 上 的 中 线 相等 。 


解 设 等 腰 三 角形 
4BC 的 两 腰 4B、40C 


| 上 的 中 点 分 别 为 愉 、 也 ， 


在 A4BZB 与 人 40D 

中 ， 2 

4 也 一 40O，4Z7 一 47D， 
A4BFceA4CD，、 
BZB 一 CD. 


4 公共 ， 
因此 


140.， 从 等 腰 三 角形 的 两 底 角 顶点 向 对 


边 所 引 垂 线 的 交点 与 顶点 
的 连 线 平分 该 项 角 . 

解 从 3、C 和 疝 对 边 引 
鸽 线 BD、CB， 设 其 交点 
为 O. 在 人 4BD、A 人 4OC 石 
中 ， 


A4DB 一 4ZO= 一 忆 
4 巨 =40O，~ .4 公共 。 

“。 人 4BDce 人 4BC. 
从 而 4D=4Z。 又 在 人 40D、A40 万 中 
斜 边 40 公共 ，-4 一 4 五 。 

"，A 人 40DPS 和 40 了 也 。 
因此 0O4D= 0O4. 

141。 在 人 人 450 中, 车 一 B 及 一 C 的 平 
分 线 GD、C 五 相等 ， 则 
此 三 角形 为 等 腰 三 角 
形 。 . 

解 ”由 问题 890， 如果 
B> 0, 则 有 BD< 
0CZ. 如 果 人 DB<C， 
则 有 ”23D>C。 

此 都 与 假设 条 件 矛 盾 。 所 以 由 BD 一 C 瑟 ,有 
一 C. 


142。 设 等 肥 三 角形 4B0O 的 顶 角 4 为 
120", 在 4 向 
BC 所 作 的 委 & 个 浊 

线 4 上任 取 2 
一 点 了， 连结 B EN c 
PB、FC, 证 明 
4P 二 EBP+OP>4BETL4O。 
解 从 也 向 4B、4C 作 垂 线 P 玖 、PH。 


一 一 -rc 一 -一 - -ve 一 
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因为 4 万 =40，LB4P= AC4P. 所 以 在 
让 角 三 角形 4P 刁 、4P 互 中 ， 
AP4 开 一 人 P4 媚 一 60"， 


4 区 一 王 4P， 4 万 =- 斑 4 忆 。 


因 纪 
4P 一 4ZT4 万 。 巴 
其 次 ,在 APBE、A 人 PC 中， 
PEEB 一 PPO= 一 R， 


PP> 了 后 OP>OCT。 四 
由 @、@, 有 
4PTPPTATOP>4KHT4 万 TBETOCT 
一 4 十 40. 
143， 从 等 腰 三 角形 的 顶点 向 两 底 角 平 
分 线 所 作 的 垂 线 相 世 
等 


解 设 从 顶点 4 全 
. 向 等 腰 三 角形 4BC 、 外 
的 两 底 角 平分 线 ED、_LLA AN 


CZB 所 作 的 垂 线 为 3 
4D、4 妃 ， 则 在 两 个 直角 三 角形 4DB 与 
4E0C 中 。 斜 边 4 一 4C， .4DBD 一 407. 
*“，A4DBeeA4EO， 
故 4DD=47。 及 
144， 若 等 腰 三 

角形 4BO 的 底 边 BC D 

的 一 端 百 与 4C 上 任 

一 点 也 的 连 线 为 B3D， 

点 也 与 BC 上 任 一 点 

也 的 连 线 为 DB, 则 3 下 < 

瑟 门 > 辣 。 
解 人 4BO>DBE，450=40B， 

所 以 4OB> 人 DBF。 

但 是 DBPB 是 人 DEC 的 外 和 角 , 有 
.DFTET> 4ODP。 
ADBPB>DBB 

“。 了 局 > 也 万 。 

145， 设 等 腰 三 角 

形 4BC 的 底 边 BO 的 

中 点 为 ,过 点 M 的 直 

线 与 边 4B 交 于 刀 ， 与 

边 40 的 延长 线 交 于 隐 

则 

BA4O<4D4 万 , 


C 


由 此 


只 


oveeeermae re 


解 设 过 C 作 4 的 平行 线 交 了 B 于 孢 
开 为 BC 的 中 点 , 则 
ADDME2ACFM. 
.BFD=OF。 @ 
由 OP 4D, 有 
”ACEB= 4DMN> 了 BB. 

又 LA4CB 是 AMZEO 中 MOZB 的 外 角 ， 
L 妃 <C0, 而 人 B=C。 由 以 上 两 个 关系 
有 OZ 古 > -一刀 
.TOCO 一 OZB。 @ 
由 @@ 与 @@, 有 

4 了 PT4O< .47DT4. 

146， 设 有 公共 底 Cr 
边 BC 的 两 个 三 角形 
4BCOC、DBO,，4D1 BC， 

且 人 4BC 是 等 腰 三 角 、 
形 。 则 人 A4BC 的 周 长 4 D 
小 于 ADBC 的 周 长 。 

解 在 234 的 延长 线 

上 了 到 

40 40， 3 
连结 CD、CO,， 因 为 4D1/ BC, 所 以 是 
0C40' 的 平分 线 、 又 是 CC' 的 垂直 平分 线 , 
因此 ,CD=CD. 在 人 EDO 中 ， 

BO' < BDACD 
即 4BPT40<BDACD。 
"，。4BT+T4O+BO<BDATOCDTBO。 

147.， 设 等 厅 三 角 
形 4BC 的 底 边 为 BO， 
延长 4 下 至 呈 , 使 

BFD=.4B， 
4 劝 的 中 点 为 马 则 
CD=20 了 . 

解 设 王 为 L0 的 中 

点 。 而 等 腰 三 角形 的 两 


忆 


用 上 的 中 线 相 等 , 即 
(一 了 3 
但 是 CD 一 2BF 
(4B= BD，4=FO)， 
.。 0OD=20B。 


148， 若 从 等 琢 三 角形 4B5C 一 边 上 的 任 
一 点 忆 ， 向 其 他 两 边 所 作 垂 线 D、PF 之 
和 等 于 高 4 豆 ， 则 此 三 角形 为 正三 角形 , 

注 本 题 点 也 在 A4Bc 的 边 上 任意 位 
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置 . 首先 考虑 点 己 诈 
在 底 边 BC 上 ， 或 
在 腰 4 刀 ( 或 4O) 
上 的 情况 ， 只 考 赎 . 
一 种 情况 解答 是 不 
完备 的 。 

解 〈D 点 P 在 到 工 
底 边 20 上 时 ， 设 从 三 向 4B、24C 作 垂 线 
ZD、PZ, 从 瑟 向 40 作 垂 线 BID。 由 4 号 = 
4C, 有 (参考 问题 150) 


B 


PDTPF=B7。 
又 根据 假设 
了 PD 十 巨 7 一 4 万 ， 
了 BZ 一 4 刀 ， 
BCO=4C， 
因此 4B=BO= .40， 
故人 4BC 是 正三 A 
角形 . 开 
(2) 点 己 在 4C P 
上 时 , 由 导向 BC、 
4B8 作 垂 线 2D、 
卫 刀 , 由 王 向 高 4 万 家 
作 垂 线 乙 刀 ， HT 
PD 一 BE 四 
出 假设 


4 如 = PDTPF. 因 
由 四 、@, 有 42=PF. 在 人 4FP、 和 APB4 
中 ，4P 公共 , PP 一 4 万 
AL4HP 一 PP4= 一 尼 . 


A 人 471PS2APP4. 
因此 AT4P 一 4P 万 = ~C.。 
但 是 = 一 0C， 

… ”LA4 一 B=-C， 
所 以 A4BC 是 正三 角 及 
形 . 


149， 从 等 腰 三 角 “路 4 
形 4BC 的 底 边 EC 上 
的 任 一 点 忆 ， 引 2C 的 
垂 线 与 其 他 两 边 4B、 
4C 或 延长 线 分 别 交 于 @、 书 ， 洁 等 式 DO 二 
PR= BO 成 立 , 则 4 一 AR 

解 由 4 作 3C 的 垂 线 4M， 作 BR 的 垂 
线 4N,， 有 -4MDPAN 为 长 方形 ， 

.PN 一 4MX。 @ 


而 人 ABP9、ABRPC 为 直角 三 角形 ， 


AB=AC，… AL49R= 一 -47 
又 4LN_OF， 
.NBRE=N9， 四 
由 @、@， 


POTZPR=2PV=24M， 
但 是 由 假定 P@ 十 PB 一 BO, 于 是 有 
24M 一 也 0. 
因此 BM=4MN 一 COM， 
所 以 4 是 以 为 融 心 ，-50 为 直径 的 国 导 
上 的 点 ,从 而 人 4 是 直角 . 

150， 设 三 为 等 
腰 三 角形 4BC 底 边 
30 上 的 任意 一 点 ， 
由 了 向 4B、40 引 
垂 线 FQ、ER 则 29 


和 A4B0 的 高 BB 则 
Sauap 一 王 4B.PQ， 


Sahro= 豆 4C.PB 


Bahpo 一 忆 LO DB 万 。 


而 4B=4C0, 两 此 
1 人 
到 40.P@T 训 40.PR 一 可 40.BB， 


两 边 同 除 以 于 40, 得 、 
POPR=B3 刀 ( 定 值 ) . 
151. 在 等 腰 
三 角形 4B0C 的 
底 边 BC 的 延长 
线 上 任 取 一 点 
P， 从 盖 向 其 他 
两 边 或 延长 线 引 
垂 线 P9 PR, 则 8 
PQ@--PR 为 定 算 . 
解 ”连结 4P, 作 A4BC 的 高 CZB, 则 


1 
Sahasp 一 训 4B.PG， 


了 
Saacpz 一 了 LO-PR， 
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。。 Ba46c 一 SA4BP 一 心 sh4cP 
=- 喜 4B(P9 一 PB) 


(… 4B=40). 
又 Supc 一 去 4B.CB， 
.…。PQ 一 PRE= OZ.( 定 值 ) 。 
注 己 在 CB 的 延 有 
长 线 上 时 ， 有 民 > 
Z9. 
152， 从 等 腰 三 下 


角形 4BC 底 边 BC 
上 的 任 0 点 卫 ， 向 
4B、40 作 垂 线 分 别 8 
为 PD、P 刀 , 则 4D-H .4 瑟 为 定 值 

解 设 从 如 向 4C 作 重 线 BF， 从 己 朵 
38 作 重 线 卫 如， 则 有 

BT 1 成 双 ， 瑟 忆 ] TB， 
且 汪 一 RR, 由 此 互 PP 是 矩形 . 
……， 瑟 T 一 P 媚 . 

又 ABPFEAPBB(… 了 D= /太一 


.…。 万 一 D。 四 
由 中 、@， 
4 也 十 4 万 一 4 万 十 4 也 
但 是 在 给 定 三 角形 4BB 中 ，4BT4F 是 定 


值 ， 不 论点 了 在 BC 上 怎样 的 位 置 ，4 了 二 
4 万 总 等 于 4B 上 4F( 定 信 ) . 


153.。 在 等 腰 三 角形 4ZBCG 的 底 边 BC 上 
取 一 点 也 过 愉 引 ZE- 一 一 
BC 的 垂 线 与 4B、4C 
或 其 延长 线 上 的 交点 


分 别 为 盏 卫 . 作 长 

方形 BDBG、FDOZ， 
” 没 DG、D 互 的 中 点 
分 别 为 .2 则 GT、 


o | 
1 
如 
申 
了 
==， 儿 
7 
也 亲 
生 3 


BS 的 交点 0 在 连结 昌 上 
4D 的 直线 上 ， 
解 “ 由 题 意 知 , GD1/ 4C,，DBV 4B， 
"。 47T2SD, …， 247 人 GD 


所 以 GZ 通过 把 4 分 成 1:3 的 分 点 0. 
理 ,4SD7， 

248S 人 所， 
所 以 五 8 通过 把 4D 分 成 1:2 的 分 点 O。 


直 线 
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形 


此 GZ、 五 8 的 交点 在 4 上 . 
154. 把 等 腰 三 角 
形 4BC 的 一 有 三 等 分 ， 
设 其 两 条 分 角 线 与 底 边 
BC 上 的 高 4 的 交点 
分 别 为 允 (靠近 4 点 )、 
N， 直 线 CN 与 边 4B 
的 交点 为 鼠 则 直 绥 
忆 M 平行 于 直线 BVN 。 
解 ”因为 4 是 等 豚 三 角形 4.BC 的 对 称 
OM、CN 也 是 AKC 的 三 等 分 角 线 。 即 
LEOM-- 癌 0C. 


而 BE=-C 有 4B 了 一 ~ 人 ECOM, 因 此 了 
C、M、 环 在 同一 圆周 上 ， 


LABMB= 人 ZEOB= 亏 工 / 刀 


一 MBN， 2 
…。BM1ABN。 

155. 在 等 腰 直 角 三 角形 4BC 的 斜 边 
3C 上 任 取 一 点 也， 
设 从 刀 向 两 边 4 有 、 
40 引 的 垂 线 分 
别 为 古 、DF，BO 
的 中 点 为 罗 ， 则 
人 AZMzB 还 是 等 膀 直 角 三 角形 ， 

解 ” 由 题 意 ，4 闷 一 了 3D 一 BE，4 太 一 Fa7， 


又 B=M4Z=45"， 
A4HMg 人 AM 忆 ( 两 边 夹 角 ) . 
{ BT1 百 一 .4 邓 万 ， 人 
孟 允 一 了 7。 四 
由 @, 有 


AFMZB--ABM4=-B 中 
根据 @'、@ 知人 BMz 是 等 恒 直 角 三 角形 。 


(9 正三 角形 

156,， 设 在 正三 角形 4BC 的 各 边 上 分 别 

取 万 、 柬 、 环 ,使 
4 刀 一 了 3 刀 一 CO， 

则 AZDZ 丰 也 是 正三 角 
形 。 

解 因为 A48BC 是 
正三 角形 ,有 
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4BP= BO=0O4。 

而 4D= 了 BEB=OCT， 

“， DB 一 IO= 了 了 4. 
又 L4=B= -0 所 以 人 4DF、 人 了 BZD、 
AC5 刀 都 是 由 两 边 夹 角 相 等 而 全 等 的 三 角 
形 。 

.也 刀 一 2 一 7D. 
因此 和 人 AZDB7 是 正三 角形 。 

157. 在 人 A4BC 的 三 边 4B、BC、C4L 上 
分 别 取 4 刀 一 BFB 一 0 万 , 若 人 DZ 是 正三 角 
形 ， 则 A4.BC 也 是 正 Q 
三 角形 。 

解 如 果 4B、BO、 
C4 中 有 两 条 边 4B 与 
4C 相等 , 则 

4 太一 BD 

(…” CT 一 4D)。 
又 4D= PPB，FD= DB， 

,人 A4FD2ABDP， 
.4=-F。 
但 4B=40, 有 B=-A 0， 
.…，A4=-B= 人 AC 
好人 A4B0O 是 正三 角形 .。 

车 人 4、~B、-~C 各 不 相等 ， 则 这 三 个 角 
中 至 少 有 一 个 角 大 于 60"， 一 个 角 小 于 60?. 
设 人 4>60"， 人 B<60"， 在 DB4 及 其 延长 
线 上 分 别 到 点 己 、@, 使 

2DPZB=-60*，497=60。， 
困 ADZP 刀 的 三 内 角 之 和 等 于 
LAL4DB 二 ARFDBET ADDP， 
其 中 ADP 下 一 60。 一 了 TD 万 ， 
有 DBP= .4D77 
在 A9DH、A 人 PEHD 中 ， DO9 = BTPD， 
ADB= DBP, DZ 一 DZ， 从 而 
AgepzyeAPPEPD， 
DO 一 PE. 中 
因为 人 BP 允 是 钱 角 ， 有 BB>P 巨 。 所 以 由 
中 有 


BTZ>DO。 四 
但 由 假设 BZ=D4, 知 国 不 成 立 。 
综合 以 上 两 种 情况 的 讨论 , 当 人 4BC 的 三 
边 中 有 两 边 相 等 时 另 一 边 也 与 之 相等 ， 所 以 
人 4BO 是 正三 角形 。 当 三 边 不 相等 时 ,本 问 
题 不 成 立 。 故 A4BCG 必 为 正三 角形 。 


158. 设 0 为 正三 角 入 
形 4BC 内 一 点 , 且 
B40> -G40， 
则 ~Bco> ~CB0， 

解 在 A4BO 人 A4CO B C 
中 ,4B= 40,， 40 公共 , 人 B40> CO40. 
.…，OD>O0， 

.…。 00F> CCBO. 
159， 设 为 定 长 R 
线段 4 的 内 分 点 ， 在 


. 4C、PBO 上 作 正 三 角形 S Q 


40OP、0CB9， 几 其 高 马 

PP'、99' 之 和 为 定 值 . 

又 外 分 点 的 情况 如 何 ? A PCTRTG 一 8 
解 设 4P、B9 的 延长 线 交 于 点 五 作 

9S1/4PB, 9S 与 4 玉 交 点 为 & 则 PC9GR 为 

平行 四 边 形 ,所 以 


PO=9B。 
同 理 ， 40=S9， 
从 而 
AP402 和 人 ZES9. @ 


设 刀 到 4 的 垂 足 为 鼠 ， 吾 B 与 S9 交 于 点 
也 由 四 有 了 BD=PP， 

PP'TQ9' 一 RD 二 DR' 一 FRR/ 
但 是 ,因为 4 刀 是 定 线段 ,ABR4 万 是 正三 角 
形 , 所 以 BRB' 是 定 值 , 因此 ，ZPP' 十 99 "为 定 


值 。 
在 外 分 点 的 情况 时 ， 完 全 类 似 于 上 面 的 论 
证 ,有 


了 PP' 一 QQ9' 一 RRR 


EN NSN 
169。 设 以 平行 TI 
四 边 形 4BCD 的 两 “ 
边 BC、CD 分 别 为 “ /一 
底 ， 向 外 侧 作 两 个 人 p 
正三 角形 BOX 与 闪 


CDF, 则 A4XY 是 正三 角形 ， 
解 在 A4BX 和 AZD4 中 ， 
4DB= 了 了 7，ZDXZ 一 -47D， 


又 由 /4BO= /4DC， 
LACBX=60。= CDY，. 
知 L]4BZ= AZD4， 
因此 A4DX2A7D4， 
.…。X4= .47， 


且 这 两 个 全 等 三 角形 是 正 向 全 等 (不 是 反 向 
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全 等 ). 因为 对 应 边 4D 下 
与 3 的 夹 角 为 60"， 
有 对 应 边 47 与 4 怀 的 
夹 角 也 是 60"， 所 以 
人 A4XT7 是 正三 角形 。 

161， 在 人 4BC 的 
各 边 上 ， 分 别 向 外 侧 作 
正三 角形 BOD、C4 媚 、 
4BB1, 则 线段 4D、BB、CF 祖 等 。 

解 在 人 BOB、A 人 DO4 中 ，0B=--04， BC 
一 DO， 

BOB= (60" 二 4CB) = 了 DO4， 
人 A 人 DOBD22ADOA， 
瑟 刀 = 也 4. 
AzPBC2A4BD， 
FC=4D， 
4 姜 = 了 BB 一 CF。 

162. 设 在 四 边 形 4BoD 的 对 边 4B、 
CD 上 ， 分 别 向 外 侧 作 正 
三 角形 4BP 与 CDR， 其 
次 在 边 BC 上 向 内 侧 作 正 
三 角形 BC9， 则 

PO= 40, 9R 一 了 BD. 

解 在 APB9、A 人 4HO 
中 , PB=-.4B，B9= 30， 

APHQ=60" 二 4B9 
一 4FB0. 
人 PP92A4580， 
P@= 4C。 
AcF2AEOD， 
9&=BD. 

163. 从 正三 角形 4BC 内 任 一 点 PP， 向 
三 边 BC、O4、4 作 
的 三线 之 和 也 召 二 克 忆 
十 PG 为 定 值 . 当 点 
书 在 三 角形 外 部 时 如 
何 ? 

解 连结 P4、PZB、 
7ZO。 


同 理 ， 


局 理 ， 


Saaapo 一 SApPas 十 Spaso 十 SAPca， 
工 工 工 
民有 三 2C ,4 有 一 三 4DFPGT 本 DO 


十 于 0C4.PZ。 


在 这 个 等 式 中 , 令 
4B=B0=C4=a， 
则 上 式 为 


1 SN 
豆 2 4 瑟 一 避 4 2ZG 十 襄 4 已 歼 
工 
十 去 222， 


“"， DG 十 PP 二 PE 一 4 互 ( 定 值 ) 。 
当 点 已 在 A4BC 外 部 时 ， 
人 4Ba A 
一 人 a4P3 
十 SA4Pa 
一 候 ABPOy 


虐 F 
本 30 4 B 
到 G 
卫 3 工 
十 豆 4CE 一 可 BO .PP 已 。 


但 是 BC= 4C= 4PB， 
PG 士 PH 一 一 如 一 .4 万 〈 定 值 ) 。 

164. 设 三 为 正 A 
三 角形 4BC 内 任 一 
点 ,由 卫 向 三 边 BC、 
CL4、4 呈 所 作 午 线 分 
别 为 PD、P 刃 、P 卫 。 

(1) 落 点 尸 在 4B、 
4C 中 点 的 连 线 上 , 则 

了 了 D= PR 二 PR 

(2) 点 卫 在 什么 范围 内 ,以 了 D、PE、P 开 
为 三 边 能 够 作出 三 角形 ? 

解 (由 问题 163， 有 


PPD-PP 二 PR4 玖 . 

设 4 互 与 MN 交 于 Z MY 是 4F、4C 的 
中 点 ,有 

4 一 工 妃 。 
又 IE=-PD， 
因此 M 

了 十 PF 一 47， 
。PD= PDTPP。 
芒 C 


(2》 设 以 PD、P、 
28 为 边 的 三 角形 已 作出 ， 则 
忆 厂 < 忆 二 PPF， 
DZ<PD 二 PZD， 
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PE 一 PD 二 PR。 
成 立 的 必要 且 充 分 条 件 是 王 必 须 在 正三 角 


形 480 的 边 4B、4C、BC 的 中 点 、N、 工 | 


为 顶点 的 人 MXNZ 内 。 

165. 若 加 与 已 知 正 三 角形 的 每 边 都 相 
交 ( 而 与 边 的 延长 线 不 相交 )， 试 用 图 形 表示 
该 圆 的 圆心 所 在 的 范 
国 . 并 指出 边界 线 是 怎 
样 的 曲线 . 

解 ”根据 加 与 正三 角 
形 各 边 相交 而 与 延长 线 
不 相交 这 个 条 件 ， 则 因 
与 边 BC 相交 的 加 ， 其 
况 心 必 在 分 别 过 她、C 且 垂 直 于 BC 的 两 条 
直线 之 间 。 同 理 , 与 4 相交 的 圆 的 圆心 也 
必 在 分 别 过 4、 旦 垂直 于 42B 的 两 条 直线 
之 闻 , 与 49 相交 的 圆 的 圆心 必 在 分 别 过 4、 
C 且 垂 直 于 4C 的 两 条 直线 之 间 。 因 此 与 边 
4B、30C、C4 相交 的 圆心 ， 显 然 是 不 能 超出 
上 图 中 的 正六 边 形 4PB9CR 之 外 . 

其 次 , 任 半 作 与 三 边 都 相交 的 锅 , 设 其 圆心 
为 0, 从 0 向 GO、C4、4 万 作 垂 线 CD、OF、 
O7, 圆 2 的 半径 为 7 时 , 则 必 有 

04 二 7 衬 0D， 
OB 关 > 立 OZ， 
OC 二 > 羡 OF 


但 是 ， 使 OP= 40 的 点 C 的 轨迹 是 以 4 为 } 


焦点 BC 为 准 线 的 抛物 线 , 由 04 社 OP, 点 O 
所 在 的 范围 是 关于 这 条 抛物 线 来 说 在 点 4 的 
异 侧 . 

同 理 , 分 别 作 以 如 为 焦点 .4C 为 准 线 的 抛 
物 线 ， 以 9 为 焦点 、4 为 准 线 的 抛物 线 , 这 
样 ， 这 三 条 抛物 线 两 两 的 交点 就 是 前 面 指出 
的 六 边 形 的 顶点 己 9、 好， 内 此 这 三 条 抛物 
线 所 围 的 部 分 就 是 圆心 所 在 的 范围 (参考 
自 八 篇 第 三 章 抛物 线 2 


证 明 题 


1) 三 角形 杂 题 
166。 设 D、 召 分 别 是 人 4BC 的 过 BC、 
0C4 上 的 点 。 且 BD= 豆 DO，CB 一 BR4， 则 


4 平分 了 3 AR 
解 设 DC 的 中 点 为 
媚 连结 了 B， 鸡 为 40 已 
的 中 点 ,有 /一 八 
思 P 1] 4D， 2 
只 下 


BD- 二 DO-DZ. 


所 以 ， 设 4DP、B8 的 交点 为 0 则 OO 是 瑟 召 
的 中 点 ，BO 一 0 万 . P 
14167， (1) 设 线段 
4 号 的 中 点 为 允 ， 连 结 
点 下 与 这 条 直线 外 一 
点 卫 , 若 MP< 了 MT4, 则 
4PF 瑟 是 多 大 的 角 ? 落 
MP>2M4 时 又 如 何 ? 
令 述 其 理由 . 忆 
(2) 证 明 直 角 三 角形 2 
的 三 顶点 到 其 斜 边 中 点 A< 一 一 人 一 一 B 
等 距离 . 
解 人 由 MP<M4， 有 
AP4M< 4PM， 
由 MP<MB 有 PHBM<BPM， 
-。 AP4B+APB4< -4PDB，: 
.4PB> 五 . 
当 MP>M4 时 ,与 上 友 相 反 , 故 有 
4PB< 一 . 
(2) 设 直角 三 角形 P4 的 斜 边 4 的 中 
点 为 条 。 
当 MP<44, 由 
AL4PB> 已 
设 MP>M4， 则 
AL4PB< /四 ， 
它们 都 与 假设 矛盾 ， 
.…。， MP=M4， 
168. 设 人 4DBC 的 边 4B、4C 的 中 点 
为 王 及 @， 过 忆 、9 分 别 向 三 角形 外 侧 引 垂 
线 PD、9B 若 PD= 豆 4B，9B- 王 40， 


则 连结 愉 召 与 边 BC 的 中 点 妆 的 线段 
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DM、ZM 垂直 且 相 等 . 
解 设 9、 邓 分 别 是 边 4C、BC 的 中 点 ， 
人 


9M= 亏 4PB， 
但 由 假设 
PD= 末 4B 
“， QU 一己 。 中 
后 理 ， 
95 一 PMA 四 
又 由 9M1/ 4B, 有 


了 MQ8O= 4, /09B=- 杞 
ZLMQB= 4 二 AR。 
ADPM 一 -4 十 人 忆 ， 
AM9 = DP4。 G 
由 @、@、@, 有 
人 人 MESA 人 DPM， 
.…。， 瑟 MD 
而 由 @M 1N 4B, 4BLPD, 有 
GMLPD. 
GELPM， 
"了 DT 327。 
169。 在 人 4B0C 中， 设 边 二 20 的 三 等 分 
点 为 卫 、 吾 , 则 有 A 


4DBT4C 
>47 十 4 万 。 
解 设 BC 的 中 
则 M 也 3 一 C 


点 为 1z， 员 

是 DB 的 中 点 ， 

此 延长 42x, 使 
4 太一 1 4 


时 ,有 
40= 了 B4'，4 也 -4 也 
4B4O=4B 二 B4) 
4DA4B 一 4D 二 D4'. 
但 是 4 妃 十 B4'> 了 D4++D4'( 问 题 46)， 
4 了 二 4O> 4 十 4 互 。 
179， 从 给 定 的 人 A 
忆 和 4Y 内 一 点 己 , 疝 
4X、4Z 作 委 线 PQ、 
ZZR ,使 
PQ 十 PR 一 科 ， 
则 点 三 在 定 线段 上 。 
其 中 双 是 正 的 常数 。 


同 理 ， 


同 理 ， 


ae 


解 过 点 已 引 直 线 ZPM, 使 它 与 4 区 、 
4 的 夹 角 相 等 ， 设 直线 ZP4L 与 4 人 、4 了 7 
的 交点 分 别 为 二 、 开 ， 由 工 向 4 作 垂 线 
工 已 ， 根 据 河 题 150， 有 


.P-LPR= 工 万 。 
可 是 由 假设 ”PO 十 PER 一 M， 
所 以 工 瑟 一 罗 ， 


且 工 互 为 定 长 。 因 此 工 的 位 置 被 确定 ， 所 以 
等 腰 三 角形 4Z2 是 定 三 角形 , 底 工友 是 定 
线段 , 故 点 己 在 此 定 线段 上 . 

171. 设 两 条 半 射 线 O 和 、OF7 相 交 于 点 
O,， 从 AXO7 
内 一 点 王 向 
OX、O7 引 垂 
线 ， 其 垂 足 分 
别 为 9@9、S,， 则 
使 PS 与 ZP9 
之 盖 为 一 常数 
仅 的 点 卫 在 定 
直线 上 。 

解 过 忆 引 直线 PMZ， 人 
长 线 、ZYO 的 夹 角 相 等 。 设 直线 PM 并 与 
XO、YO 的 交点 分 别 为 二 、M， 由 戏 向 OF 
作 垂 线 妈 瓦 ， 根 据 问 题 151 有 

PO 一 PS=2 玉 一 人 ( 定 值 ) 。 
因此 ， 引 到 OZX 距离 为 名 的 平行 线 , 点 开 的 
位 置 被 确定 。 所 以 等 腰 三 角形 OZM 是 定 三 
角形 ， 点 卫 在 定 线段 ZM 的 延长 线 的 半 射 
线 MN 上， 或 者 给 出 YO 的 延长 线 , 关于 
一 和 OY 的 乎 分 线 与 直线 MX 对 称 的 半 直 线 
M 必 的 情况 . 人 

172， 在 A4HFO 
中 ,， 设 40>4B， 从 
互 向 对 边 作 垂 线 3 刀 ， 
从 BC 上 一 点 导 疝 B 
4 已 、40 作 垂 线 分 别 下 
为 卫 刀 、PD, 则 有 PPD 十 已 R> 了 3 。 

解 从 王 引 .49 的 平行 线 分 别 交 4B、B 瑟 
于 也 G, 在 人 FBP 中 ， 

BFB<ZBP (…… 4DB<4LO) 
且 一 刀 1 BFB，BG_L PT 
.DBR> BEG， 
PFATPD>BGTG， 


让 即 了 卫士 了 了 >> 五。 
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173,， 设 两 条 直线 相交 于 点 @ 在 其 中 一 


私 MK、N， 使 
IQ@=Q9M=MN， 王 
则 三 条 直线 4Z、BN、CM 相交 于 一 点 卫 。 
解 设 CU 与 BN 相交 于 点 忆 。 因 为 

94=4B,， 9M=MN， 


所 以 4M1BN。 
又 因为 44 瑟 一 .DO， 
OP 一 PH 
这 样 ,在 人 AIGOM 中 , C8 是 中 线 , 且 
人 
C4 一 可 29。 
所 以 4 是 人 LOM 的 重心 , 故 Z4 过 CM 的 
中 点 乙 。 G 
174， 在 A4BC ANAE 
中 ，4OC>4DP， 若 在 D 
C4 上 取 CD=45， 
五 了 分 别 为 4D、BC 
的 中 点 ， 连 结 288 并 B F 
延长 与 B4 的 延长 线 相 交 于 点 G, 则 
4 妃 一 4G。 
解 设 互 为 3D 的 中 点 , 则 
B 瑟 1/ 4B， 
卫 
BE 一 王 4B 
五 1 CD， 
工 
也 一 襄 0D。 
由 假设 4B=CD， 
.。 万 刀 一 万 
五 万 太一 一 万 厅 万 。 
又 因为 ”G=RBB (同位 角 )， 
/4BG=- 了 BBB (同位 角 )。 
， LAG= /4EG， 
.4 万 =.4G。 
175。 设 D、B、 了 分 别 为 A4BC 的 边 


BO、C4、48 的 中 点 ,又 从 吾 、C 向 过 顶点 4 
的 任意 直线 作 垂 线 、 其 重 足 分 别 为 C、 忆 ， 


刀 H、FG 或 其 延长 线 的 交点 为 刀 则 BF 


与 CEDR 相等 或 互补 。 


1 


aa 


解 在 直角 三 角形 4BG、40C 万 中 ， 因 为- 


五 、 吾 都 是 侍 边 的 中 点 ， 
4 互 B 一 人 C4 刀 ， 
故 . 
TIEG= 0O4 瑟 @ 


(或 ATEG=3LR-C4) 。 
若 取 @、@ 之 和 或 差 , 则 
LA]HTB=A4 或 2AR- 4。 


但 因为 4FZ 妨 是 平行 四 边 形 ， 

-。 了 DB 一 一 4。 
故 7 闷 一 一 万 不 
或 2 玉 一 万 DR 
即 再 7 理 一 了 万 DB 
或 2 忆 一 了 再 T 丈 一 了 也 D 了 。 


176。 设 0 为 A4HBO 内 任意 一 点 ， 工 、 
M、 分 别 是 4O、 
BO、CO 的 中 点 ， 
刀 、 瑟 、 王 为 各 边 ， 
BC、GC4、4B 的 中 
点 ， 则 直线 刀 人 、 
BM、EN 相交 于 
一 点 。 

解 在 人 405 中 ,因为 取 五 分 别 为 40、 
40 的 中 点 ， 


， 1 
人 天 ZE 本 00， 
同 理 ， MD4 言 00. 
故 工 MD 如 是 平行 四 边 形 ， 所 以 BU 过 忆 忆 
的 中 点 。 人 AA 


同 理 , DNZ 达 也 是 


BN 也 过 3 工 的 中 点 ， 

故 DZ、BM、BN 相 久光 

交 于 一 点 。 AN 从 
177。 设 在 三 角 8 


形 内 部 有 一 企 圆 ， 证 明 三 角形 的 周 长 大 于 加 


reesettreeene re 
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周 长 。 

解 设 在 人 A4BC 内 有 一 个 圆 0,， 从 圆心 O 
向 边 BC、C4、4 万 作 垂 线 、 过 这 些 垂 线 与 
圆周 的 交点 引 圆 O 的 切线 形成 的 三 角形 为 
4BO 则 人 4'BC 在 人 4B0 内 部 , 故 

24BTBOTC4>4B'TBO'ATO4 
设 园 O 的 半径 为 *， 显 然 
ay3< 王 7(4B' 二 BC TOC4)， 


oo 27<4PBTBO TO 
由 @, 得 2mz<4B 了 BO+C4。 


边 形 、 多 边 形 


ML) 四 边 形 
178,， 四 边 形 的 内 角 和 等 于 四 直角 。 
.一 D 


解 在 四 边 形 4BCD 中 , 引 对 角 线 4C 把 
四 边 形 分 成 两 个 三 角形 : A4BC、A4DC. 由 
于 三 角形 的 内 角 和 等 于 3 尺 , 这 两 个 三 角形 
的 内 角 和 即 为 四 边 形 4BCD 的 内 角 和 , 所 以 
四 边 形 4BCD 的 内 角 和 等 于 4 允 . 

本 题 对 四 四 边 形 显然 也 成 立 , 如 图 . 

179， 四 边 形 的 了 


周 长 大 于 两 条 对 角 线 -AAA 
之 和 ， 小 于 对 角 线 之 4 


解 设 四 边 形 为 3 
4BCD, 引 对 角 线 4C、BD, 则 有 
BD< 4B+T4D, BD< BOTCOD, 
40<4DH+CD, 40<4DBBOC. 
.2(40BD) 本 
<2(4BTZBOATCDTD4)， 
即 ” 4COTBD<4BTEBO+CDTD4。 
又 设 4C、ZED 的 交点 为 0, 则 
4B<40+50，BHO< BO0-HC0， 
CD<DO+00, 4D<DoA40O， 
… .4BTBOTCOD+D4 


<2(40TPBOTCOTDO)， 

即 4BTBO+CD+TD4<3(404BD)， 

故 ”4C+BD<4BTBCTCODTD4 
<2(40TBD)。 

180. 关于 四 边 形 的 四 组 条 件 写 在 下 面 ， 
对 应 于 每 组 右边 的 条 件 ， 如 果 左 边 条 件 是 充 
分 必要 条 件 用 4 表示 ,， 如果 是 必要 条 件 而 不 
是 充分 条 件 用 妃 表示 ,如 果 是 充分 条 件 而 不 
是 必要 条 件 用 C 表示 ， 如 果 既 不 是 必要 条 件 
又 不 是 充分 条 件 用 呈 表 示 。 


(D | 是 梯形 
(2) | 对 角 线 互相 平分 
(3) “| 是 等 腰 梯 形 


内 接 于 加 
是 长 方形 
对 角 线 长 相等 


解 〈 员 然 上 四边形 是 梯形 ， 但 也 不 一 定 
是 内 接 于 圆 ; 而 内 接 于 圆 的 四 边 形 也 不 一 定 
都 是 梯形 ,所 以 是 也 . 

(2)》 对 角 线 互相 平分 的 四 边 形 、 虽 然 是 平 
行 四 边 形 , 但 也 不 一 定 就 是 长 方形 ;而 长 方形 
是 平行 四 边 形 中 的 一 种 ， 对 角 线 互相 平分 ， 所 
以 是 C.。 

《38)》 等 腰 梯 形 的 对 角 线 相等 ， 但 对 角 线 相 
等 的 四 边 形 不 一 定 是 等 腰 梯 形 , 所 以 是 也。 

《4)》 这 个 条 件 是 4.。 

-181. 和 点 O 是 
异 于 对 角 线 交点 的 任 
意 一 点 ， 则 四 个 线段 
O4_、OB、OC、OD 之 


和 大 于 对 角 线 4C、 
BD 之 和 。 
解 ”如 图 ， 
40+CO0>40, BO-HDO> 5D， 
"40 上 TDOTOOTDO>4O 上 DBD。 
182， 在 四 边 形 从 


4BOD 中 ， 设 边 4D 
最 大 , 边 BC 最 小 , 则 
/BOD>B4D， 
/4BO> LA.4DO. 
解 ”在 四 边 形 45CD 中 ， 册 为 边 4D 最 
大 。 


B D 


40 第 二 编 证 明 题 
…， 4D>CD， 的 平分 线 。 在 四 边 形 4BCD 中 ， 
故 /DO4> D40。 LA4+ZBTATLAD 人 
又 因为 边 BO 最 小 ， 一 人 人 允 ， 
4B> BO， 又 4 一 -人 AC， B M 
故 lBO4>B4C。， 2A4T+TBAAD  N D 
此 LDO4T BO4 、 一 人 五。 Le 
>~D4CTB4C， 为 BMN 是 一 B 的 平 攻 
即 .BCDP> 人 B4D， 分 线 ， 所 以 在 A4B 了 8 中 ， 
同 理 ， /4BO> 4DO- 工 一 B 区 
.183， 若 四 边 形 各 D 人 


角 的 平分 线 交 于 同一 AAA 八 。 
点 。 则 其 一 组 对 边 之 和 
等 于 另 一 组 对 边 之 和 A 


解 设 四 边 形 4BO7D 
的 各 角 平 分 线 交 于 一 点 地 
0,， 从 0 向 4D、4B、BC、0CD 作 垂 线 0 了、 
OF、OG、O0 万 , 则 在 AO4 瓦 、AO4 及 中， 因 
为 204 再 = “04 丙 斜 边 O4 公共 ， 

4 万 一 4 了 万， 
同 理 , BB 一 BEG，0CG=0 万 , 疡 万 = 了 DT 
4 万 十 万 万 十 BGTOG 
一 4 下 十 瑟 8 十 刀 玖 十 CO 万 ， 
4DT+BO=4BTOD。 
184. 在 四 边 形 4BOPD 中 ， 设 _ 4、-C 
的 平分 线 的 交点 在 
对 角 线 BD 上 ， 证 
明 人 B、~ 亲 的 平 
分 线 的 交点 在 对 角 
线 4C 上 . B D 

解 若 人 4、 LAC 
的 平分 线 的 交点 书 
在 BD 上 , 则 

4DB:4D=DP:PD= 50:0D。 
4P:BOC=4D:CD. 
车 C 刀 的 平分 线 与 4C 相交 于 点 @8,， 则 
4B:BC=449:4C， 
故 由 @, 有 
4D:CD=-49:9C。 
所 以 De 平分 CD， 即 人 B、 刀 的 平分 线 
的 交点 在 4C 上 . 

185. 在 四 边 形 4BCD 中 ， 若 对 角 一 4 
与 2C 相等 ， 则 另 一 组 对 角 一 B 与 全 的 
平分 线 相互 平行 。 

解 如 图 , 设 B 节 、DN 分 别 为 人 B、 二 


即 


太 


C 


@ 


ee mms 
ve Ar Ltd 


234 二 DT+23 4 所 一 4 有。 四 

由 人 中、@, 有 
TD=2.4 太 DB， 
2 .4DN 一 人 D， 
.4MDB 一 4DN。 

DBM1AD. 
186.， 试 证 顺 次 连结 四 边 形 各 边 中 点 的 
直线 形 是 平行 四 边 形 ， 人 一 趴 
其 周 长 等 于 原 四 边 形 的 由 
对 角 线 之 和 。 

解 设 瑟 、 也、 4、 羡 B C 
分 别 为 4B、BC、CD、 
DP4 的 中 点 ,由 于 BP 是 A450 的 两 边 4B、 
30 中 点 的 连 线 ， 


但 是 


故 


外 < 
.ZIF= 玛 40. 
同 理 G 刀 -二 40， 
FG- 王 5D， 
五 吾 -- 工 万 刀 
2 二 


-。 也 一 6 万 ，TG 一 Z 事 。 
故 瑟 8G 万 是 平行 四 边 形 。 
又 BBA+GE=40, FTGTBE= EBD， 
.…，BHTGHETFGTEH=40CBED. 
187， 连结 四 边 形 4BOD 的 两 对 角 线 
BD.、4C 中 点 的 线段 MMX， 不 小 于 相对 两 边 
的 差 之 半 ， 
解 设 忆 为 50 的 中 点 ,连结 PM、PN， 
则 
PM= 工 CD,， PN= 工 4 
3“ -4 


在 人 APMN 中 ， 


ev 一 一 一 -人 


B ER TS 


PMAPN<MN 
即 言 (CD~ 4 <2N。 


同 理 , 设 书 为 4B 的 中 点 , 则 有 
豆 (4D~ BO) <JN。 


需 4B31/ Do, 则 戏 、N、 了 在 一 条 直线 上 ,有 
PM 一 于 DC， PN 一 也 4 了 3 


… MN 一 PM 一 PN 一 记 (DC 一 4B). 


同 理 , 若 41/ BC, 由 
MN= 吉 (4D 一 BO) 


188. 落 四 动 形 4PBOD 的 两 边 4B、CD 
相等 ， 则 延长 它们 与 另 两 边 BC、4D 的 中 点 
连 线 所 夹 的 角 也 要 等 。 

解 设 M、yN 为 4D、 
BO 的 中 点 ,MX 的 延长 
线 与 B4、CD 的 延长 线 
分 别 相 交 于 已 9。 又 瑟 
为 BD 的 中 点 ,连结 五 M、 
瑟 N,， 则 


人 
BM 一 二 4B， RN 一 于 CD. 


-， 了 MEN (… 
ABRMN= ADBNM， 


4 了 =0D)， 


由 于 EM/ 4B, RN CD 因此 
189.. 结 四 边 形 对 A 

Ne 

边 的 和 之 半 。 落 该 线段 等 

于 其 和 之 半 ， 则 这 个 四 边 


AP 一 FMN， 
形 是 梯形 。 


L9= EN1， 
二 

解 设 各 过 形 4B0OD 的 对 边 4 有 CD 的 

中 点 分 别 为 忆 、@，7 的 中 点 为 疤 , 则 有 


线 形 41 
PM- 工 4P， MO 工 DO 
驴 搬 史 者 


又 在 人 戏 P9O 中 ， 
P9<PM-MG9， 


即 F9@< 玛 (4D 二 BO)。 


则 政 在 P9 上 ,从 而 4D、BC 都 巴 行 于 PQ， 
所 以 四 边 形 4BCD 为 梯形 . 

190， 在 下边 形 4BCD 中 , 设 4B=CD， 
P、Q 分 别 是 4LD、BC 
的 中 点 ，M、X 分 别 
是 对 角 线 4C、BD 的 
中 点 ,证 明 P@ 与 MXN 
互相 垂直 . 

解 由 于 P、M 是 4 
4 万 、40 的 中 点 ，@、N 是 BC、5 厂 的 中 点 ， 


PM=QN= DC， 


人 PP DTD 


同 理 


又 因为 4B=CD， 所 以 四 边 形 PMQX 的 四 
边 都 相等 , 故 为 芙 形 。 
PP9LMN。 

191. 在 四 边 形 .450 中 ， 设 gc 为 了 4 
与 人 了 3 的 平分 线 的 交角 , B 为 /4 与 ZC 的 
分 线 的 交角 , 则 


co 一 言 (CCTLD)，B= 却 (CBAD)。 


PN=9M 王 4B. 


8 c 
解 在 人 4B7 中 ， 
己 24 读 CCB+a=2LBR。 @ 
又 因为 四 边 形 内 角 和 等 于 4 一 忆 ， 
于 (4+LBTACTAD) 


一 2 人 RR。 四 
由 巴 、 @， 得 站 


< 工 7 
c 豆 (CC+L 荔 . 
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时 二 -， B 一 万 玉 。 
又 _p=L4G5- 王 CC 略 站 
2 一 ( 工 一 工 并 配 也 万 TE， 
一 2 4-ABj1- 卫 C 
(六 <4+<B)- 去 人 .。 刀 万 / DC。 


王 (Z4+ BAC+ AD) 
了 卫 
一 (二 L4+AB)- 吉 LO 
= 到 (2D- 本. 


192. 若 四 边 形 各 角 的 平分 线 相 交 形 成 
第 二 个 上 四边形, 证明 

《1) 第 二 个 四 边 形 的 对 角 之 和 为 两 直角 ; 

(2) 车 第 一 个 四 边 形 是 平行 四 边 形 、 则 第 
二 个 是 长 方形 ， 其 两 条 对 角 线 平行 于 第 一 个 
四 边 形 的 各 边 , 并 等 于 其 两 邻 边 之 差 ; 

(3) 著 第 一 个 是 长 方形 ， 则 第 二 个 是 正方 
形 。 

解 ( 设 4 万 、PBB、CF、DG 为 四 边 形 
人 ， 各 角 的 平分 线 ， 其 交点 依次 为 五、 五、 

则 
We LA.4BZTADOG 二 ACDG 
一 2 已 


故 二 甩 EBP 二 ETGZ 一 3。 


(2) 当 4BCD 为 平行 四 边 形 时 , 因为 
D4B5+T0OB4=2 一 忌 
所 以 TFT4PBTABEPDP4= 一 RR， 
故 LEEE7 = 一 R。 
同 理 , 在 以 及 G、 互 为 顶点 的 角 也 为 直角 ， 
所 以 BFG 互 是 矩形 。 
并 且 在 A4DE、AB3O7 中 ， 
4D=B0， 了 D4 瓦 = OH 
LTD 万 = -CCBF， 
。，A4DHESABOB) 
.…。 也 五 一 BF。 
又 因为 OF 是 CO 的 平分 线 ， 


局 理 , BEG1/ 了 4。 又 因为 了 8G 石 是 矩形 ， 
.BFG 一 五 7 一 D 交 一 DO 一 0 
一 DO-- CD 
(3) 当 4BCD 是 扼 形 时 ,由 于 
ABR4B- 7P4 D 
一 45。. 
-， 了 4= 刀 PB， 
且 一 有 = 一 情 。 
因为 AD4、ACB 丰 他 
是 全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 ， 有 
4 万 一 了 7B， 
。。 五 刀 一 万 7 
故 了 8G 刀 是 正方 形 , 

193， 以 四 边 形 
外 和 角 平 分 线 作成 的 四 
边 形 的 对 角 互 补 。 

解 设 由 四 边 形 
4B50C7D 的 外 角 平 分 
线 作 成 的 四 边 形 为 
8G 互 。 由 于 四 边 形 4BCOD 的 外 角 之 和 为 
4 一 尼 , 所 以 每 个 角 之 半 的 和 为 3 一 已。 即 

RE4P+ 一 B4+ AHOD+ ADG 
一 2 一 玉 。 
但 由 于 AZE45 与 AFOD 的 内 角 和 是 4 二 怀 ， 
过 万 十 人 丰 一 2 
同 理 ，L 刀 与 ~G 互补 。 

194.， 四 边 形 两 组 对 边 中 点 的 连 线 , 相交 
于 两 对 角 线 中 点 连 线 这 
的 中 点 。 

解 设 G. 瑟 工厂 
分 别 为 四 边 形 _ 4BOD 
的 两 组 对 边 4B、OD 
及 4D、BC 的 中 点 ， 3 H C 
、 马 为 对 角 线 4C、5D 的 中 点 。 忠 于 CG、 
忆 , 到 、 万 分 别 为 B4、BD，CD、C4 的 中 点 。 

有 6GB]/ 4D, 8K1/ 4D, 且 


G 


1 _ 工 
GB 一 于 4D,，ZK 一 广 4D， 


从 而 GZ 万 玉 ， 
因此 四 边 形 QZ 瑟 为 平行 四 边 形 , 故 G 开 过 
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五 8 的 中 点 。 同 理 , 若 双 互 分 别 为 4D、BC 
的 中 点 ， 则 也 如 瓦 玉 是 平行 四 边 形 ， 因 此 过 鼠 
过 妃 的 中 点 。 所 以 ZE、G 玉 过 忆 B 的 中 
点 。 


(2) 平行 四 边 形 
195. 平行 四 边 形 的 对 角 相 等 , 对 边 也 要 


A D 
4DB1/ Do， - 电 CS 
-AD4O=- 4CP， 
/.B40=~4CP (内 错 角 )， 
，L~D4GTAB4C=~4CB 二 4CD， 
即 .DB47D 一 -DOP。 
同 理 ， ADB=D. 
又 在 A4BC、ACD4 中 ，4C 公共 ， 其 两 端 
的 两 个 角 分 别 相等 , 因此 这 两 三 角形 全 等 。 
40D= BO， 
4B=DCO. 
196， 四 边 形 4BCD 为 平行 四 边 形 的 充 
分 必要 条 件 是 : 对 于 四 边 形 内 任意 一 点 已, 有 
SaAP4B 十 SAzcD 蕊 三 有 


= 到 口 4BCD 


的 面积 。 
解 (1) 必要 性 8 F (5 

若 4BCOD 是 平行 四 边 形 ,过 点 一 引 4B 的 平 

行 线 与 4D、BC 分 别 交 于 、 克 则 4BZ、 

CDBF 都 是 平行 四 边 形 ,所 以 有 


Bada 一 于 品 4BTB 的 面积 ， 


等 . 
解 作对 角 线 4C. 
为 


Sepop 一 亏 口 BFOD 的 面积 。 


…。 Sepas 十 Sapcp 一 误 口 4BOD 的 面积 . 


(2) 充分 性 洲 
Sepis 十 Sazcp 一 三口 4BCD 的 面积 ， 


则 450D 是 平行 四 边 形 . 由 点 卫 作 4B 的 
平行 线 如 时 ， 不 论点 一 在 互 玉 上 的 何 处 ， 
因为 4B1/ 8, 所 以 AP4B 的 面积 一 定 。 


Sap4B 二 SApcp 
=- 口 4BCD 的 面积 (一 定 ) 。 


所 以 ABCD 的 面积 总 是 一 定 , 因此 有 


了 BCD. 
.4B1CD。 
同 理 , 4D1/ BO， 故 4BCD 是 平行 上 四边 形 . 
197. 入 在 平行 A S__D 


四 边 形 4BCD 的 边 
4B、FO、CD、D4 
上 ， 分 别 取 点 已、9、 


BR 、S， 使 8 一 必 
4P= 59=OR=DS， 
则 PQZPS 是 平行 四 边 形 。 
解 由 于 4BCD 是 平行 四 边 形 ,有 
4 轧 = BO。 
而 DS=B9， 
43 一 CQ。 
又 4P=0ORB，- .4= 0C， 
人 4PS2A 人 CARQ， 
PS=GR. 
同 理 ， 人 DBP9S2 和 人 DRS， 
PCO=RGS。 
故 PQRS 是 平行 四 边 形 。 


198， 关 平 行 四 边 形 PRS 的 各 顶点 
在 另 一 个 平行 四 边 
形 4BCD 的 各 边 上 ，. 
则 这 两 个 平行 四 边 
形 的 对 角 线 过 同一 
点 
解 在 人 4P4S 与 ACEQ9 中 ， PS 一 @R， 

4PS= 王 -CHF 
(4P1OR， PS19E)。 
又 .4SP 一 -OP 
(4L8NCQ, PSN9P)， 
。… 和 人 4PS2ACRQ， 
4SOQ。 
从 而 48CS 是 平行 四 边 形 。 所 以 它 的 对 交 
线 SG 过 4C 的 中 点 1。 同 理 ，PR 也 过 40 
的 由 点 好。 但 BD、4C 相交 于 点 MX， 所 以 
4C、BD、PR、S9 过 同一 点 。 

199。 若 平行 四 边 形 4BCD 的 对 边 4B、 
DC 的 中 点 分 别 为 防 、 矶 , 则 也 瑟 、BZ 三 等 分 
对 角 线 40。 
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解 由 于 4BCD 是 平行 四边形 ,有 


4DZ.DO。 有 
又 吾 、 忆 分 别 是 
4B、DC 的 中 点 ， 荆 
有 四 

万 万 人 万 . 3 C 
因此 五 BFD 是 平行 四 边 形 , 从 而 

万 刀 / BF 。 

但 是 在 人 A4B 妃 中, 


ZL 1 BEG，4 万 一 也 B， 
所 以 @ 是 4 互 的 中 点 , 即 


4G=GZ. 
硒 理 ， C 万 一 G 互 ， 
。 LG 一 G 刀 一 万 CO， 
200， 若 平行 四 人 下 D 
边 形 4BCD 的 边 CD、 


2 了 的 中 点 分 别 为 如、 
万 ， 则 妇 殖 、BF 三 等 
分 40 B 

解 设 BX、B7 与 40 的 交点 分 别 为 G、 
互 , 则 根据 上 题 有 5 

”4 瑟 =32EO， 

同 理 ， GC=24G-。 
故 C、 囊 是 40 的 三 等 分 点 

201. 设 平行 四 边 形 4BC 了 的 对 边 4 万 、 
0 了 的 中 点 分 别 为 五 、 人 了 
妃 ，4 刀 与 D 交 于 
CG， 刀 与 0 交 于 工 
互 , 则 五 豆 殖 G 为 平行 
四 边 形 。 

解 因为 4B4LCD， 
4O8 是 平行 四 边 形 ， 

“4 刀 ZTCO。 
同 理 81/ BZ， 所 以 G 台 万 刀 是 平行 四 边 


b 


C 


B - 
所 以 4FEOC。 因此 


202， 若 在 平行 
四 边 形 4BCD 的 对 
角 线 40 上 取 两 点 及 
巴 使 4 到 一 OP, 则 瑟 BDF 也 是 平行 四 边 形 . 

解 设 0 为 BD、4C 的 交点 , 因为 4BOD 
是 平行 四 边 形 ,所 以 


40= CO. 
又 4 历 一 OZ 
故 BO= TO， 


证 


归 题 
而 BO= DO， 
所 以 BBDZ 是 平行 四 边 形 . 


203. 关 过 平行 四 边 形 两 对 角 线 的 交点 
引 两 条 直线 ， 则 它 
们 在 平行 四 边 形 一 
组 对 边 或 其 延长 线 
上 淮 得 的 线段 相 
等 


解 设 过 点 0 引 
两 条 直线 百 F、G 互 与 4D、B0O 的 交点 分 别 
为 卫 、 G、 也、 五 。 在 A 人 OZBG、 人 OF 万 中 ， 


BOG 一 TO 万 ， 
又 0 万 =07，0G=0 刀 
(因为 AODBS2AOBT， 

AODce2AOPF)。 

故 AOZBGSAOFE， 
BFG 一 万. 
204， 车 从 平行 人 了 

四 边 形 4BCD 的 顶 
点 4、 万 、C、 呈 向 对 
角 线 引 垂 线 ， 其 垂 足 
分 别 为 下 百 、 互 、G，8B c 
则 四 边 形 妃 FGZ 是 平行 四 边 形 。 


解 ” 设 对 角 线 的 交点 为 O。 因为 4BCD 
是 平行 四 边 形 ,所 以 
40=00， 
在 人 A40OB8、ACO 妃 中 ， 
40=C0， 
478O= -AR=AO5IC， 
.40 一 妞 050. 
A407eAcoP， 
07 =OF. 


多 
@@ 四 


| 同 理 ,由 ”人 A 人 BZO02AD6O， 


有 OP=OG. 
因此 由 于 四 边 形 吾 FGF 的 对 角 线 互 相 平分 ， 


所 以 为 平行 四 边 形 ， D 


的 边 4B、BC 的 中 点 
分 别 为 瓦 、F， 在 4C 
上 取 两 点 人 互 ,使 


205.， 设 A4BC 
也 
4G=GT= 万 0， 


| 若 BG 与 BE 的 交点 为 也 , 则 4BCD 是 平行 


四 边 形 。 
解 因为 五 、G 是 人 4B 万 的 边 4B、4 
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的 中 点 ， 
ZG 1 BE。 


同 理 ， FE 1 DC. 


因此 BGDZ 是 平行 四 边 形 . 若 假 设 BD、 


40 的 交点 为 0, 则 
0 一 0 万 ， 
O4=OC， 
SS OPB=ODPD， 
故 4BCD 是 平行 四 边 形 . 
206. 在 平行 四 边 形 4BCD 中 ， 
24 呈 3 一 4 也 ， 

把 4 向 两 边 延长 并 
在 其 上 取 点 到 也, 使 
4 万 一 4 一 B， 
设 BO、BD 的 交点 为 

G, 则 


从 而 


下 二 站 


BFGZ= R， 
解 因为 4D=24BF，4 瑟 = BF， 
.4D=4F， 
4DB= 4FD。 
又 4 九 1 DO， 
.…。 ABDO= 了 47D， 
-。 4DP= 一 FDCO. 
同 理 ， 了 BO 玉 = BOD， 
且 4D1/ BC. 
。。 GDC+ AG6OD= 及 
从 而 /DC= AR 
了 到 GE 一 一 有 

207. 从 平行 
四 边 形 4BOD 的 
两 顶点 4 和 C,， 向 
四 边 形 外 的 一 条 直 
线 XZY 所 引 垂 线 之 
和 等 于 另 两 顶点 如 
和 忆 向 和 所 引 垂 线 之 和 。 

解 设 40、BD 的 交点 为 0 从 4、D、C、 
D\、O 到 直线 和 了 的 垂 足 分 别 为 4、B、C、 
也 、0O'， 因为 O 是 4C 的 中 点 ， 

441001Co， 
和 44 二 CO 一 200/。 


同 理 BB' 二 DD'-200/. 
44 巧 CO 一 BB' 十 DD'。 
208. 车 在 平行 四 边 形 4BCD 的 各 边 上 


向 外 侧 作 正 方形 ， 则 以 四 个 正方 形 的 中 心 为 


顶点 组 成 一 个 正方 形 . 

解 ”如 图 , 设 已 9、 刃 、8 为 四 个 正方 形 的 
中 心 ， O 为 4C、BD 的 交点 ， 因 为 4BOD 是 
平行 四 边 形 , 所 以 CO 是 4C、2BD 的 中 点 . 因 
此 在 A4BC 中 ， 将 4B、BO 上 的 正方 形 中 
心 王 .和 与 40 的 中 点 连结 , 则 

PO=490,，POL90 (参考 问题 198) . 

同 理 , 90= BO, 上 且 QO LO, 及 OR=OS， 
且 OR10S, DOS=OP 日 0S1LOP、 

…， OP=O09G=OR-OS， 
OP、08 及 09、08 分 别 成 为 一 条 直线 ， 且 
互相 垂直 .。 玉 此 PRS 是 正方 形 . 

209. 若 在 平行 四 边 形 4BCD 的 两 边 
4B、CD 的 外 G  - 

仙 ， 分 别 作 正 
三 角形 4 万 、 
CD ， 在 BC 
上 与 四 边 形 同 
侧 作 正三 角形 CBC, 则 
BG= 40，FG= BD。 
解 在 人 BG、A4BO 中， 
刀 B= 4B，DBG= BCO， 
BBG= 4HBO (都 是 60* 十 一 4BG) 。 
.AZEPBG22A 人 4BO， 
ZEG 一 40. 
同 理 , 由 人 DBC2AWGC, 有 
TFTG= 了 BD。 

210， 若 在 A4BC 的 边 4B、40 上 ， 
向 外 侧 作 正三 角 己 
形 4DBPD、4C 了 ,在 
边 BC 上 与 顶点 
的 邮 侧 作 正 三 角 
形 BCF, 则 四 边 形 \ 证 
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4BFHD7 是 平行 四 边 形 。 
. 解 在 ADBFH、A 人 4B0C 中 ， 
BD=-B4，BF= BO， 
DB4=60e= BC. 
.DB “4BC， 
.ADHBFeA4BO， 


西 此 

DZ 一 4C0.。 二 
而 人 AZ4C 为 正三 角形 ,所 以 

4O= 4 也。 
因此 由 四 有 

DT 一 4 万。 四 
同 理 ATOBS22AB504， 

.万 刀 = 4 了 = 47D。 四 


由 因 、@, 知 D4BB 是 两 组 对 边 相等 的 四 
边 形 ,所 以 是 平行 四 边 形 。 

211. 从 平行 四 边 形 4BCDD 内 任 一 点 O 
引 O4、OB、 
CC\、0D, 设 其 
中 点 分 别 为 
万 、 也、 G、 石 
和 著 DB、CZ 的 
交点 为 P; 4 也 
DG 的 交点 为 


G@; 4 互 、BG 的 交点 为 马 BRB、C 刀 的 交点 ， 


为 8, 则 四 边 形 P@RS 是 平行 四 边 形 . 
- 解 “连结 FG， 由 于 有 G 分 别 是 OB、OC 
的 中 点 ,所 以 有 ZG/ BC 且 


工 
因此 4DVZG 且 
工 
ZG 一 于 4D。 


由 此 知己 是 49 的 中 点 。 同 理 , 刀 是 CP 的 
中 点 。 故 


PQ240， 
朵 理 ， RSL4O， 
故 POORS。 
所 以 PRS 是 平行 四边形 。 


(3) 长 方形 、. 葵 形 
212. 长 方形 的 对 角 线 相等 。 
解 设 长 方形 4BCD, 引 对 角 线 4C、DD. 
因为 A4BC 和 ADOB 的 两 边 及 夹 角 分 别 


明 题 


相等 ， 这 两 三 角形 全 等 ， 4 
LO 一 DPD。 
213. 菱形 两 对 角 
线 互相 竹 直 且 平 分 各 
角 


马 


解 设 0 为 鞭 形 4BCD 两 对 角 线 的 交点 ， 

则 “ A4BD2ACBD (三 边 相等 ) 。- 
.41D=DBO， 

~.4DB=~BPO， 县 

所 以 BD 平分 人 BB 

及 一 刀 。 同 理 , 4C 

平分 A.4 及 ~C. 

又 因为 BO 是 等 
腰 AB4C 的 顶 角 
平分 线 , 所 以 它 垂 直 于 40. 

214.， 在 凸 四 边 形 4POD 中 ， 若 人.4= 
/0 5=D, 4B= BC 则 该 四 边 形 是 闵 
形 。 、 

解 ”因为 四 边 形 的 内 角 和 为 360*， 由 人.4 

4 B=1180"， 
所 以 4DABC. 同 理 ，4B1/CD， 故 4BODD 
是 平行 四 边 形 、 在 这 个 四 边 形 中 , 4 五 = BC， 
所 以 四 条 边 都 相等 ， 故 四 边 形 4BODD 是 鞭 
形 


Se 
< 


215.， 设 长 方形 4BCD 的 四 个 角 4、P、 
C、 呈 的 平分 线 的 交点 为 妃 、 召 、 互 、G,， 则 到 
边 形 五 8G 互 是 正方 形 . 

解 因为 A4GD、A 人 3ZOC 都 是 等 腰 直 角 
三 角形 ， 47D 一 BC, 它们 全 有 


4 


馆 


等 。 
"。 G4=GD 一 也 8 
一 五 C 。 
又 AT74PB 与 AREDO 也 
是 全 等 的 等 腰 直 角 三 角形 . 
.了 4 一 DB 一 D= 厂 CO， 
.了 瑟 1 一 5G=G 玖 一 万 也 。 
因而 7BBG 是 四 边 相 等 的 长 方形 ,所 以 是 正 
方形 。 A__G Db 
216. 过 平行 四 
边 形 对 角 线 的 交点 ， 
引 相 互 垂 直 的 两 条 直 
线 ， 顺 次 连结 这 两 直 
线 与 各 边 的 交点 所 形成 的 四 边 形 是 鞭 形 。. 
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解 设 过 点 O， 引 相互 垂直 的 两 条 直线 与 
4B、OD、4 刀 、B0C 的 交点 分 别 为 瑟 、 刀 ，G、 
五 . 在 AGOD、A 刀 0 中, DOD=0B， 

GDO= -0OB 互 , “GOD= BOF。 
。 AGODseAHORB， 
OG= OF 
AZODsAFOD， 

，O 了 B=OF。 
因为 四 边 形 G 允 五 史 的 对 角 线 互相 垂直 平分 ， 
所 以 它 是 菱形 。 

217., 若 在 给 定 的 长 方形 4BCD 中 内 接 
一 平行 四 边 形 FG 克 ， 它 的 各 边 平行 于 长 方 
形 的 对 角 线 ， 则 其 A 
周 长 为 定 值 。 


同 理 ， 


L 尽 = -00B= -0BO= AGFEK， 
GFR 一 G 开 。 
因为 4CK 互 是 平行 四 边 形 ,有 
五 玖 一 40， 
而 五 G 十 GT 一 4C， 
因此 平行 四 边 形 瑟 ZG 瑟 的 周 长 等 于 4C 长 
的 两 倍 ,所 以 是 定 值 。 。 A 
218， 长 方形 的 对 
角 线 大 于 夹 在 两 对 边 间 NS 
的 任意 线段 . hs， 
解 设 也 为 夹 在 长 


方形 4BCD 的 对 边 4B\、DC 间 的 任意 线段 ， 


作 4G1Y 瑟 E。 因为 4GC 是 钝 角 ,所 以 
LOC> .49 
又 因为 48FG 是 平行 四 边 形 ， 
4G=BF， 
40O> 五 8。 
的 各 角 平 分 线 想 交 所 成 
的 四 边 形 是 正方 形 。 那 


Se 
么 原 四 边 形 应 是 怎样 的 > 


形状 ? 的 
解 ” 设 四 边 形 4B3CD 的 各 角 平分 线 相 交 
作出 的 四 边 形 为 P9RS. 若 P9BS 是 正方 
形 , 则 
AP=-P， AP4P+PBP4= R。 
因为 P4、P 分 别 是 人 4、- 了 3 的 平分 线 ， 


了 


从 而 人 .4 十 一 B=23LR， 
“。 4D1 BO。 
又 因为 2@ 也 是 直角 , 同 理 ， 
4B1/OD。 
因此 4BOD 应 是 平行 四 边 形 。 而 乙 、 如是 夫 
在 线段 4D、Z0 之 间 的 线段 的 中 点 ,有 
PR1/ EC. 
.SPR 一 PPBO。 
但 是 由 于 P@RS 是 正方 形 ,有 
SPR 一 45"， 
“"， 人 PBO= 估 ?"， 
40 一 一。 
即 平行 四 边 形 的 一 个 角 是 直角 ， 所 以 原 四 边 
形 是 长 方形 。 A 了 
220， 若 从 长 
方形 4BOD 的 顶 
点 CO 引 对 角 线 BD 3B 8 
的 垂 线 ,与 /B4DD 
的 平分 线 相交 于 点 
允 , 则 
4O=0OD 瑟 
解 设 从 4 向 3BD 作 垂 线 4 到 则 有 
再 一 万 4 万 . 
但 是 B4T= -4DB= D4C， 
且 BF4T= 一 D4. 
BF4 奋 一 了 瑟 40， 
一 五 一 了 4C， 
。 4C=-0O7 


(4) 正方 形 
221.。 在 正方 形 4BCOD 的 对 角 线 BD 上 ， 
取 BB= 4B, 若 过 允 作 了 BD 的 垂 线 与 CD 的 
交点 为 孔 则 
CO 一 刀 D. 
解 连结 BF， 在 人 BBP 与 人 BOB 中 ， 
公共 ， 人 pD 
DO= .DB 万 ， 
COC=- 一 万 一 RPR 


dd 
ee 有 
CH 一 BF 轩 民 


9 
又 因为 45CD 是 正方 形 ， 有 
LBDF= 王 人 BR。 


但 是 DBH 一 玉 


48 第 二 编 证 明 题 
五 站 = 一 BFH。 四 和 人 DOZSs2ACDP ( 斜 边 及 一 锐角 ) 。 
由 @、@, 得 也 及 一 C7，D7 一 0 了 7. 
CC 一 下。 了 刀 十 站 及 一 0 有 十 CT 一 五 刀 。 
_222. 范 在 正方 形 4BCD 的 边 DO 上 取 | 又 设 有 如 .也 在 直线 7 的 异 侧 时 , 同 理 ， 
一 点 G， 在 COCG 上 人 D 万 万 ~ 万 1 一 0O8 一 OF 一 瑟 三。 
向 原 正方 形 的 外 侧 格 225. 在 正方 形 4BCD 的 对 边 4B、CD 
作 正 方形 GOB， FE | 上 ， 分别 取 点 至 、 九 ， 人 A Hb 
则 过 了 BPB 内 任 一 点 作 
DB1FG， 。。 | 垂直 于 五 8 的 任意 直 
DB= DBG，: 4， 线 , 与 4D、BC 或 其 
解 因为 ACBG 与 ACD 玉 的 两 边 和 来 | 延长 线 的 交点 分 别 为 “KX 二 沁 | 
角 对 应 相等 , 这 两 个 三 角形 全 等 - 妃 、G, 则 站 
`“， BEG= 也 了， 也 万 一 且 G. Ce 上 


又 因 在 全 等 三 角形 BCG、DPC 五 中 ,两 组 对 . 


应 边 相 互 垂直 , 即 
BCLDO，CGLCOE， 
所 以 第 三 组 对 应 边 也 互相 垂直 , 即 
DG 1 DBP。 
223. 从 正方 形 48C7D 相对 的 顶点 4、 
C 〇 , 向 过 另 一 顶点 的 任 一 直线 作 垂 线 , 设 其 垂 


足 分 别 为 如 C 则 
福 _、 
炸 -ss 


44 一 BO'. 
解 在 直角 三 角形 
44 呈 与 BOC 中 ， 
4PB= 5C， 
ADB44 十 AL4B4' 一 一 忆 ， 
COC'BO+A4B4' 一 忆 。 
,。 ADB44'= -OO 
-。 A44'B2 AHEO'O， 
.44 一 BO 
224. 从 正方 形 4BOD 的 顶点 五 也 向 
过 顶点 C 的 任意 直线 互 Z 作 和 车 线 卫 写 、 忆 和 FF， 
则 有 


又 


DB 十 万 媚 一 丸 ， 
或 疡 R 了 B 盏 一 也， 


解 设 互 、 沁 在 直线 和 了 的 忌 全 时, 则 


解 设 过 瓦 、 卫 向 BC、4B 作 垂 线 , 其 垂 
足 分 别 为 二 到, 则 在 AEGI、AZBK 中 ， 
瑟 了 一 也 区， 玖 一 工 一 一 太 ， 

且 二 再 一 也 ( 互 G 下， 五 二天 刺 ) . 
人 AEFGIE2 ABRE， 
.…。 万 6 一 2EF. 

226. 连结 正方 形 4BOD 的 顶点 4 与 
边 BC 上 的 任意 点 
羽 , 设 了 B4DD 的 平 
分 线 与 边 CD 的 交 
点 为 五 ， 则 D8 等 
于 4 玖 与 BB 之 
差 


8 
解 在 2B 的 延长 线 上 取 点 鼠 ， 使 B 互 =- 
盖 有 则 
A4BBES2A4DF， 
] 瓦 一 . 
且 ] 玉 4 刀 一 AB4D 一 4 盏 
(4 好 是 人 D4 妃 的 平分 线 ) ， 
万 4 瑟 = 一 B4 @ 
又 因为 4B 1/ 万 古 ， 


LAB=- 一 B4R。 @ 
227. 设 有 两 张大 


由 中 、@、@, 有 
人 
小 相同 的 正方 形 纸 片 ， 


五 一 碳 4 
万 卫 一 4 万 . 
如 使 一 张 纸 片 的 中 心 放 8 一 


故 
4 妞 一 召 一 五 吾 一 万 刀 
一 3 万 一 DZF. 


及 


了 


只 也 
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在 另 一 张 纸 片 的 顶点 上 转动 时 ， 则 它们 重合 
部 分 的 面积 如 何 变化 ? 

解 讽 两 个 正方 形 为 4BCD、BFG， 
ZEGE 的 中 心 与 九重 合 ( 如 图 ) .4 与 BE 
的 交点 为 瑟 ，O 了 D 与 B8 的 交点 为 乙 则 因 


5FG 妃 是 正方 形 有 
万 一 DT OO 
又 EDO= ABR= AD 有 
民 DZ= ADDR. @ 
LEKBED 一 45* 一 人 LFD. @@ 
几 中 、@、 轿 , 有 
和 ADHZBeeADIF， 
因此 ， 重 合 部 分 挟 BZ7D 的 面积 =Sepzz 十 


Sapzz 一 Sepzp 一 开 正方 形 4BOD 的 面积 ， 


不 论 正方 形 BFGZ 在 怎样 的 位 置 时 ,上述 证 
明 都 是 成 立 的 ， 故 两 正方 形 重合 部 分 的 面积 
一 定 . 

228. 过 正方 形 4BCD 的 中 心 0 与 顶点 
4 所 作 的 圆 与 边 4B、 
4D 的 交点 分 别 为 P、 “从 
9, 着 忆 、@ 不 在 边 的 延 PRNNAN 
长 线 上 , 则 4P+4@ 等 
于 正方 形 的 边 长 。 

解 连结 04、OP、 8B 
OP、09. 在 A4OP、ADO8 中 , 因为 

4PO 二 .440 王 180"， 


4LPO=De0， 
”又 因为 O 是 正方 形 的 中 心 ， 
P40= ~Q8DO= 引 *， 04=0D， 
因此 A4OP2ADoe， 
从 矶 4P=De， 
4P+T4Q9=D9+49=47D， 
229，， 以 A 人 4BO 的 边 4 万 、40 为 边 向 


外 便 作 正方 形 4BDMH、4CZ3N， 若 从 顶点 
愉 互 向 边 BC 作 垂 线 为 DZ、 瑟 G, 则 
BC 一 DH 上 BEG， 

且 SA4Bo 一 SABFD 十 SAccz。 

解 作 41LBO 在 A4HB、ABZD 
中 ， 

4B=BD， 4BD= /已 
L4BE、~BDPF 都 是 ~ 了 DB 的 余 角 ， 
.4B 万 = BDF ， 
,人 A4 互 Be 人 BBD， 


Ce netrseveree sen 一 en 


R BR C 
从 而 也 刀 =DPF， 
同 理 ， A4RECO2ACG 万 ， 
“， 0 万 一 也 G， 
因此 BC 一 B 玉 二 COC 万 = DB8 FEG。 
又 Sa4Be 一 SA4aRgB 十 Sa4ac 
一 SasrD 十 Socep。 


230， 若 以 A4ZBO 的 边 4B、4C 为 边 
在 此 三 角形 的 外 侧 作 正方 形 4BZBR 4CG 瓦 ， 
以 50 为 斜 边 在 
A4BO 的 同 全 
作 等 胜 直 角 三 角 
形 BOP， 则 了 到 
PR、G 在 一 条 直 
线 上 ， 且 了 P 一 PG。 

解 ”由 点 4 如 G 分 别 向 BC 或 其 延长 线 
作 垂 线 44、 厂 有、GG 由 上 题 知 

瑟 卫 一 B4， GG'=041 
也 二 GG' 一 50， @ 
马 ' 了 一 0CG' 一 .44 四 
又 人 BPO 是 等 腰 直 角 三 角形 ， 从 书 向 BO 
作 垂 线 PM, 则 点 双 是 BC 的 中 点 ， 从 而 由 
加 知 交 是 马 'G' 的 中 点 , 且 


工 
太一 
也 了 DO。 


于 是 由 @ 有 
PM= 亏 (到 马 ' 十 GG 。， 


其 次 , 取 已 G 的 中 点 已， 根据 问题 251， 有 
PIM 一 (BEZB' 十 GG1)， 


所 以 卫 与 B' 重合 故 忆 点 在 BG 上 , 且 
五 忆 一 PG。 

231， 郑 长 方形 P@RS 内 接 于 正方 形 
4BCD, 则 长 方形 的 各 边 平行 于 正方 形 的 对 
角 线 . 

解 . 正方 形 4BOD 中 心 与 长 方形 的 中 心 
O 相 重 合 . 设 也 在 4D 上 ,以 0 为 贺 心 , OP 
为 半径 的 图 与 4 孔 相 交 于 @, 98, 则 这 两 点 之 


Treeioee 人 jet tm preboasc me6a Psieweceo ws- 


5o 第 二 编 证 明 是 


一 必 是 内 接 于 正方 形 的 。 六 上 Db 
长 方形 的 顶点 . 若 取 G dl 
为 长 方形 的 一 个 顶点 ， 
则 因 

AO4PeAOBG9' Q 
有 Pog@'= -也 5 
此 时 内 搂 图 形变 成 了 正方 形 , 与 题 设 矛盾 ; 若 
取 @ 为 长 方形 的 一 个 顶点 , 则 由 

AO04PS2A 人 049 
知 @ 与 也是 关于 O4 的 对 称 点 。 
5 PO@1/ 万 也 ， 

同 理 ,其 他 各 边 也 是 平行 于 4C 或 BD。 

232。. 车 在 正方 形 
4BOD 的 对 角 线 BD 
上 > 取 

2B 刀 一 BC， N 
从 CZ 上 的 任意 点 卫 分 NS 
别 向 BD、BO 作 垂 线 日 
PPF、PG， 则 
PF+PG 一 二 BD. 


解 因为 ABOZ 是 等 腰 三 角形 ， 所 以 
DB 二 PG 一 定 , 它 等 于 从 点 C 向 3D 作 的 垂 
线 0O 刀 长 (问题 150) 。 又 因 和 人 CDBD 是 等 瑟 
直角 三 角形 ， 

。。 C 豆 一 于 BD， 


。。 PP+PG 一 也 BD. 


233.， 从 正方 形 
4BCOD 的 一 个 顶点 
CO, 作 C 平行 于 了 3 也， 
使 B 了 = BD, 若 BB、 已 
CD 的 交点 为 五, 则 

了 了 = DF. c 

解 若 从 召 引 BD 的 垂 线 五 9, 则 有 

玉 二 
BEG 一 于 40 一 可 3BD 一 王 BE 
轴 此 由 问题 130， 有 


LABD=30。， 
了 BDZR= 了 BPD 


一 却 (180" 一 30") 一 75。 ， 


A 了 


从 而 


又 CDF 一 DB8H 二 45" 一 75”， 


re 


DTH 姻 一 一 DB， 
故 也 妨 一 DT。 
234.。 若 以 人 4BO 的 边 4B、4C 为 边 ， 


号 向 三 角形 的 外 侧 作 正 方形 4BDZB、4CFG， 


则 人 A4ZBG 与 A4B0 等 积 。 

解 堵 在 G4 的 延长 线 上 取 4 妃 一 G4, 连 
结 了 如， 则 人 4BG 与 A4ZF 等 积 ， 但 由 
于 ~ 五 4B 一 CC4PB( 都 是 4G 的 补 角 )， 


又 4 姻 一 4P,， 4 瓦 一 40， 
"…，A4EESA4HO。 
故人 A4PEG 与 人 4BC 等 积 。 


235， 分 别 以 A4BHEO 的 边 4B、40 为 
边 ， 在 A4BC 的 外 侧 作 正方 形 4BDZ、 
40OFG， 从 4 引 
2C 的 垂 线 4 克 ， 
车 延长 鼠 4 与 
瑟 G 的 交点 为 双 ，. 
则 2 是 了 3G 的 
中 点 - 
解 延长 41， 
在 其 上 取 4N= BE30, 在 人 4HO AHE4N 中 ， 
4 了 = 4 万 ， @ 
4N= BO0， @ 
LA4BC=B4N (都 是 人 B4 刀 的 余 角 ) 
四 


由 中 、@、@@, 有 
A4FECeeAB4N， 
.了 N=4O=4G。 
人 4PC2AGN4， 
…， GN 一 4P=45。 
因 些 四边形 方 互 4G 是 两 组 对 边 相 等 ， 所 以 
它 是 平行 四 边 形 。 故 4N、2G 的 交点 下 是 
五 G 的 中 点 。 

236， 设 人 4BC 的 按 4 的 中 点 为 1， 
分 别 以 BC、C4 为 边 向 人 A4BC 的 外 侧 作 正 
方形 BCDB、4CFG, 则 CUM- 也 DZ， 并重 


直 于 DZ. 
解 延长 CH， 在 其 上 取 MN=CM， 在 


同 理 ， 


.aeasesnaae 一 一 -oo 


(CD=0B 


C> 
从 
电 
2 

口 


(都 是 4CB 的 补 
角 )。 


。… 和 人 COC4N2A7COD， 
因此 DB=-NO=2CM 
Si 4ON 一 OFD， 
而 LA4ONTAFC 万 一 RR， 
OFD。 
237， 若 分 别 
以 A4BC 的 边 4、 G 
C4 为 边 ,在 A4BC 人 
的 外 侧 作 正 方形 2 F 
4BDB、4C5G, 则 
DBG 一 了 IO， 
BC EC。 
解 在 A4BG 与 A4ZE0O 中 ， 
4 有 一 4 五 ，4G 一 40， 
2DB4G= 一 84OC=90" 二 BC。 
。 人 4B9G2A4DO， 
。 -.BG 一 万 CO。 
其 次 ， 若 BG 与 BC、40 的 交点 分 别 为 也 
互 , 则 在 A4KEG 与 ARCK 中 ， 
LA.4G 民 一 KOI (… A 人 4BO2A4BG)， 


又 LA4FG= COFE 媚 ， 
.， ZCHK= AG4 开 一 BR 
即 BEGLZCO. 


238.、 分 别 以 A4BC 的 边 4B、4G 为 
边 ， 在 A4BC 的 
外 侧 作 正方 形 
4BDBE、4C7G, 正 D 
方形 的 中 心 分 别 为 
P、qg,，ZBG、B0 的 
中 点 分 别 为 卫 到 ， 则 到 忆 、 9 为 正方 形 
的 顶点 。 
解 在 人 4BO、A4B5G 中 ， 
4 妃 =- 4B, .40= 4G， 
LB4O= DB4G= -RATAB4C. 
.。 AB40CeeA 人 P4G. 
因此 BOC= Ba, 且 BCLDBG。 又 因为 也、1、 
纺 、 工 是 四 边 形 吾 BCG 各 边 的 中 点 ,所 以 
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PML 卫 BOLTQ， 


292 王 BGLPT。 


而 BO= BG, 且 了 BO LBG, 因而 P 允 GZ 的 各 
边 相 等 各 角 为 直角 ,所 以 二 PM@ 是 正方 形 . 

239. 以 凸 四 边 形 4BOD 的 边 4B、BC、 
CD、D4 为 边 ， 在 该 四 边 形 的 外 侧 分 别 作 正 
方形 ， 设 其 中 心 分 别 为 
世 好 、 X、 卫 ， 则 了 NM 与 
PH 相等 上 且 互 相 垂 直 . 

解 设 BD 的 中 点 
为 0, 则 在 人 ZNO 与 
AFMO 中 ， 根 据 问 题 
168, 有 


IO=PO,， NO= MO， 
IO1PO, OHMO，. 
NOZL 一 MOP， 
AZ7ZNOSAPMO， 
-。 TIN 一 了 玉 。 
而 0O7 1 OP, ON 1OM， 
.IN LPi 

240. 若 从 正方 形 4B0OD 的 顶点 4 引 
直线 与 BC 交 于 习 ,与 A D 
DC 的 延长 线 交 于 了 ， 则 

4 一 47>240C。 

解 设 人 Z 的 中 点 为 . 

到 ， 则 也 C 
4 和 十 4T 一 23417。 M 
因为 4B> DBZX， YX 

4XB>> 人 B4， 

但 是 MOCOX= MXCO 一 4ZXP， 
AMCOY= -YY 一 B4X， 
MOXR> MOCY， 
40M>90"， 
4M>40， 

.…， 4 和 十 4 了 > 340C。 

241， 若 以 A4PBO 的 边 4 为 边 ， 在 
A4BC 的 外 侧 (或 内 侧 ) 作 正方 形 4BDBR， 
从 4 向 BO 作 垂 线 4 并 延长 在 外 仙人 或 内 
例 ) 取 4G=B0, 则 ECG= CD. 

解 ”如 图 ,在 人 BDCO、A45G 中 ， 

4FP=-BD，4G= BO， 

L4B8H=(B4P 的 余 角 ) 一 一 刀 4Gy 


Ts 
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G 。 
4 
骨 瑟 
D 号 5 
了 FEF CC G D 
LADBC 7B4G. 
因此 ABDCeeA4BG， 
从 而 BG=CD. 


如 右 图 ,在 A4BG、 人 BDC 中 ， 
4B=BD，BC= 4G， 
DECO= 5B4G (都 是 90。- 4HC) 
'，A4PO2ABDO， 
知 BG=-0D. 
242. 设 在 正方 形 4BOD 的 边 4D 上 取 
一 点 也 使 A MED 
= DBTDGC， 长 
点 , 则 
一 BFBO=34BM， 8B C 
解 设 在 好 D 的 延长 线 上 取 也 匹 一 DO, 则 
有 卫 开 一 刀 . 


。， /了 玖 一 人 万 BR。 OO 
又 DK 1 BC， 

。。 已 一 TBO。 @ 
故 了 BO=2ATBCO。 


因为 BCLDRE, … 刀 是 DO 的 中 点 ， 又 双 
是 4 的 中 点 , 故 有 4M=CF,， 从 而 


A4BMEACOBDZ. 
由 此 得 .4B 了 二 COBR8 … 
一 人 BFBPB， 
了 BFBG 一 2 人 4BM。 
243， 设 有 任意 G。 
直线 平行 千 正 方形 “Am 
4BOD 的 对 角 线 
40O,， 与 边 4B、BC 
的 交点 为 妃 、 万 ,在 


D4 的 延长 线 上 取 点 G 使 48=4D,， 若 了 G 
与 DZ8 的 交点 为 互 则 4 瓦 等 于 正方 形 
4BoD 的 边 长 ， 
解 由 假设 0C41/ 38， 有 4 玉 =TO。 又 
49=PO，G4B=R= 一 0， 


及 此 人 4GFESACDF。 | 


vodoly esval 本 椒 Ti ve 


| 等 分 


明 题 
但 因 LG TDO，4 刀 1 OP， 
GBF DR 
而 AGED= 一 RR， 


又 4 是 直角 三 角形 GE 的 斜 边 GD 的 中 
.…， 4 万 =4D。 

244， . 引 了 如 平行 于 正方 下 4BOD 的 对 
角 线 4C, 在 刀 刀 
上 取 点 巴 , 使 

4 万 = 40， 
若 作 萎 形 C47 万 ， 
则 4 如 及 4 三 


2ZB40( -也 2B). 


解 从 五 作 40C 的 垂 线 瑟 有 ， 设 4O、DD 
的 交点 为 O, 则 
TF 开 一 BO 一 可 BD 一 亏 40= 计 4P， 


县 TEL40O。 
AN4 开 一 30*， 
而 ]C4P 民 = ]4Z 
.LO 可 一 了 4 一 15。， 
又 DB40O=45。， 


.。 A0O4 忆 = BT4 一 FA 万. 

245. 从 正方 形 4BCD 的 顶点 4, 在 如、 

C 的 间 侧 引 对 角 线 了 DB 的 平行 线 4 刀 ， 并 在 

其 上 取 点 孔 使 B=BD, 若 ZB 与 4D 的 
延长 线 的 交点 为 五 , 则 了 BF 一 忆 和 7. ， 


解 从 五 向 4 如 引 垂 线 BG， 则 在 直角 三 
角形 BG 刀 中 ， 


工 了 
如 = 一 盖 一 一 
G 一 40 了 也 万 可 也 万 ， 


GBPB 一 30。。 
又 D 一 万 万 BD1] 4 友 
… 妃 也 平分 /4BP, 即 “DBB=15。 
-ADBB 一 30。 
从 而 ACBB=15。， 
因为 CDB1DP， 


霄 
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也 一 OPB8 一 15"， 
。 .DBPBP= 一 万 
“。 力 帮 一 站 刀 , 
246， 设 有 两 条 互  。 
相 垂直 的 直线 X. 了 , 若 
作 一 个 正方 形 ， 使 其 一 
组 相对 顶点 分 别 在 直线 
、Z 上 ， 则 另外 两 个 
顶点 总 在 两 条 定 直线 
上 , 
解 设 正方 形 为 4BCD, 顶点 4 在 直线 了 
上 , C 在 直线 并 上 。 若 两 直线 忌 、 了 的 交点 
为 0, 连结 0D, 则 在 四 边 形 40CD 中 ， 
2400= 4DP0O= 一 RR， 

因此 4、O、C,、 卫 共 加 . 


CoD=~ “C4D-= 到 AR 


出 此 ，O 嘱 平分 CO， 于 是 刀 在 方向 确定 的 
直线 OP 上 ， 又 四 点 4、O、3、C 也 在 局 一 
图 周 上 , 所 以 点 召 是 在 过 点 O 且 与 OD 三 直 
的 定 直线 上 。  A S_D 

247. 有 四 个 动 点 、 
P、@、 瓦 、S 分 别 从 正方 
形 4BCD 的 顶点 4、B、 
CQ\、 呈 同时 出 发 ， 沿 着 
4B、BO_OD、D4D 同 8B 
样 的 速度 向 点 召 C、D、4 移动 时 ， 

《1) 证 明 四 边 形 PRS 总 是 正方 形 ; 

(2) 求 四 边 形 PORES 的 商机 尖 风 和 最 大 、 
最 小 时 的 位 置 ; 

(3) 证 明 3 尼 总 过 定点 。 

解 (1 由 于 LP 一 DO=CRB 一 DS, 从 而 

DBP=0Q=DR= 48. 

又 4=B=0O=D=R， 

“，A 人 4SP2RADBP92ADRESeAC9R， 

…，PO9=098=RS=SP. 
又 由 人 BP9 一 一 48SP 有 
.BP98AA4PS 
一 24SPTA4PS 一 一 已 
。 和 人 SP 一 五 ， 

故 PRS 是 正方 形 . 

(3) 由 PDB 一 一 玉 有 

PGQ2 一 了 Pa 十 BO2 

一 BP3 二 4P3 


(… 3B9@=4P) ， 


末 [(BP 上 4P)3 十 (BP 一 4P)] 


过 世 襄 E4B2 二 (BP 一 4P)9]， 


边 中 点 时 ，PG? 为 最 小 , 其 最 小 值 为 二 4BY 
当 忆 、9、R、8 在 顶点 4、B、C、 了 上 时 ， 
FGs 为 最 大 , 其 最 大 值 为 4Ba. 

(3) 设 40、P 刀 的 交点 为 0， 因 为 4P 
RO, 所 以 4PCZ 是 平行 四 边 形 , O 是 4C 的 
中 点 , 即 PZ 总 是 过 4C 的 中 点 , 亦 即 总 是 过 
4BOD 的 中 心 . 


5) 梯形 


248. 等 腰 樟 形 两 底 角 相等 , 对 角 互 补 。 
解 从 4D=OD 人 D 
的 梯形 顶点 卫 作 区 
DB， 则 由 4BZD 人 人 
是 平行 四 边 形 有 3 忆 一 《 
4 了 3 一 D 刀 。 
4DB 一 DO， 
.DB 一 DO， 
ADEO= 0， 
lB=DZBO, …， -了 = 0C。 
4D1 BC，. 
4 十 AD 一 23jR， 
ATAC=3 一 RR 
249. 已 知 两 底 C、D 及 对 角 线 思 、2， 试 
证 使 其 作成 梯形 A_ ae D 
必须 满足 AS 
7 十 和 >>G 十 D 
>>Mwm、 3B 5 二 
解 ”在 梯形 4BOD 中 ， 底 边 4 刀 =c，BO 
一 D, 对 角 线 LO 一 mp，BD=m。 引 也 万 1 40， 
设 与 BC 的 交点 为 召 , 则 四 边 形 4CZD 是 平 
行 四 边 形 ,有 
也 万 王 . 40 一 力 ，0 万 = 47D=a. 


但 是 


而 
又 
所 以 


ae 


这 样 要 能 作 梯 形 4BCD， 只 要 作出 ABD 


就 可 以 了 . 为 此 , 要 
盏 十 刀 刀 > 万 万 > TD 一 刀 甩 
即 奴 二 2%>QC 二 0Mw 人 0 为 所 求 的 条 件 。 
250,， 若 在 凸 四 边 形 4BOD 中 ， 


让 
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B=-0, 4B=0D， 
则 四 边 形 是 等 腰 梯 人 


有 
形 A 
“ 上 
及 
有 
\ 
入 


解 过 4 引 4Z1 
吾 也 C 


CD,， 知 同位 角 
4BB= DOB。 
由 假设 条 件 人 B3=C, 有 
LA4BB= -4BO， 
4 万 一 4 万 。 
4B= 0OD， 
有 4 了 LOD。 
因此 4ZOD 是 平行 四 边 形 ,有 
4D1 OP， 
所 以 4BOD 是 48=CD 的 梯形 。 即 为 等 腰 
梯形 。 


从 而 
又 


251, 连结 梯形 两 腰 中 点 的 线段 平行 于 
底 边 且 等 于 两 底 
和 之 半 。 

解 设 梯形 N 
4BCD 人 ( 底 为 BO， 。 
4D) 的 两 边 4B、 5 


0OD 的 中 点 为 M、N， 延 长 4N、3B0 交 于 点 
刀 , 因 DN 一 NO, 4D1CB。 


.。，A4ND2ABNC， 
.-。 4N 一 4D=CB。 
但 是 4 了 一 了 了 ， 
.，MNT1 BB。 
且 MX- 于 BB- 亏 (4D+BO). 


252， 连结 梯形 4.B07 的 两 对 角 线 4C、 
2 了 的 中 点 久 、 三 的 线段 P， 等 于 两 底 边 的 


差 之 半 。 人 TD 
解 ” 假 设 延长 4P 与 AN 
BC 的 交点 为 吾 , 则 
4P 一 PB， 从 
4D 一 BZ 瑟 
从 而 ZO=- BC- 4D。 


又 因为 P、@ 分 别 是 4 吾 、4C 的 中 点 ， 所 以 
有 


PO= 玛 BO- 豆 (BC-4D)。 
253。 在 四 边 形 4B0D 中 , 涛 ZL4- 


CC,. 则 各 角 平 分 线 相 交 成 等 腰 梯 形 . 
解 在 图 中 , 设 ZG 瑟 KE 是 由 四 边 形 4BCD 
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| 的 各 角 平分 线 相交 作成 A 


的 四 边 形 , 则 在 人 4GD、 
人 2CCOD 中 ， . 
AG4D=-5COD 
(… 4= 0O)， 和 
4DG= 了 DO， 


.。 46GD= -DEC= -KEHG。 q 
又 在 A4BI、A 人 BEKC 中 ， 
APB4T= BOE (… AL4= On)， 
L4BTL= KEO， 
LA4ITB= AGIE=--EETI。 四 


由 @@、@@, 知 四 边 形 ZG 瓦 及 是 等 腰 梯 形 .。 


(6) 多 边 形 
254. 凸 % 边 形 的 内 角 和 等 于 (2 一 信 直 
角 。 
解 在 % 边 形 4BCD… 内 任 取 一 点 0, 连 
结 点 O 与 各 顶点 作成 本 


三 角形 ， 这 些 三 角形 C 
CD 
2 一 六 XX 一 20 二 六。 
但 是 多 边 形 的 内 角 和 等 > 


于 这 些 三 角形 的 内 和 角 和 减 去 点 O 的 周 角 
4 瑟 ， 即 
21.] 玉 一 和]R= (2 一 和] 已 。 

255. 顺 次 延长 凸 
多 边 形 的 各 边 所 形成 的 
外 角 和 等 于 4 五 。 

解 设 4、B、C、 
也 、 丈 、… 为 凸 多 边 形 
4BOD… 的 外 角 ， 则 
在 各 顶点 上 的 内 角 与 外 角 之 和 为 4 二 4 已 
十 忆 ， 2 等 ， 且 每 个 内 、 外 角 之 和 均等 于 
2 一 及。 因此 凸 % 边 形 内 角 的 和 加 上 外 角 的 
和 等 于 20R。 由 上 题 知 内 角 和 为 《22 一 
纪 一 已 ， 即 外 角 和 等 于 

21 /及 一 (272 一 和 人 玉生 三 。 

256. 求 凸 勾 边 形 的 对 角 线 的 总 数 。 

解 ” 因 为 从 边 数 为 的 凸 多 边 形 的 一 个 项 
点 ,能 引出 人 2 一 3) 条 对 角 线 ,所 以 从 即 个 项 点 
引 的 对 角 线 总 数 为 2. 亿 一 3) 条 。 但 因为 这 
些 对 角 线 都 重复 了 一 次 ， 故 所 求 的 对 角 线 总 
数 为 
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- (% 一 3) 
Eee 
257 . 凸 多 边 形 的 内 角 是 锐角 的 不 多 于 

解 ” 当 内 角 为 锐角 时 ， 其 邻 补 角 是 钝 角 . 
但 是 凸 多 边 形 的 外 角 和 ， 不 论 边 数 如 何 都 是 
4 尼 。 所 以 外 角 能 为 钝 角 的 最 多 有 三 个 ,从 
而 占 多 边 形 的 内 角 为 锐角 的 最 多 有 三 个 . 

258.。 试 述 多 边 形 能 够 内 挝 于 圆 的 充分 
必要 条 件 ,并 证 明之 . 

解 ” 设 内 接 于 圆 的 多 边 形 为 4BCD…， 连 
结 顶点 44、 也、 C、 忆 、 ee 与 外 接 圆 圆心 O， 由 
0O4=O05=O00=O0D=…， 知 点 0O 是 4DP、 
BCO、COD、… 的 垂直 平分 线 的 交点 。 因 此 ,多 
边 形 各 边 的 伍 直 平分 线 相 交 于 一 点 ， 是 多 边 
形 能 够 内 接 于 圆 的 必要 条 件 。 

反之 。 若 多 边 形 各 边 的 垂直 平分 线 相交 于 
一 点 O， 则 有 0O4=0O0B8=O00C=O0D=… 即 点 
0 与 4、B、C、D、… 的 距离 相等 ,所 以 0O 是 
多 边 形 外 接 圆 的 圆心 ， 
轿 。 因此 , 多 边 形 各 边 的 垂直 平分 线 相 交 于 
一 点 是 该 多 边 形 内 接 于 圆 的 充分 条 件 。 

综 上 所 述 ， 多 边 形 各 边 的 垂直 平分 线 相交 
于 一 点 ， 是 多 边 形 内 接 
于 圆 的 充分 必要 条 件 。 

259,， 圆 内 接 六 边 
形 的 每 隔 一 角 的 内 角 之 
和 相等 。 其 逆 命 题 是 否 
成 立 ? 

解 设 4BCD 有 届 为 
圆 内 接 六 边 形 ,连结 4D, 则 得 两 个 内 接 部 的 
四 边 形 43CT、4 了 妃 P 有 

4 十 一 已 一 2 一 忆 
DB4DTAC=2 一 忆 |} 
"。 L 人 .4 十 一 古 十 人 C 一 4 及。 
同 理 ， 忆 再 十 一 了 十 不 一 4 人 忆 
所 以 每 品 一 角 的 内 角 之 各 相等。 

逆 命 题 不 成 立 , 如 图 ， 作 4 Bf 4B，4 
1/ 48 , 则 虽然 有 4'B'ODBR ' 的 各 角 等 于 原 
六 边 形 各 角 , 但 不 能 内 接 于 圆 。 


280。 正 * 边 形 的 一 个 内 有 等 于 (2 一 上) 
x BR 一 个 外 角 等 于 基 人 BR。 


即 这 个 多 边 形 内 接 于 | 


解 ”因为 正 ” 边 形 的 内 角 和 等 于 (2 一 多 
X 一 8， 所 以 一 个 内 角 等 于 


如 -名 AR 一 (2 一 全) ) 2 


人 等 于 4 一 刀 ， 0 角 等 于 
和 LR。 
“261. 如 图 , 连 起 来 的 十 条 线段 形成 的 平 


面 图 形 ， 其 相 邻 两 线段 的 夹 角 ( 图 中 用 约 表 
示 )4， 刀 , …， v 的 和 是 多 少 ? 


解 设 延 长 47 与 忆 8 的 交点 为 怀 ，GF、 


《7 的 交点 为 工 则 有 


了 浆 太 十 了 闪 也 历 一] 了 历 ， 
LIJZXATLAJZRYZ= 4TY。 


在 右 图 中 ,有 
一 民 十 L 了 一 ATJ 十 LA 卫 .。 @ 
又 由 于 六 边 形 4BCDBZ 的 内 角 和 为 
4 十 下 十 C 十 也 十 用 十 开 一 8LR。 四 
四 边 形 CE7T 了 Y 的 内 角 和 为 
G 十 五 十 7 十 了 一 4R。 国 


把 四 代入 加 T@@, 得 
4 十 互 十 G 十 也 十 允 十 环 十 G 十 瓦 十 7 十 了 
一 12~R， 

262. 若 两 个 边 数 不 同 的 正 多 边 形 的 内 
角 之 比 等 于 其 边 数 之 比 ， 则 这 两 个 正 多 边 形 、 
的 边 数 为 6 与 3. 

解 ” 设 边 数 分 别 为 m 2% 的 两 个 正 多 边 形 
中 , 其 内 角 大 小 分 别 为 


过 (2m 一 信 2B=(2 一 全) L 马 
二 (2n 一 今 CBR 一 (32 一生) 忆 B. 
根据 假设 , 有 
(2-- 三 ):(2- 他) 一 mt 
整理 ,得 
7 (了 2 一 2) 一 2 (一 M0) (2 十 人 2) 


由 假设 , 知 2 去 有 


56 第 二 编 


9 一 2 十 207， 


因为 思 、2% 是 多 边 形 的 边 数 ， 所 以 有 和 人 兰 3， 
% 兰 3 的 整数 。 因 此 

一 5 位 钱 6 宇 % 们 3， 
且 % 一 2 必须 是 4 的 约 数 。 由 双亲 0， 除去 
们 一 沙 % 一 人 于 是 得 M 一 6 7 一 3 或 者 说 一 
3, 4 一 6。 即 这 两 个 正 多 边 形 是 正三 角形 与 
正六 边 形 。 

263,， 三 个 正 多 边 形 环绕 一 点 既 不 重 选 
又 无 间 隐 的 排列 , 若 它们 的 边 数 为 gg、 试 
证 下 面 等 式 成 立 ， 并 求 当 2 一 3 时 ， G、 傅 的 值 
《在 入 9 中 2 最 小 ) 。 

工 1 工 ， 工 工 
| (3 夺 D 夺 6) 

解 ”因为 边 数 为 的 正 多 边 形 的 一 个 角 的 

大 小 为 


2 人 8-G- 匀 人 


婚 不 重 迭 又 无 间 耻 排列 时 , 则 有 
4 4 ， 4 
(2 二 ) BR+(2- 全 ) LBRT{(3- 他 ) AL 
一 和 j 忆 ， 
即 
全 二 全 六 OO 
靖 qd 和 2 
但 由 于 360* 汪 3=120", 知 当 2 一 Ma 一” 时 , 则 
三 个 正 多 边 形 都 是 正六 边 形 ; 当 2、9、> 大 小 
未 等 时 ， 其 最 小 的 2 是 3SDS6。 当 2 一 3 
时 , 其 中 一 个 内 角 是 69", 另外 两 个 正 多 边 形 
各 取 一 个 内 角 的 和 是 360"-- 60"=300*。 但 
因 廿 多 边 形 的 一 个 内 角 不 可 能 超过 180", 所 
以 这 两 个 内 角 都 大 于 120*。 因此 >6, 7> 
6. 
在 四 式 中 , 设 2=3, 有 


因为 & 是 大 于 6 的 整数 ， 所 以 7 一 6 是 36 的 


证 上 朋 是 


正 约 数 ， 于 是 取 Y 一 6 一 二 2，3，4，6， 12， 
了 3, 36,， 从 而 得 

da=4212411381121101 91 81 ?了 
，Y 一 7 } 间 站 

264,， 车 使 大 小 一 定 的 正 多 边 形 的 砖 无 
间隙 地 铺 满 地 , 则 这 些 正 多 边 形 是 正三 角形 ， 
正方 形 , 正六 边 形 中 之 一 种 . 

解 ”适合 题 意 的 正 多 边 形 ， 其 顶 角 的 大 小 
必须 是 整除 360” 的 角 , 象 这 样 的 项 角 只 有 是 
正三 角形 的 一 角 为 60"， 正 方形 的 一 角 为 

正六 边 形 的 一 角 为 120"。 因此 能 够 用 
闻 样 形状 的 多 边 形 铺 满 地 面 , 只 有 正三 角形 、 
正方 形 、 正 六 边 形 中 的 一 种 。 


S 上 鼎 


265,， 等 角 多 边 形 必 为 凸 多 边 形 . 
解 ” 设 等 角 多 边 形 的 边 数 为 ww， 其 内 角 和 
为 《2 一 甸 五 。 3 


2 一 亿 - LAR- 一 2L 人 BR 一 全 人 Bl， 


县 小 于 琶 过 所 以 等 角 多 边 形 必 为 凸 多 边 
形 . 

266. 车 凸 多 边 形 的 边 数 增加 一 边 时 , 则 
其 内 角 和 增加 两 直角 ， 

解 因为 凸 2 边 形 内 角 和 等 于 (2 一 分 
一 玉 ， 因 此 增加 一 边 时 的 (2 十 了 边 形 的 内 角 
和 等 于 [2 人 十 1 一 和 一 民 。 而 

[(22 十 了 一 和 RR- (2 一 4 一 及 一 2 人 忌 
所 以 边 数 增加 一 边 时 , 内 角 和 增加 2 一 五 。 

267.,， 分 别 以 三 角形 的 各 边 为 一 边 , 向 其 
外 侧 作 正 多 边 形 ( 边 数 各 为 p，9,， ”7)， 若 这 些 
正 多 边 形 的 外 接 圆 在 三 角形 内 -点 Q 处 相 
交 , 试 证 下 式 成 立 

部 十 二 十 二 上 


解 设 BC 和 本 2 的 正 多 边 形 
的 中 心 为 O 财 


到 2O: CO 一 364.， 


弧 BC 上 所 张 的 画 周 角 是 二 2 。 象 这 样 三 
个 圆 在 三 角形 内 一 点 2 处 相交 时 。 则 由 
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LAB00 是 地 的 补 角 ,有 
/BOO=180。 x(I- 卫 让， 
同 理 ， ”CO04=180。 x(1- 二 ) 


40B=180"x (1 二 ). 
由 BOC+~COo4+40B=360。 有 
180"(1- 寺 )+180(1- 二) 
包 9 


+]180"(1-- 二 ) 一 360"， 


268. 在 等 角 六 边 形 中 , 两 邻 边 之 和 等 于 
相对 的 两 邻 边 之 和 。 P 
解 , 设 4BODP 太 为 
等 角 六 边 形 ， 则 各 角 是 
120". 若 延 长 各 边 作 
成 如 图 的 AP9R， 则 
AP9R 是 正三 角形 .从 & C 
而 这 个 六 边 形 的 对 边 互 相 平行 ， 有 
4Q@ 一 R。 中 
又 人 BO、A 厂 D 太 是 正三 角形 ,有 
4B+EBC=4B+B =49， 
石 万 十 万 妃 一 了 万 十 万 玉 一 万 忆 . 
由 @、 四 , 有 
4 了 二 DO 一 也 万 十 万 站 。 
同 理 可 证 , 其 他 相对 的 两 邻 边 之 和 全 、 
269,， 星 形 五 角形 各 久 
顶点 上 的 五 个 角 4、 卫 、 
CD、 万 ' 之 和 等 于 两 直 
角 . 名 
解 由 于 人 ZBDZB' 是 
A40D 的 外 角 , 有 Cr D' 
.AZ4 十 AAAC' 一 也 DD 万 '。 
Lp 十 一 也 一 了 也 万 ， 
7 思 ' 一 万 万 . 
LA4 十 LL 好 上 LO 六 十 到 
一 元 丽 ' 再 刀 十 /万 刀 丽 ' 十 万 万 ' 刀 
一 2 瓦 〈 人 也 D 万 ' 的 内 角 和 ) 。 
279。 连结 A4BC 的 顶点 与 外 心 ， 从 各 


网 理 ， 


me weaiie op -oo hee ev 


顶点 作 这 些 连 线 的 平行 线 组 成 一 个 六 边 形 ， 
则 此 六 边 形 的 各 边 相 有 
等 ， 相 对 的 两 角 相 
等 ， 且 分 别 等 于 三 角 
形 的 各 顶 角 的 两 倍 ， 也 
解 设 外 心 为 0， 
引 也 8 、C 刀 平行 于 4D，4B、0CD ) 平行 于 
BO，4 万 、3BD 平行 于 CGO， 形成 六 边 形 
4 丈 BDCZB。 由 于 0 为 外 心 , 知 4O 一 BO= 
CO。 而 六 边 形 的 每 两 边 分 别 等 于 4O、BO、 
CO, 因此 六 条 边 都 相等 。 
其 次 ,由 4 环 1 BO, 4 妃 / CO, 因此 
了 4 太一 BOC。 
由 于 人 B4C 是 贺 周 角 , 知 
PoOC=2B40。 
又 BOCD 是 平行 四 边 形 ,有 
BOO= ~BDC， 
从 而 了 B48=-BDO= BOC 
一 2 B4C。 
DBDBD= -4BCO=2A4Bo0， 
DOB = -47B=23A4CB， 
邯 六 边 形 的 相对 两 个 角 相 等 ， 呈 分 别 等 于 三 
角形 的 各 顶 角 的 两 倍 ， 
271， 凸 多 边 形 的 周 长 小 于 包 国 它 的 任 
意 多 边 形 的 周 长 。 
解 设 &S 表 示 凸 多 边 形 外 “的 周 
长 ，8' 表示 包围 二 
它 的 任意 多 边 形 
.47YZG.… 的 周 长 ， “区 
则 有 


同 理 ， 


4B+BO< LTLXO 
CD<CO7-ZD， 
刀 刀 < DIE 二 GE 万 … 
4B-H PCT+CDTT… 
<.4 开 十 又 了 十 了 G 十 …， 
S<S 
272, 若 在 正 多 边 形 的 各 边 上 , 依次 从 顶 
点 起 以 相同 的 方向 截取 等 B 
距离 的 点 , 连结 这 些 点 , 则  C 懈 
得 到 边 数 与 原 多 边 形 相同  c; 
的 第 二 个 正 多 边 形 。 D 
解 若 在 正 多 边 形 
4BOD… 的 各 边 上 显 次 下 
取 汉 


因此 
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44' 一 BFB' 一 CO 一 DD' 一 … 
则 在 A4'BB'、A 人 5'CGC' 中 ， 
4F=BO,， 44'=BB' 


， 4'B= BO， 
又 BB'=-CO' 而 人 B= LAC， 
A4'BB'eeABOC'。 
同 理 ， ”人 ABCOeAODD'2-，， 
:因此 4B'=BO'=OD'=…。 ， 


又 54' 刀 =-AOBO =ALDOD =…， 
及 人 BB'4' 一 -CO' 一 -DDIO' 一 …， 
4'BO 一 -BOT 
一 CD' 到 一 …。 
故 4B3CD… 是 与 4BCD… 边 数 相同 的 正 
多 边 形 , D 本 


273， 试 证 从 正 多 SUV 
边 形 内 的 任 一 点 向 各 边 ] 
C 


作 垂 线 ， 垂 线 的 和 是 一 

定 的 。 又 当 点 在 正 多 边 

形 外 而 时 ， 只 要 给 定 垂 

线 的 正 负 号 ， 就 可 使 这 B 人 
些 垂 线 的 代数 和 也 是 一 定 的 ， 问 这 些 符 号 如 
何 确 定 才 好 呢 ? 

解 设 2，72，78… 是 从 正 多 边 形 4BOD… 
”内 一 点 己 向 4B、BOC、CD、… 作 的 垂 线 , 若 
正 多 边 形 的 边 长 为 c, .面积 为 S， 则 

人 3 一 人 Sep4B 十 Seppc 十 BApcp 十 … 
一 去 acGaiTB 十 7 十 …) 。 


因为 S、c 是 一 定 的 ， 所 以 丸 十 2 十 ?as 十 … 是 
一 定 的 当 点 卫 关 于 4 与 多 边 形 在 同 
便 时 ， 取 z 为 正 ; 在 异 侧 时 为 负 。 当 点 卫 关 
于 2C 与 多 边 形 在 同 便 时 , 取 2 为 正 , 在 异 侧 
时 为 负 , 对 于 8、 2% 等 也 作 同 祥 考 虑 时 , 则 罗 、 


25、… 等 代数 和 与 前 面 A 


一 样 是 一 定 的 。 C 久 F 
274， 若 正六 边 形 
4PBCD8E 的 两 条 对 角 线 
4C、BD 的 交点 为 G, 则 必 N 0 
4G=30G。 Y 
解 设 0 为 4D 的 中 点 , 作 
0O 玉 1 BD， 
则 Eo1BG。 
又 04 过 BC, 得 
和 人 ZEO42AGBO。 
4 一 GO。 
又 4O=O7D 有 
4 万 一 互 G， 
因此 4G=20G-. 
别 解 因为 4BODBP 是 正文 边 形 , 有 
3014D， 
A 人 GBPBO2AG4D)。 
0 _4G 
BO 41 
4 刀 一 2B0O， 
站 、4G 一 20G。 
275。 凸 ? 边 形 4BOD… 的 各 边 延长 相 
交 所 生成 的 m 个 角 之 和 
等 于 20- 信 CE (其 LSCAR 
中 ?人 5) D 下 
解 因为 凸 多 边 形 的 s 
外 角 和 为 4CB， 在 图 卫 N 
中 ， 人 AP4D，A 人 QHBC… 
等 小 三 角形 的 各 底 角 之 和 为 8L 亿 这 些小 三 
角形 的 内 角 总 和 为 mL 
LA 了 十 BT 一 下 十 … 
一 21 忆 一 8 一 2(2 一 和 一 也。 


因此 


但 是 
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1。 圆 的 基本 性 质 
276.， 圆心 只 有 一 个 。 
- 解 ” 设 除 圆心 0 外 ， 还 有 一 个 圆心 O， 延 
长 00' 与 圆周 的 交点 为 4、， 因 为 0 是 加 
心 ，， 
，40= 50. 


和 


和 


又 因为 C 也 是 圆心 ， 


40' 一 BO ， 
因此 
40--00'= BOTOO， 
"-。 200" 一 0. 


即 0 与 O 重合 , 所 以 圆心 只 有 一 个 . 
277. 已 知人 450, 问 包含 人 A4BC 的 半 


Ag .urhi AiAoe resereee vienaoeeeie 
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径 最 小 的 是 怎样 的 较 ? 
解 ” 要 使 三 角形 的 三 个 顶点 在 贺 内 或 圆周 
上 ， 而 且 这 个 蜗 最 小 ， 只 要 使 这 个 三 角形 的 第 


三 个 顶点 ， 能 在 通过 最 大 边 的 两 端点 的 贺 内 . 


或 圆周 上 就 行 了 。 


设 BC 为 三 角形 的 最 大 边 . 车 L4 为 印 
角 ， 则 点 4 在 以 BC 为 直径 的 加 内 ; 若 /4 
为 直角 ， 则 点 4 在 以 BC 为 直径 的 圆周 上 。 
爽 此 在 这 两 种 情况 下 ， 所 求 的 加 就 是 以 BC 
为 直径 的 加 。 其 次 , 若 A4.BC 为 镑 角 三 角 
形 , 则 人 A4BC 的 外 接 加 
就 是 所 求 的 最 小 四. A 过 
278. 圆 的 任 一 直 了 
径 都 把 该 四 分 成 全 等 的 
两 部 分 ， 且 直径 为 该 加 
的 对 称 二 拉 
解 设 圆 的 直径 为 4B， 在 人 上 任 取 一 
点 了 ， 乏 结 OP， 在 弧 4PB 关于 直径 4OP 
的 异 侧 作 半 径 09, 使 09 与 OB 的 夹 角 BOQ 
等 于 人 BOP. 把 4PB 沿 4B 折 过 来 与 
49B 重 合 在 同一 平面 上 ,由 /BOP= 人 BO9 
知 0P 与 09 重合 , 又 由 OP 一 09 知 点 了 与 
点 @ 重 食 。 半 似 地 由 拆迁 可 知 ，QF 方 上 各 
点 与 49 方 上 各 点 都 重合 。 反之 也 一 样 。 所 
以 图 形 4P 也 与 图 形 49 全 等 , 从 而 4B 为 


该 圆 的 对 称 轴 。 友 
SN 
KW 


4 了 的 所 有 辆 的 团 
心 ， 都 在 连结 这 两 点 革 
的 线段 的 垂直 平分 线 

上 。 

解 设 4 的 中 点 为 0， 直 线 了 DZ 垂直 
于 线段 4B, 设 过 点 4、 刀 的 任意 圆 的 圆心 为 
乙 因 PP4=PB, 所 以 人 AP48 是 等 腰 三 角形 ， 
从 而 

DO 1 4P. 
由 此 可 知 点 了 在 XZ 上 ， 故 过 点 4. 如 的 一 


切 圆 的 辕 心 在 XZ 上 ， 滨 A 
280， 证 明 下 述 各 PS 
人 

形 ， 其 周 长 小 于 该 图 的 SS 才 
周 长 ; 

(2) 正方 形 内 含有 的 


圆 , 其 周 长 小 于 该 正方 形 的 周 


解 在 图 (1) 中 , 正方 形 4BCD 的 面积 小 
于 圆 0 的 面积 。 设 圆 的 半径 为 >， 则 
4=/ 37) 

272 一 TI2，…。 条 <<2or7， 
从 而 正方 形 4BCD 的 周 长 小 于 圆 0 的 周 长 - 
又 , 园 0O 的 面积 小 于 正方 形 PORS 的 面积 , 即 

TI2< 472) 
22-<87， 
从 而 圆 O 的 周 长 小 于 正方 形 PORS 的 周 长 。 
利用 上 面 的 原理 ， 

() 在 图 (2) 中 , 作 正 方形 4BODT 的 外 
接 圆 0 则 正方 形 4 的 局 长 小 于 
O 的 局 长 ， 所 以 正方 形 4B'CD' 的 局 长 小 . 
于 圆 0 的 周 长 。 

和 iD 


(2 (3) 

(2) 在 图 (3) 中 ,如 图 作 吏 O 的 外 切 正方 
形 4B'CD'。 因 为 圆 口 的 周 长 小 于 正方 形 
4B'OD' 的 周 长 , 所 以 圆 0 的 周 长 小 于 正方 
形 4BC7D 的 周 长 。 

281.， 直线 与 贺 届 相 
交 不 能 多 于 两 点 ， 因 此 阅 
屑 上 的 三 点 不 在 一 直线 
二 < 

解 ” 设 圆 O 与 直线 相交 
于 4、B、C 三 点 , 则 

40= BO=C0O. 
所 以 A40DB、A 人 BOC、A40C 都 是 等 腰 三 
角形 ,于 是 
04D= 054= BOCTOCP。 
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又 央 045= -OOCPB， 
BOOT+OcP= OOPB， 
， BOC=0. 
即 互 和 C 重合 , 所 以 圆 和 直线 的 交点 不 能 多 
于 两 个 . 
282. 贺 环 的 内 侧 圆 的 半径 是 外 侧 圆 的 


半径 的 一 半 ， 当 圆 环 在 直线 上 无 消 动 的 旋转 
一 周 时 , 问 内 侧 回 怎样 旋转 , 并 且 滑动 多 少 ? 
解 在 图 中 , 设 内 侧 贺 : 的 半径 为 ,外侧 
么 的 半径 为 28。 设 吏 4 从 点 卫 旋 转 一 周 
到 己 ' 的 位 置 时 ， 贺 心 O 的 位 置 移 动 到 CO 的 
位 置 . 
E A A 


则 线段 PP'=4r， 其 中 PP' 等 于 圆 4 的 周 


长 ,这 时 在 锅 中 ， 
99' = 一 PP'= 圆 妈 的 周 长 一 4r7， 
又 的 周 长 一 2z7. 


小 加 妃 随 大 圆 妈 旋转 一 周 而 旋 转 一 周 。 由 
于 贺 互 旋转 一 局 只 移动 2wy, 所 以 小 路 只 
滑动 4 一 2my7 一 2mzy。 

”283. 试 将 半径 为 7、Y >， 贺 心 距 
为 4 的 两 融 的 各 种 位置 关系 的 狗 画 出 来 ， 并 


建立 人 7\、Q2 间 的 关系 式 、 
解 两 圆 相 离 外 切 
7 十 7 < 7 二 7 一 Q 
相交 
7 十 9 >G>7 一 ”一 2 一 0 站 一 9 > 
284. 71、I2、73 分 别 是 : 三 个 圆 Cl、 C2、 Cs 


的 半径 ,dzs，dsit Qi 分 别 是 Ce 和 Co，Cs 和 
Ci Cr 和 Ca 的 网 心 距 . 假定 它们 之 间 有 关系 


-ev -oceanssagmvT4o cas 人 rho in 


选 时， 4 和 五 重合 


Oo? 十 ?2<<71，0a1 二 78<<71， 
Io 十 II<aos 
成 立 ， 问 三 个 圆 相互 间 
的 位 置 有 怎样 的 关系 ? 
解 因 di 二 ra<7a， 

即 ?4 一 ‰>Gioz。 
所 以 四 Cs? 在 贺 Ci 中 ， 
因 Gil 十 ra<71， 
即 IT 一 93 二 Geol。 
所 以 贺 Cs 在 圆 Ci 中 。 因 
72 十 73<<02a3， 
所 以 圆 Cs 和 Cs 外 离 . 故 三 圆 O4、C2、Cs 的 
位 置 如 陨 . 


285， 在 圆 O 中 ， 回 
心 与 驴 的 中 点 的 连 线 ， 琶 
直 于 此 弦 。 | 
解 在 加 0 中 , 设 也 是 人 5 二 8 


弦 4 的 中 点 ， 若 连结 0OD， 则 
人 A041sAOBD (三 边 相等 ) 。 
0OD4= -0ODB= -已 
从 而 “0DPL4D. 


T 
286. 在 同 欧 中 ,从 贺 

必 O 向 弦 4B3 所 作 的 垂 

线 ， 平 分 该 弦 所 对 的 优 弧 


和 劣 弧 。 人 


解 若 从 圆心 向 纺 
4 刀 作 垂 线 00C， 目 向 两 边 延长 交加 局 于 五 、 
忌 , 由 于 五 尼 上 4 所 以 如 果 沿 直线 五 互 折 
、 入 和 有 重合 、4 访 
和 如 安 重合 
故 直径 互 尼 平分 优 4 万 呈 和 劣 弧 4 瑟瑟 
287， 设 4B 为 圆 0 
AC4B= CDB4， 的 
且 0OC 是 4 的 竹 直 平分 \ 一 一 | ~ 人、 
解 去 | 40= 大 ， 
400= BOC 
线 。 所 以 0C 垂直 平分 4B8， 因 此 
40O= BO， 


个- 瑟 疡 ， 4 站 =- 3 交 . 
的 弦 , C 是 奴 的 中 点 , 则 
线 . NA 四 
即 0C 是 等 虱 三 角形 04B 的 顶 角 O 的 平分 
.LO4DB 一 -CEB4L。 


eeoe=eesmeeee von senior 
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288- 设 O 为 圆 内 一 点 * 4、B、C 是 贺 


周 上 三 点 , 若 BA 
0O4 一 0D5=00， 

则 O 是 该 园 的 圆心 。 以 

解 因 04=OB， 所 以 
点 0 在 4B 的 垂直 平分 N 
线 上 。 根据 问题 279， 访 
圆心 必 在 此 垂直 平分 线 上 。 同样 ， 因 OB3 一 
00， 该 圆心 必 在 BC 的 垂直 平分 线 上 。 所 以 
这 两 条 垂直 平分 线 的 交点 就 是 该 圆 的 加 
心 . 


289.。 设 点 0 在 直 这 
径 4 呈 上 , 由 点 Q 向 直 人 
径 的 两 侧 作 等 角 的 两 射 
线 OX&、O7 和 圆周 相 人 
交 于 民 、 了 , 则 

“OOX 一 0O7 


解 把 半圆 3X4 沿 423 对 折 落 在 半圆 
3B74 上 ,由 42 是 对 称 轴 , 且 
AL4OX 一 4OT， 
可 知 点 忆 重合 于 点 工 上 ， 
， 0OX=O7 。 
290。 
人 是 过 点 乙 的 直径 的 两 个 端 


全 -全 


解 ” 设 不 在 圆心 上 的 定点 己 和 圆心 O 连 
结 的 直径 为 4B， 点 召 和 己 在 点 0 的 同 便 ， 
点 4 生 在 点 O 的 异 便 ， 设 点 C 是 圆周 上 
的 任 一 点 ， 连结 PC 00 则 在 人 APCOC 中 ， 

POTTOC> PO> PO~0O9， 


又 因 04=0OB=OC， 
。…， PoOT+TO4>PC>PO~OB， 
即 4P>PO>BP. 


所 以 线段 4P 是 连结 点 己 到 圆周 上 一 切 点 
的 线段 中 最 长 的 ，BP 是 一 切线 段 中 最 短 的 . 

291- 若 线 段 的 两 端点 分 别 取 在 相 离 两 
贺 的 圆 局 上 ， 则 诸 线段 中 最 长 的 或 最 短 的 都 


除去 圆心 外 , 一 点 书 到 圆周 上 的 最 | 


人 已 线 


2 在 连 心 线 “ 
OO' 和 两 圆周 的 
交点 中 , 取 外 侧 两 点 所 连结 寺 的 线段 4 万 最 长 ， 
取 内 侧 两 点 所 连结 的 线段 BC 最短。 因为 在 
圆 9 的 加 岗 上 除 4 点 外 , 任 取 一 点 至 作 欧 
0" 的 圆周 上 最 长 的 线段 瑟 O 丈 , 由 上 题 知 

O 4>O 卫 ， 
.04TOD>O 了 二 O' 了 ， 
取 4D>BEH.。 所 以 4DD 比 从 (4 点 以 外 ) 任 
意 点 所 作 圆 C' 的 最 长 的 线段 都 长 , 故 4DD 是 
最 长 的 。 同样 可 证 BC 是 最 短 的 。 


乙 . 圆心 角 、 园 周 角 

292-， 在 半径 相等 的 两 圆 中 , 等 弧 所 对 的 
圆心 角 相等 ; 大 红 所 对 的 圆心 角 大 于 小 弧 所 
对 的 圆心 角 . 
_ 解 在 半径 相等 的 两 现 0、O' 中 , 设 4 一 
也 ， 把 圆 0 与 0' 迁 合 , 使 圆心 O 落 在 圆心 
0' 上 , 则 两 加 就 完全 重合 . 


设 0' 为 圆心 , 使 半径 04 和 迭 合 在 半径 OP 
上 ,车 翻转 圆 0, 使 点 吾 和 了 五 在 0O' 罗 的 同 俩 ， 
由 4 一 为 ， 可 知 4 与 刀 重 合 ;同时 ,了 与 
如 重合 ,因此 0B 与 0' 罗 重合. 
.40B 一 DO 万。 

其 次 , 当 L 方 > 为 时 ,和 上 面 一 样 ,两 图 重 
合 时 ,使 04 与 0 重合 ; 且 0B 到 O'C 的 位 
置 , 于 是 0 罗 在 0D 和 0'C 之 间 。 

DOC> DO 了 
即 人 40OB> DO 了 。 也 

293.。， 设 P、RPR 分 
别 是 过 圆周 上 一 点 卫 的 
直径 和 弦 ， 孝 半径 08 平 
行 于 PR 则 O8 平分 6 及 

解 ” 设 圆心 为 0 因为 
半径 08 平行 于 弦 忆 R, 连结 OZ 所 以 AOFPR 
是 等 腰 三 角形 , 从 而 
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OPR 一 0ORP. 
但 是 08 / PR， 
。 《GOS= OPR SO 天 = 0BRP， 
'。， /90S= -80R， 
-。 外 = 我 ， 
即 08 平分 弦 。 人 
294. 直角 三 角形 
的 三 个 顶点 ， 在 以 侍 边 
为 直径 的 圆周 了。 十 
解 在 人 4HC 中 ， 设 人 4 为 直角 ，O 为 
八 边 BC 的 中 点 ,从 点 O 作 40 的 平行 线 OD 
和 4B 相交 于 也, 则 也 是 4B 的 中 点 ,而 且 
0ODB=DB40C 一 一 玉 。 
因此 , DO 是 4 也 的 垂直 平分 线 。 
04 一 0F. 
所 以 ,以 9 为 圆心 , O4 为 半径 的 贺 必 过 4， 
忆 及 C。 ” 


A 
295. 在 圆 内 同 弧 上 的 
圆 局 角 等 于 其 圆心 角 的 一 
半 。 给 
@ 
8 


解 在 四 0 中 , 设 筷 上 
的 圆周 角 为 /LB4C. 当 赔 
心 0 在 人 B4C 的 边 4B 上 时 ， 
O4 一 00， 
。…。 OO4 一 040. 
但 是 20O040+ 了 TAO04= BO0， 


。 人 B40- 亏 BOOC. 
当 圆心 0 在 ~B4C 内 时 , 连结 40O, 并 延 
长 交加 OO 于 也 ， 象 上 面 一 样 ， A 
人 34D=- 子 /BOD， 
AD40=- 志 DOo. 
.， 了 B4D- AD4O 
= 到 (人 BOD+ADOO)， 


中 /B40- 于 /BO0. 


当 圆 心 O 在 人 B4G 外 
时 ， 象 上 面 一 样 ， 连结 4O0， r 
并 且 延 长 与 网 周 相 交 于 必 了 有 


人 B4D- 亏 FOD， 


| 样 证 明 。 


2ZD40= 王 DOC. 
'，ZD4O--B4D 

= 去 (Doc- <B0D)， 
即 540= 于 人 500. 


296.， 若 导 形 大 于 半 熙 或 等 于 半圆 或 小 
于 半 网 ， 则 它 的 弓形 角 是 锐角 或 是 直角 或 是 
钝 角 - 


解 设 0 为 圆心 . 当 己 形 B4O 大 于 半 败 
时 , 则 瑟 DG 小 于 半圆， 
.BOO<2R， 
540<-R._ 
当 己 形 B40 等 于 半圆 时 , 则 3DO 等 于 半山 . 
-。 BO0O= 2 已 关 
LB4O= AR 
当 弓 形 B4C 小 于 举 圆 时 ， 电 
则 BDC 大 于 半圆 ， 
BOO>3 一 R， 
人 B4O> 一 已， 
注 这 个 定理 的 逆 命 题 也 成 立 。 洲 
， 人 B4C< -已 
则 弓形 B40 大 于 半 吏 ， 这 是 因为 : 当 己 形 
B40 不 大 于 半圆 时 ， 则 己 形 B4C 等 于 半 男 


或 者 弓形 B4C 小 于 半圆 , 加 此 
人 B4O= 五 , 
或 者 B4O> 已 。 


这 与 假定 矛盾 。 所 以 ,如 果 人 LB4C< 一 怠 己 
形 B4C 一 定 大 于 半圆. 
其 他 两 种 情况 。 可 以 同 


TD， 


297.， 从 己 形 弦 所 对 A 
弓形 绝 同 侧 内 的 一 点 向 弓 
形 弦 的 两 端 作 两 条 射线 
所 成 之 角 ， 著 点 在 弓形 内 ”时 
部 ， 则 它 大 于 己 形 角 ; 车 
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点 在 弓形 外 部 , 则 它 小 于 己 形 角 。 

解 ” 设 点 了 在 弓形 B4C 内 , 延长 BD 交 
习 形 弧 于 丈 连结 ZEO,， 则 人 DEC 的 外 角 
ABDC 大 于 内 对 角 ~DZC. 即 人 BDC 大 
于 弓形 B4C 的 角 BECO. 设 点 六 在 弓形 
34C 的 外 面 时 ， 假 定 3D"” 和 己 形 弧 相 交 于 
万 ， 则 BDC 小 于 弓形 B40O 的 BBC, 这 

一 结 沦 同 样 可 以 证 明 . 

298. 苦 在 底 边 BC 
的 同 侧 ， 有 两 个 顶 角 
相等 的 三 角形 4ZBC、 
DB5C， 则 这 两 个 三 角形 
内 接 于 同一 个 圆 . 

解 “ 设 人 ADP5C 的 顶点 了 不 在 A4BC 的 
外 接 圆 圆周 上 ， 由 上 题 知 ，~ 刀 大 于 .4 或 
小 于 4, 这 与 4 一 ~ 了 矛盾。 所 以 点 也 
在 圆周 上 , 于 是 两 个 三 角形 内 接 于 同一 个 图 。 

2989. 具有 相同 斜 边 的 两 个 直角 三 角形 


的 顶点 , 必 在 同一 圆周 上 ， 
A 
C 
S 
D 


D 

解 设 直角 三 角形 4BC 与 有 BC 具有 相 
同 的 斜 边 BO. 因为 顶点 到 斜 边 的 中 点 等 距 ， 
即 


0B=0O4=00=O0D. 


所 以 ,以 0 为 图 心 , 以 去 BC 为 半径 的 吏 , 必 
过 点 4、B、C\、D. 了 
300.， 同一 弧 上 的 一 
切 圆 周 角 的 平分 线 必 过 -- 
定点 . 
解 设 4 方 上 的 任 一 加 全 8 
几 角 为 “4PPB。 若 民 M 
是 /4P3 的 平分 线 , 它 与 4 育 相交 于 点 允 ， 


则 
LA4PM= BP 到 ， 


-= 有 i. 
于 是 公 是 4 的 中 点 , 它 是 定点 , 故 “4PB 
的 平分 线 必 过 定点 双 。 
。 乌 形 角 的 外 角 平 分 线 必 过 该 弧 的 


解 “ 若 弓 形 角 4PB 的 外 角 CP 的 平分 
线 MM' 与 圆周 相交 于 点 1 则 
4BM = 一 4P 允 ， M 
从 而 四 边 形 ML4BP 
为 本 内 接 四 边 形 ， 
MA4PB 


一 IPB AU 
MPB= MIPC= 4PM， 
.4D 玉 王 MT4P， 
人 4ix = 如 i， 

于 是 1 是 . 念 的 中 点 . 本 

302， 从 圆心 为 0 
的 圆 局 上 任意 一 点 卫 
作 定 直径 4 的 垂 线 
PN, 则 /OPXN 的 平分 
线 必 过 两 定点 中 的 一 
个 . 

解 ” 设 直 径 Z 垂直 于 直径 4B, 并 设 点 
忆 与 己 在 43 的 异 侧 , 连结 PK， 则 

PN /OZ， 
AOXP 一 ~NPX， 
又 OZ 一 OP， 
0OXP 一 OPX， 
LNPZ 一 OPX， _ 

于 是 BZ 是 “OPN 的 平分 线 . 同 理 , 当 点 了 
与 也 在 4 万 的 异 侧 时 ， 则 PZ 是 /OPN 的 
平分 线 , 所 以 OPX 的 平分 线 必 过 定点 忆 、 
了 中 的 一 个 。 

303， 以 等 腰 三 
角形 42BOC 的 一 腰 40C 
为 直径 的 响 局 妆 过 底 

解 设 以 40 为 直 
径 的 圆 局 与 底 边 BO 上 
相交 于 点 D， 则 .4DC 是 半圆 所 对 的 圆周 
角 ， 所 以 人 4DC= 一 已 4 是 由 顶点 4 到 
底 边 的 委 线 ， 改 刀 是 底 边 A 


然而 


加 
切 


边 BC 的 中 点 。 


304， 形状 一 定 的 任意 
四 边 形 4BCD， 移 动 邻 边 
4B、4D， 使 它们 分 别 过 点 /大 一 人 
M、N， 则 对 角 线 40 必 过 /一 
一 定点 ， 
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解 名 边 形 4BOD 的 形状 一 定 ， 所 以 ， 四 
个 角 及 人 DB4C 的 大 小 是 一 定 的 , 要 使 4 五、 
4D 分 别 过 定点 戏 、N， 就 需 移动 四 边 形 的 
顶点 4, 但 点 4 总 在 以 MXN 为 弦 的 弓形 角 为 
~.BL4 刀 的 习 形 弧 上 . 设 4C 或 其 延长 线 与 
这 个 弓形 弧 的 共 柜 弧 相交 于 点 刀 ， 由 于 
.340 一 定 , 弧 MP 的 大 小 是 一 定 的 . 因 
而 了 是 定点 ,所 以 对 角 线 40 过 定点 P。 

305。 设 48B 是 
阅 O 的 任意 直径 ， 取 
半径 40 的 中 点 与 4 
O 为 圆心 ， 以 CD 为 
学 径 的 四 与 圆 9 相交 
于 也 ，PO 的 延长 线 与 圆 0 相交 于 也 则 

37=3.4D， 

解 …… OPB=OD， 

/0BD= -0DB=ow， 


又 CO= CD， 
.…，A00D 一 “0DO. 
然而 CCOD 是 人 AOBD 的 外 角 ， 


:，ACOD= -0OBD+ -0ODB=2u， 
从 而 ~BDO=a+32a=3a 
即 了 BDE=34BD， 
.…， 芒 一 3 力 . 

306， 若 以 A 人 4PO 的 边 BC 为 直径 画 
圆 ， 作 直径 忆 Z 平行 A 
于 4B3， 则 和 B、Y 了 
分 别 是 A 召 的 外 角 
及 内 角 的 平分 线 ， 

解 … 4B1 XT， 

,4BZ 
一 人 人 BZZ. 

又 ”0O7=OP， 


。 ~BZZX= 7BO， 
因此 A4PBT 一 ~ 了 了 BO. 
所 以 BY 是 一 已 的 平分 线 , 而 

ARPBZ 一 PR， 
所 以 了 3X 是 一 吕 的 外 角 的 平分 线 . 


3. 缴 、 弦 


307， 若 TO、9R、ES、S7 是 同 圆 中 相 
等 的 弦 , 则 


也 妨 <:9S 一 FT 久 
解 ”因为 弦 
EQ=QR=FS=ST， 电 及 
- “全 
- 俩 -- 盆 ， 
从 而 后 
2 区 = 外 = 其 ， 
故 弦 PR=QS= FT. 
308， 在 等 贺 或 甩 
同 码 中 ， 大 劣 红 所 对 AN 
的 弦 大 于 小 劣 驱 所 对 
」 的 弦 。 反 之, 大 骇 所 
对 的 劣 缴 大 于 小 骇 所 人 
对 的 劣 弧 。 
解 设 化 < 办 过 一 王 
则 .40B< -COD， 
在 A4OB3 和 ACoOD 中 ， 
40=C0，BO= DO 407D< CO07D. 
.…，4DP<<OD。 
反之 ， 设 4B<CD, 则 在 人 A40B 和 ACOD 
中 ， . 


04=00, 0DB=07 408B3< 007D， 


7 
309， 若 贺 中 两 弦 A 
4B、CD 平行 , 则 它们 
所 截取 的 驱 4C、BD 相 
等 


解 “ 连 结 30， 因为 4B1 CD， 
BALC。 
即 男 周 角 4B0 和 辆 局 角 50D 相等 


[ 


已 


> 


LO=DPD 

310， 画 出 人 4BO C 
(LC 为 直角 ) 的 外 接 贺 ， Sb 
若 由 弧 BC 的 中 点 也 作 [一代 
BC 的 重 线 与 外 接 贺 的 AU 6 包 
第 二 个 交点 为 蕊 则 弧 
4 如是 弧 BC 的 一 半 . 

解 由 LO- ABR DELBO, 

.401 DR， 
从 而 由 上 症 知 ， 
侈 = 化 -于 钢 . 
311.。 在 贺 内 连结 等 红 4B、CD 端点 的 


*#- 六 四 


纺 是 相等 的 或 平行 的 、 

解 因 4 仿 =~ 帮 ， A C 

，CLB- Fa 
因此 人 
纺 GC= 纺 4D. 
又 因为 人 =- 罗 ， 
LA4DB= AC4D， 
故 401 BD. 

312.， 若 图 中 两 弦 4B、CD 加 本 分 器 
为 、N， 上 且 3MN 和 
4B、CD 所 成 的 角 相 
等 ， 问 4 瑟 与 CD 之 间 
有 怎样 的 关系 ? 

解 全 若 4B 与 CD 
平行 , 则 到 W 和 这 两 条 
直线 垂直 ,所 以 形成 的 角 相 等 。 

瓮 菩 4 与 OD 不 平行 ， 

与 双 、N,， 得 
， 4BFLOM, CD LON， 
根据 题目 的 条 件 ， 

AL4MN= -CNM， 
LOMN= “ONM， 
从 而 OU =ON， 
故 4B、0CD 与 圆心 等 距 ， 
4B=CD. 

313. 在 同 六 中, 车 弧 4 是 弧 CD 的 两 
倍 ， 则 纺 LB 小 于 弦 CD 
的 两 倍 。 

解 设 圆心 为 0， 人 全 
鸭 中 点 为 也 , 则 

他 = 芒 =-( 合 ， 
所 以 , 驴 


457 一 DB1=OD， 
又 因 4、 愉 也 是 圆周 上 的 点 ,因此 不 在 一 直 
线 上 ,所 以 人 48B 是 等 腰 三 角形 . 


"。 4 有 一 .47 十 也 BF ， 
即 
4B<24F。 志 
但 是 
.47 一 也 刀 一 07D， 了 
由 @, 得 x 呈 
4DP<20D。 


314， 如 右 图 , 若 况 中 


则 连结 圆心 0 


相交 两 弦 互 相 平分 , 则 其 交点 O 必 是 圆心 . 
般 车 O 不 是 圆心 ， 设 CO 是 圆心 ， 因为 连 


结 圆心 0 与 弦 的 中 点 O 的 直线 ， 垂 直 于 此 


弦 ， 所 以 00' 1 4B、0O0'LCD.、 在 0Q' 上 过 
点 O 有 了 两 条 重 线 4B、CD, 显然 是 不 合理 的 ， 
所 以 0 是 圆心 Ac 
315， 在 等 四 或 同 加 
中 ， 网 心 到 相等 两 弦 的 距 [人 V 
离 相等 
解 在 圆 0 中 , 设 外 
纺 4B= 弦 CD， N- 一 D 
Of _ 14B， ON TOD. 


上 | 这 时 由 A40OBS2ACOD,， 可 知 


041M=OCN. 
在 AO4M 和 ACOM 中 , 斜 边 和 锐角 分 别 相 
等 , 所 以 这 两 个 直角 三 角形 全 等 ,从 而 
O1M 一 ONV。 
同样 可 证 明 等 加 的 情 


形 . <qP 
316， 若 过 圆 0 内 这 交 DNS 
一 点 王 的 两 蓄 .4B.、CD 人 N7 D 
与 过 点 镍 的 直径 所 成 

的 角 相 等 ， 则 此 两 纺 相 

等 。 

解 车 从 0 向 4B、CD 所 作 垂 线 分 别 为 
OB、O0P, 则 在 AOBEP 与 AOBHP 中 , 斜 边 及 
一 个 锐角 分 别 相 等 ， 所 以 这 两 个 直角 三 角形 
全 等 ,从 而 

OZB= OF 


故 4B-CD (问题 31 
， 317。 如 图 , 已 知 定 加 的 定 直径 4B 三 直 


于 定 弦 CD, 设 已 .4 分 人 
别 为 劣 驱 4C、EBC 上 的 隐 
点 ， 并 且 过 点 C 且 平 行 
于 4P 的 直线 OZ 和 
P9 根 交 于 点 隐 48 
和 CD 相交 于 点 忆 。 证 
明 : 
(1 4 是 AGCZBO 的 外 接 阅 的 切线 ; 
(2 和 吾 五 和 四 点 共 西 ; 
(3) 一 在 劣 弧 4O 上 移动 .@ 在 劣 弧 5C 
上 移动 时 , 则 (2) 的 圆心 在 定 直线 上 。 
解 仙 … 4P1cD …，= 人 二. 
从 而 LP80=L40 


名 
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故 40 与 AOB9Q 的 外 册 


四 20= 心 ， C 了 


故  L40P 一 DOL。 
即 LO1 一 -FEOF， 
所 以 和 怀 、 五 人 四 点 共 圆 。 
(3) 由 《〈 防 ， 知 ACBG 的 外 接 图 与 4C 相 
切 于 点 和, 所 以 这 个 圆 的 圆心 ,在 过 定点 C 且 


垂直 于 4C 的 直线 CB 上 。 
318。 从 四 0 外 一 点 了 ,向 圆 作 两 条 相等 
的 线段 P4、PB， 
与 圆 交 于 点 4、 也 RSSNA 
则 4PB 的 平分 SS 
线 必 过 问心 0. SS 
解 连结 OP、 史 
04、oF, 则 
A4PO 了 ADBPO (三 边 相等 ) 。 
/了 4PO= BPO， 


即 PFO 是 Z4PPB 的 平分 线 ， 所 以 ALL4PB 
的 平分 线 必 过 攻 心 0。 

319。 在 圆 0 中 ， 
4B、CD 是 平行 的 两 


O 相交 于 点 也 ， 则 
也 刀 、 瑟 三 点 在 一 直 
线 上 . 
解 连结 4 了 4O、O 瑟 、4 瑟 .因为 4、 忆 、 
五 、O 四 点 共 圆 ， 
-， AH4O+ABEBO=3ABF 0 
又 因为 召 是 0D 的 中 点 ,并 且 CD1A 4B， 
`.。 LA4FO= DBZO. 四 
0O4=0O， 
.AHL4O= 4FD= /4FEO. 
出 @、@@, 得 


又 因为 


了 F4D= /BEO. @ 
.BEBO 二 APEO 一 2 D 
故 殖 吾 了 三 点 在 一 直线 上 。 


” 解 ” 如 图 ,已 知 


、323。 若 过 加 O 的 驴 


明 题 


320， 在 同 加 或 等 
弦 比 小 弦 距 圆心 近 。 
解 设 
4D>CD， 
4BP、CD 的 中 点 分 别 为 
吾 、 五 , 则 4B8>OC ,于 是 
OZB2 一 .40 一 .4Z2， 
OF12 一 OO02 一 CO72。 
” 4O=C0O, 4 刀 >O7， 
OBE2<OF2， 


故 OPB<07， 

321， 在 同 加 或 等 
圆 中 ， 况 心 距 不 等 的 两 
弦 中 ， 距 两 心 近 的 弦 较 
大 


OZ 4 
OZ 1CD, 0OB3<OF 40=C0， 
则 由 下 列 等 式 : 
402 一 4 肤 上 O72， 
CO02 一 OF2 十 OF2， 
可 知 4B2>O2。 
故 4B>CD. 
322. 过 四 O 内 一 点 
4 的 所 有 弱 中 ， 垂 直 于 过 
点 也 的 直径 的 弦 为 最 短 。 
解 设 过 定点 4 的 直 
径 为 PQ, 寺 直 于 PQ 的 习 
为 CD, 过 点 4 的 任意 弦 为 也 F。 如 果 从 O 


向 ZE 作 垂 线 OD,， 因 在 人 AO45 中 ， 


OPB4= -已 
所 以 0O4>OB， 
即 BF8 比 CD 距 圆心 近 些 。 所 以 
B1>CD. 


4 的 中 点 戏 作 弦 CD， 
再 过 CD 的 中 点 站 作 任 
意 弦 BZ， 如 此 顺 次 过 缚 
的 中 点 作 新 弦 ， 则 这 些 驴 
步 靠近 圆心 . 
解 因 太 是 CD 的 中 点 ,所 以 
ONMOC= -已 
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0OM>ON， 
故 弦 CD 比 弦 4 到 靠近 圆心 。， 同 样 弦 怠 8 比 
. 弦 CD 靠近 圆心 。 所 以 ,如 此 顺 次 作 下 去 时 ， 
在 这 些 弦 中 ， 后 一 弦 比 前 
一 弦 更 车 近 圆 心 。 

324. 从 圆 9 的 直径 
4 的 一 端点 4 作 任 意 弦 
40, 在 4C0 的 延长 线 上 截 
取 CD 等 于 40， 则 BC、A 
O0D 的 交点 己 必 在 定 
呈 ; 
解 在 人 AD4B 中 , C4=CD、04=0OB， 
所 以 BC、2DO 都 是 中 线 ,， 故 已 是 人 AD4B 的 
重心 , 因此 

BP-- 忆 50。 


作 PQ@1/40， 
则 BG- 子 B4， 


所 以 纺 是 定点 ， 
AP 一 人 <C 一 一 BR。 
故 点 了 在 以 B@ 为 直径 的 定 圆 上 。 

325. 考 沪 4 及、 CD 在 圆 内 相交 于 点 已 ， 
则 /4PC 等 于 弧 4C 与 弧 BD 之 和 上 的 贺 
周 角 ; 若 点 乙 在 圆 外 时 ， 则 .LRC 等 于 弧 
4C 和 习 3D 之 差 上 的 圆周 角 。[ 阿 勒 哈 森 


解 过 点 卫 作 平行 于 4B 的 弦 DB, 则 
4PO= AD。 ， 
7 
-， 入 上 +-=C 访 
所 以 /4PC 等 于 仿 + 矶 , 即 6 方 上 的 加 
周 角 . 
车 点 一 在 圆 外 , OZ 为 平行 于 4 已 的 弦 , 则 
二 三 一 IOD， 
并 且 ， = 防 ， 
所 以 /已 等 于 8D 和 .40 之 差 上 的 圆周 角 ， 
亦 即 在 六 上 的 四 局 角 。 


又 因为 


注 在 已 给 曲线 上 求 一 点 也 ， 使 由 两 定点 
4、 卫 到 三 的 距离 之 和 为 最 小 的 问题 称 为 阿 
勒 哈 森 (Alhazen. A. D， 九 世纪 ) 作 图 问题 . 
这 是 很 著名 的 问题 。 

326. 若 同 圆 中 两 弦 
4B、CD 互相 垂直 , 则  。 A 

404+D= 仿 上 + 本 

一 半圆 局 。 
解 设 圆 心 为 吕 ， 4PE、 了 


24HO= 4B0 二 BOD 
一 坪 LA400TDOB) = 一 已. 
由 此 可 知 , 辑 心 角 40C\DOB 所 对 的 红 4C、 
BD 之 和 等 于 部 局 的 一 六 ， 从 而 4、 熏 之 
和 也 等 于 圆周 的 一 学 。 所 以 

40+ 巧 = 4 上 十 过 = 半圆 局 . 

327， 在 人 4BO 的 外 A 
接 加 中 , 若 人 B、ZC 所 对 -YN 
弧 的 中 点 分 别 为 P、Q, 则 AP 
直线 P@ 与 两 边 4B、4C | 
相交 所 构成 的 人 4D 刀 为 
等 腰 三 角形 ; 若 A4DB BA 一 
为 正三 角形 , 则 弧 BC0 的 长 等 于 该 圆周 长 的 
三 分 立 一 。 
解 连结 4P、49, 则 
.4 六 刀 一 49D 二 TD4q， 
”LA 人 4 也 D 一 人 P4P 二 4 如 
但 是 有 芍 = 卫 ,三 = 大 
.AL49D 一 P4B， 
了 D49@= 4PPB. 
47 有 一 一 4 忆 D， 
因此 A4DZ 是 等 腰 三 角形 。 其 次 , 由 于 
AL4D 刀 是 正三 角形 ,所 以 顶 角 人 .4 一 60", 故 
20 是 圆周 的 三 分 之 一 。 
328， 若 人 A4BC 的 外 、 
接 圆 弧 4B、ECO、C4 的 中 
点 分 别 为 玉 MX、 到 则 卫 不 
和 4 互相 垂直 . 

解 设 了 EBPB 和 4B、4C 
的 交点 分 别 为 D、G, 由 上 题 知 A4DG 是 等 
腰 三 角形 。 又 允 是 区 的 中 点 ,所 以 4M 平 
分 CD4G。 因 而 DG 垂直 于 4M， 即 
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4M | 了 BF， 

329， 设 4 也 是 贺 的 定 弦 , 在 被 4B 分 开 
的 两 弧 上 分 别 取 点 已、9, @ 或 者 一 是 .4 
的 中 点 ，PQ@ 和 4 互 的 交点 为 C， 则 

2DP4.PD 一 DO.PO. 

解 人 若 忆 是 .4 筷 的 中 点 , 则 

PPQ4==~PB4 一 Pd4O。 
因而 P4 与 A46c 的 外 接 较 相 切 于 点 4, 所 
以 


又 外 于 


P42=PO.P9Q， 
P4 一 PPB， 
-， P4.PB= PC.PQO. 


也 
P 
Q 包 


GD) 若 @8 是 .4 的 中 点 , 则 
4P8= CPPB， 
/49P=4PBP=CBP。 
AP4@cAPCP， 
P4:PC= PO:P5， 
因此 P4.PE=PO.P9. 
330. 若 在 圆 0 中 ， M 
过 4 的 中 点 戏 作 两 


RN 
条 弦 妈 C、MD， 与 弦 人 


B 
4 妃 的 交点 分 别 为 吾 “ 
FF， 则 四 边 形 CDF 到 的 NS_ 
顶点 共 园 。 一 

解 因 MB7 等 于 42 与 下 B 之 和 弧 上 
的 圆周 角 ，M 是 人 的 中 点 ， 

7 
又 LA 了 D 是 404 站 上 的 圆周 角 , 所 以 
AMBB= /AD， 

故 C、 也 下 吾 四 点 共 
加 
331， 由 圆 的 直径 了 
4 的 一 个 端点 嫂 作 任 AL 
意 蓄 40， 再 由 40 的 
中 点 戏 作 4 的 垂 线  NN 
MD, 若 4C0 与 2 了 3 相交 于 点 也 则 MD 平 
分 4B。 
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解 延长 妈 D 与 圆周 相交 于 点 叉 ， 因 为 
4 是 直径 , 且 
MNL4B， 
4 这 =4 方 . 
又 4 这 = 
。 4 方 = 
A4MN 一 140. gO 
而 4 刀 是 这 个 圆 的 直径 ， 
ALMB= 一 BF. 
设 开 六 与 4 召 的 交点 为 囊 则 在 直角 三 角形 
到 4 妨 中 ,由 加 , 知 
4M = AM14. 
BFMB= ARBM， 
.4 及 一 了 FM 一 也 ， 
故 MD 过 4 的 中 


从 而 


332.。 延长 圆 0 
的 两 条 互相 三 直 的 直 
径 与 任意 切线 相交 ， 
由 交点 向 圆 所 作 的 两 
条 切线 必 互 相 平行 。 

解 ”延长 互相 垂直 的 直径 40OB、COD 与 
切线 了 分 别 交 于 点 到 囊 从 了 妈 政 分别 作 切 
线 吾 8G、 刀 玖 ， 则 

OF 届 - 十 LO 一 到 
(……” EO TO)。 
又 0OB、08 是 两 条 切 线 所 构成 的 LTBG、 
/ENT 的 平分 线 ， 
二 了 BRB 二 REG 一 2( OFBTOBB) 


一 2 一 忆 

故 Z 万 1 BEG。 

333。 了 弦 CD 垂直 P 
于 直径 4B, 在 CD 的 延 
长 线 上 取 一 点 P， 作 加 9 
的 切线 , 设 其 切 点 为 刀 . /AAA 
过 4 与 刀 的 直线 与 CD ^ 
或 CD 的 延长 线 相交 于 晤 有 
点 吾 则 瑟瑟 一 忆 了 . 防 

解 连结 0B3， 则 PBLOB， 因 为 PD| 
4B, 0 为 圆心 
~O14=O4 万 。 
AD04PTTA4FD 一 R， 
lO8F4 十 .41FP 一 一 如 


而 且 
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于 是 41PD 一 一 p 刀 不。 
从 而 PP 克 一 PP 克 ， 
故 FRR=PT. c 
334， 若 圆 的 两 弦 
4B、CD 在 点 如 相交 成 
直角 , 由 点 瑟 作 过 点 忆 从 8 
的 切线 的 垂 线 B7， 则 E 
了 也 了 = 043. D 
解 因为 DBB=RL BFHD= 一 已 
所 以 吾 、 五 、 忆 、 互 四 点 共 圆 ,于 是 
BTHB= TDB= CDP， 


但 是 CO4DB= -CDB， 
_B1HPB= Cd4 了 3. 
335， 设 圆 弧 4MB ) 


的 中 点 为 ,， 弧 上 任意 点 
为 C. 由 点 妈 作 直 线 40 
的 垂 线 允 忆 , 其 重 足 为 力 


则 4D= 亏 (40+BO)， 


解 由 双 BC 作 垂 线 妈 玉 因 双 是 


4C 方 的 中 点 ,所 以 CM 是 /40 到 的 平分 线 ， 
从 而 
MD 一 允 也 。 
< 44= 愉 ED， 
MD4 王 MEDB 一 一 已， 
AM4DA 人 MB 


于 是 4D= 3。 
但 是 
40=4D+DC， @ 
DO= BE 一 BEO=4D- DO。 四 
由 四 十 四 , 得 加 
404BO=24D， 


。， 4D= 亏 (4O+B0)， 


注 DO- 于 (LO~BOD。 

336。 设 圆 0 的 半径 0 委 直 于 直径 
4B, 且 与 弦 互 中 相交 于 点 
G. 若 BG= BO, 则 

L4OB- 言 CBOB。 A 


解 ”延长 了 0O 与 圆 交 于 
点 已 ) 车 作 瑟瑟 LOC, 则 
加 已 1 40。 
琴 而 


.40B= OZ。 O 
但 是 人 AZCOG 是 等 腰 三 角形 ,又 因 妃 E_ LOG， 
所 以 瑟 R 是 一 召 的 平分 线 。 因 此 由 四 得 

0OBG=23jA40 隐 


设 人 40B--aw 
则 FEBEO 一 2a， 
.， 人 太一 2c， 
ATO= FFBO 二 一 4a。 
而 一 瓦 OB= 4O0 刀 =a， 
故 BO 一 3a， 
即 BOB=340 了 了， 


引 37. 在 圆 0 中 , 纺 CD 垂直 于 直径 4B， 
在 DO 的 延长 线 上 取 一 点 
五 。 税 4 马 与 圆周 的 交点 
为 巴 则 

4HC= 一 D1 万 . 

解 因 4HCD 为 圆 内 A 
接 四 边 形 ,所 以 
LEEFO=4DO 

一 .40OD 一 -48D。 
在 等 式 的 两 边 加 上 DEFC， 得 

47O= DZ。 

引 38. 从 圆 局 上 一 点 也 , 作 弦 P9 垂直 于 
直径 4B， 从 点 @ 作 任意 
纺 9BR 与 4B 相交 于 点 8. 
若 把 如、S、 互 各 与 一 连 
结 , 则 PPB 平分 SP 或 
其 补 角 . 

解 连结 9@, 则 

BFPDB= BO5. 中 
又 因为 4B 是 直径 , 且 PQ@ 14， 
人 人 PSP ASE (三 边 相 等 )。 


于 是 
BEPS=- 一 598。 @@ 
由 @、@, 得 
ARPB 一 5BPS， 
即 PB 是 人 SPZR 的 平分 线 。 

设 8 在 8' 的 位 置 ， 和 上 面 完 全 一 样 ，P4 
是 LSPRB' 的 平分 线 , 并 且 .4P 是 直角 ， 
所 以 BP 平分 AS'PR 的 补 角 。 

339， 设 了 为 圆 0 外 的 一 点 , OP 与 圆 
局 的 交点 为 4。 若 OP<340, 则 过 书 必 能 
作 割 线 ,使 其 圆 外 的 部 分 与 贺 内 的 部 分 相等 . 

解 从 点 三 作 加 0 的 割 线 POCOD, 设 PC= 
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CD, 如 时 政 为 PO 的 中 点 ,那么 

MC= 寺 0D= 言 7 (> 为 圆 的 半径 ) 。 
所 以 , 以 1 为 加 
心 * 以 于 为 半 . 
径 画 况 如 总 能 
与 吏 0 相交 ,就 


总 可 以 作 割 线 
BCD, 使 EC 等 于 CD， 因 此 M4 不 能 大 于 


2MC,， 即 MX4S 训 7 是 必要 的 。 
由 假设 EO<340, 所 以 PO<3r。 于 是 
3 
妈 O<=< 训 7。 
而 MX4=20-04， 


a M4< 号 一 


因此 


即 MX4< 亏 y。 
所 以 ML 小 于 2MC， 于 是 可 以 1 为 轨 心 
言 7 为 半径 作 加 , 设 与 圆 0 相交 于 点 0, 作 害 

340.， 由 圆 0 的 直 
径 4B 的 两 端 向 任意 纺 
CD 或 CD 的 延长 线 作 
垂 线 。 设 其 垂 尼 分 别 为 

解 由 0 向 0D 作答 线 08, 则 4 OF、 
BG 平行 , 04=0O0B， 

“， 万 有 一 了 G。 
AOBFSAOGR 

341， 正 五 边 形 的 对 
角 线 的 交点 构成 的 五 边 形 
是 等 角 的 。 

解 设 正 五 边 形 为 
点 作成 的 五 边 形 为 BG 互 KZ， 则 人 FG 开 等 
于 念 +6D 总 即 等 于 加 局 的 亏 的 弧 所 对 的 
圆周 角 .同样 人 G 鼠 瑟 ， 万 瑟 T。 人 人 玖 1 
/DBPG 都 等 于 加 周 的 亏 的 弧 所 对 的 圆周 


号 PoD， 则 PC=CD. 
( 喇 
SS 
吾 、G,， 则 0 盏 一 0G。 3 
"， 0 刀 =09。 
4BCDZE， 由 对 角 线 的 交 
角 。 所 以 五 边 形 3G 玉 Z 是 等 角 的 。 


re 
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342， 芳 延 长 圆 的 两 弦 4B、CD 相交 于 
点 卫 ， 两 弦 所 对 入 M 
的 弧 453 和 弧 B 
CC 的 中 点 分 别 二 
为 凡 、 方 ， 则 交 
角 己 的 平分 线 D 
垂直 于 MX c 一 人 

解 设 WN 和 4B CD 的 交 0 

互 , 则 2 等 于 4 上 +BDh, 即 到 人 + 
铠 + 于 四 上 的 圆周 角 。 

同样 地 DBPEG 也 等 于 到 做 + 胞 + 
序 守 土 的 硒 局 角 .。 

人 BGE= DERG。 

于 是 人 PG 万 为 等 夸 三 角形 。 

从 而 项 角 书 的 平分 线 垂直 于 Q 互 ， 即 委 直 
于 到 和 

343，、 设 4 是 半径 为 和 的 融 O 内 的 定 


点 ， 沙 长 为 "的 弦 BC G 
的 两 端点 在 男 O 的 贺 SN 
周 上 移动 . PN 


他 若 A4BO 的 顶 
角 妈 为 60"， 则 CO、4、 
、C 四 点 共 圆 ; 

(2 洲 召 在 贺 吕 的 圆 岗 上 旋转 一 周 时 , 则 
A45C 的 重心 G 画 一 定 功 ， 并 求 这 个 圆 的 
圆心 与 半径 。 

解 人 由 BO=r， 知 人 AO5C 为 正三 角 
形 、 

.BOC=60* 一 B40， 
并 且 4、O 在 BC 的 局 便 (4、O 在 BC 的 异 
侧 时 ， 人.B4C> 150"), 所 以 DO、4、B、C 四 点 
共 圆 。 

(2) 设 49 与 0 的 交点 为 也， 
320 的 中 点 ,所 以 

4G=391。 


又 0OM =wO 开 一 已 M2 


= -人 (三 ) 2 


著 过 G 作 OU 的 平行 40 2 刀 
则 


则 妈 是 


9 


4NINO=LG:GM 一 23:1， 
NG:OH 一 49:4M 一 2:23， 


eateneaepmssroinrer en 一 一 
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AAS 
3 


从 而 G 在 以 分 40 为 3 并 的 内 分 点 六 为 圆 
心 , 以 ”7 为 半径 的 定 圆 上 。 

344. 设 4 和 忆 是 已 知 圆 上 的 两 定点 ， 
P 为 加 上 任意 一 点 ,在 直线 了 了 或 PB 的 


NG 一 冬 OM 三 7 


延长 线 上 取 了 D= 了 4， 卫 

在 直线 P4 或 P4 的 延 A 
长 线 上 取 了 P 刀 一 PB， 则 E 
直线 D 刀 到 弧 4PBPB 的 

共 括 弧 的 中 点 的 距离 是 

定 值 . 


5 设 GE 的 共 地 记 的 中 点 为 对 则 
是 4PB 的 平分 线 。 又 因 
PB 一 PP4 一 PD， 


于 是 MB=1B， ML4=MD， 
又 由 AP4P2APDZ， 
从 而 4 也 = DT 

所 以 AM4BeeAMDZ. 


因此 ,2M 到 DZ 的 距离 等 于 1 到 4 也 的 距 
离 。 又 因 4 万 是 定 驴 ， 是 定 弧 的 中 点 。 所 
以 4B 与 太 的 距离 是 定 值 。 故 1 到 刀 妈 的 
距离 也 是 定 值 

345， 设 48B 是 
定 图 0 的 定 直 径 ， 动 
弦 C 了 的 长 是 一 定 的 ， 
4D 与 BC 的 交点 为 
B， 试 决定 点 乙 移 动 
的 加 对。 

解 设 4D、BC 在 四 内 相交 于 点 P， 则 
L4PB 等 于 .全 与 合 ) 之 和 上 的 圆周 角 . 由 
了 下 经 所 避 4 学 开国 网， 双关 

是 定 长 的 纺 ， 所 以 GD 的 长 也 是 一 定 的 . 

了 是 外 + 是 定 值 ， 故 .4PB 的 大 小 是 
一 定 的 。 

设 22 上 的 图 局 角 为 mr 则 

4PPB=90" 十 ca。 

所 以 ， 点 卫 在 以 4B 为 弦 包 含 90" 二 wx 的 弓 
形 弧 上 . 

如 果 交换 刀 与 C 的 位 置 ，LD 与 BC 的 延 

长 线 在 加 外 相交 于 点 P， 那 么 CAPB 等 于 

售 与 雹 之 益 上 的 图 周 角 ,所 以 


ES 


4PB=90。 一 ao， 
故 点 了 在 以 4B 为 弦 包 含 9%* 一“ 的 弓形 弧 
上 . 
346， 设 在 弦 4B3 上 三 D 
有 了 两 个 确定 的 弓形 4CB、 
4DPB， 在 弧 4083 上 的 任 
意 一 点 为 0， 连结 4C、\A 8 


30, 若 40、BC 或 者 它们 
的 延长 线 与 缴 4DB 的 交点 为 了、 妃 ， 则 弦 
也 六 的 长 一 定 . 

解 设 统 4ZDB 的 共 搞 弧 为 BF4， 则 
LA40OB 等 于 48 方 与 之 和 上 的 四 局 角 ， 
但 是 弓形 角 4CB 是 一 定 的 , 并 且 4B 刀 也 是 
一 定 的 , 所 以 也 妃 的 长 也 是 一 定 的 。 故 弧 
忆 玉 所 对 的 弦 刀 万 的 长 也 是 一 定 的 、 

347， 设 4、 巨 是 园 O 上 的 两 定点 , 且 不 
是 直径 的 两 端点 。 若 过 4 有 
过 4、 了 、 格 人 
交 于 点 也 

if 

解 ”在 图 中 ,5、4、 
忆 、O 四 点 共 殉 ， 

一 BPO 一 AZBLhO. 

-04=0OB， 

/4BO=B40， 

于 是 /BFPO= 4BO= ACPO. 

又 ”04=-0DB=0O0， 

.Foo= -0O4P= APBO， 

:.。 APcoseAP5o， 

故  PO=PP. 电 

348. 从 加 0O 上 的 发 
任意 一 点 P， 向 两 因 “人 > 
定 的 半径 0O4、OB 或 者 《一 
它们 的 延长 线 上 作 垂 
线 P9B、PR， 连 结 垂 足 
4R2， 则 线段 4 的 长 是 定 值 

解 因为 人 Po= BR 一 PEO， 所 以 ， 
以 PO 为 直径 的 圆 过 点 护 及 玉 。 但 是 PO 是 
定 圆 的 半径 ,所 以 它 是 一 定 的 , 从 而 这 个 贺 的 
大 小 是 一 定 的 。 而 O04、02B 是 国定 的 半径 ， 
以 902 是 一 定 的 。 故 在 半径 相等 的 区 

具有 一 定 大 小 的 回 周 角 60 玉 所 对 的 张 


但 是 


角 的 长 是 定 值 。 
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349， 设 忆 是 圆 的 直径 4 也 上 的 一 点 ， 
在 4 习 的 同 侧 由 三 到 R 
圆周 作 两 条 线段 PO、 
BR。 若 

]4P9= /PBPR， 
则 A4Pg@ 与 ARPB 4 
相似 。 

解 设 名 关于 4 的 对 称 点 为 ， 则 

人 49P2A4q9'P. 
4P9'= “4PG= RPFB， 
于 是 BRPG' 成 一 直线 。 从 而 
ARB4= 49T= 49P. 
又 由 题 设 , 知 
4PQ@ 一 BPR， 
故人 A4Pe 与 人 ABPPB 相似 ， 

350， 设 延 长 说 的 弦 4B 到 C 〇 , 使 BC 等 
于 半径 , 过 C 与 圆心 O 的 直线 跟 圆 的 交点 为 
也 、 卫 , 则 弧 4 马 等 于 
弧 DBD 的 三 倍 ， 

解 由 假设 0B- 
BC， 

.、BOO= AC. 


D 
百 CC 


而 ~OB4 是 等 腰 三 角形 5OC 的 外 角 , 所 以 
0OB4-~-3/ 了 BOO=27C， 
从 而 4=-OPB4=20。 
又 LEBO4 是 人 A400 的 外 角 , 所 以 
LALBO4= LAL4 了 ALC=3AC. … 
由 @， ZEO4=3 BOD， 
“， .4 方 =3 太 D. P 
351， 在 圆心 为 O 
的 圆 外 有 一 点 乙 ， 设 弦 
4 有 垂直 于 直线 OP, 若 
直线 P4 和 该 圆 的 交点 
为 0, 直线 OP 和 BC 相 
交 于 点 也 则 
0D.OP=O4d?. 
解 在 图 中 ，PoO 垂 
直 且 平分 4 九 ， 


…，10= 碎 . 
于 是 BOC= “FFBC， 
从 而 其 补 角 POCO APBC， 
故 有 了、B、O、C 四 点 共 殉 ， 


明 题 
OPOC= -0OB0. 
可 是 AOBD= -0O4DP， 
因此 ADP4= AD40， 
所 以 04 与 APD4 的 外 接 圆 相 切 于 点 4， 
故 OD.OP=042. 


352， 设 4B、0D 是 贺 0 的 互相 垂直 的 
直径 ， 从 驱 4C 上 的 C 本 
一 点 瑟 作 弦 至 G 与 
CD 交 于 点 孔 与 加 < 一世 
周 交 于 点 GC， 菩 允 太 A 人 全 -一 |]， 
等 于 半径 BO， 则 弧 
2BG 是 弧 4 如 的 三 倍 ， 

解 作 弦 瑟 互 平 
行 于 4B, 则 AZBHO 是 等 攻 三 角形 。 因为 
BT OP 所 以 瑟 平 分 /GEO, 而 且 


LO 万 = _AO 万 机 
从 而 LGBT 万 = ADOTB， 
于 是 ZG1/OB， 
故 有 AGO8 = 人 BTG0O， 


但 是 ”~BGO=-GBO= 3 二 BO， 
又 -HZO=-BEO= 末 EOB. 
GO 万 =2 一 FORB， 
故 有 =3 万 5 一 3 
353， 设 4B、CD 为 圆 0 的 两 平行 弦 ， 
马 为 CD 的 中 点 , 若 
2 的 延长 线 和 了 圆周 
相交 于 点 也 则 4、 
O、 玖 、 卫 四 点 共 画 ， 
解 ”因为 
4PBP1JCD, OP _LCPD， 
所 以 也 4 一 妃 B， 即 人 了 4 是 等 腰 三 角形 ， 
于 是 E 
4BN= 23 一 万 
但 是 在 圆 O0 内， 圆心 角 4OZ 等 于 圆周 角 
4B8 的 两 倍 , 即 
ALL4OP 一 2 一 了 7. 
AL4O8 一 4 万 
故 4、O、 了 五 .万 四 点 共 


354， 在 圆 吕 中， 

M、N 为 纺 4 了 3 的 三 等 

分 点 , OP、09 为 过 分 人 CA NS 
点 Mr、 太 的 半径 , 试 引 VS 汉 w 
较 三 条 缴 4P、P、9 户 、 扣 
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的 大 小 . 人 = 一 五 一 一 到 ， 网 
解 若 在 OU 的 延长 线 上 取 好 互 等 于 ON=OM， 四 
OU,， 则 4 五 =ON. 但 是 04>ON， 所 以 | 于 是 和 APONgA4O&。 
0O4>4 万 , 于 是 在 AO4 互 中 ， 从 而 OP=O4， 
4OPR 一 4 万 MI， 且 4O1OP. 
而 且 .4 玉 = MON， OP' 一 0O4， 
"。 一 40F<FOw， 401OP'。 
故 4P<PQ. 和 王 和 三 ' 都 是 定点 ,所 以 也 尽 或 者 也 ' 吾 ' 必 
其 次 ， 人 A404 欠 人 ABOXN (两 边 夹 角 )， 过 两 定点 P、 忆 中 的 s 
-。 AL4OP= 一 DO9， 一 点 
于 是 有 人 = 的 ， 357， 设 圆 0 的 
故 4P=- .50 89. 弦 4B 的 三 等 分 点 为 
355。 设 4D、B0 是 圆 口 的 互相 牌 直 的 | C、 忆 ,此 弦 所 对 的 弧 


直径 , 到 忌 和 加 王 分 别 在 
劣 弧 仿 (同上 ， 若 ; 
.4 访 和 .入 相 等 ,直线 
DZ4 和 直线 228 的 交 
点 为 G， 直 线 FEF4 和 
直线 DB 的 交点 为 
互 ， 则 ~G4 是 直 
角 . 

解 因为 卫 4DB 

是 贺 内 接 四 边 形 ， 
LBG= /了 刀 4D， 
Ce AN 
又 了 DB-DCN， 
.人 B4D= FF4D。 
而 且 BF4D~ 人 4G (对 顶 角 )， 
. 于 是 LEBG= 一 有 4G， 
所 以 如 、 妃 、G、4 四 点 共 圆 。 
故 BFG4= AL4BD 一 一 BR 

356,， 过 定 园 内 的 定点 4 作 任意 沪 BO 
再 作 弦 冯 垂直 且 等 于 
23C, 证 明 弦 了 DB 必 过 两 
定点 之 一 ， 并 且 指 出 这 
两 定点 的 位 置 。 

解 ”如 图 ， 设 也 刀 与 
刀 妞 ' 都 是 阜 直 且 等 于 
2C 的 弦 。 因为 BC、 了 也、 忆 宇 都 相等 ， 所 
-以 从 四 心 C 向 这 三 条 弦 作 垂 线 O0M_、ON、 
ON ' 都 相等 ,车 过 点 0 作 04 的 垂 线 与 刀 台 、 
了 五 的 交点 分 别 为 P、P"， 财 

过 NOM= AR=- PoO4， 
NOP= 了 MO4， @ 


4B 的 三 等 分 点 为 卫 

站， 若 延 长 五 0C、 也 也 

相交 于 点 咏 则 

OB1S4 OBSB， 下 
解 若 84 和 2B8 的 延长 线 相交 于 点 天 ， 

则 4D1B8 且 40C=CD， 


“， 玖 盏 一 五 @ 
又 因为 4 启 一 如 充 ， 所 以 
弦 4 媚 一 弦 2B。 @ 
由 @、@, 得 
五 瓜 一 五 8 一 已 4 
人 民 4R 一 一 已 轩 


设 0 召 和 4 刃 的 交点 为 G， 因 4 房 一 百 训 ， 所 
以 
0 4 肋 四 
由 转 、@@, 得 3S41/ 0 了 
同样 地 
OP 1/ SB。 

358. 设 圆 0 的 定 
弦 4B3 的 三 等 分 点 为 
CC、 也 , 这 条 弦 所 对 的 弧 
48 的 三 等 分 点 为 卫 、 
2 若 了 COC、ZD 的 延长 
线 相 交 于 点 S8,， 则 

/48B= 计 人 40B. 


解 培 连 结 OZ、O7， 根 据 问题 357， 有 
8L1OB，SDB1OP， 
LSPDP=-EOP 
， 局 一 友 祖 一 5 旋 


但 是 


74 


于 是 


359， 在 贺 0 中 ， 
若 直 径 4 已 的 两 端点 
上 的 任意 两 弦 4P、 
29, 与 任意 半径 OM 
.的 交点 分 别 为 C\、 忆 ， 


则 


4PD= Bgc。 
解 如 果 @ 关于 OM 的 对 称 点 为 @, 那 么 | 
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LEBOB 一 于 人 LOB， 


LS8- 末 /40B. 
王 


q 在 网 上 ， 
CA9TDO=~8DU=。98 外 
(… ~/49B=-R) . 
但 四 边 形 @4Pq' 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
AD 一 -AP4。 四 
于 是 由 人 @、@, 得 
/QFPCO 一 人 DC， 


从 而 多、C\、 忆 \ 己 四 点 共 圆 , 连结 C9， 则 


4PD=~Buc. 
360， 设 圆 内 接 三 
角形 4BC 的 各 边 BC、 
C4、4 刀 所 对 弧 的 中 点 
为 4、BE、C,， 连 结 它 
们 作成 人 人 40O, 则 


解 


故 


361， 


DPC=D8UC=D9C， 


LA4'~LB= 瑟 (C4~L 司 。 
一 人、 一 人 人 
因 BC ~C'4 
一 妃 2 二 0 (G 访 十 有 1) 


几 瑚 冯 ZB 一 也 2ZB~ 仿 LA4 
一 于 (CB~ AL， 
LA4 ~LB= 豆 (C4~L 司 ， 
在 下 面 的 问题 中 ，( ) 里 面 的 等 号 


和 不 等 号 ,不 要 的 去 掉 , 就 表示 对 于 那 种 情况 
的 证 明 . 


及 
设 在 半径 为 有 的 c 一 兴 
加 中 ， 由 内 接 锐 角 三 By 
角形 4BCO 各 顶点 所 
确定 的 劣 弧 BO CO4、 NM 2 


4B 的 中 点 分 别 为 “ 工 SNN 
4、B'、0， 了 纺 BC、 光 

C4、4 万 的 长 为 @、D、 c， 六 边 形 4C'B4OB' 
的 面积 用 8 表示 , 则 有 关系 式 


定 
四 区 
一 2 
同样 ,， 设 劣 弧 BC 、C4 人、 4 的 中 点 分 
别 为 4 五"、O"， 了 弦 BIO、CL4 4B 的 长 
为 C、 2 、 CC 车 六 边 形 0101DBT AAAC7 83/ 的 面 
积 用 &S' 表示 , 则 有 关系 式 
之 \R 
s( 己 C+2 二 o)。 
<< 


如 果 从 这 两 个 六 边 形 中 去 掉 人 A42C， 余 
下 部 分 的 面积 有 关系 式 


人 


> 
所 以 ore( 二 eae。 
< 


解 因 4 是 8 的 中 点 。 所 以 O4' 1 BC. 
这 时 四 边 形 0B4'0 的 面积 等 于 坪 BC.04 
但 是 

04' 一 BR BC=aw， 
所 以 四 边 形 


OB4C= 总 aBR. 


局 样 他 ,四 这 形 
0CB'4 一 瑟 3B， 


上 四边形 0O40'B- 吉 coB. 


而 六 边 形 40C'B4'CB' 是 这 三 个 了 四边形 的 和 ， 
所 以 六 边 形 4C'.B4'OB' 的 面积 
8 一 亏 了 (a 二 0 二 0)。 


同样 地 , 六 边 形 4 GEB 407B 的 面积 
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8 一 二 也 (o' 二 0 十 co)。 


其 次 。 比较 A4B'C 和 A4"B'O ,因为 4 
是 呈 C 的 中 点 ,所 以 
A4'BC'EA4B'O'。 
AB'C4' 兰 ABC' 4 
AAA4'B'EEACd4PB' 
& 是 这 个 左边 的 三 个 三 角形 与 人 4 BC 的 
和 ，, S 是 右边 的 三 个 三 角形 与 A4B'C' 的 
和 ,所 以 &S 兰 8。 邵 

到 环 (c+3 二 o) 三 于 Bo 二 Y 二 ec)， 


局 样 地 ， 


。 4 二 D 二 co<a' 十 2 十 c。 


362.， 连结 圆 内 D'_D 
接 四 边 形 4BCD 各 4 
边 所 对 驳 的 中 点 作成 C" 
四 边 形 4B'OD', 吴 A 
次 这 样 进行 下 去 ， 则 
四 边 形 就 逐渐 地 接近 (| 
正方 形 。 

解 设 饭 < 仿 < 基 一 访 , 则 

4 六 <DCO<ZBC， 

且 六 一 4 放 <BG 


所 以 4 也 ' 最 小 , BC 最 大 。 但 是 
一 工 ， 人 Am 一、 
4 六 = 二 (4BT4 力 > 人 


了 PN AAA A 下 人 
且 BC 一 豆 (CDTEBO) <COD 


等 等 。 所 以 四 边 形 _ 4,BIC'D' 的 最 小 边 4 了 D 
大 于 四 边 形 4BOD 的 最 小 边 4D， 四 边 形 
4B'O0DY 的 最 大 边 BO 小 于 四 边 形 4BCD 
的 最 大 边 。 同样 地 , 连结 四 边 形 _ 妨 B'O'D, 
各 边 所 对 红 的 中 点 ， 作 成 第 三 个 四 边 形 
4"B"0"D' 则 四 边 形 4"B"C"DY 的 最 小 边 
大 于 四 边 形 4B'(C'D' 的 最 小 边 。 第 三 个 四 
边 形 的 最 大 边 小 于 四 边 形 4BC'D' 的 最 大 
边 。 所 以 反复 使 用 这 个 方法 时 ,各 边 的 差 逐 
渐变 小 , 取 它 的 极限 ,四 边 形 各 边 的 差 趋 近 于 
零 , 即 各 边 接近 相等 ,而 这 个 圆 的 内 接 四 边 形 
就 接近 正方 形 。 


人 4。 切线 
363， 过 圆周 上 的 一 点 只 能 作 一 条 切线 ， 


解 过 圆 O 上 的 一 点 4， 作 垂直 于 半径 
0O4 的 直线 4B, 则 4B 是 

圆 O 的 切线 。 因 为 在 点 4 旺 
垂直 于 O4 的 直线 只 有 一 罗 
条 。 所 以 在 点 4 的 切线 只 

有 一 条 。 

364. 若 圆 心 到 一 直 
线 的 距离 小 于 半径 或 者 等 于 半径 或 者 大 于 半 
径 、 则 这 条 直线 与 圆 
相交 ，, 或 者 相 切 ,或 者 
与 圆 相 离 。 芭 

解 若 从 四 心 0 到 
直线 4 妃 的 距离 0 万 长 
小 于 半径 时 ,， 则 点 吾 王 轴 
在 男 内 .然后 在 4B 上 充分 远 的 地 方 取 一 点 
到 O 点 的 距离 大 于 半径 、 亚 然 这 点 在 加 外 ， 
所 以 4B 与 圆 相 交 . 

其 次 若 从 圆心 到 直线 CD 的 距离 等 于 半 
径 , 则 除 垂 足 刁 外 CD 上 的 点 都 在 图 O 的 外 
面 , 所 以 CD 与 圆 相 切 。 若 由 圆心 O 到 直线 
刀 及 的 距离 0 世 大 于 半径 ， 工 在 圆 外 ， 所 以 
了 7 与 圆 相 离 。 

注 容易 证 明 这 个 命题 的 逆 命 题 也 是 正确 


D 


的 。 
365. 过 圆周 上 一 
点 的 半径 与 过 这 点 的 直 
线 斜 交 时 ， 则 这 条 直线 
是 图 的 割 线 。 

解 ”车 过 圆 0 上 一 点 4 的 直线 与 半径 04 
斜 交 , 由 O 作 直线 的 垂 线 OB，3B 为 垂 足 , 则 
04>OB。 即 从 圆心 到 点 刀 的 距离 小 于 半 
径 , 所 以 4B 是 这 个 圆 的 割 线 。 

366.，， 切线 4 刀 与 过 切 点 4 所 作 的 弦 
4D 所 成 的 角 B4D， 
等 于 4 所 对 的 圆周 


解 过 点 4 作 直径 
4, 在 4DZ 的 共 斩 
弧 上 任 取 一 点 刀 ， 连 
结 瑟 P， 
LAD4B= AFL4B- APF4D 

LA4BD= 人 4- DB。 
AZ4B=-R= -4BB， 


但 是 
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FF4D 一 DB， 
.…， AD4B= DB4， 
367,， 由 弦 4 的 端点 4 作 直 线 40, 若 
40 与 4 所 成 的 角 等 于 纺 4 的 另 一 侧 的 
己 形 角 4DB, 则 直线 4C 是 切线 。 


De B_ 王 . 


办 训 C 
解 ” 若 过 点 4 作 直径 4 至， 因 
AP4O= 4DPB，74 刀 一刀 DP， 
所 以 BF4O 与 了 4 的 和 或 者 差 等 于 
4DB 与 ~BDB 的 和 或 者 益 。 即 


DB4C= -ARBD4。 
但 LED4 一 人 忆 
所 以 40 是 切线 . 加 


368。 在 弦 所 对 的 和 
弧 上 取 一 点 作 该 圆 的 切 
线 与 弦 平 行 ， 则 切线 的 
切 点 平分 该 弧 。 

解 设 现 的 切线 为 
忆 N, 切 点 为 也 . 若 

4B1 PN， 
则 ANPB=PB4 (内 错 角 ) 
又 因为 PNX 是 切线 ,所 以 
WPB=-P4B (问题 366) 。 
于 是 人 P4 刀 是 等 腰 三 角形 。 
.…，4P 一 PFB， 
故 多 = 兮 . 

369， 若 从 圆 0 外 一 点 卫 作 圆 的 切线 
P4、PB， 则 (1) P4-=PB; (23) PO 平 分 
4PB 和 .40B; (3) PO 是 弦 .4B 的 垂直 
平分 线 。 Pe : 

解 (人 在 人 AP4O 和 
APBO 中 , P4、PPB 是 切 A AR 
线 , 所 以 

AP40=PBO= -机 SN 


04= OP， 
PO 公共 。 
.AP402APBO， 
于 是 P4= 了 PP。 


(2) 由 (1)， 得 
/4PO=BPO, /PD4= POF. 
于 是 PO 是 LA4PB 与 4OB 的 平分 线 . 

(3) 因 Z4=2PB， 所 以 人 AP4PB 是 等 腰 三 
角形 , PO 是 其 顶 角 4PB 的 平分 线 , 于 是 PO 
是 底 边 4B 的 垂直 
平分 线 . 

370， 在 直线 
的 同 侧 有 三 定点 ， 
这 三 点 到 直线 的 距 
离 之 和 等 于 定 值 哨 
则 直线 与 定 圆 相 切 ， 并 求 出 这 个 圆 的 圆心 与 

解 ” 设 三 点 4、B、C 到 直线 7 的 垂直 距离 
分 别 为 44、PBPB'、CO', 若 人 4BC 的 重心 G 
到 直线 ? 的 垂直 距离 为 GG/, 则 

4.4' 十 了 B' 十 CO =36G" (问题 107) . 
所 以 了 是 以 G 为 圆心 以 GG' 一 于 4 为 半径 
的 圆 的 切线 。 

371， 若 在 圆 0 内 & 
画 一 圆 T， 它 与 圆 O 的 
弦 4 妃 相 切 于 点 PP, 又 局 
同 圆 忆 内 切 于 点 C,， 则 
直线 CP 是 A4CP 的 
平分 线 。 . 

解 设 CP 的 延长 线 与 外 切 本 相交 于 点 
Mr, 连结 TIP、OM, 则 

IC= TIP, 00=OM， 

ATPO= -ICP= -0OMXC。 
TP1/OM， 

并 且 TP 上 4， 

从 而 OM 1L4B。 

故 戏 是 人 为 的 中 点 ，CM 平分 /4CB， 即 

COP 平分 A4CB 的 顶 M 

角 C。 

372. 从 园 O 外 
一 点 呈 作 圆 的 切线 ， 
其 切 点 为 M、N,， 则 
过 殴 心 的 线段 P4PB 
平分 由 到、N 划分 的 共 斩 引 。- 

解 连结 OM、ON, 由 问题 369， 知 

MOP= -NOP， 
即 . LMo4=ANod.、 


所 以 
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:4 让 = 入 ， 
从 而 已 这 = 有 7。 
373. 从 圆 0 外 一 点 王 所 作 该 于 的 切线 
Z4、zP 肆 的 夹 角 ， 是 连结 切 
点 的 弦 4 与 过 点 4 的 直 
径 4 的 夹 角 的 两 倍 . 
解 设 PoO 与 4B8 的 交点 
为 也 则 
LA4PO= -4FB= 已， 
-，O0D1/ DBZB， 
因而 人 .4OD= 47B. 


但 是 AP40 一 AR= 4FD， 
“"，A4PO= BFB4 刀 ， 
故 4PP=3B4D。 


374. 从 圆 外 -点 4 所 作 该 圆 的 两 切线 
4B 及 .4C 的 夹 角 B4CO， 等 于 劣 红 BO 与 共 
斩 弧 BDC 上 的 圆周 角 之 差 ， 
解 若 过 硅 作 -= 
弦 BD 平行 于 40， 
则 
人 
(问题 368) ， 
又 4C1BD， & 
.4 一 7PBD. 
但 是 4B 交 是 过 点 瑟 的 切线 ,所 以 
了 BTD 一 BOD， 
本 _ 和 4=- 人 BCT. 
因而 /4 等 于 BDC 和 移 之 差 上 的 圆周 
角 


、B 


375。 切线 4 与 过 
切 点 4 的 弦 4C 的 夹 角 
B40 的 平分 线 , 也 平分 这 
个 角 内 的 弧 ， 

解 设 平分 人 B4O 的 
直线 与 驱 相 交 于 点 D, 连结 DO, 则 

Z40O0D=- DB4D 一 047。 
…， 态 = 示 ， 
和 N N 
即 刀 是 4DC 的 中 点 。 

376。 若 从 圆周 上 页 
一 点 也 作 贺 的 切线 PN 
和 了 弦 P9， 则 该 弦 所 对 
的 怠 的 中 点 8 到 切线 Q 
及 弦 的 距离 相等 。 


1 


解 ”大 = 全 ， 
.…。， 芒 PS= 纺 9S。 
于 是 ASPG 是 等 腰 三 角形 ， 
…。， LS89P= -SPQ. 
但 是 PN 是 切线 , 故 
~NPS=S9P， 
LNPS 一 SPe， 
故 &S 到 PN、P@ 的 距离 
相等 . 
377. 等 腰 三 角 消 


42C 的 底 边 BC 和 底 角 
的 平分 线 组 成 ADBC, 它 
的 外 巍 圆 与 边 4B、4C 相 
切 . 

解 … 4B=40， 

， 8B 一 C， 

从 而 它们 的 半角 DBC 和 4CD 也 相等 . 
所 以 4C 在 点 CO 与 ABDC 的 外 接 圆 相 切 ， 
闻 洋 地 ,4B 在 点 了 与 人 ABDC 的 外 接 圆 相 
切 ， 

378,，， 若 延 长 圆 0 的 直径 4B3 到 点 C, 截 
取 BC 等 于 半径 


0B, 从 点 0 作 贺 [T 信 
切 点 为 D, 则 A YN 


站 C 
2 
三 角形 。 
解 连结 OD、3D, 则 
0D=OFP， 

而 且 人 DOC 征 直 角 三 角形 , 刀 是 斜 边 0C 的 
中 点 ,所 以 

BD= 530, …，BD=OD， 


在 直角 三 角形 4BD 和 CDO 中 ， 
4B 一 00, 站 门 思 =-07D)， 


和 人 4DPPBS2ACDO， 
故 D4= DC. 
因而 AD40 是 等 
腰 三 角形 . 

379. 车 延长 
人 NI 
点 0, 哉 取 BO- NA/ 
0B, 由 C 作 圆 0 的 


切线 CD, 则 加 CBD 与 图 O 相等 。 
盘 -0ODc= -已 而 且 0B=BO， 
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，0B=BO=BD， 
县 .4 一 BDO= 一 C， 
所 以 两 个 三 角形 站 B4、DBC 的 外 接 圆 有 一 
边 BD 是 公共 的 ， 它 所 对 的 .4 和 ~C 相 
等 从 而 这 两 个 圆 相等 。 即 加 与 圆 O 
相等 。 

380.、 过 加 0 的 圆周 
上 一 点 C 作 该 贺 的 切线， 
从 直径 4 已 的 端点 妈 作 
切线 的 垂 线 4D, 则 LC 平 
分 人.B4D。 

解 ae 
于 是 
但 是 


人 
00.1L0D, …，001 4D， 
004= _AC4D. 

OC=04， 
ALO4O= -004， 
从 而 AO4O= A0O4DP， 
即 4C 平分 人 B4DD。 

381.， 设 4 是 圆 0 的 圆周 上 的 一 点 ， 它 
的 切线 与 任意 半径 
O8B 的 延长 线 的 交 
点 为 C, 过 点 4 作 
O 万 的 垂 线 4D, 则 
4 平分 “D40. 

解 设 4D 的 延 
长 线 与 圆 0 的 交点 为 也 则 

力 = 有 7 
B4 刀 = BD4。 
但 是 4C 是 切线 ,所 以 
LAC4B= PPB4. 
由 @、@, 得 
人 B4 玉 = 0C4P， 
所 以 4 平分 人 D4C。 

382， 过 人 42BC 的 外 接 圆 上 的 点 C， 作 
切线 与 B4 的 延长 线 交 于 点 也 , 以 也 为 攻心 、 
2DC 为 半径 的 圆 与 
4 相交 于 点 马 ， 则 
C 也 平分 /40OP， 

解 

DO 万 
一 DZC， 
DO4= 4BC， 
DOZB -DO4=DBC---4BO。 
LA.40B= TOB 


全 
国 自 


D 


从 而 


证 


明 题 


(… ADEO 是 人 BO 如 的 外 角 )， 


即 C 刀 平分 人 4CDP. 

383， 设 人 4BC 的 /4 及 它 的 外 角 的 
平分 线 与 BO 的 交点 分 别 为 刀 、 刀 若 外 接 加 
在 4 点 的 切线 4 下 与 0 万 的 交点 为 万 则 ， 

也 8 一 万。 


解 设 4D、4 妃 分别 是 人 B4C 及 其 外 角 
的 平分 线 , 则 
而 且 .4D8= ACT+AC4D 
一 DBP47T DB4D 
一 人 D4P， 
。。 4 万 一 忆 厅 。 
由 四 和 四 , 知 刀 是 五 六 的 中 点 ， 
即 DZ 一 也 7. 
384.， 设 圆 O、0' 的 半径 分 别 为 了 
(人 <7Y) ? 画 心 距 及 " 


为 &. 著作 两 加 


@ 


的 公 切 线 44/， 
则 -44' 与 Y、 用 
及 之 间 有 怎样 
的 关系 ? 

解 人 当 44' 是 外 公 切 线 时 , 设 以 CI 为 
圆心 , 人 一 为 半径 画 圆 与 ES 
连结 O7， 则 

04741 


LO7TO' 一 一 忆 


O7 一 44/。 
从 而 人 AOO 了 是 直角 三 角形 ,于 是 
OO02 一 072 十 0T2， 
太一 4.412 十 (人 一 7)2。 

“。， 44 一 9 一 (7 一 四 

444 一 V 到 一 (一 人 
的 当 4.4' 是 内 公 切 线 时 ， 设 以 0' 为 贺 
心 , 79" 二 7 为 半径 画 圆 与 O4 的 延长 线 相交 


基 
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于 点 Z, 和 (7 一 样 。 
0O7O0' = 一 -PR 
O7 一 441,， 


所 以 AGOO 汪 是 直角 三 角形 , 从 而 有 
0O02 一 072 十 O'T2， 
于 是 44 一 Y 而- CT7) 7。 
385. 若 以 直角 3 
三 角形 4BC 的 一 直 
角 边 4B 为 直径 的 圆 
与 斜 边 BC 的 交点 为 
D， 则 过 点 卫 的 切线 
必 过 4C 的 中 点 到 。 全 
解 因 4B 是 贺 O 的 直径 , 目 垂 直 4 到 ,所 
以 如 4 是 这 个 圆 的 切线 。 因 为 DZ 也 是 这 


个 贺 的 切线 ,于 是 
五 刀 =2L4， 
。。 全 站 4 万 一 一 .4 已 石 。 中 
生 4DCO= 一 -已 @ 
由 四、 加, 得 三 


4 已 一 万 C。 

386. 若 从 圆 的 直 8 
径 4B 的 一 端点 44 作 ZN 
直线 4 到 、4P， 目 与 另 A 
一 端点 吾 所 作 的 切线 
分 别 相交 于 瑟 、 柬 ,与 
圆 局 分 别 交 于 C、D， 
则 C、D、 了 到、 如 四 点 共 加 

解 因为 /LAB 到- AR= 一 LOB, 所 以 在 
直角 三 角形 4BZ 中， 

二 瑟 王 4BO。 

但 4BO=-D4d， 
万 =CDa4. 
故 C\ 也 、 肥 .如 四 点 


裤 z AC 
387。 设 网 0 的 
直径 为 P9@， 过 圆 上 
一 点 忌 作 该 廿 的 切 
线 ,由 卫 、g 向 该 切线 
作 垂 线 , 其 垂 足 分 别 为 4、B, 证 明 

(1) BR4 一 ERB; (2) 人 4PZ 一 一 BPG; 

(8) 以 妃 为 圆心 BR4 为 半径 的 圆 与 P9 
相 切 。 

解 ”(L) 连结 0O8, 则 CPF_L4D， 


。 DP41/OR1AGF。 
”OP=09， 
， BR4=RB。 
(2) ……” P41/OR， 
LA4PR=PEO=RPQ。 
(8) 设 从 五 向 P9 所 作 垂 线 的 垂 足 为 0， 
根据 (2), 得 


BR4=RFCO. 
因此 以 忆 为 殴 心 ，R4 为 半径 的 圆 在 点 C 与 
直线 P9 要 切 。 区 
388， 若 从 贺 的 直 N 


径 34 的 延长 线 上 一 点 
也 作 任意 割 线 ZDC, 再 
作 直 线 Z4B 的 垂 线 5 
TZ， 它 与 BC、BD 的 [1 人 M 
延长 线 的 交点 分 别 为 “Bc- 一 一 从 
N、a1, 则 MX、N、C、D 2 
四 点 共 阅 . 

解 连结 D4， 则 在 AB4D 和 人 BMD 
中 ，BD4 一 BR 一 BIZM， 巨 公共 ， 

B4D= BMT。 


-而且 34DPC 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 


DB4D= 一 NCDP， 
于 是 NOD= 一 DMID， 
从 而 四 边 形 CDM 是 贺 内 接 四 边 形 , 即 内 、 
和 N、C、 了 共 贺 。 
389. 从 圆 外 一 点 书 作 该 圆 的 一 条 切 
线 , 其 切 点 为 4。 A 
过 于 作 一 直线 
与 圆 相交 于 3B、 4 
C, 再 作 4P 的 平 
行 弦 CD, 若 直线 
PD 与 贺 的 另 一 
交点 为 殖 , 则 直线 如 B 过 了 4 的 中 点 。 
解 设 B 和 PP4 的 交点 为 1。 


P41CD， 
所 以 COC 一 ~ 人 MRPB。 
并 皇 AC 一 -一刀 

一 五 一 4IPPB。 


于 是 过 三 点 召 、 了 如、 己 的 圆 与 民 相 切 于 点 
Z,， 从 而 

MP2 一 1 感 .ME。 O 
又 因 作 4 是 切线 ,所 以 

ML42?=2xB,MNB。、 @ 
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于 是 由 @、@, 得 于 是 CT 一 4 万 
MP 一 MX4， 又 LACHD=AC4D= -CD 了 
故 劲 是 忆 4 的 中 友 . c 下 08=0OD， A C 
390。 若 从 圆 局 ， C 故 4P=OD. | 文 
上 一 点 4 作 两 条 相 ， 392. 设 过 圆 O 直 
等 的 弦 4B、4C， 过 径 4B 的 两 端点 4 和 殖 
点 C 作 该 圆 的 切线 S 所 作 圆 的 切线 与 圆 的 任 SS 
和 483 相交 于 点 也， D | 意 切 线 相交 于 C、 忆 则 5  D 
由 了 向 40 或 它 的 延长 线 作 垂 线 也 刀 ， 则 CO 一。 
BD 一 20 了 也. 解 因 C4、CD 是 切线 所 以 CO 平分 


解 延长 0BR 到 到 使 了 8 一 OZB。 连 结 
DB, 则 


ADECE AD 万 不 ， 
.…， DOZ= 人 DFC. 
.… AGO4= “4HC， 
由 4B=40, 知 
LA40OB= 4BC， 
于 是 40B 一 .406G， 
又 …” _AFOD= “4CG， 
Z4CB= “4CG= /DCB 一 DTHC. 
从 而 BCA DT。 
又 由 于 4B 一 40， 
所 以 4 一 4D， 
于 是 BD=F0。 
即 。BD-=20 刀 
391. 沙 圆 0 的 直 
径 为 4B， 在 点 4 与 贺 
相 切 的 直线 上 截取 4LC 


=-.4B, 连结 00, 0C 与 
O 相交 于 点 刀 , 延长 
2D 与 49 相交 于 点 刀 . 
证 了 明 

(1 CD 是 人 A4D 妇 的 外 接 加 的 切线 ; 

(2) 4 也 一 CD. 

解 () 因为 CDB= 0DB= -0OBD 
一 全 D40C， 因 此 CD 是 人 4 的 外 接 阅 的 
切线 . 

(2 过 点 C 作 4LC 的 垂 线 与 B 吾 相交 于 点 
即 则 以 忆 在 以 42 为 直径 的 圆周 上 , 所 以 
CO41= -CDBH= -0ODB 
一 OPBD= 4 万。 
C4= 4F， 
LOB= 7] 玉 = DB4 届 ， 
人 4C7EAB4 万 ， 


义 因 


-vi reres ts- evve tttem 一 一 


40D, 同样 ，DO 平分 CBDC。 
又 .401 EBD， 
…， LA4OD+ABDO=23L 书 
于 是 ”0OcD+-ODc= -AR 
故 COD= 一 BR。 忆 
393， 设 4 为 圆 忆 
O 的 直径 ， 由 端点 4 作 
过 圆 上 一 点 C 的 切线 
的 垂 线 47D， 其 垂 足 为 
卫 ， 延 长 4D、BC 相交 
于 也 , 则 4 瑟 =4B， 
解 ”因为 DO 是 切线 ,所 以 DO LOC。 


， DOL 4 如 
-，001 4 媚 
于 是 AO0B= 4BB。 
但 0OB=00， 
所 以 OpBO= 0OCP。 


从 而 “47B 一 OPC 一 4 万 ， 
故 423=45. 一 
394. 若 过 全 的 [ 闪 
中 点 C 的 直线 与 弦 4B 。 AASN 
相交 于 点 D， 上 且 与 个 
的 共 录 红 相 交 于 点 马 
则 直线 4C 是 过 三 点 人 
忆 、 殖 的 圆 的 切线 。 
解 ”因为 C 是 念 的 中 点 ;所 以 
候 = 全， 
于 是 在 4、C 轧 上 的 两 回 周 角 相 等 , 即 
4BO= -C4F. 
因此 ，4C 是 与 圆 4D 及 相 切 于 点 4 的 直线 . 
395. 设 圆 0 的 直径 为 4B, 从 回 周 上 一 
点 卫 作 4B 的 生 线 , 其 重 中 为 召 , 从 点 4 向 
过 点 书 的 切线 作 垂 线 ,其 垂 尼 为 互 , 则 、 
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4 已 一 .4 抑 ， 
解 ”4PB= ABR 


PE 4P， 
LS 
NS” 


.。 A4F 克 
AL4P 殊 = ALFK， 


一 4BP. 
.LA4BP 一 4PK， 
因此 “和 人 A4PES 和 4PK (一 边 和 两 角 )， 


于 是 


又 因为 P 开 是 切线 ， 
所 以 
故 4 克 一 4 开 . 
396. 在 圆 内 接 三 角形 _ 4BO 中 ，LB4C 
的 平分 线 与 BO 相交 
于 点 D， 从 点 卫 作 
4B3 的 平行 线 ， 与 过 
点 4 的 切线 相交 于 | 以 
点 也 则 C 了 平行 4D，B D 
解 ” 因 为 4 刀 是 切线 ,所 以 人 B4C 一 一 B， 


又 ” 也 也 1/ 4B， 
`“， 人 .DB 一 TDC， 
于 是 BEF4C 一 了 DO。 
因而 4DCZ 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
LA4C 了 一 47 刀 。 


又 因为 DB/ 4B， 且 4 是 人 4 的 平分 线 ， 
所 以 

47 万 一 DB4D 一 一 D4C， 
于 是 ”CC4OZ 一 AD4C， 
从 而 “C 刀 1/ 4D. 

397. 设 圆 内 相交 
两 弦 4B、C 的 交点 
为 P， 作 过 4、P、C 三 
点 的 硒 的 切线 PIT， 则 

ZZ 1/ BD， 
解 因 PT 是 切线 所 以 
4P7 一 4OP。 
又 因 同 弧 上 的 圆周 角 相 等 , 所 以 
4OP= 4PD， 
-"-， 4P7 一 4BD， 
于 是 PT 17 EBD. 

398， 若 从 圆周 上 的 点 4 作 两 弦 4B、 
40, 又 作 直 线 BD 平行 于 过 点 4 的 切线 4 刀 
且 与 4C 或 者 4C 的 延长 线 相 交 于 点 卫 ， 则 
BDC 与 483 相 切 。 


一 


解 因为 4 马 是 切 
线 , 所 以 
了 T4B= 一 40B. 
@ 
交 本 区 


又 


DB41/BD， 
AFL 
一 人 .4BD. 四 
于 是 由 @、@, 得 
4BD= .4CB， 
因此 圆 BDO 在 点 万 与 4 相 切 。 
399。 若 半径 04、OB 互相 和 王 直 ， 卫 是 
0O4 上 的 任意 一 点 ， 了 
过 姜 作 弦 BPOQ， 过 
点 四 的 切线 与 O4 的 。 A 
延长 线 相交 于 点 环 ， VW 
则 人 AP 是 等 膨 三 NT 
角形 。 
解 因为 6ZR 是 切线 、 所 以 
0O8R 一 BE= POPB 
一 (OPB+ 0OBP) . 
， 0509， 
.…。 09P 一 “0OBP， 
于 是 ”0O9R 一 -09P 一 OPPB， 
即 ZOP 一 ~RP9， 
所 以 人 ARP9 是 等 腰 三 角形 。 
400.， 设 延 长 吏 的 直径 B4 到 点 P， 使 
4P 等 于 半径 0O4， 过 点 4 的 切线 与 从 点 卫 
所 作 切 线 PC(CO 站 
为 切 点 ) 相 交 于 C 
点 吾 连结 BC [一 7 SN 
且 延 长 与 4 互 的 B 
延长 线 相交 于 点 2 
必 则 ADC 是 
正三 角形 。 
解 因为 4 是 直角 三 角形 OPGC 的 斜 边 
OP 的 中 点 ,所 以 
40=4P=40. 
又 .04=00， 
…，04=40O=C0， 
于 是 AO4C 是 正三 角形 。 又 因为 
03=0O0， 
CO04=60。， 
.， 了 B=30"。 
人 B4D= -已 


而 且 
又 
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…， 一 D 一 60". 中 
其 次 ,因为 CP 是 切线 ,所 以 
EO4 一 DB 一 30"。 
.DC 万 一 60"。 


由 @、@, 得 人 DO 如 是 正三 角形 . 

401. 从 直径 4 的 延长 线 上 一 点 C 作 
该 圆 的 切线 CD， 
切 点 为 也, 若 47 
和 ~.4OD 的 平 人 
分 线 的 交点 为 
允 , 由 


CO 万 太一 于 2B. 


解 设 BOC 和 2ZDB 的 交点 为 书 在 人 BE4C 
和 人 FDC 中, 因 0 是 切线 ,所 以 
BT4O= FFDO-。 
.40 刀 一 一 PCOF， 

A4NGC= DBFC， 
DB 一 DF. 


而 且 


因此 
而 4DPB= 一 已 
所 以 AZBZ 是 等 腰 直 角 三 角形 . 


LADBN- 亏 BR 
即 CED- 广 2B. 


402. 若 在 线段 4 妃 上 取 一 点 已 从 点 总 
作 以 3P 为 直径 的 
' 贺 的 一 切线 ， 其 切 


的 切线 的 交点 分 别 
为 D.C, 则 ADTC 
是 等 腰 三 角形 。 又 这 个 三 角形 是 正三 角形 
时 , 求 线段 4P、BP 的 比值 . 
. 解 因为 人 PTC 是 直角 三 角形 ， 且 DT、 

了 P 是 切线 ,所 以 ， 
DP= DT， 
故 卫 是 作 边 PC 的 中 点 .从 而 DC= DZ， 
此 AD7C 是 等 腰 三 角形 。 为 使 这 个 三 角形 
构成 正三 角形 ,只 需 

DTC=60". 

.47ZP=30"， 
PDBT 一 47TP=30"， 


因而 


RE 半生 
四 


BTP= 已 
所 以 B47= 30*。 
P4 一 PT 一 王 BP， 
4P:BP 一 1:2。 
403， 若 三 角形 的 


两 底 角 之 差 为 直角 ， 则 
过 其 项 点 所 作 这 个 三 角  A 
形 外 接 圆 的 切线 必 垂 直 
于 底 边 。 
解 设 A4BC 的 下 
一 C++- 马 过 点 4 的 人 A4BC 外 接 贺 的 切 
线 与 CB3 相交 于 点 也 由 


AD4DB= 40CF， 
又 过 百 作 BO 的 垂 线 3 允 ， 则 - 
4BBE 一 4CB (假设 )， 
AD4B= 4BFB， 
故 4D1/ BDI。 
但 BBLDO， 
所 以 4D453C. 
404， 芳 把 圆 的 弦 4 向 两 边 延 长 分 别 
到 点 C、 也 , 使 4O= BTD， 则 从 C、 嘱 商 这 个 
圆 所 作 的 两 切线 CP、D9 必 相等 . 


解 因 40=3D， 所 以 4 下 的 中 点 劲 是 
D 的 中 点 ,而 且 
OM_JOCD， 


三 角形 ， 舍 边 和 
它 的 一 直角 边 都 分 别 相等 ， 所 以 它 们 全 等 。 
故 
cpP=DQ. | ->D 

405.。 把 芒 4 

向 两 端 延长 到 C、 

也 ,使 40 一 BD, 从 
CO、D 分 别 作 4B cc 
异 侧 弧 的 切线 CZ、DZ, 则 瑟 1 平分 4 万 。 

解 设 2B 和 4PB 的 交点 为 G， 过 卫 作 
OZ 的 平行 线 与 了 8 的 交点 为 妃 ， 则 ACEG 
与 ADEG 相似 , 若 0 妈 的 延长 线 为 瑟 反 ， 则 
五 民 、 了 TD 都 是 切线 ,所 以 

二 玖 万 1 一 一 了 1 
又 因为 瑟 妈 汉 司 ， 所 以 


玖 到 太 = ] 万 万 万 ， 
于 是 DT 万 一 DZT， 
从 而 DZ7 一 D 万 。 
但 是 也 思 = CC (根据 上 题 )， 
'。 COB= DEF， 
ACZGc2 和 ADEG， 
CG=DG， 
所 以 46= BG (40=BD). 
406。. 若 由 直径 p 
为 48 的 半圆 周 上 的 ABR 
任意 一 点 一 所 作 4 刀 
的 垂 线 为 PM， 以 ANDAN 
4M、B 了 为 直径 画 A M 8 
半圆 , 与 P4、PB 的 交点 分 别 是 9、 玉 ， 则 
628 是 所 画 两 半圆 的 公 切 线 。 
解 ”连结 .MQ9、 开 瑟 ， 则 四 边 形 P9XR 是 
夭 形 , 可 画 外 接 加 ， 
AMQOR= 一 MPR。 
。 AMPRB= Ma4P， 
MOE= -2M4P， 
所 以 @BR 是 半圆 49M 在 点 @ 的 切线 。 同 
样 ，EGQ 是 半圆 MBB 在 点 互 的 切线 ， 即 95 
是 公 切 线 。. 
407.。 两 圆 公 切 线 的 切 点 * 两 圆 连 心 线 与 
两 圆周 的 交点 ， 分 别 连结 这 些 点 的 线段 是 互 
相 平 行 还 是 互相 垂直 ? 


解 ， 设 两 贺 的 圆心 为 0、0'， 直 线 00' 与 
两 个 圆周 的 交点 顺 次 为 C、C， 刀 也， 则 
0O4、0' 了 都 是 4 的 垂 线 。 

.，0410'B，A400 一 人 BOD'。 
但 是 人 400, 人 507 都 是 等 腰 三 角形 。 所 
以 

20= 亏 400， 2ZD=- 互 人 HBOD" 
es COC= 一 耻 ， 4C1 DBD。 


同样 ， 40 1 DBD'。 
国 为 LA 人 C4C = 人 尼 

“所 以 4C _L 4C。 
BFD14O, 
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“，40 53D。 
同样 ， DBD _L4C。 
408. 芳 两 圆 的 外 公 切 线 与 内 公 切 线 相 
交 于 四 点 ， 则 这 四 点 与 这 两 贺 的 两 心 都 在 同 
一 圆周 上 。 


解 设 圆 0、O' 的 外 公 切 线 为 4B、CD， 
内 公 切 线 为 4.B'、C'D'。 它 们 的 交点 为 互 、 
M、 互 、 乙 连结 00、0 玖 , 则 

4450 一 OP ， 
BFO'= 一 0 万 D， 
.…。 OPO'= AR 
于 是 互 在 以 O0' 为 直径 的 圆周 上 . 对 于 允 、 
瑟 、 工 有 同样 的 结果 。 所 以 互 、M、 羽 、 工 在 
OO' 为 直径 的 圆周 上 。 

409. 若 两 外 切 贺 的 两 外 公 切 线 的 切 点 
分 别 是 互 、 均 、 
工 _M, 则 四 边 形 
瓦 区 NM 世 为 一 
的 外 切 四 边 形 。 

解 ”因为 五 怕 、 
了 五 的 夹 角 的 平 
分 线 过 O、O0'， 且 垂直 平分 妃 忆 、M (问题 
369),， 所 以 过 两 圆 的 公 切 点 4, 于 是 

2 4 万 也 一 47 万 。 
又 "47 刀 一 一 开 万 4， 
wo。 一 .4 万 二 一 一 天 万 4 
同样 ，4 开 、4M、4 分 别 平分 全 KM、 
L 民 MT、L~MZZ, 所 以 4 到 四 直线 互 尽 、 
娓 Z、LM、 了 互 的 距离 相等 。 故 以 4 为 贺 
心 可 以 画 出 这 个 四 边 形 的 内 切 圆 。 

410. 设 人 4H0 的 外 
接 圆 的 圆心 为 0， 由 点 O 
所 作 4B、4C 的 平行 线 与 
过 点 B、C 的 切线 分 别 
相交 于 闪 妃 则 也 环 与 
A4BC 的 外 接 圆 相 切 。 

解 过 点 4 作 直 径 4 
者 连结 3D、FB, 则 在 人 OBD、AOZD 中 ， 
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0D1.4DB，- 
.和 ~.4BO= 50D， 
~B40=~DOP。 
但 04=OPB， 
4PBO=B40O， 
于 是 BO0DP=~DOF. 
又 因 0B 一 OF，OD 公共 ， 
“， AOPDS22AOFD)， 
从 而 AOZD= “0ODBD= AR. 
同样 ， LO 万 了 R， 


从 而 也 \ 了、 如 在 一 直线 上 , DZ 与 圆 0 在 点 
五 相 切 。 

411.，， 以 圆 0O 上 的 
定点 C 为 圆心 画 吏 ， 
从 圆 0 上 的 点 也 向 
圆 C 作 两 条 切线 与 加 
0 相交 于 4、B, 则 不 
管 点 卫 的 位 置 如 何 ， 4 帮 有 固定 的 方向 ， 

解 胃 为 P4、P 刀 是 园 C 的 切线 ， 所 以 
FC 平分 /4PB, 从 而 

40= 了 ， 
.4DP_LOC. 
而 CO 是 定 直线 ，43 是 垂直 CO 的 ,所 以 党 
有 固定 的 方向 . 

412. 过 圆 0 外 
一 点 4 和 圆心 0 作 
任意 圆 和 由 点 4 作 
0 的 切线 4B' 和 
互 的 交点 为 瑟 由 
孔 作 圆 0 的 另 一 条 切 
线 和 圆 民 的 交点 为 0， 再 由 点 马 作 加 0 除 
BC 以 外 的 切线 和 圆 忆 的 交点 为 也 , 则 直线 
4D 与 贺 0 相 切 . 

解 设 4B、OD 与 圆 0 相 切 的 切 点 分 别 
为 妃 、D, 则 四 边 形 4BCO 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
所 以 


/DBL4O=. -00P。 


但 是 0O0B 一 OO0D/ 
(CB、CD 是 圆 0 的 切线 ), 于 是 
/B4O= 00D' 
又 因 四 边 形 4OCP 是 圆 内 接 四 边 形 , 所 以 
00D'= 04D， 
APB'4O= -04D. 


码 4B' 与 圆 0 相 切 , 故 4 忆 与 贺 0 相 切 。 


证 明 是 
413. 4B、CD 是 了 条 给 定 的 平行 线 , 车 
个 


任意 圆 切 于 43 上 的 
定点 ， 且 与 CD 交 
于 点 辟 、 九 ， 则 过 点 
瑟 、 环 所 作 这 个 贺 的 
切线 都 和 定 圆 相 切 . 

解 ”因为 

五 不 1 4P， 
也 是 切 点 ,所 以 X 
工 刀 一 全 怀 ， 

于 是 TBT 一 7T 万 万 

设 过 点 的 切线 和 过 点 丈 的 切线 的 交点 
为 开 ， 由 点 了 向 玫 刀 、CD 所 作 的 垂 线 分 别 
为 工 且 、TG， 则 在 人 7 姻 互 、 人 7ZZBG 中 

LT 再 万 一 了 了 奋 一 7 万 克 
IT 了 一 玉 一 ATGD. 

而 且 Z 好 公共 ， 
， 人 7ZPFc2A 人 7ZBG，. 
于 是 了 万 一 7G. | 
圆 样 , 设 由 点 了 向 过 点 歹 的 切线 所 作 的 垂 线 
为 ZZ， 则 


B 


2 一 TG. 
而 是 定点 , TG 是 定 长 线段 ,所 以 这 个 圆 在 
点 台 、 的 切线 , 与 以 了 为 圆心 ,7ZG 为 半径 
的 定 圆 相 切 . 
414， 设 以 锐角 三 角形 4BC 的 底 边 BO 
为 直径 所 作 的 圆 ,与 边 


4B、40 的 交点 分 别 是 也. 
将 ,过 万 , 刀 的 切线 的 交点 人 N 


为 媚 则 直线 .4 万 过 了 加 E 

和 CD 的 交点 互 ， N 
解 因为 CDL4B， 3 5 

所 以 互 是 A4BC 的 垂 

心 , 因此 如 果 延 长 4 互 与 BC 的 允 点 为 .五 则 

4Z 了 上 BO. 若 过 点 刀 的 切线 与 4 已 交 于 点 

五， 则 


LABDO= DEFHC. Q@O 
又 因为 愉 、 互 、 忆 、 互 四 点 共 贺 ,所 以 
ADEC=-DH4，… @ 
由 @O、@, 得 . 
BIDZ= 一 及 万 D， 
,… 瑟 盖 灭 事 。 
而 且 L47D 万 一 一 也 
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所 以 下 是 .4 瑟 的 中 点 。 同样 ， 从 点 妃 作 这 
圆 的 切线 也 过 4 互 的 中 点 如 ， 从 而 到 和 五 
重合 ， 即 直线 48 过 点 互 。 

415.， 关 从 已 知 的 圆心 2 向 任意 直线 
Z 作 垂 线 O04， 过 垂 足 4 作 割 线 和 圆周 交 
于 点 她 及 C 过 号 .C 所 ， 
作 贺 的 切线 和 直线 马 了 
分 别 交 于 点 又 了 工 ， 则 
点 4 到 点 怀 .了 等 距 . 

解 因为 COB3Z 一 
04 了 一 一 甩 所 以 0、 
4、 碟 四 点 共 贺 ， 

' AXO4= 一 -人工 B4. 
同样 , O0、4、 了 、C 四 点 共 加 ， 
'、~TO4= -Z04. 

LAXPB4= -7ZYC4， 

“， ~XO4= ~ZD4， 
且 0O41ZY， 
“"，OX=O7， 
4Z=47。 

416.， 设 两 等 圆 0、O',， 若 从 圆心 0 所 作 
圆 0 的 切线 的 长 O4 等 于 圆 的 直径 , 则 其 内 
公 切 线 的 长 等 于 贺 
的 半径 . 

解 设 0O4 和 贺 . 
O 的 交点 为 歼 则 

OB=4B=40'. 
把 00 的 中 点 到 和 召回 结 , 则 

BM1/ 40,， 
LOB 开 一 0O40' = 已. 
于 是 好 已 是 圆 0 的 切线 。、 从 CO 向 BUM 作 垂 
线 00, 则 四 边 形 O'.4BC 是 正方 形 ,所 以 
.0.4=0C= BC. 
于 是 B0 在 点 0 与 圆 0 相 切 ，BC 等 于 圆 0 
的 半径 04. 

417. 溢 过 贺 内 
接 三 角形 4B8C 的 顶 
点 BC 所作 该 圆 的 
切线 的 交点 为 忆 ， 过 
了 作 4B 的 平行 线 与 
圆 相交 于 点 必 、 忆 则 
4L40 平分 D 了 。 

解 ” 设 圆心 为 O, 40C 与 了 如 的 交点 为 内 1， 


而 且 


连结 0C.OM OP.OB, 因为 4BN PDB, 所以、 


APMC- 540- 王 人 BOC- APOc 


(PB、PC 是 切线 )， 
因此 O、M、C、 古 四 点 共 圆 ， 
AOMP= OOcP= R， 


于 是 ”0OMJDZ，DM= 了 了 

418， 在 人 4BC 中 ， 

4B+40O. 设 也 为 BC 中 

的 外 接 加 的 切线 相交 于 点 区 7 

到 了 了 和 外 接 加 的 交点 Ni。 

为 好 .求证 ULUL_A 
AU4B= AD47。 | 

解 车 O 为 外 心 , 则 
又 OPDD， 
052 一 0OD.O 了 了 、 

但 是 0OB=O4， 

于 是 0O42=0OD.O 了 了 

因此 ， 过 4、\ 刀 的 圆 与 直线 04 相 切 于 点 


点 ,过 顶点 也 C 作 A 人 45C 
/0OB 万 一 人 丈 . 王 
4 


047D=480。 @ 
由 O4=OF, 得 
0O471 一 O74。 轩 
由 四 一 @, 得 
AO48 一 -04D=0584 一 -450， 
即 Lj]D4F = FL4、 

419， 设 人 4B0C 的 边 BC、C4 的 中 战 分 
别 为 了 、 到 ， 由 4 向 
BC 所 作 的 垂 线 足 为 
， 则 过 点 卫 所 作 
园 DBZ 的 切线 和 
BC 所 成 的 角 之 一 和 8 
原来 的 三 角形 的 两 底 


角 B、C 之 差 相等 . 
解 ”因为 也、 隐 分 别 是 BC\、4C 的 中 点 ， 

"。 也 刀 /4D， 
于 是 

LAB=-BDO 0a@ 
又 因为 妃 是 直角 三 角形 _ 48C 的 斜 边 4C 的 
中 点 ,所 以 

LO= LABFO. . @ 
由 @-@, 得 . 


ALC- LAB=-BFC- APBDF=DHB。 
若 过 点 卫 所 作 网 刀 ZZF 的 切线 为 DZ， 则 
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ATDO=DBFH= -0C-B。 
420， 设 贺 0 的 直径 为 4B, 由 端点 4 的 
切线 上 一 点 C 作 割 线 
和 加 周 的 交点 为 刀 、 忆 ， 
且 BD、BE 刀 和 CO 及 其 
延长 线 的 交点 分 别 为 
三 、G 则 
OF 一 0G。 
解 设 从 点 0 所 作 
也 妇 的 垂 线 为 0 互 ， 由 点 了 作 BFG 的 平行 线 
和 B4、B 万 的 交点 分 别 为 忌 、 盖 则 
0HO=~O40= -RE. 
所 以 0 如、4、C 四 点 共 贺 , 因此 
04 玖 = 00C 互 =~ EDB， 


从 而 卫 、4、 互 、 鳌 四 点 也 共 圆 ， 
.下 万 D= KR4D 一 一 BBD， 
于 是 “五 羽 / 一。 
而 瓦 是 刀 刀 的 中 点 ,所 以 了 及 一 互 忆 又 因 
FTGADD， 
故 OF 一 069. 


421， 过 圆 0 上 一 点 4 作 切 线 4B 及 驼 
40, 过 40. 上 -- 点 卫 作 0 的 垂 线 和 4B 交 
于 点 B, 由 卫 作 割 线 
和 圆周 的 交点 为 瑟 、 
卫 , 车 CBE、C8 和 也 D 
的 交点 分 别 为 G、 刀 ， 
则 DG 一 互 。 
解 ”因为 
OPDPB= 一 六 
一 O04P， 
所 以 四 边 形 ODB4 为 圆 的 内 接 四 边 形 。 沙 
这 网 和 闻 克 的 交点 为 互 ， 则 
… OK 一 一 已 ， 
所 以 忌 是 加 及 的 中 点 。 落 从 如 作 BD 的 平 
行 线 和 C4、CZ 的 交点 分 别 为 工 、_ 7, 则 
了 一 DBB 一 D4 乓 。 


所 以 4、 瑟 、 芭 五 四 点 共 圆 ， 
"， ITK 盏 一 4 万 = OCT 刀 ， 
于 是 也 1 FM 
又 性 一 交 古 ， 
MI 一 工 了 ， 
但 是 杂 已 石 G， 
.也 感 =DG。 


422， 设 卫 是 弓形 4MZB 弧 上 的 任意 一 


点 ,延长 4P、DBP, 且 蕉 取 PPB' =PDB，P4' 一 
B4, 则 .43 与 定 圆 相 切 。 
解 若 允 是 4PZ 的 中 点 ， 则 下 已 平分 
4P4' (问题 301)， 所 以 
和 AP4MS2A 人 P4'M (两 边 严 和 角 )， 
"MK4=M4， AP4M=P4M. 
又 由 假设 知 
AP4PFS2AP4'PB， 
人 P4BB 
一 AP4'P'。@ 
由 四、 四 ， 得 
ML4B=AM4'P'。 
从 点 玛 作 4B、4'B' 的 
垂 线 分 别 为 到 COC、MD， 则 
AM4CcseA34 也 
(直角 三 角形 的 斜 边 和 一 锐角 对 应 相等 )， 
MOC=MD, 、 
因此 形 刀 是 定 长 ,并 且 是 定点 ,于 是 4BI 
是 与 以 到 为 圆心 .2C 为 半径 的 圆 相 切 于 点 
也 


423， 设 直角 三 


角形 4BO 的 直角 瑟 
| 及 其 外 角 的 平分 线 和 
04 或 04 的 延长 线 2 
的 交点 分 别 为 卫 、 妃 ，H 一 -一 6 一人 


若 4C 的 中 点 为 媚 则 B71 与 圆 DB 到 相 切 
于 点 万 。 
解 ”因为 BD、B 刀 分 别 为 了 瑟 及 其 外 角 
的 平分 线 ， 
。 ZL4BD= 卫 LB- ]4BHB 太 四 


又 因 允 是 斜 边 40 的 中 点 , 所 以 
.4B1 一 PP4PF。 四 
由 全 、 人 @@， 得 
LA4BH 一 4BD=B4DD- 一 4FPB， 
ADBF 一 DBDB， 
故 了 万 与 圆 DB 相 切 于 点 五 。 

424， 若 从 正方 形 4BCD 的 顶点 4 作 
任意 的 直线 和 BD、CD、BC 或 者 它们 的 延 
长 线 的 交点 分 别 为 吾 、 取 、G， 则 0 如 与 圆 
CGF 相 切 于 点 C。 

解 ，… /4DB= CDZ 上 且 4D= DO 
D 刀 公共 ， 

人 DBE422ADZO， 
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于 是 ADOB= AD4d 刀 . 
但 居 DCG， 
AD4 玉 一 人 
从 而 DCB 一 G。 
因此 , 圆 CGZ 与 C 互 相 切 于 点 C。 

425. 设 平行 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 的 
交点 为 O, 从 刀 及 也 分 别 作 4D、4B 的 垂 
线 , 其 垂 足 为 五 了 ， 
则 OOB、OP 都 与 贺 
4 妃 B 相 切 . 

解 人 了 B7D 是 直 
， 角 三 角形 ,0 是 了 BD 
的 中 点 ,所 以 
OHB= -0OBT. 
又 因 下 、 召 、 瑟 、 四 点 共 圆 ， 

人 OBB 一 站 柬 ， 
OFTB 一 4 万 PP， 
因此 OF 与 圆 4 万 尺 相 切 于 点 也.。 

同 理 ，O 万 与 此 圆 相 切 于 点 五 、 

426. 设 人 4BO 与 给 定 的 三 角形 全 等 ， 
边 4B、40 分 别 过 定点 X_ 人 A 
了 与 9, 使 顶点 4 在 PQ 
的 一 侧 移动 时 , 则 边 BC 
与 一 定 圆 相 切 。 也 Q 

解 ”因为 边 4B、4C 
分 别 过 定点 P、9, 因 此 BY D 
P49 是 固定 不 变 的 , 所 以 点 又 在 以 Pe 为 
弦 所 对 .4 的 弓形 台 上 。 此 弓形 弧 是 确定 
的 . 若 从 4 所作 BC 的 平行 线 与 圆 4P@ 的 
交点 为 驻 ， 则 

AP4X 一 4BC= 定 值 , 
因此 绝 PZX 一 定 。 开 是 定点 。 现 从 4 习作 
BC 的 垂 线 4D、X 了 了， 四 边 形 4XKZD 是 矩 
形 。 因 此 


了 XY 一 4D=- 定 值 ， 
所 以 BC 总 是 与 以 定点 王 为 圆心 ，4DP 为 半 
径 的 圆 要 切 。 本 


427.， 若 三 角形 与 给 定 的 三 角形 全 等 , 且 
两 边 分 别 和 两 定 贺 A 
相 切 ， 则 第 三 边 也 
和 定 圆 相 切 . 

解 设 以 、9- 
为 圆心 的 两 定 圆 和 
A4BO 的 边 4F、 
4C 分 别 在 点 有 到 8 相 切 ， 过 妈 、8 分 别 作 
4B、4C 的 平行 线 ,其 交点 为 了 用 与 BO 的 交 
点 分 别 是 I、 太 。 这 时 PT、7@2 分 别 平 行 
于 B4、C4，TPT 到 .4 的 距离 、7QZ 到 
4C 的 距离 都 是 一 定 的 , 所 以 ATVZ7 的 形状 
与 大 小 是 一 定 的 , 由 上 上 题 知 Z7 即 BO 与 定 
圆 相 切 。 

428. 作 一 直线 与 人 A4560 的 三 边 BC、 
C4、4B 或 者 它 
们 的 延长 线 的 交 
点 分 别 是 也 、 刀 、 
五 ， 若 过 点 4 
4 至 好 的 切线 和 
过 点 吾 圆 BDz 
的 切线 相交 于 点 
G;, 则 GC 为 较 C3BD 的 切线 ， 

解 ”因为 4G 是 圆 4 双 及 的 切线 ,所 以 


AG4O= 了 4FB. 
又 因为 6G 是 圆 BDP 的 切线 ， 
AGEC= -4FD， 
于 是 LAG4C= AGBC， 
所 以 4、B、C、G 四 点 共 园 ,于 是 
/4BG= -406. 
又 因为 BG 是 圆 BDF 的 切线 ,所 以 
/4BG= 了 BDT， 
因 布 40G= BD 
由 .~40G= AcDzB。 


故 贺 CZBD 在 点 C 与 GC 相 切 。 


瑟 . 三 角形 的 内 心 、 旁 心 、 内 切 


图 、 旁 切 园 
429. 三 角形 的 三 个 角 的 平分 线 相 交 于 


一 点 , 这 点 是 三 角形 的 内 切 圆 的 圆心 . 

解 设 人 4B8C 的 4 和 一 B 平 分 线 的 交 
点 为 0, 如 果 从 C 向 三 边 4 及 、 BO、C4 作 垂 
线 分 别 为 OP、OB、OPF, 因 和 0 是 一 4 平分 线 
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上 的 点 ,所 以 点 Q 到 
4B、40 等 距 , 即 
O7D 一 OF 。 


本 此 点 O 到 ~C 的 两 边 4C、EC 的 距离 相 
等 ， ~C 的 平分 线 也 过 点 O。 又 因 
OD=0O 刀 =OB， 

所 以 以 O 为 圆心 ,0O7D 为 半径 所 作 的 圆 和 三 
边 相 切 , 即 点 0 是 人 A4BGC 的 内 切 圆 的 欧 心 - 

430. 三 角形 两 
个 外 角 的 平分 线 和 另 
一 个 内 角 平 分 线 相交 
于 一 点 ， 这 点 是 旁 切 
贺 的 圆心 . 
设 A4BC 的 人 BAGC 
的 外 角 平分 线 交 于 点 0， 从 0O' 向 4B、E5C、 
C4 所 作 的 垂 线 分 别 为 OPD、O、OT， 则 

、 O0'=0' 五 一 O' 了 7 

4 的 平分 线 也 过 0， 于 是 以 0 为 圆心 
OO 为 半径 的 加 与 BC， 以 及 4B、4C 的 延 
长 线 都 相 切 ， 即 0' 是 A4BC 的 旁 切 圆 的 圆 
心 。 ， 8 

注 三 角形 有 三 个 汶 

心 。 
431。 人 4R8C 的 内 心 、 
4 内 的 旁 心 以 及 两 顶点 
至、C 都 在 同一 圆 半 上 。 

解 设 0 是 A4BO 的 
内 心 ， 则 OB、OC 分 别 是 
了 B、~C 的 平分 线 , 又 设 
在 4 内 的 旁 心 为 0, 则 0B、O'C 分 别 是 
B，~C 的 外 角 的 平分 线 。 

AOBO'= = -000/ 

于 是 0, 0' 以 及 了, C 都 在 同一 圆周 上 ， 

432，.， 若 人 4BG 扩 


的 内 心 为 9, 则 
8 bp 一 人 C 


BOG 
解 参考 问题 ?9 的 解 。 


1 
一 90" 十 否 4， 


433。 洛 三 角形 4BC 入 
的 4 包含 的 旁 切 区 的 
留心 为 0， 则 
/BOC=90*- 到 24. 3 

解 参考 问题 79 的 解 . 

434。， 在 A4FC 中 ， j 
设 内 心 为 也 延长 BT、CX 中 
和 边 LO、4 万 的 交点 为 履 .如 ， 若 D7 一 BT， 
则 人 A4BC 是 怎样 的 
三 角形 ? 

解 因为 47 是 4 
的 平分 线 ,， 所 以 也 关 
于 47 的 对 称 点 也 
在 453 上 。. 因为 

DT= DT 一 了 7， 

所 以 忆 和 允 重 仿 或 者 人 7 也 如 是 等 腰 三 角 
形 


@ 当 忆 和 殖 重 合 时 ， 
LA4BT 一 人.4DT7= ALDT。 


L 人 B+ 斑 CO=~ 云 CB+LC， 


于 是 .B=C， 

(这 当 AZ 是 等 腰 三 角形 时 ， 
LA4BT+ 4DT= /4BT 二 ALDT=180。， 
《 2B+ 立 20)+ 人 (二 十 20) 

一 180。， 

了 B+AC=120。， 
4=60。。 
因此 人 A4BC 是 4B= .40 或 者 4=60。. 

435， 若 0Os 分 别 是 与 A4BC 的 边 40. 
4PB 相 切 的 旁 切 圆 的 心 ， 则 已、 C、 CO、 Os 
四 点 共 末 , 

解 因 C0 是 人 4PBo 的 旁 心 , 所 以 Co 以 
及 00 是 4BC 以 及 ALCB 的 外 角 的 平 
分 线 。 同 理 , 0 是 0 


于 是 


在 Z4BC 的 外 角 A 
以 及 二 40 的 平 0， 
分 线 上 ， 
LOxBO。， 一 8 
一 了 一 一 OxCO;， 


因此 B3、C 是 在 以 0x0s 为 直径 的 圆 局 上 ， 即 


忆 、 C、 O、 Os 四 点 共 四 。 
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436， 若 人 4BOC 的 ~ 包含 的 旁 切 加 
的 圆心 为 0， 则 人 


L/40'B- 志 CC. g 
。 和解 设 A4BC 8 


的 内 心 为 O， 则 C 
OA40O= 一 已 0OCO=R。 
所 以 4 O、C、O' 四 点 共 圆 ， 2 


”40'0= 400= 亏 20. 


437。 三 角形 的 旁 必 
在 三 角形 外 楼 贺 的 外 部 . 
解 设 A4BC 的 内 心 
为 0， 延 长 40 和 外 接 贺 8 
相交 于 点 D, 则 
LCPDJD>= 一 -COC47 


工 
可 Cd 


LOBC=- 于 人 LB. 


.… LOBD-= 吉 (CBTTC 人 <90". OO 


设 Z4 内 的 劳 切 图 的 圆心 为 P, 则 BP 是 、 


一 互 的 外 角 的 平分 线 , 所 以 


OPBP 一 90"。 四 | 


由 包 、 加, 得 

AOPBP> OP， 
因此 点 已 在 0 的 延长 线 上 , 故 点 己 在 外 接 
加 的 外 部 。 

438. 设 直 角 王 
角形 4BC 的 内 切 
和 人 丢 边 BC 的 切 点 为 
2 则 BT…TC 等 于 三 
角形 4BC 的 面积 . 

解 因为 BT 一 BS，07 一 CR，4BR= .48S， 
所 以 


BT 王 (BOTB4 一 40)， 
CT 一 王 (C4 +CB-4B)， 


. B7.Or- 革 [BC+(B4-4O)] 
x [BC- (4B-4O)] 
~ 元 [BC 一 (4B-240) 


同 理 


本 过 [BC?- (4Ba3 了 40? 


一 24 万 .4C)J。 
但 是 DO2 一 4B2? 十 402， 
所 以 从 上 式 得 
BT.CT 一 也 4 万 ,4C 一 Sapc。 


439， 任意 四 边 
形 的 每 三 边 ( 如 果 必 
要 可 以 延长 ) 相 切 于 
较 ， 著 都 在 四 边 形 的 
内 部 或 者 都 在 外 部 ， 
则 此 四 个 囊 心 在 同一 圆周 上 . 

解 ” 若 四 边 形 4BOD 的 A4 的 平分 线 和 
一 B、ZD 的 平分 线 的 交点 分 别 为 G@、 互 。 洁 
~C 的 平分 线 和 B、 一 了 的 平分 线 的 交点 
分 别 为 到 五 。 则 


<mesr[ace-( 仓 + 全 站 
Lomp-[scn-( 条 + 名) 


4GB 二 ACED 


=|4ZB- ( 肚 +- 且 + 们 


+ -全 川 -?Z2 


故 互 , G，Z, 五 在 同一 圆 局 上 . 

440， 圆 的 外 切 
正三 角形 DBZ 的 边 
是 贺 内 接 正三 角形 
4BC 的 边 的 两 倍 。 

解 ” 设 过 贺 内 接 正 
三 角形 4BC 各 顶点 
所 作 贺 的 三 条 切线 的 
交点 为 也 、 玖 、Z, 则 ADZZ 是 外 切 正三 角 
形 。 而 且 


4 孔 一 了 B， LB4F 一 人 40B 一 忆 L 人 BR， 


同 理 ， LBFB4 一 辟 A 孔 
所 以 A4BO 和 和 人 47 是 全 等 正三 角形 . 因 
47 一 BO， 

4 了 一 BO， 


es 也 了 一 250。 
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同 理 ， ”DZ 一 204， DZ=34P. 

441， 如 果 连 结 人 4BC 四 国生 放 
也 、 忆 、 卫 ， 相生 和 区 则 AD- 可 (BT+ 
0O)， LB- 亏 (CA4)， 2 了 二 (CC4 
十 一 DB)。 

解 若 B4 的 延长 线 
为 4G,， 则 

LAG4LO=- TAO. 
又 因 . 
ZG4O= 4 如 克 


G 


十 L4HB， ”一 
但 是 人 ADBB 的 外 接 园 
分 别 在 点 五 ,如 与 4B、4C 相 切 ,所 以 
45 万 一 一 也 . 
因而 AG4C=2D， 
。 2 万 = BTTAOC， 
于 是 AD- 去 (ZB+LO)， 
同 理 ，。 LB- 王 (CO+L4)， 
LB= 瑟 (4+LAB. 
442. 以 人 A4BC 的 三 个 劳 心 为 顶点 所 ， 


构成 的 三 角形 的 三 个 角 ， 与 内 切 圆 的 切 点 所 
构成 的 三 角形 的 三 个 角 分 别 相等 。 

解 。 如 图 , 设 A4BC 的 内 切 圆 的 切 点 分 别 
为 忆 、 瑟 、 旁 心 分 R 太 Q 
别 为 P、@、 了 .因为 
4 马 ` 4F 为 同一 圆 的 
切线 ,所 以 相等 ， 因而 如 C 
A 人 478 妃 是 等 腰 三 角 


形 , 而 3989 是 4 的 、 


外 角 平分 线 ,所 以 

9B 1 BF. 
同 理 ， PRE/ DBP, PO1/ D 刀 ， 
所 以 人 也 卫 太 和 和 29B 的 三 边 是 分 别 平 


虽 


行 的 ， 从 而 两 个 三 角形 相似 ,于 是 两 个 三 角 


形 的 三 个 角 分 别 相等 
”443. 若 人 4BC 的 内 心 为 O, 它 的 三 个 旁 
心 分 别 为 履 双 、 殉 则 是 人 人 DBF 的 垂 心 。 

解 因 必 五 、 五 是 A4BC 的 旁 心 ， O 是 
它 的 内 心 , 所 以 三 条 直线 DO4、BOB、FOG 


分 别 是 ZL4、B、 
C 的 平分 线 

其 次 三 条 直线 
将 及、 到 P、 也 及 是 也 SC 
分 别 过 项 点 4 也、 
CO 的 ， 并 且 是 其 顶 
点 的 外 角 平 分 线 ， 
所 以 三 条 直线 DO4、 BOB、 二 
条 直线 妃 F、D、DD 刀 垂直 , 且 过 O 点 ， 这 点 
就 是 人 DB 的 重心 . 因此 人 A4BC 的 内 心 
OO 是 ADBZB 的 一 心 . 相 

444， 若 人 4BC 的 
内 切 圆 和 边 5C、C4、 
4B 的 切 点 分 别 为 羽 、 EE 
万 G，BCO=a 04=D 
入 9 一 去 (a 二 3 B K 
bb ， 则 | 4G 一 2 一 Ga 万民 一 0 一 5，0 克 一 0 一 0。 

解 ” 由 切线 的 性 质 ， 

4G 一 4 万 ,BE 一 BG，0OKC， 
把 以 上 三 式 的 两 边 分 别 相 加 , 得 
4G 二 BR 二 COE 一 4 二 DBGTO 


一 于 (4B 二 BO+C4) 一 


C 


即 4LGTBO=2D。 
'，4G=2p 一 BO=p 一 a。 
同 理 ， 瑟 瓦 一 D 一 2，C 囊 一 0 一 c。 

445. (1) 已 知 三 角形 三 边 的 长 分 别 为 
3、4、5， 求 其 内 切 圆 半径 ， 

(2)》 已 知 王 为 人 A4BC 内 的 一 点 ,求证 

4BT40O>PETZPC. 

解 (1 由 已 知 条 
件 知 这 个 三 角形 是 直 
角 三 角形 ， 其 面积 为 
6. 设 它 的 内 切 圆 半 
径 为 则 


(3 十 4 十 5) x 配 =， 从 而 >= 革 


(2)》 延长 BP 和 4C 相交 于 也 则 
4BT4D>BP-PD. 
因为 PDT+DO>zo， 
把 以 上 两 不 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ， 并 消去 两 
边 的 相同 项 PD, 得  . 
4B-+4C>PB-LPC。 
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446. 设 人 4BC 的 人 4 内 的 旁 切 圆 和 
边 4B、40 的 延长 线 的 切 人 
点 分 别 为 瑟 、。 则 
4 百 一 -48 一 
其 中 
2=4BTBC+C4. 
解 设 这 个 旁 切 圆 和 
BC 的 切 点 为 也 则 
BD 一 BRB，OD 一 OF. 
.4B+BO+CO4=4B+(BD+OD) 十 C4 
一 (4B 二 BZ) 二 (4CTCZ) 
一 4 妃 十 4F。 
由 于 4 互 、4 是 相等 的 , 所 以 
4 孟 十 4 了 一 24 盏 一 24 有 ， 


从 而  . 
4 放 一 4B 一 瑟 (4B 十 BOTC2D 2。 


447. 设 人 4BC 的 内 切 网 和 边 4B、 
BO、C4 的 切 点 分 别 为 G、 互 、 互 , 人 4 内 的 
旁 切 圆 和 BO\、4B、40 的 切 点 分 别 为 也、 怠 、 
也, 则 G 刀 一 五 = BC，DK 一 4B~4C0。 

解 设 BC=c，04=2，4=c，cTDTc 
一 2p, 则 由 问题 444, 知 

4G 一 p 一 0。 路 
由 问题 46, 知 
4 历 =2D。 @ 
于 是 由 @、@, 得 
G 盏 = .4 姓 一 4G 
一 D 一 0 一 一 
.…。 BO=GBE。 
显然 又 有 G 召 一 万古 ， 
.-。 G 五 = 也 FF 一 BO. 


BEK=2?-40，， @ 
BD=BZB= 4B-4B=0-4B。 四 


如 果 4 巨 > 40, 则 由 @@、@, 得 
BR 一 BD=4B--40 


Z 四 


即 DE 一 4B 一 40。 
同人 4B<40, 同样 可 得 
了 D 匹 一 40-- 4PB， 


因此 ， 一 般 地 了 区 =4B~4C。 

448. 设 人 4BC 的 内 切 圆 和 BC 的 切 点 
为 瑟 ， /4 内 的 旁 切 圆 和 BC 的 切 点 为 卫 ， 
则 C 开 =BD。 


解 ”由 问题 64,， 知 
CK=OT=D 一 4B. 
又 因 
厂 刀 一 召 刀 一 4 也 一 4B 
一 2 一 4 
"。 CO 区 一 也 也， 

449，， 设 人 4BO 的 内 
切 圆 、~ 4 内 的 旁 切 加 和、 
边 BC 的 切 点 分 别 为 卫 、 
也，2B0C 的 中 点 为 好 ,已 为 4M 上 的 任意 一 
点 , 求证 四 边 形 4BD' 忆 
和 4PDC 的 面积 相等 。 

解 由 上 题 知 

卫 忆 一 CD 
又 因 2BM 王 MOC， 
。 2 了 一 好 
因此 
SS、4px 一 Saxo， 心 

人 pp 一 SPaxD。 轩 
四 一 四 ， 得 四 边 形 4BD 了 国正 各 = 四 边 形 
4PDO 的 面积 。 

450， 设 人 4BC 的 边 4B 和 内 切 圆 的 切 
点 为 也 , 4 内 的 旁 
切 锅 和 4 她 的 延长 线 
的 切 点 为 马 ， 且 4 已 
=34D, 则 人 A4BO 三 
边 的 长 成 等 差 数 列 。 

解 设 人 450 的 
局 长 为 20, 则 由 问题 
444, 得 


4D=p 一 50. @ 


又 4 瑟 一 p， 4 卫 一 34D， 
于 是 由 @@, 可 得 
4D=.4B-BC=34D-BC， 
…，24D 一 BO. @ 


又 因 ， 4BABC+C4=24 刀 ，.， ， 
把 4 妃 =34D，BO=24 刀 代入 上 式 ,得 . 
4DB 二 24DTT40O=64D，- 
,…，4B+40=44D=2BC: 

即 人 4BC 的 三 边 4B，BC, C4 成 等 差 数 
列 。 

451. 设 过 人 4B0 的 内 心 了 所 作 边 BO 
的 平行 线 和 边 4B、4C 的 交 点 分别 为 愉 忆 ， 
则 也 瑟 = DBE-OD。 
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解 ”因为 了 是 A4BC 的 内 心 ,所 以 
DBT A 


ADBT= DTB， 
-， DT= DB. 
同 理 ， 了 召 一 五 C， 
DB 一 DECB. 
452. 设 人 4BC 的 有 内 的 旁 切 圆 的 
圆心 为 , 过 忆 所 作 
5C 的 平行 线 和 4C、 4 
4B 的 交点 分 别 为 及 7 
和 
瑟 B 一 BF-CB。， 攻 > 
解 因为 卫 是 人 4BC 的 旁 心 , 所 以 
.4BD= DEC. 
又 DBF] BC， 
/BFDB= DBC， 
BFDB= APBD， 
万 万 = DZ @ 
”DZ 一 CB， 加 
于 是 由 @、@, 得 
奋 太 一 刀 7 一 刀 1 一 BF 一 0 


同 理 ， 


453。 设 过 人 4BC 的 内 心 了 所 作 BC 的 

平行 线 和 4B、4C -人 A 

分 别 交 于 D、 也 

M 是 BC 的 中 点 ， 2 

则 ~/DM 召 是 印 了 避 

角 . 。 
解 7 是 A4HC 三 XM 


的 内 心 , 且 忆 召 / BO 因而 由 问题 451, 知 
了 了 一 BD 二 CD. @ 


设 4M 和 也 怪 的 交点 为 N， 则 克 是 万 盏 ， 


的 中 点 。 设 过 N 作 与 了 B、ZC 平行 的 两 直 
线 和 BC 的 交点 分 别 为 下 、G,， 则 NE =DPB， 
NB+TNG=-DBE+EO-DE、 四 
但 在 ANZG 中, 戏 是 3G 的 中 点 ， 由 问题 
97， 知 
NETNG>2NM 


同 理 ， 


所 以 由 四 ,可 得 刀 刀 >23MN, 又 人 是 也 万 的 
中 点 ， 因 此 一 DM 台 A 
是 鳃 角 。 

454， 已 知 三 角 
形 的 三 条 中 线 把 它 分 
成 六 个 等 积 三 角形 . 
设 这 六 个 三 角形 的 内 2 
切 圆 半径 顺 次 为 mi、ro、7s、4、75、76, 则 

二 上 
91. I3 9Y5 9Y2 I4 96 

解 设 A4BC 各 边 BO、C4、4 的 中 点 
分 别 为 刀 、 了 、 克 重心 为 G; ABDG, AcCDG， 
ACEG、A 人 4BG、A 人 48G、A 人 BF7G 的 面积 都 
是 有 其 内 切 圆 羊 径 分 别 为 mi、7o、y3、T4、75、 
yz6, 则 在 人 BDG 中 ， 


(BED 十 GD 十 53G) 说 一 28， 
工 _BD+GDT+BG 
91 2S “ 
1 _CD++GDTCG 

ee 

工 _CB-+GCBRCG 

73 2S 

1 4 妇 十 G 再 十 4G 

人 4 2S 

了 工 _4PH+GPF4G 

9 5 2S 

了 工 __BB+GB 二 BG 

76 2S 


由 以 上 诸 式 及 BTD=OD，0 妈 = 4 刀 ，47= 


5， 可 得 
0 
人 1 73 75 92 74 ”976 
455， 设 人 A4HBC 的 内 切 圆 夭 边 BO、C4、 
4 的 切 点 分 别 为 必 、 吾 、 刀 ,从 万 作 BO 的 
平行 线 和 4D、 刀 的 交点 分 别 为 G、 互 , 则 


TG=GH。 站 
解 “ 设 过 点 4 所 习 区 
作 BC 的 平行 线 和 
DZB、DF 的 延长 
线 的 交点 分 别 为 
尼 、 世 ， 则 站 C 
一 民 = BRDO= DEC= 4 
.4 奋 一 4 互 。 


4 一 4D 
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但 4 娘 =.47，…， 4 瓦 一 47 
又 了 古 1 ZK …， FTG 一 GH 

456。 .47D 是 等 腰 三 角形 4BC 底 边 50 
上 的 垂 线 ， 则 与 边 -40 A 0 
相 切 的 旁 切 圆 的 半径 等 
于 4D. 

解 切 于 LC 的 旁 切 8 

圆 的 圆心 0 必 在 /4 D “ 
的 外 角 平 分 线 上 , 而且 041/ .Bo 所 以 若 从 C 
向 BC 作 垂 线 OZB， 则 .47D=O8。 但 是 0 
等 于 切 于 40 的 旁 切 圆 的 半径 , 因此 这 个 半 
径 等 于 _L7D。 

457. 若 人 A4BC 的 两 个 旁 切 圆 0、O' 相 
等 , 则 人 4BC 是 等 
腰 三 角形 。 

解 从 CO、O 分 
器 商 BC 作 垂 丝 
OD、0' 刀 ， 则 由 题 
设 知 OPD=0O 厂 .因为 O.4、O' 在 一 直线 上 ， 
所 以 O0'/ BC. 从 而 

L4BO=B40O= 0O'4 矶 
一 0'40= 40B， 
故 .4B=40. 

458。 从 A4BO 的 顶 点 4、 分 别 作 
ZC 平分 线 的 重 线 
4P、 B9, 若 M 是 4B 
的 中 点 ,内 切 圆 切 4B 
于 点 也 则 以 下 为 回 
心 ， 刀 为 半径 的 职 
过 点 卫 及 9 

解 设 4P、 29 的 A 
延长 线 和 CB、C4 的 交点 分 别 为 殉 3， 则 
因 CP 是 2C 的 平分 线 , 上 且 4PTLCP，B9 1 
CP， 所 以 P、49 分 别 是 44、B5B' 的 中 点 . 
从 而 


MP= 芳 4B= 二 (4C 一 50) 


豆 (40 一 BC). 
同 理 ，。 MG- 豆 (4C 一 B0). 
其 次 
MD=4D- 忆 4B 


=~ 亏 (LBT4O- BO) - 斑 4 了 


1 
= 豆 (4C-B0)， 


…。 MD= MP=MQ. 
故 以 允 为 圆心 ,MD 为 半径 的 圆 过 点 乙 及 
4. 

459. 设 人 4F0 的 内 心 为 TZ， 如 果 延 长 
47 与 其 外 接 贺 的 交点 为 
2 则 DT7=DB= DO. 

解 因 Z 是 人 A4BHBC 的 
内 心 ,所 以 47、CT 分 别 平 
分 4、~G, 即 

B4D= 04D， 
40T 一 BOT。 
DB4D= 人 BOD， 
AD4O+ -4CT 一 BCDTTBcT， 
因而 DTIC= Do1， 
故 DT 一 DC. 

又 由 4D 是 /4 的 平分 线 , 知 卫 是 芝 的 

中 点 ， 


但 是 


…，DB=Do， 
从 而 DB 一 DO=DTT。 

460. 设 人 4B50 的 内 心 为 卫 ABCO7 的 
外 心 为 沁 ， 则 4、 也 、 忆 、 C A 
四 点 共 辆 . 

解 因为 九 是 人 BCL 
的 外 心 , 所 以 
DB=D7T= 一 DO， 也 
从 而 - 

ATBD=BT7D， 作 
又 因 了 是 人 A4BC 的 内 心 , 所 以 
4B7T 一 -750。 
由 中 、@, 得 
BID~- 4BT= “TBD~ ATBa， 
即 
B4T 一 CDPD。 人 
但 是 3D 一 DO, 所 以 
/0OBD= BoD. 四 
由 @、@, 得 
BoD=B4D， 
因此 4、 豆 、 愉 、C 四 点 共 图 . 
461.， 设 人 45C 的 顶 角 4 的 平分 线 和 


上 它 的 外 接 圆 的 交点 为 忆 则 呈 到 下 列 四 点 的 
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切 贺 的 圆心 五 4 内 的 
旁 切 圆 的 圆心 卫 。 

解 由 问题 459 得 
DO=D7=DB。 
又 因 T 是 A4BC 的 内 心 

妃 是 它 的 旁 心 ， 
-。 TOB= A 忌 ， 
TBB 一 已 
所 以 召 、 和 人 C、 刀 四 点 共 圆 。 又 由 到 7 一 DB 
一 DO， 可 知 忆 是 这 个 区 的 贺 心 
“， DB=D7T= 一 DO= 了 DT， 

462. 证 明 三 角形 的 外 接 锅 平分 其 旁 心 
和 旁 心 所 连结 的 线 
段 。 
解 设 人 4、~B 
的 平分 线 和 ~C 的 外 
角 平 分 线 的 交点 分 别 
为 瑟 、 万 , 则 瑟 、 下 是 
这 个 三 角形 的 旁 心 。 

设 BB 和 A4BO 
的 外 接 圆 的 另 一 交点 
为 到, 则 在 内 接 四 边 形 40MW 中 

ADMB = D4C0. 
又 由 上 题 ; 知 四 边 形 47CN 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
所 以 


ATI4O= ATFC0， 
.DMI= THC， 
从 而 ”DMK1 TB. 
又 由 上 题 , 知 ”77D= 了 7， 
FM 一 了 


463， 设 人 48580 的 人 B、~C 内 的 旁 心 
分 别 为 P.@, 它 q 
的 外 接 况 和 4 下 
的 外 角 平 分 线 的 
交点 为 G, 则 

GP=69=GB 
一 GC。 

解 本 题 可 由 上 题 直 接 证 明 , 现 另 解 如 下 。 

凡 为 了、 纺 是 旁 心 ， 4G 是 4 的 外 角 平 
分 线 , 所 以 4G 和 也、@ 在 一 直线 上 。 

设 BP、C@ 的 交点 为 0. 则 CQ 是 A4BEC 
的 内 心 , 所 以 


从 而 四 边 形 4OB 是 贺 内 接 四 边 形 ， 
.。 LA490= -4BO= 亏 人 B 


但 是 
4G0 一 -4P0O， 
由 人 、@, 得 
4G0O=2G9C， 
.…，G09=G0. 四 
因为 CO 是 A 人 45C 的 内 心 ， 书 是 旁 心 ， 所 以 
OOP= 一 已 
即 AGCP 是 直角 三 角形 。 
因此 , 由 @@, 可 得 
Gq9=GO=GP。 多 
_ 又 因 4G 是 一 4 的 外 角 平分 线 ， 则 G 是 
34C0 的 中 点 ,所 以 
GBP=GO。 例 
于 是 由 图 、@, 可 得 
GP 一 49=040=GB.。 

注 由 LPog 一 BR= 一 P59， 可 知 PQ 
是 四 边 形 PCBG 的 外 接 圆 的 直径 ,从 而 G 就 
是 该 外 接 圆 的 珈 心 , 所 以 也 可 证 得 

GP=G=GC 

464， 设 人 4B0O 的 
内 心 为 7 和 心 为 了 
7 、Z”“， 且 旁 切 圆 也、 

Z 7” 分 别 和 BC、C4、 
4 的 切 点 为 愉 刀 .也 
财 IT 也 、 TI" 如 、 Tr7 罗 过 
ATAOTA 的 外 心 O， 而 
县 70 的 中 点 是 人 4BC 的 外 心 。 


解 LOTD= -BR- 末 (2LBE-LO) 


荆 
互 忆 0， 


ACT" 姻 = LAB- 二 (2LB 一 0) 


_ 工 
一 去 CC- 
所 以 车 了 7 六 加 的 交点 为 0, 则 
OZ 一 O77， 
且 LT07=2LR 一 -0O。 
但 TT1 1 一 RR 一 到 CO， 


人 AVIO1 一 2 人 IT 
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所 以 O 是 AZTT” 的 外 心 。 

同 理 ， 了 T 丈 、 7 的 交点 也 是 ATTOT7 的 
外 心 。 

由 于 工 是 AT7“7” 的 重心 ，O 是 外 心 , 所 
以 由 问题 675, 知 7O 的 中 点 是 过 垂 足 4、Z、 
C 的 九 点 圆 的 圆心 ,也 就 是 人 4BC 的 外 心 。 

465. 从 人 450 的 人 L4、_ 人 BA-C 内 的 
三 个 旁 心 王 、 q、 分 别 向 BO、 C4、 4 巨 作 
垂 线 , 则 这 三 条 垂 线 相交 于 一 点 。 

解 设 从 P、4、 丈 向 A4BO 的 边 DO、 
C4、4 甩 所 作 垂 线 PD、9B、BF 的 垂 足 分 
别 为 刀 、 刀 、 卫 ， 则 因 2、 鲜 、 玖 是 三 个 旁 心 ， 
可 知 妈 瑟 、 卫 分别 是 A4BC 的 旁 切 圆 和 边 
BC、04、48 的 切 点 ， 于 是 由 上 双 知 忆 、 
9 了 B、ZEF 相交 于 一 点 。 

466. 设 人 4BC 的 内 切 加 和 BC 相 切 于 
点 D, 则 人 A4BD、A4CD 的 内 切 圆 丰 切 。 

解 设 人 45C 的 内 切 圆 和 4CO、48B 的 
切 点 分 别 为 召 、Z， 人 
A4B5D 的 内 切 
和 4D 的 切 点 为 
互 , 则 

324 玖 一 4B 二 4 

一 BD， 
4- BD= 4- B7 一 4 有 
24 瓦 一 4 十 4 
同 理 ， 若 A4C7 的 内 切 圆 和 -4 也 的 切 点 
为 五 ， 则 
24 碟 ' 一 4D 二 4 万 , 
但 4F 一 4 万 ， 
.4 一 4 砍 ， 
从 而 人 A4CD、A4B7D 的 内 切 圆 相 切 。 

467，， 设 人 4BO 的 内 心 为 站 ATBC 的 
外 接 末 和 4B、4C 的 交 
点 分 别 为 闪 、 如 ， 则 忆 妃 
和 A4BC 的 内 切 圆 祖 
切 。 
解 ”因为 点 刀 、 2 和 
即 、C 共 圆 , 所 以 

IDPB= ICP， 

TD 一 70 
由 于 工 是 人 .485C 的 肉 心 , 所 以 
ATOB= ATCB， 
LTDB= 一 ID 万 。 


因而 


由 于 已 知 4D 和 圆 工 相 切 ， 所 以 忆 刀 也 与 区 
了 相 切 。 

468， 设 人 4PC 的 内 心 为 7 BT 与 4C 
的 交点 为 互 CT 和 4 刀 的 
交点 为 也 且 .DZ 一 OZ 问 
人 A450 是 怎样 的 三 角形 ? 

解 在 C4 上 取 点 妃 
使 CB'=Bo, 在 4 上 取 8 
点 以 使 BC 一 BO0， 则 由 两 边 夹 角 对 应 相 二 
可 知 


人 DOFS2A 人 BCF， OO 
ACBEcE2eAC'BDB。 四 
万 一 ' 万 0 万 一 0 了。 
又 知 了 BT 一 OZ， 
*，。 万 万 一 0 也。 四 


在 人 AB'B、AC' 了 3 中 ,， 环 公共 ， 
因为 “了 了 = BO-0ZP，CF 一 BO 一 BF， 
所 以 也 ' 刀 一 CT 。 
又 由 图, 知 妃 太 一 0 也， 

人 BTFEc2AC'BF (三 边 )， 

BFB'B 二 AIO'T 
但 是 由 @、@， 
FFB 了 一 BO BOFB= DB， 
ANPO= TOPB， 

因而 人 4BC 是 等 腰 三 角形 。 

469， 设 人 480 的 内 切 圆 和 三 边 BO、 
C4、4P 的 切 点 分 别 为 刀 、 一 囊 由 人 DBT 
的 各 顶点 向 其 对 边 所 作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 
G、 瓦 、 互 , 则 AGE 的 各 边 平行 于 人 A4BC 
的 各 边 。 人 

注 由 三 角形 的 各 
顶点 向 其 对 边 作 垂 
线 、 则 连结 垂 足 所 成 
的 三 角形 叫做 重 足 三 
角形 。 

解 ” 因 为 SR 汪 局 

L 媚 万 太一 本 开 太 一 了 BR 
所 以 点 也 互 、 五 、 瑟 共 况 ,从 而 
DZ 万 = DT， 

又 因 DC 是 A4ZBC 内 切 圆 的 切线 ， 所 以 

ODN 一 了 DO， 

DRK 事 = 也 DO， 

.五 民 1] BO， 
EGG/C4, GE14D。 


从 而 


局 理 ， 
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470. 设 工 是 A4BC 的 内 心 ， 内 切 圆 和 
BC、C4 分 别 在 点 4、 瑟 ' 处 相 切 ，CT 与 内 切 
圆 的 交点 为 卫 、 4 则 三 是 A4DBO 的 内 心 ， 
纺 是 它 的 旁 心 。 

解 CT 是 4'FB' 的 
垂直 亚 分 线 , 所 以 

JR na 
4P 一 BP， 
于 是 
.4BIP 二 Pd 
又 因 4C 是 切线 ， 
所 以 4IBIP 一 CC4DP， 
P4'TBI' 一 COC4P. 
因此 4'P 是 ~C4'B' 的 平分 线 。 又 知 CP 
是 A4'COB' 的 平分 线 , 因而 乙 是 A4BC 的 
内 心 。 - 
其 次 , 因为 P@ 是 直径 ，LBPB'@ 一 一刀 文 
DBP 是 AL4BOC 的 平分 线 ， 所 以 39 是 
4B'4' 的 平分 线 ， 又 09 是 LA.4OPB' 的 平 
分 线 , 从 而 急 是 人 4BO 的 旁 心 .. 

471. 正三 角形 4BC 的 内 切 较 ， 外 接 贺 
和 旁 切 圆 的 半径 之 比 
是 1:3:3， 

解 因为 4B=BC 已 
一 C4， 所 以 人 4DPCO 
旁 切 圆 的 半径 等 于 这 3 C 
个 正三 角形 的 高 4 
(参照 问题 人 56) , 而 且 正 三 角形 4BC 的 内 心 ， 
外 心 , 重心 是 重合 的 。 设 这 点 为 O, 则 O4 是 
外 接 贺 的 半径 ，07D 是 内 切 贺 半径 ， 因 此 
和 人 48BC 的 内 切 加 ,外接 圆 ， 旁 切 贺 的 尝 径 的 
比 是 

0OD:04:47D=1:2:3。 


472. 直角 三 角 R 
形 4BC 的 内 切 圆 0 
的 直径 与 斜 边 BO 之 
和 等 于 4B-4C。、 下 
解 “ 设 内 切 圆 和 斜 小 、| 
、 了 
边 BC 及 两 直角 边 “一 下 


4B、40C 的 切 点 分 别 为 刀 、 召 、 刀 ， 则 四 边 形 
OZB.L4F 是 正方 形 。 
“， 0 万 十 O7 一 4 刀 十 4 万 = 国 O 的 直径 ， 
从 而 4BT4C= 4 再 十 再 再 十 4 了 十 CO 了 
一 (4 互 二 4P) 十 (BD-HCD) 
一 圆 0 的 直径 七 DO。 


473。 设 从 直角 人 
三 角形 4BC 的 直角 D 

顶点 C 向 斜 边 4B 

所 作 的 垂 线 为 CD， 

则 A4BC、A4CP、 8 C 
A5c7P 的 内 切 圆 半径 之 和 为 CD. 

解 设 A4BC、A4CD、AHOD 的 内 切 
圆 的 半径 分 别 为 5、ya、7s, 则 由 问题 472, 知 
2r: 一 4C+BC- 4P， 
2ro= 4D 上 CD 一 40， 
2rs 王 BD+COD 一 BO. 

。 2(xi 十 7o 二 73) 一 20D 二 47 十 DBD 一 4 

一 20D， 
即 II 十 Mo 十 7 一 CD。 

474.， 设 人 4BO 的 C 为 直角 ,其 内 切 
圆 和 4B、BC 的 
切 点 分 别 为 忆 、 
刀 , 连结 刀 、 吾 并 
延长 和 4L4C 的 延 
长 线 交 于 点 孢 
则 BD=CX. 

解 ” 设 内 切 圆 的 圆心 为 2， 与 边 4C 的 切 
点 为 9, 把 点 O 和 点 B、D、 召 、 G 分 别 连结 ， 
显然 OGC 召 是 正方 形 ,所 以 

0OD=0O 了 一 BC. 
因为 四 边 形 BDOZ 是 圆 内 接 四 边 形 , 所 以 
BOD= ~BBD= FEBC. 
又 ~ODPB 一 BO 一 -也 
，AODPBceA 人 BC， 
从 而 刀 D 一 OF. 

475. 证 明和 直 中 
角 三 角形 4BC 的 斜 
边 C4 相 切 的 旁 切 
0 的 半径 0D 等 于 
去 (4B+BOHC4)i 
再 设 内 切 加 的 半径 为 8 三 
0B， 则 0'D-O3=40. 

解 ” 设 圆 0 和 4B、BC 的 切 点 分 别 为 琴 、 
也 , 则 OFBD 是 正方 形 , 于 是 由 问题 446, 得 

OD-BD=- 坪 (4B+ BO+O4). @ 


又 设 圆 0 和 BC 的 切 点 为 玖 , 则 由 问题 全 和 


0 


ww D 
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0 如 一 BZ 一 到 (4B+BC-40， 四 


四 -Q@, 得 0 了--0 了 83=40 

476. 从 人 4BO 的 顶点 4 作 BO 的 垂 
线 4D， 再 作 A4BD、A4C7D 的 内 切 贺 O、 
O, 则 此 两 圆 的 直 A 


径 之 和 等 于 4 也 


24D 二 BC 
一 4B 一 4C. 

解 四 0 的 直径 .人 个， 

为 


4DABD 一 4PB (问题 他 2) 

辆 和 的 直径 为 

4DAOD-40， 
所 以 两 加 的 直径 之 和 为 
24D 二 ECo-4B- .40 

注 在 本 是 中 假设 人 B、~C 都 是 锐角 。 

477. 车 从 锐角 三 
角形 4BC 的 三 个 顶点 
询 对 边 所 作 的 垂 线 分 别 
为 4D、BB、OF， 则 六 
个 三 角形 4BD、4CD、 
BOB、B4B Cd CBD 
的 内 切 圆 的 直径 之 和 为 

2(4D 二 BBCF) - (4BBOTCd) 。 

解 ” 设 六 个 内 切 圆 的 直径 顺 次 为 di、d、 
Go、 G4、 05、 从 ， 则 由 上 题 知 

中 十 帮 一 24D 二 BC 一 4 万 一 4C， 

da 二 04 一 2BT4O 一 4 万 一 BO， 

d 十 d6 一 208 十 4B 一 4C 一 BC 
.看 十 0 十 0 十 ddG5 填 6 
一 2(4D 上 BZP-LCON) 

- (4BTBCCd) . 

478， 在 人 4HC 中 ,4B:40 BAC 
的 平分 线 和 这 个 三 角形 的 外 接 圆 的 交点 分 别 
为 了 五 ,为 使 BD 一 C 刀 ， 问 人 4BC 的 4 
议 满 足 什么 条 件 ? 

解 假定 BD= CR， 
则 ZL4C 和 双人 或 3 
相等 。、 

若 五 40= 太 4 
则 “” 碗 = 了 2 
…。， BCB= DPC， 


因而 BEB= 一 C. 
由 此 可 知 4B 一 4C， 但 这 与 题 设 关 盾 。 因 此 


AN AN 
4O= BCcD， 
一 \ am 
从 而 60= 厂 4 六 。 
又 为 = 4 为，4D= Bo 
AS wm wm 
故 万 4 一 有 万 十 DC， 


公子 圆周 ，Z4=60。。 


479， 设 过 A4HBC 的 内 心 工 作 一 贺 和 
边 4 切 于 点 4， 
和 BC 的 交点 为 
沁 、 万 ， 则 7C 平分 
DT 万 . 

解 因 四 边 形 
47 卫 如 是 贺 内 接 四 边 形 , 所 以 

AITDB= 一 TI4 万 . @ 


在 图 中 ， 
LTF4=A4BBTTAB41。 加 
由 于 4 是 切线 ， 
BFB4T= .41NT， 
又 LAB4T=AC4T， 
LA4BT 一 CO4T。 
L]4 届 T 十 了 机 4 历 
一 AT4 太 二 B4R， 
LT4 刀 = ATF4。 四 


从 而 


由 @、 图 , 得 
ATDB= ITF4。 -四 
又 了 7 是 A4BC 的 内 心 , 有 
ATCD= 一 TCF。 
由 人 图、 图, 得 
ADIC= FTC 
即 IC 平分 DT 卫 ， 

480， 设 过 人 A 人 4BC 的 A4 内 的 旁 心 也 
的 圆 , 和 人 4BC 的 一 有 ，， 
边 4B 相 切 于 顶点 
4， 和 底 边 BC 及 其 
延长 线 的 交点 分 别 为 
刀 、 吾 , 则 直线 7 平 
分 DT 万 。 

解 同上 题 一 样 考虑 . 

TD 一 T4 瓦 ， 
且 .B4 是 切线 ,所 以 
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TB4= 74 一 AT 万 。 
但 TBF4= AT B4 十 ABRL4D， 
因而 TB4= TY 4 十 了 4 了 


一 AT4 甩 = 天 TDC。 
又 由 7Z 是 旁 心 , 知 
ADOT 一 FFOT， 
…。 人 DOT'S22AFOT,， 
从 而 AD1O= FT. 
481， 设 人 4BC 的 ZL4 内 的 旁 心 为 卫 ， 
从 妃 向 TO 作 牌 线 了 万， 二 


垂 足 为 互 , 4B、4C 的 延 
长 线 和 圆 忆 的 切 点 分 别 
为 如 了 则 瑟 、 丈 、 互 在 
一 直线 上 . 

解 连结 瑟 怒 、 互 F， 洲 
能 和 证明 一刀 万 古 一 2 宛 , 
则 三 点 吾 、 刀 、 互 就 共 线 ， 
兹 证 明 如 下 。 

设 圆 盖 和 边 BO 的 切 点 为 也 则 点 至 了 殖 、 
也 、 的、 了 共 吏 ， 从 而 也 刀 一 也 万 ， 所 以 

DIDEDP=DBI. 


又 因 ADC5SE2A 人 ACE， 
本 DEC 一 -0OEF。 
又 .BEC 一 R， 


L 卫 厅 D 十 也 有 一 2 人 R， 
故 五 、 五、 闷 在 邮 一 条 直线 上 。 

482。 若 人 4B0O 的 
底 边 BC 的 大 小 及 位 置 
一 定 ， 且 4DB、40C 的 差 
心 工 在 定 线段 上 。 

解 设 内 切 禹 和 BO 

的 切 点 为 卫 ， 三 角形 的 
周 长 为 22,， 则 ， 

DID 一 2 一 40，DO 一 0 一 4B， 
和， DBD~DO= (一 40) 一 (一 4B) 
一 4 已 ~4C= 一 定 。 

由 于 BC 是 定 线段 ，DBD、DO 的 差 一 定 , 所 

以 愉 、 也 是 定点 〈 可 按照 4B>4C 或 4 


<40 以 确定 点 只、 刀 ) .从 而 内 心 I 在 过 定 | 为 G 等 ，FG 等 的 


点 忆 且 垂直 于 BC 的 直线 上 .由 于 工 是 
和 人 A4BC 的 内 心 ， 


BITC=90。 + 4， 


1 


加 商 三 边 所 作答 线 


。 .BITO> 一刀。 
因此 ， 落 以 BC 为 直径 所 作 的 加 和 DT 的 延 
长 线 交 于 点 P、9, 则 工 不 会 在 P@ 的 延长 线 
上 . 即 这 个 三 角形 的 内 心 了 在 定 线段 PO 
(或 一 GD 上。 

483。 设 人 4BC 的 内 切 圆 7 和 BO、C4、 
4 了 的 切 点 分 别 为 4、B'、C"， 两 圆 BC'B/、 
CBO 和 30 的 交 
点 分 别 为 也、 万 , 则 
ID 一 4 奋 . 

解 设 交 O DB 
的 交点 为 瑟 。 因 为 
瑟 、C、B'、C 四 点 
共 圆 ,所 以 


及 下 


王 故 让 5 
.4 人 一 一 万. 

又 因 如、C 、 好 、 四 点 共 圆 ,所 以 

40'D 一 -DBDPB' 
但 4 一 4C， 
所 以 4BPBC 一 4LC'TDP1 

“也 一 BFDPB'。 @ 
因而 AZFZED 和 人 A4B'C' 的 两 底 角 相 等 ， 故 
l.4 一 PP。 又 由 .LOT 一 BR， 4B'T7- 
一 已， 知 4、 C、 工 也、 履 五 点 共 圆 , 且 7 也 一 
TIC， 所 以 开平 分 了。 于 是 由 @， 知 T 
三 直 且 平分 站 瑟 。 然 而 TI4 上 刀 D， 故 五 、 工 
好 在 一 直线 上 ， 所 以 

4 万 一 4D。 

484， 设 人 4BC 的 外 接 贺 的 半径 为 马 
内 切 加 了 工 的 半径 为 *y， 旁 切 圆 IT 、z 的 
半径 分 别 为 沁 交 、”， 则 

条 十 和 ”十 和 一 4 局 十 7。 
其 次 ， 设 从 外 心 


已 8 等 的 长 分 别 为 
2 、2 2 则 
好 十 27 于 2 
一 好 于 
再 次 , 芳 延 长 刀 丸 
等 与 外 接 的 交点 


长 分 别 为 人 、c”， 则 
9 十 da 一 2 有 一 
解 设 园 工 与 30 的 切 点 为 DBG、7D 


的 交点 为 羡 ， 则 
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人 一 也 一 2G 开 一 2( 玖 及 十 也 G) 
一 2Z 丰 十 23( 瑟 G 一 五 万 ) 
一 2 忆 丰 十 2EG 一 28 克 
一 TD 十 4 万 古 一 (77 十 7 
一 人 十 4RR 一 (十 )， 
7 全 


其 次 ， gr 一 玉 F 一 了 一 FTG 


一 也 一 末 (一 9) 


1 ，1 
一 及 一 可 7 十 本 


7 王 17 工 
间 理 ， 思 一 再 一 到 了 十 癌 略 


于 全 入 
71 一 一 一 7/ 一 一 
2 一 瑟 一 可 人 7 十 可 人 


。 十 罗 十 p 一 3 互 一 末 人 二 入 二 7 
十 二 7 一 BR+7 (由 加 得 )。 


最 后 ,由 3 瑟 减 去 上 式 的 两 边 , 则 得 
df 十 dg 上 g 一 2 一 7。 


各 。、 高 、 垂 心 

485. 由 王 角形 的 各 顶点 向 其 对 过 所 作 
的 三 条 垂 线 相交 于 R_- 2 
一 点 (这 个 点 叫做 
这 个 三 角形 的 委 
心 ) 。 

解 设 4D.、BZ、 SA 
OF 为 A4BO 的 人 
三 条 高 。 过 各 顶点 
作 其 对 边 的 平行 线 ， 由 此 得 到 AP9B， 则 
BRBC4、@CB4 都 是 平行 四 边 形 , 所 以 

4 尺 一 BO 一 49。 
4D BC，BC 1 忆 ， 

4709F， 
因而 4 是 9BR 的 垂直 平分 线 。 同 理 ，B 也 、 
OF 分 别 为 PR、PQ@ 的 垂直 平分 线 。 由 于 
和 AP9@R 各 边 的 重 直 平分 线 祖 交 于 一 点 (这 个 
点 是 人 PR 的 外 心 )， 因 此 人 4B5C 的 三 条 

486。 设 人 4B0 的 甜心 为 妃 则 

BEC-B4C 一 2 一 民 。 
解 延长 BE、cZ 和 4C\、4B 的 交点 分 


叉 凡 


别 为 瑟 、 书 则 
司 有 LO CO1 1 4D， 
4 末 一 一 民 
一 .447 厅 。 
因此 由 边 形 4BBB 
是 加 内 接 四 边 形 ， 
DB4OT 也 了 万 一 32 了。 
但 -也 8 一 一 BEOC， 
DB4CT BEO=2 一 及。 

487， 由 人 4BoO 的 顶点 0 BO 
作 垂 线 4D， 再 由 其 
垂 足 刀 疝 4B,、 40C 分 
别 作 垂 线 DB、DPB， 

则 四 边 形 BOZ 了 为 
贺 内 接 四 边 形 . 

解 因为 四 边 形 8 

4 互 DB 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 

48 了 7 一 一 47 九 。 全 

在 A4D 中 , <4DB=-R 且 
已 盏 1 4 已 ， 
4 也 一 4BD。 全 

于 是 由 @、@@, 得 

48 万 一 4DPD。 
因此 ,四边形 BCB 是 咒 内 接 四 边 形 。 

488， 设 从 人 4BC A 
的 顶点 4 所 作对 边 的 
垂 线 为 4D， 目 A4BC 
的 外 心 为 O, 则 

DB4O= ~DP40。 

解 从 0O 作 4B 的 重 
线 OZ 则 


L40B= 也 一 405= -C。 


4BO= 4DO= 已， 
“。 BE40= Da4C. 

489. 从 人 4BC 的 两 个 顶点 4、 所 作 
其 对 边 的 垂 线 分 别 为 C 
4D、BZ， 再 从 点 殖 
作 了 刀 的 垂 线 GBF， 
则 有 

TBD= 一 也 B4。 

解 ”因为 

.41BB= FRR=A4DP， 
所 以 四 边 形 号 4BD 为 圆 内 接 四 边 形 ,从 而 


又 因 
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ALBDB= 了 4， 
因此 ,在 人 3BDF 和 人 了 4 万 中 ， 
ADHB= 4 有 1B 一 已 ， 
BFDB 一 /了 84B， 
故 ARBDe /B4， 

490， 从 A4HBC 的 顶点 了、O 分 别 作 其 
对 边 的 垂 线 刀 刀 ,OF; 
再 从 及 C 分 别 作 卫 和 
的 垂 线 BM、CN,， 则 
DMK 一 RN 

解 设 230 的 中 点 
为 卫 ， 则 由 BBC、 
一 BFC 都 是 直角 ,可知 也 有 一 刀 媚 。 

设 B 的 中 点 为 刀 则 . 


了 瑟 一 PP 中 
县 FLPD, 从 而 
BMDP1/CN， 
。 Pi 一 PN。 @@ 
于 是 由 加 、 轩 , 可 得 
FU 一刀 三 。 


491， 设 人 A4BC 的 甜心 为 吾 ，BC、4 
的 中 点 分 别 为 2、 
六 ， 若 以 4 瑟 为 直 
径 作 圆 和 2 的 
交点 为 已 则 4P 
平分 ~B40。 

解 延长 3、 
C 六 和 40O、4 玫 的 
交点 为 卫 、 刀 ， 则 ， 
4、 也 、 2s 鸡 在 以 入 为 下心 的 融 上 ; 因为 7 
”是 BC 的 中 点 。LD、 召 是 直角 , 所 以 MD 
一 1 互 ， 从 而 AMBN 和 和 AMDN 是 三 边 分 
别 相等 的 全 等 三 角形 。 

.BNP=DKNP， 
2 一 7DP， 
故 T4P 一 D4P. 

492. 从 锐角 三 角形 的 各 顶点 向 其 对 边 
所 作 的 垂 线 乎 分 其 牌 
足 三 角形 的 顶 角 。 

解 设 从 人 4ZBO 
的 顶点 4、B、C 向 其 
对 边 所 作 垂 线 的 垂 足 
分 别 为 必 召 、 书 且 
互 为 人 A4B80 的 重心 ， 则 
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BF 太一 BR- 一 万 DF. 
所 以 好、 有 、 玖 、 忆 四 点 共 贺 ,从 而 
也 D 万 一 一 不 B 万 。 中 

又 因 ， /4 也 B= -R 一 4DPB， 
所 以 之、 如、D、 厂 四 点 共 园 , 从 而 

Ad 万 一 4. 四 
由 @、@, 得 加 

LAD4m 一 4DD 奋 ， 
即 472 平分 7.D 妃 。 


同 理 , BZB、O7F 分 别 平分 人 五 五 刀 、 一 如 FFD， 
493. 若 三 角形 的 内 接 三 角形 的 两 边 
与 原来 三 角形 的 
一 边 分 别 成 等 
角 ， 则 这 个 内 接 
三 角形 是 原来 三 
角形 的 垂 足 三 角 
形 。 了 
解 延长 也 B， 使 也 P 一 下 D， 则 
LAL41HRB= 一 PNB， 
但 是 由 题 设 知 
47 刀 一 了 37D， 
PPBm PPD. 
又 ZP=7D，47P 一 人 477D， 
"。， APFceA4DF。 


于 是 
4P 一 4LD， 人 


AL4DF=~ “4P 万 . @ 
局 理 ,在 7 妇 的 延长 线 上 , 取 IO 一 画 DP; 则 
可 证 明 


49= 47D， 
.41D 万 一 人 .449 卫 ， @ 
于 是 由 @O\@, 得 
4P 一 49， 
“。 PP 一 6。 
又 由 回 、@@, 得 
， LAFZD4= ABRD4.。 @ 
由 题 设 知 
， l IDDP 一 DO。 
所 以 由 全、@@， 可 得 
4DPB 一 民 RR， 
从 而 4D BC， 


同 理 , 连结 也 B、CF， 则 巨 RPR 1 LO CT 
4B, 因此 ADBB 是 人 4B0C 的 垂 足 三 角形 . 
494. 证 明 顶点 分 别 在 给 定 的 锐角 三 
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角形 4BC 的 各 边 上 的 三 角形 中 , 周 长 最 小 
的 是 垂 足 三 角形 。 

解 在 A4BC 的 各 边 上 分 别 取 一 顶点 
作成 垂 足 三 角形 A 
DBF, 如 图 (D; 再 
在 A4BC 的 各 边 
上 分 别 取 一 顶点 Q 
作成 任意 三 角形 sc 
D'B'H' 如 图 (2). GD 
设 在 图 (D) 中 , 点 刀 关 于 4B、4C 的 对 称 点 
分 别 为 P、@， 则 由 上 题 知 P、 了 到、 如 、@ 构成 
一 直线 , 且 

垂 足 三 角形 DB 的 周 长 一 P9. 

在 图 (2 中 , 设 
点 也 关 于 4B、 
40 的 对 称 点 分 
别 为 P\、9,， 连 
结 P' 9 则 
' 玉 :十 再/ 再 / 

二 BIG'>PG' G) 
此 式 左边 是 AZ' 豆 ' 杷 的 周 长 , 所 以 
人 了 D'B'F" 的 周 长 > 了 '@'。 

又 在 A4P9@ 和 人 和 A4P'G' 中 ， 
LAP49=23L4= 人 PL49， 
4P-49( 一 4D)， 
4P' 一 4Q9'( 一 4D) 。 

所 以 这 两 个 三 角形 是 顶 角 相等 的 等 腰 三 角 
形 , 且 4D'>4D ( 因 4D 是 BC 的 重 线 )， 于 
是 可 知 4P'> 4P， 

。 也 >Pe， 

于 是 AD''B' 的 周 长 >P'@'>PQ@=- 垂 足 
三 角形 DBB 的 周 长 ， 即 垂 足 三 角形 的 周 长 
最 小 。 

495. 设 从 锐角 三 角形 4BC 的 各 顶点 
向 对 边 作 垂 线 4D、 
BZB、CF， 并 延长 和 
外 接 园 分 别 交 于 己 、 
8、 也 则 A4BC 的 
垂 心 囊 是 AP9gBR 的 
内 心 . 

解 ”因为 同 弧 上 的 
圆周 角 相等， 

。 .4PRE 一 40R， 个 
/4P9= .4B9. @ 


又 由 题 设 知 
ABC= AR 一 BBC， 
所 以 如 到 、 吾 、C 四 点 共 圆 ,从 而 
BO 了 一 一 RBF 万 ， 
即 4OR= 4B9. 
于 是 由 四 、@, 可 得 
4P4Q 一 一 4PR， 
即 五 2 平分 BRP9. 

同 理 ， 瑟 9 平分 ~PQR。 故 豆 是 人 PRQR 
的 内 心 。 

496. 证 明锐 角 三 角形 4BC 的 重心 瑟 
是 其 垂 足 三 角形 DBB 的 内 心 ; 三 个 顶点 4 
BC 是 垂 足 三 角形 的 旁 心 。 

解 设 A4BO 的 垂 足 三 角形 为 BF， 根 
据 问题 492， 可 知 四 
4 太平 分 人 了 DEF. 

辣 理 ，B 平分 
TBD，CB 平分 
2D78 如 ,所 以 互 是 
ADZBZ 的 内 心 。 记 

因为 BCLD， 人 
C4 1 五 妨 ，4B M 
五 万 ， 所 以 BCO、0C4 分 别 是 AD 的 也、 
二 怠 的 外 角 平 分 线 。 由 此 可 知 C 是 人 DEF 
中 Z 九 的 外 角 平 分 线 和 一 妃 的 外 角 平 分 线 
的 交点 ,因而 C 是 人 7ZZ8 的 旁 心 。 

同 理 ， 4、 已 也 是 人 .DBF 的 旁 心 。 

497.， 从 A4B0C 内 一 点 三 向 各 边 作 垂 
线 ， 若 分 别 连结 其 垂 
足 所 成 的 三 角形 是 正 
三 角形 , 则 人 BPCO 一 
.4 十 60*。 

解 设 人 DBFP 为 
正三 角形 , 连结 BP、8 
CP,， 则 

BFPC= 4 了 4BP+A4OP、@ 
但 由 了 BFL4B, PDLEC, PB 玉 1 40, 知已、 
D、P、，P、D、C、 如 分 别 共 园 , 所 以 
APBP 一 PDF， BOP 一 PPDZN。 
从 而 4BPAZA4OP=-BDZ=60"。 
把 此 式 代 入 @, 则 得 
BPO 一 4 十 60"。 

498，. 设 人 A4BC 的 重心 为 互 。 并 且 直 线 

4 互 和 外 接 网 及 边 BC 的 交点 分 别 为 互 、 心 
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则 BED= DB。 1 
解 由 人 4FB 一 - 邢 
一 /4DZ, 知 47D 万 是 
圆 内 接 四 边 形 ， 
下 2 


一 TBPD， gd SS 


又 知 己 
Cd4D7 一 CDBRP， 四 
于 是 由 @、 四 , 得 
五 BD 一 了 BEBD。 


又 了 3D 1 五 百 , 可 知 BD 是 人 B 万 及 的 顶 角 忆 
的 平分 线 目 垂直 于 底 边 瑟瑟 ， 所 以 九 是 五 召 
的 中 点 , 即 五 也 一 刀 刀 。 

499。 设 人 4BC 的 
甜心 为 互 ， 则 三 角形 
4BO、4 了 万 、BC 五 、 
C4 所 的 外 接 圆 都 相等 。 

解 ”由 上 题 知 五 D= 
刀 刀 ,所 以 

人 5COHESeA 人 BBC， 
从 而 人 BocFE 的 外 接 中 
等 于 人 AZBBC 的 外 接 贺 ， 
然而 人 BBC 的 外 接 圆 就 是 A4BC 的 外 接 
况 ， 六 此 和 人 BC2 的 外 接 圆 就 等 于 人 A4PC 
的 外 接 圆 。 

同 理 , A45 万 和 AC4 互 的 外 接 圆 都 等 
于 A450 的 外 接 贺 ， 所 以 上 述 四 个 三 角形 
的 外 接 加 相等 。 

500， 设 人 450 的 重心 为 豆 , 外 心 O 到 
边 B0 的 距离 为 OM， 
则 4 互 =20M。 

解 ” 作 直径 了 P, 册 
CO、 开 分 别 是 BD、 
号 C 的 中 点 ,所 以 

OM 1 DO， 
且 DO=20M. 
又 因 4D14B,， OF 1L4D 
-，4D1AcZ. 
OM 1 Do 
.4 妃 CD 是 平行 四 边 形 。 
4 五 一 CD， 
.…。 4 万 一 20 朵 ， 
证 明 人 A4BC 的 外 心 D, 垂 心 闷 ， 


又 知 
从 而 


501， 


重心 G 在 一 条 直线 上 ,而且 外 心 和 重心 的 距 ， 
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离 等 于 垂 心 和 重心 的 距离 的 一 半 。 
解 从 外 心 C 向 入 
BC 作 垂 线 OM0, 由 | 


上 题 知 


工 
OO 一 可 4 克 。 
设 O 马 和 4 的 交点 为 G, 则 
AOMGcoAH4G， 
。 4G:GM= 4:OM 
一 2:1。 (参照 上 题 ) 四 
但 4 为 A4BC 的 中 线 所 以 由 国 知 G 
是 这 个 三 角形 的 重心 , 所 以 0、G、 互 在 同一 
直线 上 。 
又 0G:6 五 =OM:4 万 =1:2， 
06- 亏 95。 

502. 设 人 4BC 的 
垂 心 为 玉 ，4 妃 为 外 接 
圆 过 点 4 的 直径 ， 轿 
结 五 互 ， 则 直线 已 豆 过 
BC 的 中 点 1， 且 11 且 
一 MZ、， 

解 设 从 AL4EO 的 
外 心 0 作 BC 的 垂 线 OM, 则 M 是 BC 的 中 
点 ,所 以 

OM= 志 4 (问题 500)。 


又 4O= OO 了， 
48/ OM ( 同 垂直 于 BO) 
因此 ,， 互 、M、 如 在 一 直线 士 .又 0 是 4 刀 的 
中 点 , 所 以 1 为 互 台 的 中 点 ， 即 
2 卫 一 MT 
503， 设 A4PBCO 
的 重心 为 囊 ， 以 4 夺 
为 直径 的 园 和 人 ABCO 
的 外 接 圆 的 交点 为 
刀 ， 则 也 互 过 BC 的 
中 点 M。 
解 设 了 5 和 BO 
的 交点 为 M， 作 直径 4 思 , 则 
.4D 万 一 有 一 .470 万。 
所 以 也 刀 和 DB 重合 ,从 而 D 妈 过 点 1, 但 
四 边 形 互 BBC 是 平行 四 边 形 ,所 以 1 是 BC 
的 中 点 ,因而 DZ 必 过 BC 的 中 点 1 
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504. 从 锐角 三 0 
4、 所 作对 边 BA 
C4 的 垂 线 分 别 为 
4X、B7, 其 重 足 为 
和 了 , 若 允 是 4PB 的 
中 点 , 则 

AMZZ= 0。 

解 因 4XZ1LBO， 蝇 X 
BZL4C， 设 4X、BZ 的 交点 为 P， 则 四 边 
形 4ZYXB、PXC7 都 是 圆 内 获 四 边 形 ， 
.…， 4PZ= -4ZY，LA4PY= 0。 


又 因为 i 是 直角 三 角形 4XB 斜 边 4B 的 


中 点 ,所 以 
上 AM4X 一 MX4。 
了 玉 7 一休 X4TA 4ZXZ 
一 了 夏 4 和 二 4BT 
一 人 4PY， 
故 MX 了 一 人 人 C。 
50D5. 设 从 一 点 卫 向 不 过 点 王 的 两 直线 
2 和、 4 (交点 为 0) 所 作 垂 线 的 竹 足 分 别 为 入 
了 , 从 点 互 疝 尔 z 
从 点 了 向 2 所 
作 垂 线 的 答 足 
分 别 为 羡 、 了 ， 
则 POL 瑟 ' 卫 ,。 
解 若 延 长 
YP、XP 和 Ox、 TY 
0Oy 的 交点 分 别 为 4、B， 则 在 人 AO45 中 ， 
4ZY10B，BX104, 所 以 卫 是 人 40B3 的 垂 
心 。 


OP14. 人 
了 工 、 互 共 国 . 
人 X4D 一 XXX'。 四 

又 因 互 、 了 、 芭 、 了 也 共 贺 ， 

XXZXZ' 一 OZ @@ 
由 @、@, 得 人 X4B=O7 ZX， 
LDOTZ 
4BF1LOP， 
…， 了 了 LOP。 

506， 若 人 4BC 的 底 边 BC 及 顶 角 .4 的 
大 小 一 定 , 从 瑟 、C 向 对 边 所 作 的 垂 线 的 垂 足 
分 别 为 召 、 万 , 则 五 万 的 长 一 定 。 

解 因为 BBC=F= 一 B50 所 以 了 


但 在 @ 中 ， 
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了 在 以 BC 为 直径 的 定 圆周 上 ， 而 人 .4BB 
是 定 角 4 的 祭 角 ,所 以 略 

也 是 定 角 。 因此 , 在 以 

BC 为 直径 的 定 吏 上 的 

L 妈 BB 的 大 小 是 一 定 

的 ， 所 以 这 个 定 角 所 对 

人 BB 的 长 也 是 一 定 人 


人 设 人 4BO 的 

重 足 三 角形 为 DB, 0 为 A4BC 的 外 心 * 则 
0O4、0B、OC 分 别 垂 
直 于 劝 不、 思 D、D 也 。 

解 设 延长 40 与 
五 F 及 圆周 的 交点 分 
别 为 9、P,， 则 4 忆 是 
圆 的 直径 , 且 

AP= 4OB. 
又 因 BEEC 是 圆 内 接 
四 边 形 , 所 以 人 .4F 玉 一 40B, 因此 ~P= 
.447 万 ， 故 四 边 形 9PB 是 贺 内 接 四 边 形 。 

497= 4PP= 一 忆 
4O 1 万 万 . 

同 理 ， 0ODBLZBD，OC1DT。 

508.， 设 从 人 4p5C 的 顶点 4 向 底 边 所 
作 垂 线 的 重 足 为 
了 , 从 一 向 4B、40 
所 作 垂 线 的 垂 足 
分 别 为 罗 、 和 N， 则 
直线 必 NX 垂直 于 
A4BC 的 外 接 
的 过 4 点 的 直径 。 

解 由 问题 487 
知 MBCN 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 

.4MN= 40P. @ 
车 4B_LUWN, 则 由 @@, 可 得 
AM4 盏 = AP40. 
事实 上 ，, 设 人 4BC 的 外 心 为 O， 由 问题 488， 
AP40= 一 了 攻 40， 
44 盏 一 一 M4O0， 
于 是 40 IN 

509， 设 从 锐角 三 角形 4BC 的 顶点 4 
作 23C 的 垂 线 和 外 共 圆 的 交点 为 也 再 从 刀 
作 4C 的 垂 线 和 外 接 圆 的 交点 为 瑟 , 则 了 BZ 
和 外 接 辑 在 4 点 的 切线 47Z 平行 。 
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解 设 4D 和 Bo 的 交点 为 互 , 40 和 也 D 
的 交点 为 乙 则 吾 CZD 工 
是 圆 内 接 四 边 形 。 所 以 

240H=- BDI OO 


人 


又 因 4BZBD 是 图 内 接 
四 边 形 ,所 以 
L4B=- AL4DT. 四 
由 人 @、 人 @)， 得 王 D 
4BB= 40B. 
但 是 47 是 切线 ,所 以 
IT4PB= 一 .40OP。 四 
由 @@、@, 得 “LT4F= 4BZ， 
-47 BZB. 


510， 设 人 4BO 的 
垂 心 为 召 ， 延 长 中 线 
4D 和 和 人 BO 的 外 接 
辆 的 交点 为 及 , 则 刀 是 
线段 4 的 中 点 ， 

解 连结 BE、CK。 
B40、BEOC 都 是 
BEC 的 补 角 , 它们 相 
等 。 K 
4BO= 团 民 BO. 


设 A4BC、ABEC 的 外 接 加 的 四 心 分 别 为 . 


CO、0ub 则 001 过 公共 弦 的 中 点 . 
OD=O1D， 0O4=OI， 
而 且 O4>O0D, 0O1 甩 >O1D. 
在 人 AO4DP、AOliKD 中 ， 两 组 等 边 中 大 边 所 
对 的 角 4DO=~ 人 DO， 这 时 人 O4D、 
0OiKD 不 可 能 构成 补 角 ,所 以 
人 AO04DPc2A 人 OI 克 站 
…， 47 一 匹 刀 ， 

即 刀 是 4 互 的 中 点 。 

511， 设 和 450 的 
三 条 垂 线 为 4D、D 也 、 
C5， 其 甜心 为 鼠 ， 若 
ADEBO 的 外 接 圆 和 
4B、4D、40 的 交点 分 
别 为 鼠 、 世 MK,， 则 

4 万 一 了 玫 ，LDD 一 万 71， 
4 万 一 刀 0I ， 

解 ” 由 问题 499, 两 加 互 BC 和 4BC 相等 。 

连结 互 C, 则 4KC 一 DB4C。 
4DBLCOP， 
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.AcCy4s2AOB 区 ， 因 而 4 万 一 7 

同 理 ， 4 万 = 了 NM 

广 因 4 和 忆 关 于 BC 是 对 称 的 ,所 以 

4D=D7Z。 

512， 设 人 450 的 外 心 为 0, 垂 心 为 互 ， 
车 在 边 4B、4C 上 藏 取 4O0' 一 4O, 4 已 ' 一 
4 妃 , 则 0 石 =.40. 

解 若 由 点 DO 作 BO 的 牌 线 0O24 并 延长 到 
N, 使 ZN=OM。 由 问 


在 人 A 人 40 万 、AOBN 
LO 一 BO， 
4 刀 =4 万 一 ON， 


L4- 亏 HOC 一 BON. 


.…。A4O0'EEBAOPN， 
。 BNV= 0 五 
但 是 BC 是 ON 的 垂直 平分 线 ， 
BX=- 50， 
…。 BO=0' 石 ,因而 0 号 =.40. 

513， 设 人 4BO 的 L4=60"， 从 了 CO 
向 对 边 所 作 垂 线 人 
的 交点 为 囊 ， 忆 
及 AC 的 平分 线 的 
交点 为 0， 则 有 五、 
O、 互 、G 四 点 共 
加 . 

解 ” 因 


一 B0C-180*-( 读 2B4 20) 


e o 世 
-180 (9 -到 24 
=180。 一 (90" 一 30) =120。， 
又 因 BEO= -4 的 补 角 
<180" 一 60" 一 120”. 

所 以 ， 点 O、 互 在 以 BC 为 弦 的 圆周 上 ， 即 
也 、 O、 万 C 四 点 共 阅 .. ~ 

514。 设 人 4BO 的 重心 为 鼠 , 外 心 为 D 
车 /4=-60* 则 三 直线 EO、4B、40 所 作 
成 的 人 A4P9g 是 正三 角形 

解 因 B4C 一 60"， 所 以 号 是 外 接 加 
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圆周 的 三 分 之 一 , 因而 OD=DM 。 
但 是 4T=230D，… 4 万 =OM 
并 且 4 瓦 /OM， 

又 因为 OKX=0O4=7( 贺 0 的 半径 )。 
久 而 4、O、M、 瑟 
是 凌 形 的 顶点 。 

，。，OF14M， 
于 是 _P91L44。 
而 且 ~B4M 

一 C4M 

一 30"， 
因此 人 A4P9 是 正三 角形 。 

515. 在 人 450c 中 ， 芳 底 边 3C 的 长 及 
位 置 一 定 , 顶 角 4 的 大 小 一 定 , 则 分 别 从 4B、 
4CG 的 中 点 M、N 向 对 边 所 作 的 垂 线 必 分 别 
过 一 定点 . 

解 设 A4BC 的 
重心 为 互 , 外 心 为 C， 
鞭 B0 的 中 点 为 民 ， 
由 问题 500, 有 

羡 4 一 0X. 


因 BC 是 定 长 ，4 
的 大 小 是 一 定 的 , 因此 外 心 的 位 置 是 一 定 的 ， 
所 以 0 是 定 长 、 定 位 置 ， 因 而 4 总 的 长 是 
一 定 的 . 
设 从 玖 向 4C 所 作 的 垂 线 与 4 互 的 交 
点 为 巴 则 B 1/ BE, 所 以 四 是 4 的 中 
点 ,因而 458 一 0O 民 ( 定 长 ) .从 如 所 作 BC 的 
垂 线 和 FM 的 延长 线 交 于 P， 因 这 是 4B 
的 中 点 ， 所 以 DBP 一 48 (一 定 ) . 因此 ， 卫 
定点 ， 所 以 1 不 过 定点 已。 同 更 ，W 到 过 定 
点 4. 

516. 设 锐角 三 角形 4BC 的 边 BC、C4、 
4 的 中 点 分 别 为 九 、 五 、 则 人 的 外 
心 ，ADZBZ 的 重 
心 , 人 DB 的 垂 足 
三 角形 的 内 心 是 同 
一 点 。 

解 若 从 人 刀 了 7 
的 顶点 及 吾 、 卫 分 
别 作对 边 的 垂 线 ， 
其 三 足 为 刀 、 吾 、 下 ， 则 也 、 瑟 刀 、8 下 交 
于 一 点 , 这 是 ADBF 的 垂 心 . 


M 


| 石 E, 其 垂 足 为 如 、 刀 ， 
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但 是 DD'、B、FB' 分 别 是 人 A4BC 的 边 
3O、C4、4 万 的 垂直 平分 线 ， 所 以 CQ 还 是 
人 A4BC 的 外 心 。 

因 和 AZD'B'1 是 ADB7 的 垂 足 三 角形 , 所 
以 (由 问题 92)D'O、 瑟 O、FO 分 别 平 分 
志 刀 :万 ' 丁 、 已 D、 /页 ' 而 ,， 因 而 O 是 
人 也 奋 ' 的 内 心 ， 所 以 人 4BC 的 外 心 D 是 
ADB 的 垂 心 并 且 是 人 忆 瑟 克 的 内 心 . 

517， 从 A4HB0O 的 垂 心 刀 分别 作 人 4 
的 平分 线 及 其 外 角 平 
分 线 的 阜 线 石 到 


若 刀 是 B0 的 中 点 ， 
上 


解 因 4BLL 4 有 
所 以 四 边 形 4 了 
是 矩形 , 故 4Z、 吾 1 互相 平分 ， 设 其 交点 为 
瑟 , 则 瑟 是 4 互 的 中 点 ， 假 定 O 是 A4BC 
的 外 心 , 则 0 了 一 豆 4 于 (由 问题 500)， 


.， 0ODL44 开 . @ 


但 是 0O2M 1 4 万 ,01 =04。 
因而 
一 已 47 一 AM =044。 人 @@ 
又 因 4 刀 1R 是 矩形 
百 4 玫 一 并 F4。 @@ 
由 四、 四 ,得 OO4 妃 一 .4 刀 反 ， 
0O41 厂 F。 志 
车 连结 尼 也 , 由 四 知 4OD 玉 是 平行 四 边 形 。 
“， 瑟 站 40。 全 
由 国 、@@, 知 3 吾 及 五 了 都 过 点 瑟 , 且 平 行 于 


直线 0O4, 所 以 个 
台 、 刀 在 一 直线 上 . 
518.。 设 人 4BC 
的 垂 心 为 刀 , 车 垂 足 
三 角形 DBF 的 外 接 
圆 和 C 的 交点 为 8 
G, 则 已 G=CG。 
解 人 EDG= 一 万 D 刀 十 人 TDG， 
但 是 了 TD 一 有 DB (问题 492); 
BFDG=- BFHG=DHGa， 
"，~LGDG= EDE 二 ADHG 
一 CDEG， 
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GD 一 6 
。… 也 DO= R， 故 EG=0CG。 

519。 设 人 4BO 
的 外 心 为 0， 且 从 
B、OC 铅 对 边 所 作 垂 
线 的 垂 足 分 别 为 刀 、 
刀 , 车 在 4B、C4 上 
分 别 截 取 .4 刀 一 万 万 ， 
4G=0D, ! 则 0O4 平 
分 GF。 

解 设 了 ZB 的 中 点 为 W， 作 平行 四 边 形 
N3BP、NDO09, 则 BPLBN,， CQ9Z2ND， 
并 且 ND 一 也 N。 
因此 BPCQ 是 平行 四 边 形 ， 且 BC 过 P@ 的 
中 点 双 。 
但 是 


NPLBBLZ4， 

NQDC 4G， 
人 A478G2ANPG. 

由 问题 507，40._1 也 . 
又 由 问题 489、490,， NM_LZED， 

.LO1 MN， 

即 在 两 个 全 等 的 A4FG、ANP@ 中 的 各 对 
应 边 是 平行 的 。 且 NM 1/ LO. 由 于 NM 平 
分 P@, 所 以 40 也 平分 FG。 

520. 设 锐角 人 4HO 的 三 条 高 分 别 为 
4D、 瑟 、07， 以 
30 为 真 径 的 较 O 
和 4 的 交点 为 G， 
过 点 G 的 直径 的 另 
一 端点 为 互 ， 若 
忆 和 、 开 和 BC 的 
交点 分 别 为 MK 、N， 
则 BV 一 CM。 

解 因 G 扩 是 直 
径 , 所 以 


ALGBM = AR 
又 因 ~GDM= BR G、 刀 、 歼 、 刀 四 点 共 贺 ， 
。，， AGM = GD. 
五 DO= 一 R 一 瑟 了 0， 
瓦 、D、C、 瑟 四 点 共 园 ， 
万 D 刀 = COB， 
因此 “~AGM 了 一 FOR 一 HEBR 
于 是 GM 1 NK 
又 因 0G=OFE，.…，AOM6S22AON 开 。 


又 因 


证 明 题 


因而 OM=OV， 
故 BN=CM。 


7 了 7. 三 角形 的 外 接 圆 

521.。 三 角形 各 边 的 垂直 平分 线 交 于 一 
点 , 且 其 交点 到 三 角形 的 三 顶点 等 距 。 [三 角 
形 的 外 心 ] 人 A 

解 设 愉 分 
别 是 人 A4ZBC 的 两 
边 4B、 4C 的 中 点 。 
过 到 分别 作 
4B、40 的 垂 线 8 E 和 
MO、NO， 其 交点 为 0, 因 0 是 线段 4 的 
垂直 平分 线 上 的 点 ,所 以 4O= 50. 

同 理 , 0 是 LC 的 垂直 平分 线 上 的 点 ,所 以 
4O=00. 


“，。、40O0= BO=OCO。 
因此 人 BOC 是 等 腰 三 角形 , 且 0 为 顶点 , 所 
以 BC 的 径直 平分 线 过 点 0O。 即 4B、BC、 
C4 的 各 垂直 平分 线 相交 于 一 点 ,并 且 
0O4=O0OB=O0. 

522. 从 人 4BC 的 外 楼 圆 的 加 心 0 向 
BC 边 作 垂 线 0D， 

(GD 证 明 BOD= 4 或 者 人 BOD 二 
.4 一 2 一 BR; 

(8) 由 卫 向 40 或 它 的 延长 线 所 作 垂 线 
厂 ， 


`、 则 0BC=4D 万 . 中 
解 (0D 当 4 是 锐 

角 时 (图 了 。 

在 这 种 情况 下 , 圆心 0 及 N 
顶点 4 在 BC 的 同 便 ， CLFA 
而 且 5oc=2LFB40。、 RD- 一 
但 是 0OD5C， (人 
所 以 BOD- 王 人 BOC，、E 

/BOD= 4。 


当 .4 是 钝 角 时 (图 2)， BE 
圆心 0 和 顶点 4 在 BC 的 
异 侧 ， 而 且 令 DO 的 延长 
线 为 05， 则 

4=BOT 
但 是 BOB 二 TABOP=2R， 
， 4 二 LALBOD=323- 恺 - 


(2) 
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526. 在 圆 形 的 纸 上 作 一 全 角形 


(2) 在 人 A4B 刀 和 AOBD 中， 
BF4= BOD， 
.41BB= AR=BDO， 
,。 4BZB=DBO， 
即 4B= 050。 
523。 况 内 接 正 三 
角形 的 各 边 ， 鹤 取 过 该 
边 所 对 顶点 的 直径 的 
I 


2 SS 
- 解 设 人 A4B0O 为 内 “AN 本 
接 于 加 0 的 正三 角形 ， 、 下 
作 真 径 40B, 则 4 是 34D 的 中 点 ,如是 
BFBO 的 中 点 ,所 以 4 是 BC 的 中 重 线 。 又 
人 OO 如 是 正三 角形 ,所 以 也是 0 马 的 中 点 . 


.， DB- 亏 0 于 4 奋 . 


524. 过 等 腰 三 有 形 420 芍 村 点 如 的 
直线 和 底 边 BC 交 于 也 
和 外 接 圆 交 于 也 则 4B 

-和 贺 D 万 相 切 。 

解 因 一 45B 一 C， 
4B=40， 

所 以 ZC=A 人 .4B0， 
了 = /4BD， 


Se 
因此 4 和 圆 BDZ 相 切 。 


525. 圆 内 接 三 角形 的 重心 和 圆心 重合 ， 
问 具 有 这 种 竹 质 的 三 角形 是 什么 三 角形 ? 
解 设 A4HBC 的 外 


接 园 的 园 心 0 和 人 4BC 入 

的 重心 重合 , 则 人 4ZBC 修 

是 正三 角形 .为 什么 呢 ? 

天 为 0 是 A430 的 外 【LN 
接 圆 的 圆心 ,所 以 5 


04=OB=00、 OO 
又 因 0 为 A4BC 的 重心 ys 车 作 三 条 中 线 
4D、B3 玉 、CF， 财 


40= 卫 47D， 3B0=- 了 了 BB， 
8 
Co- 了 cz。 
由 @, 有 4D 一 BBCOT， 


所 以 人 4BC 的 三 条 中 线 相等 ,因此 是 正三 角 
形 。 


心 为 0， 


4BC, 若 以 弦 BC 为 折 

痕 把 殴 弧 BC 折 过 

来 ， 些 必 恰 好 切 于 两 

边 4B,.40O 问 人 4BO 

是 什么 三 角形 ? 且 们 
解 ”在 点 五 作 该 加 

的 切线 好。 在 图 中 ， 人 D 

8ZDpB 和 20 关于 BO 是 对 称 的 , B4 和 85C 

相 切 ,所 以 


0OB7= 4BC。 
因 37 是 该 圆 的 切线 ,所 以 CCBT 一 人 4， 
"。 人 .4BO 一 一 4。 
同 理 ， 4OB 一 4。 
因此 , A4BC 是 正三 
角形 。 
527. 如 果 等 腰 三 
角形 4BC 的 项 角 44 等 


了 于 正三 角形 的 外 角 ， 则 
该 三 角形 的 外 接 圆 的 半 
径 等 于 其 一 腰 。 

解 ” 因 正三 角形 的 顶 角 是 60。, 它 的 外 角 
是 420"， 
所 以 DB4C=1I120?。 
设 人 和 人 450 的 外 心 为 O， 县 4 一 40， 
所 以 4O0 平分 人 B4CO，.…， 了 B40O=60*。。 
又 因 04=O0OPB, 所 以 人 4BO=60”， 

从 而 人 A4BO 是 正三 角形 。 贺 0 的 半径 40 
等 于 4B。 下 人 
528。 设 人 4BO 的 
外 心 为 0, 80 的 中 点 为 
D, 则 

4DO 


-- 瑟 (ZB~ 人 0). 


_ 解 尖 延 长 DO 和 较 0 交 于 点 孔 则 刀 是 
B4C 的 中 点 。 
所 以 ， 全 -于 ( 颁 ~ 人 )， 


. L4DO= 王 (CB~LO。， 


529， 设 人 4BC 中 .4 的 平分 线 和 BO 
的 交点 为 D, 从 4 向 BC 作 垂 线 4 轧 若 外 
则 CO4D= BE4D。 
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解 因 4 是 一 4 的 平分 线 ， 若 延长 4 
与 外 接 圆 的 交点 为 下， 则 到 是 BC 的 中 点 - 
因此 OF_LB5C， A 

oO 了 1 4 也 ， (人 


re (人 


G 一 人 D4 妃 。 

又 因 04=OF， 

.，LB= 04D. 四 日 | 人 

由 @O,、@, 得 SN 
0O04D= 一 了 4D， 

530， 若 A4HBC 的 人 C 的 平分 线 和 边 
4B 的 垂直 平分 线 相 交 主 D, 则 

40OCB 二 LA .4DB 一 2 一 

解 若 画 A4BC 
的 外 接 圆 ， 则 ~C 的 
平分 线 过 LO 所 对 的 
48B 的 中 点 .又 因 4B 
的 垂直 平分 线 也 过 
. 态 的 中 点 ,所 以 CC 
的 平分 线 和 边 4 的 二 
垂直 平分 线 的 交点 了 是 4B 的 中 点 . 于 是 在 
内 接 于 贺 的 四 边 形 4DBC 中 ， 

AL4OB+TZA4DB=2LARE. 

531， 若 在 4=60* 的 人 4BC 中 。 其 
外 心 为 0， 垂 心 为 
丈 , 则 40 一 4 互 . 

解 设 ODLB5C， 
延长 0D 和 贺 周 的 交 
点 为 坎 ， 则 

0D- 亏 4 克 


(由 问题 800) . 
BOC=323540=120" 一 BBC。 
于 是 BC 是 0 如 的 垂直 平分 线 , 因此 
O 了 一 2DPO， 
故 A 
接 等 腰 三 角形 4BC 
的 底 边 BC 的 一 端 
平行 于 BP, 则 4P1/9C。 
和 解 因 491/BP， 


4 万 =O0 万 =40。 7/ 
点 也 在 天 中 内 作 US 
NS 


532.， 从 国内 
弦 BP, 若 作 弦 49 3 


第 二 编 ”证 


明 题 
…， 弘 = 二. 

4B= 40，4- 40. 
.40=8， 故 4P190. 

533. 若 人 4HC 的 人 4 的 平分 线 和 BO 
的 交点 为 双 , BO 
的 中 点 为 了 D， 
A4zhD 的 外 接 
加 与 4B、4C 的 上 
交点 分 别 为 忆 、 P 
4, 则 DBP 一 0C9.。 c 

解 ” 因 四 边 形 es 
4PD9 是 贺 内 接 四 边 形 ,所 以 人 BPD= 
4@JD. 于 是 ~BPD、~.DQC 构成 补 角 , 并 
且 瑟 D= DC, 所 以 


又 由 


BPD= 回 D90. O@ 
但 是 PDB=- 了 P4M 
一 ~M4O 一 -9DM， 
-PDB= 9DC. g@ 
由 候 、@， 2 一 09。 


534， 证 明 A4BC 
的 一 个 顶点 4 的 内 角 及 
其 外 角 的 平分 线 和 外 
接 贺 的 交点 所 连结 的 
线段 , 是 顶点 4 的 对 边 
20 的 垂直 平分 线 , 且 该 
线段 的 两 端点 也 是 外 接 
圆 直 径 的 端点 ， 

解 设 一 4 的 平分 线 和 外 接 的 交点 为 
忆 , 则 忆 是 BC 的 中 点 。 所 以 

BOD= -CoD， 
从 而 OD 是 等 腰 三 角形 BOC 顶 角 O 的 平分 
线 ， 它 垂直 平分 BC。 延长 DO 和 部 周 的 交 
点 为 妃 ， 连结 4 五 ， 因 万 刀 是 直径 ， 所 以 
AD4 刀 = 一 玉 、 因 4 是 一 4 的 内 角 的 平分 
线 , 所 以 4 妃 是 外 角 的 平分 线 , 故 吾 也 是 牌 
直 平 分 BC 的 直径 的 两 端点 。 

535.， 在 不 等 边 三 角形 4BC 外， 设 从 点 
0 所作 垂直 于 一 .4 的 平分 线 和 4B 及 该 三 角 
形 的 外 接 圆 的 交点 分 别 为 刀 、 束 , 证 明 : 

(D 了 3B 一 万 D， 
(9) 4 了 > 二 (4B-4O) ， 

解 (1) 在 人 40D 中 , L4 的 平分 线 
垂直 于 CD 的 ,所 以 4C=4D， 
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40CD= “4DaC. 


LABDB= 4DC， 
LABB4= BO 
-。 了 DB 
一 TBD， 
因此 ， 厂 B 一 五 也 。 
(2) 由 马 向 BD 


作 垂 线 , 设 其 垂 足 为 7 则 由 (1) 知 瑟 是 BD 
的 中 点 ， 


。。 4B>4F= 子 [(4B 一 BZ) 
十 (4D+D 砚 ] 
王 (4BA4D) 


一 于 (4B+40) 


536， 在 圆 内 接 三 角形 4BC 中 , 若 人 4 
的 平分 线 和 圆周 的 交点 为 也, 从 刀 所 作 4D、 
40C 的 垂 线 分 别 为 呈 写 、DF， 则 

4 了 = 4 一 吕 (4B+4O)， 


BZB 一 OF 一 襄 (4Bw4O)。 


解 因 -4D 是 /4 的 
平分 线 ， 所 以 卫 是 卫 
的 中 点 。 


从 呈 向 4B、4C ( 设 
4B>40) 作 垂 线 , 设 其 
委 足 分 别 为 吾 、 三 ， 因 


而 且 BD=CD， 
ADBFE2ADO7， 
于 是 BZ 一 07. 


但 忆 是 DB40 的 平分 线 上 的 点 ,所 以 4 卫 一 
-47， 
故 4BT4C 一 4 夯 十 4 刀 


一 2.4 刀 =347. 
同 理 ， 
4B-4O=[(4BHTEB) 一 (47-FO] 
一 23 刀 一 207. 


因此 4B=4PF 王 (4B+4O)， 
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BB 一 CZF 一 王 (LE LO) 。 


537， 芳 三 角形 
一 个 顶 角 的 位 置 、 大 . 
小 及 夹 该 角 两 边 的 和 
都 一 定 ， 则 三 角形 的 
外 接 圆 总 过 一 定点 . 

解 设 A4B0 的 
外 接 圆 和 4 的 平分 
线 的 交点 为 刀 。 由 也 了 
所 作 4B、4C 的 垂 线 分 别 为 忆 、D7， 则 由 
上 题 知 


4B=47 一 了 (4B+4O = 一 定 ， 


因 4 的 位 置 、 大 小 是 一 定 的 ,所 以 .44 盏 、4 万 
是 一 定 的 。 因此 呈 的 位 置 是 确定 的 ， 故 
A4BC 的 外 接 圆 必 过 这 个 定点 卫 。 

注 4B5~40 一 定时 ， 由 下 题 可 见 外 接 圆 
过 定点 G。 

538， 设 人 4B0O(C4B>4O) 的 一 4 的 外 
角 平 分 线 和 外 接 贺 的 交点 为 G, 由 G 所 作 
4D、4C0 的 垂 线 的 垂 足 分 别 为 殖 、 姜 , 则 . 

GB=GO, 如 了 一 7TC. 

解 设 人 .4 的 平分 线 和 外 接 圆 的 交点 为 
也 ， 则 6G4 了 一 一 及 。 因 此 , GD 是 该 加 的 直 
径 , 并 且 肪 = 2 

=Co， 

于 是 蓄 GEB=GC. 
因 4G 是 4 的 外 角 平 
分 线 , 且 G 刀 | 4 也， 

GF14C， 
-， GT 一 GCT， 

人 A 人 BGFceACGB， 
故 也 BE= TO, GB=GC. 
539、 设 A4BO 

的 4 的 平分 线 和 
外 接 贺 的 交点 为 也 ， 
由 直径 忆 刀 的 两 端点 
所 作 4B 的 垂 线 分 别 
为 DEF、G,， 则 

FG= 4C. 

解 因 47D 是 4 
的 平分 线 , 所 以 由 问题 896, 得 
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47- 玛 (C4B-A40) 。 OO 
又 因 ]LD4 盏 = AR，.…。 4 脏 平 分 LC4G 
…。 4G= 玛 (4C--4B)。 四 


由 @T+@, 得 4F+4G=40， 
即 TFTG 一 .40。 

, 540， 若 在 定 三 角形 的 两 边 4B、40 上 
截取 任意 等 长 线段 
BX、OCTZ, 连结 刁 P， 
则 A4ZY 的 外 接 
贺 总 过 一 定点 。 问 
又 了 取 在 边 的 延长 
线 上 ,或 工 、 卫 之 一 
取 在 延长 线 上 时 的 
情形 如 何 ? 

解 ( 册 设 加 4XT 
和 加 4BC 的 交点 为 王 . 在 人 APXDB、AP7O 
中 ， 

APP4 一 PO4， 
APXBm= ~P7O(. APYX4 一 ~P74) . 
又 因 BX 一 0CZ， 


PFB=EC. 

因此 己 是 B4C 的 中 

点 ， 所 以 圆 4Z 了 过 

定点 (B4C 的 中 点 ) 。 
(3) 当 互 、 了 在 边 (9) 

的 延长 线 上 时 ,同样 也有 人 PDBXSeA 人 PCOT7， 
.…，PB 一 PFC. 
因此 也是 瑟 42 的 
中 点 , 是 定点 。 所 
以 圆 4 过 定点 

三 。 

(3) 若 开 在 4B 
的 延长 线 上 ,了 在 
4C 上 时， 完全 同 


G)  ， 
样 , P 还 是 一 定点 , 圆 4X 了 过 定点 也 


.541。 在 A4BO 中 , 若 人 4 是 /五 的 两 
售 , 由 顶点 C 作 人.4 的 平分 线 的 垂 线 , 则 该 上 
垂 线 过 三 角形 的 外 心 。 

解 作 人 4BC 的 外 接 圆 ， 令 人 4 的 平分 |- 
线 和 圆 局 的 交点 为 功 若 由 C 作 4 的 重 线 


明 题 


和 加 局 交 于 妃 ， 和 
4 交 于 如 则 由 
LA470O= - 羽 
有 
4-HBDO 一 半圆 周 .。 
但 由 假定 
40= 了 720= 了 疡 
"， 4 为 上 40 一 半圆 局 . 

所 以 BO 是 外 接 圆 的 直径 ， 因 而 CZ 过 
A4B0 的 外 心 。 

542. 若 由 人 人 480 的 外 接 加 上 的 一 点 王 
向 三 边 或 其 延长 线 所 作 垂 线 和 圆周 的 交点 分 
别 为 4、B、0， 则 A4'B'OS2A4BO。 

解 ” 设 由 点 书 向 
边 BC、C4、4B 所 
作 垂 线 的 垂 足 分 别 
为 也、M、WN， 则 
PP、 志 到 、C 四 点 
共 圆 ,所 以 
APB' 一 BC4， 
但 是 


世 


B 


人 


IPB 一 BIO 
“BCL 一 BO4， 


Q@ 


因而 
弦 4 一 弦 4F。 


Q@ 
其 次 ， 四 边 形 4'C'PB' 及 LNPM 分 别 是 四 


“内 接 四 边 形 ， 


.。 04'B'=3]R_- ALCPB' 
一 2LB-NPM=B4LC. 


由 @、@、@, 得 本 
A 人 4'DOSE2A4BCO。 
543， 若 过 人 4BC 的 两 顶点 吾 _C 及 外 
心 & 的 贺 和 4B 或 它 的 延长 线 的 交点 为 包 
连结 0 则 94 一 90。 了 


解 ”因为 O 是 外 心 。 
所 以 Q 
AQ@40= 50O. B c 

又 ~4CO=-@50， 

从 而 
940= 900。 

又 因 0O4C= 一 0C4， 
940= 9c4， 

故 94=4C。 


第 二 章 图 


544. 作 正 三 角形 4BC 的 外 接 圆 0， 设 
工 、M《 分 别 是 .4 方 、40 的 中 点 ,了 为 和 上 的 
任意 一 点 , PZ、PM 和 4B、40 的 交点 分 四 
为 了 卫 , 则 也.O、 
瑟 在 一 直线 上 。 

解 连结 CD、 
OPB, M 和 0 关于 
40 是 对 称 的 ,所 以 
40 了 一 了 4 了 ME。 
同 理 ， 

A4OD= 47D. 
但 是 4、 工 、 忆 、2 四 点 共 圆 ， 
所 以 乙 了 十 了 工 一 2 已 
.…。 人 40 二 LA4OD 一 2 RR。 
因此 妈 、O.、 如 在 一 直线 上 。 

545. 作 正 三 角形 4BC 的 全 IEO， 设 
有 C2U、 仿 的 
中 点 分 别 为 开 、 
YZ、2Z,， 8 上 的 
任意 点 为 双 ， 
MX、MTZ、MG 
分 别 和 BO、O4、 
4 的 交点 分 别 
为 心 五 ， 则 情 、 五 、 @ 在 一 直线 上 。 

解 由 上 题 知 也 、 O、 驴 在 一 直线 上 ， 连结 
PO, 则 CO 和 己 关 于 BO 对 称 , 所 以 

APOX= -~PXO= -MHZY4= 409- 
所 以 P、O、9 在 一 直线 上 . 故 己 BR、 9 在 一 
直线 上 。 

546. 在 等 腰 三 角形 4BC 的 边 4 已 的 
延长 线 上 取 点 也, 在 40 上 取 点 卫 , 使 如 刀 一 
0 了, 若 人 .4 的 平分 线 和 人 4BC 的 外 接 圆 交 
于 点 了 ，BC、 2 至 交 于 点 G,， 则 FFGLLD. 

解 因 下 是 BFHCO 的 中 点 , 所 以 BF 一 FC. 
又 因 ”BD=CB， TBD= FOR， 

“。， ATFCES2A7DBD。 
因此 卫 B 一 TDP。 

由 作 4 的 平行 
线 和 BC 的 交点 为 妃 ， 
则 瑟瑟 一 也 CO。 

五 D 妈 刀 瓦 ， 。 
贸 紫 好 已 互 吾 是 平行 四 
边 形 ，D 如 和 3 互 的 交 也 


点 G 就 是 了 鼠 的 中 点 ， ， 
FFG1DPBP (1 一 DB)。 

547。 若 人 A4B0 的 .4 的 平分 线 4 召 
是 中 线 4 与 垂 线 47D 所 夹 的 角 的 平分 线 ， 
则 A4BC 是 什么 三 角形 ? 

解 因 ~.B4 厂 一 人 C4 耳 ， 

和 48 一 一 4 
。 和 TD4M 一 CO47D。 四 

芳 延 长 中 线 4 下 
和 人 480C 的 外 接 
圆 的 交点 为 到 ， 则 
LAC 一 .471PBP。 四 
由 @、@, 得 
.4BP 

一 人 4DO 一 已 
所 以 4M 克 是 该 圆 的 直径 ， 

由 于 直径 48 平分 边 BC, 所 以 4LM_ BC， 
或 者 到 是 圆心 , 二 者 必 居 其 一 . 当 MK _LEC 
时 , 则 4B 一 4C。 由 此 4D、4M 重合 , 这 不 
合 题 意 。 所 以 到 是 人 45C 的 外 接 圆 的 圆 
心 > 


-。 B4O= AR。 
因此 A4BoC 是 直角 三 角形 。 
548. 车 在 正三 角形 4BC 的 外 接 圆 的 劣 
弧 BC 上 任 取 一 点 也 , 则 P4=PBE 二 PCO。 
解 延长 PC, 截 人 
取 CD=PB、 因 为 
边 形 4BPOC 是 
融 内 接 四 边 形 ， 
所 光 D 
4OD= 4BP。 8 C 
又 因 4C=4B， 了 
CD=BP， 
.…。A 人 40DPceA4BFP， 
因此 


4D= 4 记 @ 
又 因 D40=P4P， 
于 是 

AD4P=60*， @@ 
由 O、@， 得 人 A4P 是 正三 角形 。: 

.了 PD 一 Pd4， 
而 “` PD=Po+OD=POTPB。 
故 P4=PBTPO。 


549.。 若 在 正三 角形 4BC 外 取 一 点 轧 
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使 得 4 一 PBTEC 则 4、 盏 、P、C 四 点 共 
殴 。 8 
解 若 在 A4EO 的 外 侧 作 一 C4D= 
一 D4P, 并 截取 4D 一 4P,， 则 


A4BPS2A40D. 村 

“。 PDB=DO， 
4HP 一 40CD. 
LN 
AD4P 一 4 万 8B 

-0 AND 一 

所 以 AD4P 是 正 也 
三 角形 ， …、4P=PD， 


但 由 假定 4P 一 PPBTZPO， 所 以 PD=PC 寺 
CDP, 因此 PP、C、 了 在 一 直线 上 . 

因为 4OD= 4BD， 

从 而 4、B、P、C 四 点 共 圆 . 

550， 堵 在 人 4BC 的 各 边 的 外 侧 作 正 
三 角形 4BCO'、EO4'、C4B， 则 

(人 这 三 个 正三 角形 的 外 萎 贺 相交 于 一 
点 ; 

(2) 44' 一 BB' 一 CO4 

(3) 这 三 个 外 心 构成 正三 角形 的 顶点 。 

解 全 设 三 个 圆 的 圆心 分 别 为 PE、Q、， 
两 圆 R4 的 交点 为 0， 连 结 4O、BO、CO， 
则 

”人 .400+ 了 B =I80。， 
但 了 一 60。 所 以 人 4OC=120。。 
同 理 ， BOC-=120". 
.， .408 一 120". 
又 因 ~C' 一 60*， 
所 以 A4BC' 的 
外 贸 圆 也 过 点 O。 


所 以 4、O、 44 在 一 直线 上 ， 

同 理 ， 也 、 O、 也 ， C、 O、 C- 也 在 一 直线 
上 . 而 且 O 是 正三 角形 4BO 的 外 接 圆 的 劣 
弧 BC 上 的 点 , 由 问题 548， 有 

0O4 一 BTOC， 
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"， .44 一 04 二 0OB 二 OC. 
EBPB' 一 CC' =0O4 二 OB 二 OC， 

44 一 BBCO' 

(3》 连结 两 兄 的 轴 心 的 线段 性 直 公共 纺 ， 
所 以 POLOC PHETOP。 

故 L 了 十 BOC= 2 一 民 。 

但 是 一 BOC=120。， 卫 一 60"。 

同 理 ， 9、 一 忆 也 是 60". 

所 以 APgBR 是 正三 角形 . 

551， 在 人 4BO 的 各 边 的 内 侧 作 正 三 角 
形 BOD、C4 召 、4BB， 则 4D、B 画 、Cz 相 
交 于 一 点 。 

解 设 两 网 了 BO、4BFR 的 交点 为 0， 连 
结 4O、DO, 则 D 

BO4=DBFL 


2 


同 理 ， 


又 因 

.BOD=- BCOD 

2 
一 豆 一 了 
.…， BO04 一 BOD. 
故 O、4 、 了 在 一 直线 上 . 

同 理 ， 分 别 连结 OF、OC 及 0OB、OD， 则 
OF、O 及 玉 0、 也 在 一 直线 上 。 即 4D、 
了 3 瓦 、CZ 相交 于 一 点 . 

552. 设 人 450 的 外 心 为 0, 若 O 关于 
BC、C4、48 的 对 称 点 分 别 为 4、B'、C， 
则 44、BDB、 
CC 相交 于 一 点 。 

解 ” 因 为 四 边 
形 O4C' 的 对 
角 线 互相 平分 ， 
所 以 它 是 平行 四 _ 
边 形 。 


LOLOP。 
402O0B， 

.4402410O， 
因此 四 边 形 4C'4C 是 平行 四 边 形 ，44 
C0' 在 中 点 卫 相 交 ， 

周 理 ，BB' 也 过 卫 点 。 

所 以 44/、B'、CC' 过 同一 点 于。 

553。 设 4DD 是 人 A4BO 的 外 接 圆 D 的 直 
径 ， 过 直径 4D 的 一 端点 也 的 切线 和 BO 的 


同 理 ， 


到 


0 


1 
.44 一 于 (4 了 
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交点 为 如, 瑟 O 和 4B、4C 的 交点 分 别 为 过 、 
9 则 OP=O04%. 

解 从 C 所 作 
3P 的 平行 线 和 
4D、4 下 的 交点 分 
别 为 互 、 丈 ,又 由 O 
作 BC 的 垂 线 COGv 
则 


_AOG 瑟 = AR 0OD 刀 ， 
所 以 O、G、 刀 如 四 点 共 贺 . 
于 是 ”OODG= -OOBG 一 CCG， 
所 以 G、D、C、 互 四 点 共 吏 ， 
。 HGC= -TDC= B， 


“，BG1/4B. 
GDB=6G0，.…， 了 BF 一 0。 
又 … P9@/coz，,…-， OP=09. 


554， 设 由 正三 角形 45C 的 边 BC 上 的 
一 点 P， 所 作 4B\、40 的 平行 线 和 4B、4C 
的 交点 分 别 为 了 、D,， 若 A4D 允 的 外 接 
和 4 的 平分 线 的 交点 为 0, 则 0 是 A4BC 
的 外 心 。 人 

解 从 O 向 4C 
作 垂 线 OM， 由 问 
题 6， 有 


+4D).@ 38 
但 A4BC. 是 正三 角形 ， 
PTD1 4，PZ1/ 4C， 


所 以 
4 妃 二 4D=4C。 @ 


于 是 由 候 、@ 得 
4MX= 亏 40， 


因此 点 O 在 40 的 垂直 平分 线 上 。 
同 理 ， 从 O 向 4 作 垂 线 ON,， 显然 从 是 
4 的 中 点 ,因而 点 DO 是 人 A4BC 的 外 心 


念 ， 圆 内 接 .、 外 切 四 边 形 
555. 圆 内 接 四 边 形 对 角 互 补 。 这 个 命 
题 的 逆 命 题 也 是 正确 的 . 
解 “ 设 四 边 形 4BCD 的 外 接 阅 的 圆心 为 
0, 连结 0B、OD 时 ， 


 LBTAD=23LB 


LC 一 末 瑟 4 方 的 度数 ， 


,。 LA4+ZC- 二 [BO 的 度数 


十 允 仿 的 度数 ] 
一 王 x360* 一 2 人 FF。 
所 以 Z4 和 C 互 
为 补 角 。 

同 理 , /了 3 和 D 
互 为 补 角 。 

逆 当 四 边 形 B D 
4BCD 的 内 对 角 互 NS 2 
补 时 ,就 能 够 画 出 其 
外 接 酌 。 这 是 因为 : 


假定 过 4、 刀 、C 三 点 的 圆 不 过 顶点 功 令 
4 忆 和 圆周 的 交点 为 
了 ,连结 已 C, 则 四 边 
形 4BCODP 是 贺 内 接 
四 边 形 ,所 以 


A 


人 了 一 人 4DC. 
这 是 不 合理 的 。 所 以 
4B0 过 刀 点 。 即 能 够 画 出 四 边 形 4BCP 


, 的 外 接 贺 . 


556.， 证 明 ”等 腰 梯 形 内 接 于 圆 .又 若 加 
内 接 四 边 形 的 两 对 角 线 相等 ， 则 此 四 边 形 是 
等 腰 梯 形 . 

解 在 梯形 4BCD ， 
中 , 4D1/ 50,4B= CD. 
则 /4BC= DCB. 
.。 4BC+AB4D 

一 DCB 
二 LA4DCO=3LBR (4D1/ BO)， 
故 等 腰 梯 形 内 接 于 圆 。 

又 设 四 边 形 4BOD 

为 圆 内 接 四 边 形 , 且 

4 一 有 7D， 

则 24DD=B 人 

或 “4BD=B4D， 
.，pb=CD 或 4D=2. 

故 当 4B=CD 时 , 则 ZL4DB= DBO; 

当 4D= BC 时 , 则 人 4BD= BBC. 

所 以 有 4D1/ BC，4B=CD; 或 4B1CD， 


A 
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4D= 50. 故 不 论 娜 种 情况 四 边 形 4BCD 
都 是 等 腰 梯 形 . 

557.” 由 人 4B0 的 一 个 顶点 艺 :向 对 边 
23C 作 垂 线 4D, 再 由 忆 向 另 两 边 作 垂 线 忆 Z、 
DB, 则 瑟瑟 、F、C 四 点 共 贺 ， 

解 因 4BDF 是 内 接 于 回 的 四 边 形 ,所 以 

.441 一 


ALDP 下 
但 是 
4DPC= 忆 E 
401D。 和 C 


了 
4D1H=4CB， 4F8 一 -40B。 
故 了 3、 五 、 卫 、 C 四 点 共 圆 . 
558. 外 切 四 边 形 4BC 的 对 边 之 和 
4B+CD 与 4D 二 BC 相等 . 
解 设 4B、53C、CD、D4 同 内 切 贺 的 切 


点 分 别 为 、9、R、S， 则 = 
.4P 一 .48S， S 
BP-B9， 四 
CR 一 C4， P 
DR= DS. 
把 这 四 个 式 子 的 两 写 
边 分 别 相 加 , 得 & 
(4P+BP) 十 (CR 二 DB) 
一 (4S+DS)+(B9@+C9)， 
即 “45+CD=4D+ EC 
559. 在 一 到 上 有 两 等 弧 , 过 每 弧 的 两 端 


点 所 作 四 条 切线 构成 的 四 边 形 ， 则 位 于 不 相 
等 二 弧 上 的 两 邻 边 相等 。 

解 设 园 0 的 刀 放 和 6 让 相等 , 则 

BOF 一 GO。 
设 由 至 下 
G\ 已 各 点 作 该 
圆 的 切线 所 构成 
的 四 边 形 为 
4BCD, 则 OB 平 
分 BOF。OD 
平分 AGO 玖 .所 
以 在 人 BFO 和 和 人 DGO 中 ，OFB= BR= 
09D, 70B=G0D, 08 =09. 
ADBFCsADa0 BF 一 DC 

但 是 CF=CG， BC= DC。 

同 理 ，- 483 一 4D. ， 


589、. 在 上 四边形 4BCD 中 ， 若 相对 两 


N 
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边 4B、CD 之 和 等 于 另 两 对 边 4D、BC 之 
解 设 以 4、~ 互 的 平分 线 的 交点 0 为 
圆心 ， 可 以 作 一 圆 与 D'D 
三 边 4B、 BC\、LD 相 人 元 
O 不 相 切 , 才 作 此 加 的 
切线 且 平行 于 CD 并 、 
与 4D、BC 或 其 延长 
则 四 边 形 4BC'D' 为 圆 外 切 四 边 形 , 所 以 ， 
4 十 DO 一 4DD 十 BC 人 
又 由 假定 , 知 
DO~DCO' = [(4D~4D') 二 (BC~ BCD)]， 
“， DO~ DC' = 也 D 十 CC ， 
或 DO 一 DD'A+CC' 上 DO， 
这 个 四 边 形 的 一 边 等 于 其 余 三 边 之 和 ， 这 是 
不 合理 的 。 所 以 ,该 四 边 形 4BOD 是 圆 外 切 
561.， 在 定 圆 的 外 切 梯 形 中 , 面积 最 小 的 
是 正方 形 . 
解 ” 设 梯形 4BCD 为 圆 外 切 梯形 ，4DV1 
8= 豆 (4D+EO) x27。 
要 使 8 为 最 小 ，  A D 
只 要 4 十 BC 为 
是 4BOD 是 梯 
形 ,车 设 4B、CD 
0 点 分 别 为 M、 8 一 9 
因此 在 本 题 中 , 只 要 求 出 UN 为 最 小 就 可 
以 了 .但 .MT 等 于 直径 327 时 为 最 小 。 这 时 ， 
. 562. 4D、50 是 相交 的 两 条 线段 , 当 四 
条 直线 4B、4D、OB、OD 都 和 一 个 圆 相 切 
时 , 则 43~.OD= 4D~ BO. 


和 , 则 该 四 边 形 是 圆 外 切 四 边 形 . 
切 .. 现 假定 DC 和 圆 
线 分 别 相交 于 D'\ CC， 安 5 
4B+DO=4D+BO。 全 
即 DCO=DDP'TCC' 二 DO 
四 边 形 , 
3C, 圆 0 的 半径 为 光 则 梯形 的 面积 8 为 
最 小 就 可 以 了 .但 
N, 则 MX 通过 下 0 并 且 

面积 最 小 值 8 一 4/2，4BCD 为 正方 形 , 

解 设 边 4B、BO.OD\、D4 或 它们 的 延长 
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线 和 一 个 圆 相 切 ， 其 切 从 


OO 
点 分 别 为 丽 .7.G,、 豆 , 则 人 


4B=4 厂 一刀 妨 
一 4 克 一 BF 3 SN 
OOD 一 0 一 DG G 
一 O 太 一 忆 万 。 全 
由 四 一 四 ,得 


4-OD=[(4 妃 一 BF) - (OF 一 DZ)] 
一 [(4 互 上 DBE) ~ (BF 上 OZ)] 
一 4 了 0 一 BO 
在 4B<OD 时 , 由 轩 一 @, 得 
OD-4B=BO 一 4DD。 
因此 一 般 地 4D~OD=4D~ BO。 

563. 若 圆 0 的 外 切 四 边 形 4BCD 的 对 
角 线 4C 和 3 过 圆心 D,， 则 4C、BD 互相 
垂直 , 且 四 边 形 4BCD 是 姜 形 . 

解 因 对 角 线 及 
4C 过 内 切 辆 的 山 
心 ， 所 以 该 四 边 形 
关于 4C 是 对 称 
的 .. 同 理 ， 四 边 形 
3BD 也 是 对 称 


4C BED， 
并 且 4B=4D= BO=CD。 
故 四 边 形 4BCD 是 凌 形 . 
564. 四 边 形 45CD 是 圆 的 外 切 四 边 
形 , 关 这 个 圆 的 圆心 为 召 ， 则 
4 了 PPT CBED=2R。 
解 设 圆 心 为 刀 ， A D 

把 召 和 各 顶点 4 了、 
C、D 连结 , 则 

BF4P 一 一 也 4D， 

-BEBB4= 万 BC， 

ABCD=-BCB， 3 “ 

ADC 一 3D4。 

.BT4DB+TBB4TBOD 
十 一 了 DO 一 23。 
但 是 人 4 万 及 、ACD 奋 的 内 角 之 和 都 等 于 两 
直角 ， 
即 ~ 了 4B+ BRB4 二 :AL4 到 甩 -3 7 区 
BCDTABDO COBD=23R， 
oo L4EB 二 LOBD 一 2LR。 
.565. 落 四 边 形 4BCD 是 一 个 国 的 内 接 
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-AT 
四 边 形 ， 又 是 另 一 个 圆 的 外 切 四 边 形 , 则 连结 
对 边 切 点 的 两 直线 妃 G、5 五 互相 翟 直 . 

解 设 四 边 形 的 边 
4B、BCO、CD、D4 与. 
内 切 贺 的 切 点 分 别 为 
瑟 、 了 G、 万 , 则 本 
有 BF 万 = BGF， 
DBEG=-57G: 四 
但 是 ADERG、 人 BE 
都 是 等 腰 三 角形 ， 并 且 4 B、C\、 了 四 闪 
圆 ， BAD 一 2 有 。 


所 以 本 
ABRTADHG= AR。- 四 
故 由 中 、@、@@, 得 
BEBGH 上 FFG= 7]R， 
.万 太 | 了 7G， 


566， 设 加 内 接 四 演 形 43CD 的 边 4 二 、 
BO、CD、D4 的 中 点 分 别 为 忆 、4、 玉 、S， 则 
人 4PS、 人 BOP、ACRE9、A 人 DSE 的 外 接 轩 
都 相等 并 且 都 与 圆 4BCDD 内 切 . ， 

解 ” 设 四 边 形 4B0D 的 外 交加 的 加 心 为 
O, 线段 40 的 中 点 
为 Oh 则 


OiP- 亏 OF， 
oOS= 工 0D 
于 0D. 


因 04、OB、OD 都 
是 加 O 的 半径 ，。 
所 以 Old4 一 OO=OIP 二 OIS. 

因此 以 04 为 直径 的 园 0 过 已 及 SS， 并 
且 和 加 0O 在 点 4 内 切 。 同 理 也 可 作 以 OPB、 
0C\、0D 为 直径 的 加 .所 以 四 个 三 角形 4PS、 
BE9P、CF9、DSR 的 外 接 圆 都 相等 … 并 且 都 
和 圆 O 内 切 . 

567.， 设 过 正方 形 4BCD 的 对 角 线 4C 
上 的 任意 点 召 作 4D、 4 的 平行 线 , 与 4T、 
BC、CD、D4d 的 交点 1 
分 别 为 五.2、 羽 、 乙 
则 此 四 点 在 以 正方 形 
的 对 角 线 的 交点 O 为 
圆心 的 圆周 上 . 

的 交点 ， 所 以 
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04=0D， 
又 4 一 也 瑟 一 D 开 ， 


LO4T= 王 AR AODT， 


"。 A 人 407 纪 人 DOK， 
同 理 , AL4O7、A4OR、A50M 都 是 全 等 
。。 0O7=OZmOE=-OXN， 
因此 工 、 责 、M、 万 
由 点 在 以 0 为 
心 ，0 呈 为 半径 的 
周 上 . 

568. 以 加 内 
接 四 边 形 4BOD 的 
四 边 4B、BC、 CD、 
也 4 为 纺 所 构成 的 
四 个 弓形 角 之 和 了 4BB+ BEC+ACGD 
十 DEL4 等 于 6 一 尺 ， 

解 ~.4BB 等 于 (圆周 一 4 妃 B) 上 的 圆心 
” 角 的 一 半 ， 其 他 三 个 弓形 角 也 是 一 样 的 所 

以 


LA4BB+TLBFCTCOGD 上 <DE4 是 
(4X 贺 局 ) - (2 十 BFDTCEGD 二 ED2， 
即 3X 岗 户 上 的 圆心 角 的 一 半 , 亦 即 是 6 一 五 

569。 设 四 0 和 
的 切线 了 8G 刀 被 
圆 的 外 切 四 边 形 
4BCD 的 边 或 其 
延长 线 分 成 三 段 
了 7、FG、GB， 试 
详 此 三 线段 所 对 
国 0 的 攻心 角 的 
大 小 是 一 定 的 

解 因 贺 0 是 AZDF 的 旁 切 圆 ,所 以 

ALBOB- BFDN， 


殉 O 是 人 ACFG .的 旁 切 圆 , 所 以 
FTFOG= LAR- 己 AZCG 


一 于 C2LRB- 2FCG); 
0 是 人 HG 的 旁 切 圆 ,所 以 
GO 万 =- 亏 6GH 万 。 ” 
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因此 ,BOF、_FOG、~GOE 分 别 是 等 于 
4DC、L~DCB、~CB4 的 补 角 的 一 半 。 

570D， 圆 内 A 
接 四 边 形 的 两 组 ， 
对 边 相交 所 成 的 
角 的 平分 线 互相 
垂直 . 

解 设 4BCD 
为 贺 内 稳 四 边 
形 , 延长 4D、BC 
及 4B、DC, 交 
点 分 别 为 也 、 瑟 。 
设 一 刀 的 平分 线 和 BC、 卫 的 交点 分 别 为 
P.@， 的 平分 线 和 PG@ 的 交点 为 瑟 , 则 在 
AZBP 和 人 AZBGD 中 ， 


DBBP 一 -了 D.。 @ 
又 因 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 
ATBP 一 -TDq. @ 
由 中 、@, 得 ~BPT 了 一 IOD， 
因此 CIPQ= TOP， 


所 以 APg 是 等 腰 三 角形 。 因此 一 有 的 平 
分 线 垂直 P9。 

571. 设 加 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 边 
4B、DO 及 4 刀 
BC 的 延长 线 的 交 
点 分 别 为 瑟 、 了 , 若 
.4BB 的 平分 线 
和 .4B、CD 的 交 
点 分 别 为 ,.B、 丈 ， 
过 .4 了 的 平分 线 
和 4D、B0 的 交 
点 分 别 为 瑟 、Z， 上 上 
则 四 边 形 G 民 五 蔗 是 菱形 . 

解 ” 由 上 题 知 AZZKZ 是 等 腰 三 角形 ，ZG 
垂直 平分 忌 Z。 

同 理 ， 允 已 垂直 平分 G 瓦 。 即 G 豆 、 羽 亏 是 
互相 垂直 平分 的 ， 所 以 四 边 形 G 互 瑟 石 是 六 
形 。 

572.。 设 四 边 形 4Bo 的 两 组 对 边 4PB、 
DC 及 4D\、50 的 交点 分 别 为 卫 轧 车 过 及 、 
罗 的 平分 线 互 相 稚 家 时 ， 则 该 四 边 形 为 四 
内 接 中 边 形 , 

解 设 8 的 平分 线 和 BC、 4 的 交点 
分 别 为 已、8,， 二 刀 的 平分 线 和 PQ 的 交战 为 
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五 到 P@， 所 以 
ATPe 是 等 腰 
三 角形 
因此 
AQ@PP 
一 人 P9F. 中 
在 AZPC 和 蕊 
-人 479 中 , PEBC=A 4FE9， 
由 四 ,也 PO 一 DT94， 
…， PCB= BT49. 
因此 四 边 形 45C7P 是 圆 内 接 四 边 形 。 

573。 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 边 4D、 
BC 的 延长 线 交 于 点 G，4C、BD 交 于 点 书 ， 
过 召 作 人 4GB 的 平分 线 的 垂 线 如 丈 , 则 五 
平分 4C 和 3D 所 夹 的 角 . 

解 令 AG 的 平分 线 和 4C、5BD 的 交点 
为 互 、 疡 ， 则 

LABEB 一 也 LAGTAD4C， 


BTF 一 子 AGADHEC. 


但 AD40= DBEC， 
轴瓦 太 一 人 奋 7。 

因此 ,人 也 7 开 是 和 
等 耿 三 角形 。 
所 以 ， 马 玉 平分 
由 4C、BD 所 夹 3B 
的 角 。 

574. 车 圆 内 接 四 边 形 45C7D 的 对 角 
“五 、 呈 的 平分 线 和 外 

接 圆 的 交点 分 别 为 
瑟 、 刀 ， 则 刀 刀 是 该 圆 
的 直径 。 


ONE 一 CEBB- 误 4BC， 
。 _CBF 二 CH 有 
-- 坪 (CLDCTZ4HO) 一 ZL 已 


因而 LEBOB 一 L 轧 
故 了 3F 是 该 图 的 直径 。 
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575.。 设 由 定 加 的 内 接 四 边 形 4BCD 的 
顶点 卫 作 任意 弦 BP, 它 和 CD 的 交点 为 g@， 
再 由 @ 作 4 的 平行 线 @ 马 和 4 或 其 延长 
线 的 交点 为 妃 , 则 至 P 过 定点 . 

解 设 了 P 和 贺 
0 的 交点 为 万 。 A 

4B31/ BE9， 
所 以 
P9PB =-~PB4。 
但 是， 四边形 
4BP 是 辕 内 接 四 
边 形 ， 


CA 


并 


SS 
APB4= 一 站 历 ， 
]POZB 一 PDB. 
因此 ,已 互 、 忆 和 四 点 共 圆 . 

“。 人 PP- ADO= 4BC( 定 角 ) . 

因为 ”BC 二 BPB 一 2 R， 

所 以 Z 人 BC 也 是 定 角 , 故 环 是 定点 ， 瑟 已 总 

576.4BOCD A 
是 圆 内 接 四 边 
形 ，4B、DO 及 
BO、4DD 的 延长 
线 的 交点 分 别 为 
盏 、 万 , 若 刀 、 互 、 王 
也 、 互 四 点 共 圆 ， 则 4C 是 前 一 圆 的 直径 ， 
玖 丸 是 后 一 圆 的 直径 . 

解 因 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 

0OBZ = 4DC， 
又 如、 下 、 忆 、 四 点 共 圆 , 所 以 
_]] 孟 万 万 一 二 万 D 万 ， 
于 是 LA4DO= 一 BDF， 
4DC= RPR= 了 7DF 
因此 40C 是 前 一 圆 的 直径 , 了 8 是 后 一 圆 的 
直径 。 

577， 若 贺 内 接 四 边 形 4BOD 的 对 边 
4B、DC 的 延长 线 相 交 于 P, 4D、BC 的 延 
长 线 相交 于 @, 则 人 BPCOC、ADce 的 外 接 圆 
的 另 一 交点 在 P8@ 上 . 

解 若 人 Dog 的 外 接 贺 和 P9@ 的 交点 为 
五 , 则 C\、 也 、q、 召 四 点 共 贺 ,所 以 

ACNQ= 一 4Da. 
但 四 边 形 4BCD 是 园 的 内 接 四 边 形 , 所 以 
4DO= PEBC， 


羽 ， 
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于 是 APBC=OZ9， 
因此 P、B、C、 刀 四 
点 共 圆 。 

所 以 ADBPC、ADpce 
的 外 接 贺 的 另 一 交点 
在 ZQ@ 上 . 

578， 在 人 4FC 
的 两 边 4B、B5C 的 外 
侧 分 别 作 正方 形 
43 也 PDP、BCGF, 再 以 第 三 边 C4 为 对 角 线 作 
正方 形 4 民 C 石 , 则 三 个 正方 形 的 外 接 圆 过 同 
一 点 。 

解 设 正方 形 B47DB、BCGFE 的 外 接 圆 的 
另 一 交点 为 P， 因 弧 P 


BP4 是 圆周 的 工 ， 
所 以 
AL4PB= 孔 _A 瓦 . 


闻 理 ， 
BFPC- 了 ] 丽 
.。 ]4PC=4AR 


-人 ( 志 LRx2)- 人 R. 
因此 三 在 以 4C 为 直径 的 圆 上 上 ， 即 在 正方 形 
4FCE 的 外 接 融 周 上 。 
579. 闭 四 边 形 4BOD 为 医 的 外 切 四 边 
形 , 则 人 A4BC、A4DO 的 内 切 贺 互 相 外 切 . 
解 ”假定 两 圆 在 4C 上 的 切 点 分 别 为 也 


久 , 则 由 问题 444, 知 
4P 一 也 (4C44B-5O。 qO 
在 人 4DC 中 ， 
49= 子 (4C+4D- Do ， @ 


但 是 4BCD 是 圆 的 
外 切 四 边 形 ， 册 问题 
558, 知 
4F+CD=4D 上 BO， 
即 4B-B0 
-.4D-CD. 
因此 由 @、@, 有 4P=4q9， 
所 以 一 和 4 重 含 。 因 此 两 圆 互相 外 切 。 
580. 若 圆 内 接 四 边 形 的 对 角 线 互相 垂 
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直 ， 则 由 交点 向 一 边 所 作 垂 线 平分 其 对 边 。 
[ 布 拉 美 古典 定理 ] C 
解 ” 设 圆 内 接 四 
边 形 4BCD 的 对 
角 线 的 交点 为 O， 
由 0O 疝 4 刀 所 作 垂 
线 的 垂 足 为 下, 延 
长 MO 和 CD 的 交 从 
点 为 ,于 是 由 .40B=R， 0OM 4F。 
可 知 /40M= /0OB4， 
ADB4= Do4， 


-因此 ZNOc= 一 Nco,， 从 而 NO=NC. 


同 理 WO=XD, 故 广 是 DC 的 中 点 . 

581. 考 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 两 对 角 
线 互相 垂直 , 则 其 一 边 48B 和 圆心 O 的 距离 
OF 等 于 对 边 CD 的 一 半 . 

解 设 4C、BD 的 交点 为 台 。 
线 垂直 于 4B,， 和 CD 
的 交点 为 6, 由 上 题 
知 


GO=GD- 了 于 DO， 


因而 0OG4OD。 
同 理 ， 由 思 作 直线 
垂直 于 CD, 和 4 的 交点 为 孔 则 
了 万 一 4 一 万 B， 
因而 OF 14B. 
但 思 刀 人 OG ( 同 垂直 于 CD)，BG/ OZ 所 以 . 
BFOG 是 平行 四 边 形 . 


故 07 一 BG= 去 CD. 


由 召 作 直 
刀 


582. 考 圆 内 接 四 边 形 4BOD 的 对 角 比 
互相 垂直 , 从 其 交点 O 向 各 边 4BF、BC、CD、 
D4 所 作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 妃 、、G、 互 ,， 则 
此 四 点 共 贺 . 

解 设 4B、BC、CD、D4 的 中 点 分 别 为 
已 纺 、 环 、S， 由 问题 上 
580, 可 知 交 O 的 延长 
线 过 点 豆 'GO 的 延长 
线 过 点 己 , 所 以 瑟 、G 
是 在 以 PR 为 直 和 从 的 . 
圆周 上 

同 理 , 忆 \ 豆 是 在 以 
@3 为 直径 的 圆周 上 。 但 是 ，PG@RS 是 矩形 ， 
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故 以 PR 为 直径 的 圆 和 以 9S 为 直径 的 沿 是 
重合 的 。 因此 点 瑟 、、G、 五 在 以 PZ 为 直 
径 的 圆周 上 。 

注 在 这 种 情况 下 , 妃 、 一.G、 书 , P、9、 
到 8 是 在 同一 圆周 上 , 称 为 八 点 贺 . 

583， 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 
的 交点 为 0, 由 O 向 各 边 4B、BC、CD、D4 
所 作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 瑟 、R、G、 吾 , 则 四 
边 形 如 BG 克 能 画 一 内 切 圆 . 

- 解 由 于 L4BO=- -4REO= AR。 所 以 

四 边 形 4BO 瑟 是 圆 的 内 接 四 边 形 , 因而 ， 

了 40= 一 DBEO。 


同 理 ， ”FFBO= FTFBO. 
但 是 LAB40= ~FBO， 

五 FO= 一 0O。 
即 到 O 平分 一 豆 BB. 


辐 理 ，FO、GO、 万 O 
分 别 平分 AR、~G、 
L 责 ， 所 以 由 O 到 四 边 
形 了 HG 的 各 边 的 距 
离 相等 , 故 BFGZ 能 以 
O 为 圆心 画 一 内 切 圆 

584. 证 明 ”由 略 内 接 四 边 形 的 各 边 的 
中 点 向 对 边 所 作 的 垂 线 相交 于 ~- 点. 

解 ” 设 园 内 接 四 边 形 为 4BCD, 互 \ 卫 、G、 
妃 分 别 是 各 边 的 中 点 ， 
由 至 、G 分别 作对 边 
4D、BC 的 垂 线 ， 相 交 
于 点 P， 则 瑟 P、OG 同 
为 4D 的 重 线 ， 所 以 
BP1/OG 并 且 PG1 OO 
(都 垂直 于 BC)， 故 
GCPBO 是 平行 四 边 形 , OP 过 G 妈 的 中 点 区 
并 且 PK 一 人 OO。 但 是 妈 、G、 丈 、 互 是 原 四 
边 形 各 边 的 中 点 ， 所 以 已 FGH 是 平行 四 边 
形 .因此 五 了 过 G 双 的 中 点 严 ， 并 且 被 这 点 
所 平分 ,所 以 PROB 是 平行 四 边 形 。 

POP OP LOCD， 


因而 妃 PLCD。 
局 理 7 4B. 


因此 由 贺 内 接 四 边 形 的 各 边 的 中 点 刀 、 玖 、 
G、 互 向 对 边 所 作 的 垂 线 相 交 于 一 点 卫 。 

585.,， 由 圆 内 一 点 己 向 圆 的 内 接 四 边 形 
4BCD 的 对 边 4B、CD 作 垂 线 P 玉 、P 刀 , 若 


cy ea 一 一 一 一 
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它们 和 4C、BD 的 交点 分 别 为 下.G, 互 、Z， 
则 工 、G\ 互 、 也 四 点 共 团 . 

解 因 人 4BF=90。， 所 以 
天 1G - 

一 90" 一 一 P40。 
又 因 一 了 瑟 工 一 90"， 
所 以 
G7 下 

一 90" 一 一 BDC. 
但 是 


BFB4C= BFDC， 
.…。 HG 一 GZT。 
故 肥 G、 互 、 卫 四 点 共 国 ， 

586. 设 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 
的 交点 为 召 , 过 点 召 作 直线 GZ 垂直 于 过 
妃 点 的 直径 ， 若 此 直 
线 和 4 如 CD 的 交点 
分 别 为 G、 互 ， 则 

ZEG= 卫 万 

解 设 由 C 所 作 
妃 G 的 平行 线 和 直径 
及 圆周 的 交点 分 别 为 
妇 、 冯 , 则 CC 垂直 于 瑟 8( 直 径 上 的 线段 ) 。 
困 为 召 瓦 /CR, 所 以 

ADBPPBCO=- BCOK= TBTKC= AGEK。 
但 是 人 BCRTA4BK=2R (4、B、 
共 、C 四 点 是 共 略 的 ) . 

AGBK 二 AGEBK 一 2 一 
故 吾 、 忆 、 吾 、G 四 点 共 圆 , 从 而 
了 KG= 刁 BG= ECT。 
五 太 上天 0， 
“。 五 刀 一 玉 C， 一 G 环 开 一 一 瓦 了 CO 
因此 AdG 姻 FE22A 人 万 BO，,…。，TG= 卫 瑟 。 

587. 若 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 ， 则 
A4BCO A4BP、A4CD、ABcD 的 内 切 
圆 的 圆心 、N、P、9 是 矩形 的 顶点 . 

解 令 卫 Tc、 
忌 为 顺序 呈 4B、 
BC、CD、Da4 的 
中 点 ， 设 已 G、5 局 
的 交点 为 7 则 


Ac 人 


一 了 7T 吾 等 于 如 4 方 


+ZHCG 上 的 圆周 
角 , 即 R。 


又 因 
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又 因 点 M、N 在 以 台 为 圆心 、 玫 4 为 半径 
的 圆周 上 (问题 459) ,所 以 等 腰 三 角形 妃 2[TN 
的 底 边 MAN 是 垂直 于 DBC 的 平分 线 五 G 
但 是 了 GZEZ，.…， 2MN1 TDP。 

同 理 , PNY/GBE， .… PNM=-R. 

周 理 ， ~NP9=PQM= 一 马 

所 以 MNP9 是 矩形 。 . 

588. 若 以 加 内 接 四 边 形 4BOD 的 各 边 
为 弦 作 任意 圆 , 则 这 些 圆 相交 的 四 点 共 圆 . 

解 设 以 4B、BO、CD、D4 为 弦 所 作成 
的 圆 的 交点 顺 次 为 忆 、9、BR、S， 吾 忆 、DR 分 
别 延 长 到 至、 环 , 则 

了 BEP9@= -gcCB， 一 万 PS= 一 S4DP， 
FFRQ9= 90D， 7RS= 8S4D. 


这 四 个 等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 
ASPOL8SH9= BOD+ 一 B4D. 
但 是 BOD4+AB4D=2LARR， 
-， SP9T SEO 一 2R. 

因此 P@BRS 是 加 内 接 四 边 形 . 

589. 连结 加 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 角 
线 40,， 设 人 A4BC 及 人 A40CD 的 垂 心 分 别 为 
IT、y, 则 线段 IF 上 BD， 


解 因 BU、DF 同 垂直 于 4C， 所 以 互相 
平行 。 从 外 接 加 的 加 
心 0 所 作 4C 的 重 线 。 A- 一 - 

的 垂 足 为 瑟 ， 由 问题 


500, EU、DF 都 等 于 
0 号 的 两 倍 ,所 以 它们 
相等 。 因 此 2BDFYZ 


是 平行 四 边 形 ， 所 以 
TBD， 了 
590。 在 内 接 圆 O 的 四 边 形 4BCD 中 ， 


车 四 个 三 角形 4BC\BCD、DC4、D4B 的 笑 
心 分 别 为 、g、 到 则 四 边 形 PRS 和 原 
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四 边 形 全 等 

解 若 03LD5O， 则 4P=20 (由 问题 
500), 吾 4P 1 O 卫 。 
又 因 .28=20 也 ， 
且 De1/o0B 

4PLDQ。 

故 四 边 形 4P9g 是 
平行 四 边 形 。 
因而 2 4D。 

同 理 ，9R 人 4B， 
所 以 ~PQR 一 TD4B。 

同 理 ， DO 人 PS5，BCLRS。 

因此 四 边 形 4BCD 和 四 边 形 PRS 全 等 . 

591.。 在 圆 内 接 四 边 形 450 中， 三角 
形 4BC、BCD、CD4、D4 的 垂 心 分 别 为 
到 1 五 5、 瑟 3、 三 4 
则 4 瑟 *、DBRs、 
CE、DE1 相交 
于 一 局 

解 ” 因 四 边 形 
4REIiR2D 是 平 
行 四 边 形 (由 上 
题 ) 2 所 以 4 万 ?、 
了 1 相互 交 于 中 点 8。 

同 理 ， 4By 巨 3 瓦 。，0ODy 万 万。 
所 以 BE3、 CE4 交 于 4 妃 z? 的 中 点 4， 故 4 
也 瑟 >、 OA、 了 五 1 交 于 一 点 人 &。 


号 .相交 贺 、 相 切 

592.。 塔 两 加 有 一 交点 不 在 连 心 线 上 , 则 
此 两 圆 还 有 一 个 交点 。 

解 设 4、 好 
是 两 加 的 圆心 ， 
在 连 心 线 4B 外 
两 加 有 一 个 交点 
CC。 由 CC 作 4B 
的 垂 线 CD, 在 其 
延长 线 上 取 一 点 妃 , 使 也 及 一 CD，4、 好 分别 
和 C\ 殖 连 结 ， 因 4 也 是 C8 的 垂直 平分 线 ， 
所 以 


4 妃 = 4C，DBO= 了 万. 

因此 如 在 以 4 为 圆心 的 加 上 ， 又 在 以 吕 为 
圆心 的 加 上 .所 以 两 网 又 在 点 妃 相交， 天 旦 
两 圆 除 CO 马 外 没有 其 他 的 交点 了 。. 
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两 圆 没有 其 他 交点 . 即 此 两 圆 为 内 切 或 外 切 . 
4 刀 上 有 一 交点 
连结 4D、DB. 全) 
而 DBD= Bo， ，。 4D>40. 
再 设 有 列 的 公共 点 了 ， 即 
而 4DBHBD=4C， .…，4D<40. 
OO' 垂直 平分 公共 
录 
即 00' 是 等 腰 AO4 的 顶 角 平分 线 、 轩 而 
平面 可 分 成 多 少 部 分 ? 
若 把 平面 分 成 四 个 或 八 个 部 分 试 分 别 用 
解 ” 一 个 图 把 平面 分 成 两 个 部 分 。 作 第 二 


593。 若 两 加 有 一 交点 在 过 心 线 上 , 则 此 
解 ” 设 园 4 和 和 
圆 瑟 在 连 心 线 
| 
C, 在 圆 孔 上 除 
C 外 任 取 一 点 了 ， 
在 图 (1) 的 情况 下 ， 
4D 十 DBD>4CTATCB， 
因而 了 在 圆 4 的 外 部 , 所 
以 加 4 和 回 巨 除 点 C 外 ， 人 NS 
此 时 两 圆 外 切 . (人 
在 图 (2) 的 情况 下 ， 
4D<4BTBD， (2) 
因此 刀 在 圆 4 的 内 部 , 所 以 加 4、 好 除 点 
C 外 再 没有 别 的 公共 点 了 , 即 此 时 两 圆 内 切 . 
594. 两 圆 O0、O' 相交 于 4、 好 两 点 ， 则 
纺 4B.。 
解 将 圆心 O、 > 
0' 分 别 和 4、 也 过 
则 ”人 A400c2ABO0'( 三 边 相等 ). 
“， .400' 一 人 BOO1， 
00' 委 直 平分 4F. 
595, 平面 上 不 同 的 两 加 可 把 平面 分 成 
三 个 或 四 个 部 分 . 车辆 由 一 个 增加 到 三 个 时 ， 
平面 上 不 同 的 三 个 圆 ， 最 少 可 把 平面 分 成 
四 个 部 分 ,不 可 能 分 成 九 个 以 上 的 部 分 , 试 说 
明理 由 ; 
表示 这 两 种 情况 ; 
车 把 平面 分 成 五 个 、 六 个 、 七 个 部 分 ， 试 分 
别 用 图 表示 每 种 情况 。 
个 玫 时 , 着 与 第 一 个 圆 不 相交 , 则 把 平面 分 成 
三 个 部 分 ; 若 相交 , 则 把 平面 分 成 四 个 部 分 ， 
第 三 个 加 和 前 两 个 加 可 以 完全 不 根 交 或 相 


1 


0@ 


和 
时代 
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2 
3 
2 
了 
3 
1 
2 
3 


\ 克 


交 于 一 个 点 、 二 个 点 三 个 点 .四 个 点 , 但 不 能 
多 于 四 个 交点 。 而 且 由 于 最 初 的 两 圆 把 平面 
分 成 三 个 或 四 个 部 分 ， 设 第 三 个 圆 和 此 两 圆 
的 交点 个 数 为 %，0 三 ?友人 4。 


人 


当 %= 一 0 时 ,三 个 圆 把 平面 分 成 四 个 或 五 个 “. 


部 分 ; 
当 %= 和 时 ,把 平面 分 成 八 个 部 分 ,所 以 没 
有 把 平面 分 成 多 于 八 个 部 分 的 . 

. 596， 老 任 意 圆 都 和 相交 两 定 圆 相 切 , 则 
由 定 圆 的 圆心 到 任意 圆 的 圆心 的 距离 之 和 或 
差 是 一 定 的 。 

解 ” 设 相交 两 定 圆 的 圆心 为 4、 刀 , 此 两 回 
都 和 圆心 为 C 的 任意 圆 相 切 ， 又 设 圆 4、 刀 
的 半径 分 别 为 瓦 、 五 , 贺 C 的 半径 为 *。( 避 > 


妃 ) 。 
UL 
CY AN 昌 

着 

(i) 当 圆 C 和 圆 4、 互 外 切 时 , 则 

LO~ BO= (T7 门 ~ ( 尼 ' 十 7) 一 妞 一 六 

(并 ) 当 圆 C 和 圆 4、 下 之 一 (如 圆 4) 外 
切 和 男 一 圆 (如 圆号 ) 内 切 时 ， 

则 4C+BO= (了 RH+7) 二 (BR 一 人 一 已 十 妃 ' 

( 辽 ) 当 圆 CC 和 贺 4、 瑟 都 内 切 时 , 则 

.40 BO= (有 一 仆人 (及 一 一 一 刷 . 
因此 , 不论 在 那 种 情况 下 ，-40C 与 BC 之 和 或 
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差 是 一 定 的 。 
597. 圆 0 内 切 于 圆 0, 又 切 于 它 的 直 


径 4B， 若 这 两 四 的 内 切 点 和 点 勾 的 连 线 ， 
与 内 切 辆 的 另 一 个 交点 为 C， 则 过 C 点 的 切 
线 垂直 于 直径 4 了 

解 在 图 中 ,7 是 
两 圆 0、O' 的 切 点 ， 
所 以 O、O' 了 在 一 
直线 上 。 

又 07=O0， 
O7=-O4。 
4= 了 = 7CO， 
-0OC104. @ 
又 设 0Z 是 圆 O 的 切线 ， 
OFE_ CO。 内) 
由 O.@， CHL4B. 
” 598。 试 证 以 直角 三 角形 4BC 的 余 边 
2C 的 中 点 忆 为 圆 
心 * 以 4 感 二 LOC 为 
直径 的 圆 和 以 4B、 
4C 为 直径 的 两 加 
相 切 。 

解 设 及 刀 分 别 是 边 4C、4B 的 中 点 ， 
则 一 、 吾 分 别 是 以 4B、4C 为 直径 的 贺 的 
圆心 。 但 是 ， 

圆 忆 的 半径 = 二 (4B+4C)，。@ 


所 以 


-加 卫 的 半径 一 互 4B， 四 
圆 瑟 的 半径 一 也 4C. @ 
由 @、@.@, 得 
圆 刀 的 半径 一 圆 邓 的 半径 
于 40C= DB。 


即 两 圆 必 . 了 的 珊 心 距 等 于 两 贺 的 半径 之 差 ， 
所 以 匮 刀 与 画 忆 相 切 . 

同 理 , 圆 卫 与 圆 忆 也 相 切 。 

599. 确定 一 点 乙 使 点 己 和 两 定点 4、 
号 所 连结 的 线段 E4、 


N 
P 之 和 等 于 已 知 的 人 
定 长 。 若 以 P4 为 直 了 
径 作 圆 ， 则 该 阅 便 切 “人 NACwA， 
于 定 圆 . 
解 如 图 ， 设 以 了 4 为 直径 的 于 的 圆心 为 
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O, 连结 4 的 中 点 到 和 O 的 直线 与 圆周 的 
交点 为 信 , 则 


ON 一 FO- 亏 P4， MO= 写 PB， 
.…。 MNONTMO 
一 瑟 (P4 二 PB) 一 一 定 。 


因此 圆 0 与 以 下 为 圆心 , 二 (P4 十 PB) 
为 半径 的 定 圆 相 切 . 

6oo。 过 两 加 的 交点 卫 作 两 直线 
4XB、CFD, 若 它 们 和 贺 分 别 相交 于 4、B， 
C\ D, 则 弦 4C、BD 平 行 . 

解 G) 若 4B、CD 在 圆 内 不 相交 , 则 

了 TYD 二 和 TBD 一 2 六 二 
又 因 
LAXZD= /40O. 国 
由 @、@, 得 
X4O 寸 人 和 记 D 门 一 2 一 RR， 
所 以 4C1 DBDP， 

全 若 4B.CD 

在 贺 内 相交 ， 设 


故 4O1/ BD. 
601.， 若 过 相 切 两 圆 的 切 点 作 任意 两 孩 
49、E4S, 则 PRB1 QOS.。 
解 在 点 4 作 两 圆 的 公 切 线 ZM。 
在 图 ( 届 中 ， 
AP4DT 一 PR4， 
UM49= 一 4S9。 
P4T= AM49， 
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.PR4= 489， 
PR/S9。 
在 图 (2) 中 ， 
AP 一 .248R= 人 9， 
PR1/9S。. 
602.,， 设 两 圆 在 点 召 外 切 ， 若 它们 的 直 


径 4B、CD 互相 平行 , 则 直线 4D、2BC 相交 


于 点 五 - A c 
解 因 连 心 线 

00' 必 过 切 点 羽 人 VAA 

车 连 结 如 B,C， / FSN/ 

则 在 等 腰 三 角形 

OB 玉 OOCZB 中 ， 


4 了 1 Do， 
。。 也 OBE 一 了 OO0， 
。。 OFEB 一 0'TC。 
因此 五 、 五 、 O 在 一 直线 上 ， 邑 BC 过 点 五 。 

同 理 4 也 也 过 点 吾 。 故 直线 4DP、BC 相 
交 于 点 五 。 

603。 直线 民生、 了 Y"” 和 半径 相等 的 两 
圆 O、O' 相 切 , 鞭 了 Y' 和 三 和 的 交点 为 卫 ， 
O0' 和 开 和 (或 了 了 7) 的 交点 为 开 ,， 则 

2PM 一 00-。 

解 设 开 X 和 加 0O、0' 的 切 点 分 别 为 世 
W, 则 

AOLILMNMHSAO'NM， 

0OM 一 00。 

又 因 贺 O、O' 是 等 圆 ,所 以 0O01 了 了 了， 
。… 和 OPT' 一 MOP。 


又 因 


604. 如 图 , 作 也 互 平 行 于 A4BC 的 边 
BC, 则 人 A4BC、 和 ^ 人 4D 下 的 外 接 圆 相 切 。 
解 过 点 4 作 呈 4BC 的 切线 47。 因 
AT40O= -4BO 一 4DB， 


因而 
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从 而 47 在 点 4 和 
4D 妈 相 切 。 即 
两 圆 和 同一 直线 
47 在 点 4 相 切 ， 
故 两 圆 相 切 。 

605， 在 相交 
两 贺 之 一 的 圆 上 取 
任意 一 点 忆 ， 落 点 
PP 和 两 加 的 交点 4、 妃 所 连结 的 直线 分 别 交 
另 一 圆 于 9、 玉 两 点 , 则 圆 4BP 中 过 点 卫 的 
直径 垂直 于 9ZR。 A 一 9， 

解 设 PS 为 直 也 
径 , 则 
4SP= 4 万 瑚 

一 人 .49R。 


@ 

设 直径 PS 和 @R 的 交点 为 允 ， 由 @， 知 

4、S、M、9 四 点 共 贺 ， 
PhAG=P4S， 

但 PS 是 直径 ,所 以 人 P4S= 一 忆 

从 而 APMQ= PR， 

故 PS1L9R。 

606， 洁 过 两 
圆 的 交点 4、 如 作 了 人 F 
平行 线 D4F CPP 
和 两 贺 的 交点 分 别 C 关 所 
为 站、8， C、 吾 , 则 

也 万 一 CC 万. 

解 由 假设 DB1/CBE， 又 由 问题 600， 
DO 下 瑟 ， 所 以 DCBB 是 平行 四 边 形 ， 因 此 
7 一 0 五 。 

607. 在 相交 两 圆 O0、0' 中 的 一 个 园 O 
上 ， 取 两 点 已 、9,， 作 四 条 割 线 P4C、PBD、 
@4 妃 GBF， 和 若 
它们 与 网 O' 的 
交点 分 别 为 入 
刀 、、 巨 ， 则 

也 刀 1/ CF。 

解 ”在 右 加 中 , 因 

LOC4 了 一 P4 一 -~PB8 一 DB1H， 
所 以 大 = 碎 ， 
了 也/ CF。 
608. 设 两 定 贺 的 交点 为 4、 吾 , 过 点 


| 的 任意 直线 和 圆 0、O 的 另 一 交点 分 别 为 
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2、e, 则 线段 Pe@ 的 中 点 好 在 定 圆 上. 


第 二 编 证 明 题 . 


考 它 们 与 圆 0 的 交点 分 别 为 了 则 


解 过 瑟 作 了 BF 垂直 于 4B， 设 它 与 两 园 | 4D1/ 30 


的 另 一 交点 为 马 、 卫 ， 则 
2 如 /9F (由 问题 600) 。 
考 设 瑟 8 的 中 点 为 W, 则 


2Y1/PZBA9F。 @ 
但 ZBB4 是 圆 的 内 接 四 边 形 , 所 以 ， 
CR 一 人 4B8 一 一 及。 @ 


因 38 在 点 瑟 垂 
直 于 4B， 所 以 
是 定 弦 ,和 是 它 
的 中 点 ,是 定点 ， 
因此 由 ~M 一 
8R， 可知 妈 在 
以 4 为 直径 的 定 圆 上 . 

609， 两 定 较 0、0' 相交 于 4、 了 两 点 ， 
在 加 2 上 取 蜡 
于 点 4 的 一 点 
了 ， 若 连结 己 4 
的 直线 和 贺 CO- 
的 交点 为 4, 线 
段 P9 的 中 点 
为 对 ,线段 OO' 的 中 点 为 人， 

( 证 明 APBM 和 和 AOBN 祖 似 ; 

(2) 当 点 一 在 贺 O 的 圆周 上 移动 时 , 则 点 
2 在 怎样 的 图 形 上 移动 ? 

解 ( 依 因 


人 BPG= 豆 BO4= BO0， 


/人 BOP= 总 LEO4=- 人 BO0， 


。 人 PB9@AOEO'， 
因此 PM:ON=P9:OO' 一 PB:OBP， 
从 而 APBMAOBN. 


《2) 可 以 和 上 题 同 样 考虑 ， 也 可 以 作 如 下 
考虑 : 


由 (人 ， LAPMB 一 ONB= 二 ]4NB， 


又 因 V4=NEB, 所 以 N 是 加 M4 巨 的 圆心 . 
因此 点 站 在 以 六 为 圆心 , N4 为 半径 的 图 
上 移动 。 

610， 加 O 过 圆 0 的 圆心 并 与 它 交 于 


4、B， 由 较 O 上 一 点 三 作 两 直线 P4、PB， 


解 在 APO' 和 APOC 中 ,PO' 公共 。 
ABPDO'= AcCF0( 四- 大 )， 
OPBP 一 0O'4C P . 


因此 4D1/ BC。 

611. 两 圆 O0、O' 相交 于 4、B， 过 4 作 
两 吏 间 的 任意 割 线 C4D。 若 00、Do' 的 交 
点 为 瑟 , 由 刀 作 CD 的 垂 线 素 与 了 4 的 延 
长 线 相 交 于 点 瓦 则 CO 如、B、 刀 、 下 五 点 共 
圆 。 

解 ” 作 直径 CG， 
则 4G、FB 同 垂直 
于 CD,， 因 此 

4G1 TB。 
"FF 
一 人 B4G 
一 DOG， 
因而 过 巴 、B、 卫 的 岗 过 点 C.。 

同 理 。 作 加 0' 的 直径 D 瑟 ,由 4 万 1 瑟 ， 
可 知 过 下 B、 盏 的 阅 过 点 五 因此 C\、 取 、 
了 3、D、 厂 五 点 共 贺 ， 

612. 在 内 切 的 两 贺 中 , 设 C 为 小 四 的 加 
心 , 0 为 大 圆 的 圆心 , 了 P 为 切 点 ， 圆 0 的 蓄 
PQ@ 和 网 C 相交 于 点 到， 过 点 局 作 圆 C 的 切 
线 与 圆 O 交 于 4、B, 则 @ 是 . 瓮 的 中 点 。 

解 ” 因 三 是 两 圆 0、 
C 的 切 点 , 所 以 点 也、 
CO、O 在 一 直线 上 。 

若 连结 CR、Og， 
则 


OP 一 CR， 
OP=O9， 
所 以 CR/08。 但 是 好 是 圆 C 和 4 的 切 
点 ,CR 4DP， 
091 4， 
故 @ 是 .人 的 中 点 。 
613. 设 两 加 外 切 于 点 P， 若 直线 4B 与 
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两 加 的 切 点 分 别 为 4、B, 则 以 4B 为 直径 的 
圆 过 点 忆 ， 且 在 读 点 和 两 加 的 连 心 线 相 切 。 
解 “ 若 过 点 卫 
作 两 圆 的 公 切 线 
交 4B 于 点 O， 
则 
0O4=OP=OP. 
故 若 以 0 为 加 
心 , 04 为 半径 作 圆 ， 则 此 圆 过 点 4、P、 了 B， 
即 以 4B 为 直径 的 加 过 点 忆 . 
但 OP 是 该 加 的 半径, 且 OP LOD, 所 以 此 
四 在 点 卫 切 于 CD。 
614. 训 丙 外 急 过 切 点 的 直线 和 两 加 
相交 ， 若 在 交 
有 
则 此 两 切线 平行 。 
解 ” 设 两 加 的 _ 
切 点 为 C， 过 点 
C 所 作 直 线 和 两 
圆 的 交点 分 别 为 
4、B， 若 过 点 
4 也 的 切线 和 
过 点 C 的 公 急 线 的 交点 分 别 为 孟 .,， 则 
2E4O=- ECd，-8OB 一 BC。 


但 是 ”BO4 一 TOB( 对 顶 角 )， 
“。 了 40m ATFBO， 
故 4 刀 1 DBF。 


615. 若 两 圆 O、OC' 相 切 于 点 4, 贺 O 的 
纺 BC 和 贺 0 相 切 于 点 也 则 4 了 平分 人 B4C 
的 外 角 。 

解 若 延 长 C4、 
D4 和 加 OO、0O' 分 
别 交 于 瑟 、 五 , 则 

了 到 1/ COB 
(问题 601) ， 
"。 .4DB 一 7 一 4BD， 
又 因 宇 一 .4DB, 即 两 个 三 角形 4DB、 
4B 的 两 个 秀 分 别 相等 ,所 以 鲁 下 的 角 也 相 
等 。 
即 LD4 刀 = AD4DP， 
故 4D 平 分 忆 B4C 的 外 角 ， 

616. 设 过 外 切 的 两 等 圆 的 切 点 C 作 任 
意 两 弦 CD、CZ8 互相 垂直 ， 则 也 妃 平 行 且 等 
于 连 心 线 4P。 


十 心 则 2 是 定点 。 连 
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解 40= 4D，HFCO 一 BP， 
所 以 4CD= 4DO， 了 BOB= 一 BEBO， 
但 是 DOCZ= 一 尺 且 4 过 点 0， 
所 以 ， 
LA4OD 上 BOB = 4DOT BEC- AR 
AL 二 AAA 

一 2R， 

于 是 4D/ B 妃 ， 
且 4D=BB， 
从 而 4DBB 是 
平行 四 边 形 。 
故 


也 已 44PB。 

617. 定 直 线 与 定 圆 不 相交 , 若 作 外 切 于 
定 圆 又 切 于 定 直线 的 任意 圆 ， 则 连结 两 切 点 
的 直线 必 过 一 定点 ， 

解 设 定 加 为 0， 定 直线 为 SZ, 且 开 了 、 
贺 0 和 任意 贺 O 的 
切 点 分 别 为 4、 了 . 
由 点 0 作 和 7 的 垂 
线 和 圆 O 的 交点 为 


结 45、5C， 因 
0.、0' 外 切 , 所 以 00/ 
过 切 点 也 。 
又 因 0.4710C， AL4O'B= BO0， 
但 是 人 A40'B、 人 BOC 都 是 等 腰 三 角形 , 它们 
的 底 角 相等 。 因 此 

.4p5B0O'=OBC， 
又 因 OBO' 是 一 直线 ， 所 以 4、 了 3、C 在 -- 直 
线 上 。 因而 4B 过 从 O 向 XY 所 作 的 改线 
和 四 0 的 交点 , 即 过 定点 C。 

618， 在 上 题 中 , 当 圆 O、0' 内 切 时 , 连 
结 两 个 切 点 的 直线 
也 过 一 定点 . 

解 设 两 加 0、 
O' 内 切 于 点 也， 则 
O'\、O、 了 3 在 一 直线 
上 . 

设 4B 和 加 0O 
的 交点 为 C， 连结 00, 则 DOB=00, 0'B= 
0O4.。 所 以 0O0'B=AO0'4D= -已 

.04100， 
又 因 0.4[XZ, 于 是 0OC' 上 7 
因此 , 和 上 题 一 样 ，C' 是 定点 , 显然 4B 过 定 


倍 且 内 切 , 当 贺 CO' 在 
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点 C。 
”5619 设 圆 O 的 半径 是 图 C" 的 半径 的 两 
圆 9 的 内 侧 谊 动 时 ， 
其 切 点 为 C， 贺 0 的 
定 直径 4 刀 与 加 0 的 8 
交点 为 如 则 
204=0P. 

解 连结 0'P, 则 ALCOP=22COP。 
设 ” 4OC=a， 04 一 27 
则 


人、 人 TOC 
LO 一 4 X 360 王 30 


2x CQ 
20= 2z7 x -了 一 0 


2 C2= 全 . 

“ 620, 设 4 是 两 加 的 公共 弦 , 过 其 中 一 
加 上 的 任意 点 卫 作 直线 P4、PB， 和 另 一 贺 
的 交点 为 9、 环 则 弦 9R 的 长 一 定 。 

解 连结 4ZB、 Q 
4 尺 ， 则 
AQ4R 

一 .4PR 

十 一 4FP. 

因为 4 是 一 定 和 
的 ， 可 知 4PR、~ .4RP 的 大 小 是 一 定 的 
所 以 .4R 是 一 定 的 .因而 , 弦 @BR 的 长 度 
是 一 定 的 . 

621.， 设 外 切 两 圆 0、O' 的 外 公 切 线 为 
当 B， 其 切 点 分 别 为 4; 了 则 过 4.、B3 且 和 
直线 00' 相 切 的 圆 的 圆心 是 4 互 的 中 点 

解 ” 设 由 两 圆 的 切 点 也 作 公 切 线 与 4 的 
交点 为 t,; 则 ; 

这 4 一 MI 一 MB， 


于 是 人 是 4 的 中 点 。 
又 因 2a7 100. 
因此 , 以 2 为 图 
心 过 4、 殖 的 加 
和 CO' 在 点 民 相 
切 . 
“所 以 点 到 是 
过 4、 互 且 和 CO' 相 切 的 圆 的 圆心 ,也 是 4 了 B 
的 中 点 。 
622， 车 三 个 加 OO。、Os 两 两 外 切 , O; 
和 02 0 积 03，0s 和 01 的 切 点 分 别 为 4、 


只 
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久 吕 的 直线 的 交 
点 为 刀 则 点 怒 
不 在 圆 03 上 .其 


D、C, 过 点 4 的 直线 和 圆 0 的 交点 分 
中 点 王 从 五 彻 
点 妃 、C 是 不 同 


别 为 RP、@ 过 
半 


己 0 和 
解 显然 R 在 A4BC 的 外 接 加 上， 这 是 
为 : 


由 4 作 困 Or、0? 的 公 切 线 47， 在 图 中 
AP 一 C47T，-Q@=B47， 


"。 AP+AG= 0C4B.。 
在 人 APe@R 中 ， 
PTA9+ AR=3180。， 
所 以 ， ”CC4PB 上 ACERB=180。。 


因此 , 至 、C、4、 互 四 点 共 圆 . 车 点 忆 在 四 
Cs 上 , 则 男 Cs 过 点 4, 与 假定 矛盾 。 故 吾 不 
在 圆 O5 上 。. 

6823 设 两 定 圆 的 交点 为 4、B, 若 在 其 中 
一 个 图 上 和 任 取 一 点 P, P4、PB 和 另 一 圆 的 
交点 分 别 为 、 了 , 则 了 3X、4Y 的 交点 @ 在 
定 圆 上 . 

解 因 4 和 一 4PPB 十 Z.47= 定 角 

(… 4 是 一 定 的 )， 
又 因 人 .4X 一 定 角 (-” 4 是 一 定 的 ), 所 
以 在 图 (了 中 ， 
495 一 94Z 十 4X9 ( 定 角 ) 。 


人 
又 在 加 (2) 中 ， 
49B8= 一 4 一 一 49( 定 角 )， 
所 以 @% 在 以 定 线段 4 为 弦 且 所 对 的 圆周 角 
为 定 角 的 定 困 上 。. 


624. 相 离 两 加 O、 O， 连 心 线 OO 向 两 
侧 延 长 与 加 O、0"' 在 外 侧 的 交点 分 别 为 C 
DZ. 0C 向 C 的 方向 延长 到 4， 使 OO=C4， 
0 向 也 的 方向 延长 到 轧 使 OD=DB. 
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再 在 连 心 线 的 同 侧 由 4 向 圆 O 作 切 线 4， 
由 五 向 贺 0 作 切 线 BF， 其 切 点 分 别 为 刀 、 
也 , 若 PF 和 4 五 的 交点 为 G, C 刀 和 BZ 的 
交点 为 瓦 ， 则 


HG-~ 半 万 万 。 
解 在 人 A4BO 中 ， 
4BO=90。 0BF=OC=C4. 
所 以 ， 4-30*. 
同 理 ， 二 B=30*。 
办 而 EDO 一 60"， 
故 了 4GD=90。， 
同 理 ， CO 万 =90"”. 


因此 互 、G 在 以 如 瑟 的 中 点 1 为 圆心 ， 瑟 有 
为 直径 的 圆周 上 。 在 该 圆 中 的 圆周 角 刀 BCG 
是 30"， 所 以 圆心 角 

万 MG=60"， 
因而 AZMG 是 正三 角形 ， 


.。 G 一 瑟 MK 一 了 五. 


625.， 以 0 为 圆心 作 圆 ,在 该 况 上 任 取 一 
点 G 为 圆心 所 作 第 二 个 圆 , 与 第 一 个 圆 的 交 
点 为 妃 、O. 又 在 第 A 
二 个 圆 上 任 取 一 点 
Z 为 圆心 作 与 BC 


< 一 人 晶 


SS 


相 切 的 第 三 个 圆 ， 
车 由 B、C 分 别 向 SF 
第 三 个 圆 作 切线 ， FF 


则 其 交点 在 第 一 个 圆 上 . 

解 由 了 了、C 作 圆 工 的 两 切线 瑟 妨 、OCF ,其 
切 点 分 别 为 豆 ,， 刀 ,， 设 瑟 术 、C7 的 交点 为 4， 
则 圆 工 是 人 4BC 的 旁 切 圆 ,所 以 

一 BIC=- AR- 互 人 4。 
可 是 , G 是 人 BITC 的 外 心 ， 
故 ”BEB6C=-2LBIC=3AR- -4， 
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4 BGC=2 一 民 。 
因此 ，4 在 人 BGC 的 外 接 贺 上 ， 即 在 圆 0 
626., 若 过 相交 两 圆 的 公共 弦 上 一 点 卫 
也 、 丈 、 忆 四 点 共 
贺 - 
解 在 圆 0 中 ， 
CD 站 P 
一 4P.BP， 
在 圆 0' 中 ， 和 
五 了 .87P 一 4P.BP。 
所 以 CP.DP 一 万 已.TP， 
故 C\、 甩 刀 五 四 点 共 圆 ， 

627. 设 4、 刀 是 两 圆 的 交点 ,过 4 作 垂 
直 于 4 的 直线 和 两 圆 的 交点 分 别 为 忆 、 
9, 着 PB、9 与 两 贺 的 交点 分 别 为 以 已 
则 AR4B= 一 S4F. 有 

解 因 . 
ADBS9= -94B 

一 王 居 ， 
PRPB=P4 

一 一 已。 本 
所 以 ，A48S 玉 是 人 PEBG 的 垂 足 三 角形 . 
上 此， R4P= SS4。 

E28. 设 两 等 圆 相 交 于 4、B 两 点 , 过 4 
作 直 线 和 两 圆 分 别 
交 于 C、D， 连 结 
BC,BD) 则 人 BCD 
是 等 孜 三 角形 . 

解 连结 4 已 
则 人 

.ZEB4CTB4D=--3A 忆 图 (1) 
或 人 B4C=B4D. 图 (2) . 
但 是 在 等 圆 中 互补 
或 相等 的 圆周 角 所 
对 的 弦 相 等 。 
所 以 DPCO=DD， 
即 人 BCcD 是 等 腰 
三 角形 . (2) 

629.， 若 两 网 0、O' 在 点 了 相交 成 直角 ， 
连 心 线 和 贺 O' 的 交点 为 4 则 连结 P4 的 直 
线 过 垂直 于 连 心 线 的 直径 的 一 端点 。 

解 设 F4 和 圆 0 的 交点 为 妃 过 互 作 直 
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径 BC, 则 
OHBP= OPPF.。 @ 
因 两 圆 0、O' 交点 上 的 两 条 切线 互相 垂直 ， 
即 OPO' 一 R， 
所 以 ， OP4 二 4PFO 一 -已 
又 因 ”~0O'P4= 0'4P. @ 
于 是 由 @、@@, 得 
BTAO4FB 
一 OP4 
十 AL4FO' 
一 一 局, 
BO4= AR 


DO OO， 
即 P4 过 垂直 于 00' 的 直径 BC 的 端点 妃 。 

630. 三 个 网 相 切 于 4、B、C, 若 弦 4D、 
4C 的 延长 线 和 第 三 个 圆 的 交点 为 也 .至 则 
第 三 个 圆 的 男 心 和 也、 了 在 一 直线 上 . 

解 ” 设 以 4B、4C 为 弦 的 融 的 圆心 分 别 为 
M、Z， 第 三 个 圆 的 圆心 为 V， 连 结 WD， 
XZ, 则 

AM4B=-MPB4，~NDED=-NDP， 
但 是 L4BM= NBD， 

所 以 ， UL4D= DB， 
于 是 4M1DN， 

同 理 ， Z41/ 了 LV， 

但 是 Z4 是 一 直 
线 ， 且 它 乎 行 于 直 
线 WD、N 刀 ,因此 
ND、N 画 是 一 直 
线 , 即 互 、 太 、 呈 在 
一 直线 上 。 

注 三 个 辆 相 切 
的 情况 是 各 种 各 样 的 , 在 各 种 情况 下 都 有 刀 、 
入 也 在 一 直线 上 的 结论 ， 

、631.， 四 直线 人 

两 两 相交 所 构成 
的 四 个 三 角形 的 3 
外 接 加 相交 于 一 E/ 王 

点 , 且 由 该 点 向 四 
直线 所 作 垂 线 的 
垂 足 在 一 直线 上 . 

解 ” 设 四 直线 4 了 、BCO、CD、4D 中 , 4B、 
CD 的 交点 为 如 BO、4 的 交点 为 也 图 
BC 、 圆 CDZ 的 另 一 交点 为 0, 则 
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LBO8 一 人 BOCTLCOP 
一 DBOCTACD4， 
APBO1 二 4=2 人 名 
所 以 圆 4B8 过 点 O.。. 

周 理 ， .4 十 一 BODD=2 一 及 所 以 吏 42 也 
也 过 点 O。 改 圆 BOB、CDF、4PBF、4 万 刀 
相交 于 一 点 0。 

其 次 , 若 由 O 向 4B、HO、CD、D4 所 作 垂 
线 的 甜 足 分 别 为 尺 M、N、P, 由 西 摩 松 定 
理 并 从 、 太 及 MI、 人 、 卫 分 别 在 一 直线 上 . 
因而 五 M、N、 卫 在 一 直线 上 (问题 665) 。 

632.， 半 径 相等 的 两 加 0、0' 相交 于 人 
她 , 且 其 中 一 圆 过 另 一 圆 的 圆心 ， 若 过 点 情 
的 直线 和 两 圆 的 交点 为 C\ 卫 ， 则 A4CD 是 
正三 角形 ,: 

解 因 两 图 
O、O 相等 , 且 其 
中 一 圆 过 另 一 贺 
的 圆心 ,所 以 
O04=O0- 

一 4O-`. 

因此 人 A4OO0 是 正三 角形 ， 

"。 .400'=60"。 

BOO' =60"。 
.40B=120。 

.4DB=-60"。 

因 两 回 是 等 圆 ,所 以 人 4CB 一 60"， 
故 人 40 是 正三 角形 .。 

633， 设 4 号 是 两 圆 的 交点 ， 点 PP、9 
分 别 在 两 四 上 ， 
若 点 P、9 按 一 
定 速度 作 同 向 运 
动 ， 它 们 运动 一 
周 所 需要 的 时 间 
相等 ， 且 在 某 时 
刻 同 时 过 点 4， 

则 了 q、 了 恒 在 一 直线 上 。 

解 ” 因 点 P、@ 分 别 在 圆 O、O' 上 运动 一 
周 所 需 时 间 相 等 ， 所 以 它们 的 角速度 相等 
故 ， 


同 理 ， 


AL4OP= -40'0. 


但 是 ， 。 .4BP~ 言 CLOP， 
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L4B9~ 寺 2409， 


…，~4BP=4B9。 
因此 P、4、 习 在 一 直线 上 。 


634， 设 两 二 
内 切 于 点 P, 割 线 
截 两 回 周 于 点 人 、 和 
2 人 
4PP=OPD。 

解 过 切 点 P 作 ”AKC 一 2 全 
两 图 的 公 切 线 PZ， SS 
则 


PHEC= 7TPC，P4D= ATPD. 

.。 PEBO- AP4D= ATPOC- ATPD， 
故 ”LA4PP= “CPPD， 

635., 设 两 圆 内 切 于 点 C， 若 大 圆 的 弦 
4 号 切 小 圆 于 点 
卫 ， 则 CD 平分 
4CB。 

解 若 在 点 C 人 名 
作 公 切线 和 4B 
的 延长 线 交 于 点 召 ， 则 C 召 、 忆 妃 是 在 CD 的 
两 端点 的 切线 ,所 以 

ADO= CD， @ 
DOCB= DoB- BC， 


CC 


又 因 
40OD= CD 万 一 CO4D， 四 
而 人 BCZB 是 大 圆 的 弦 CB 和 切线 C 加 所 成 
之 角 , 所 以 等 于 4。 由 加、@, 得 
.DOES=DO4， 
即 CD 平分 “4CB。 

636， 设 两 等 圆 0、0' 外 切 于 点 也, 以 贺 
O 上 的 点 4 为 圆心 ,， 作 与 圆 O 相 切 的 圆 ， 切 
点 为 B， 则 此 圆 和 
圆 和 的 交点 中 之 
一 在 BP 的 延长 线 
让。 
解 ”连结 00, 则 
00' 过 切 点 PP。 又 圆 0、O' 是 等 圆 ,所 以 若 令 
BP 的 延长 线 交 园 O 于 点 D, 则 


PP 一 PD. 
又 因 40= BO0， 
所 以 2PO= .4D= 4PB， 
故 以 4 为 圆心 与 圆 0 相 切 的 圆 过 点 也 。 


129 


637.， 设 梯形 的 两 底 为 4B、CDP, 对 角 线 
的 交点 为 互 ， 则 过 4BZ、CDZ8 的 两 圆 互相 
外 切 于 点 马 。 | 

解 设 A4BZ3 的 外 
接 圆 在 点 马 的 切线 为 
MBN， 

则 NBB= 一 B4C， 

… 4B1]CD， 

人 B40= 40D, 
又 因 人 NBB= DZBM， 
所 以 DBM= 一 4CD. 
因而 MBN 又 是 ACD 娘 的 外 接 况 的 切线 。 
故 两 圆 在 点 吾 互 相 外 切 。 

638. 过 一 点 0 的 三 个 等 圆 ， 车 其 他 的 
交点 为 B、C、4， 则 在 四 点 4、B、C、 0 中 ， 
总 有 一 点 是 其 余 三 点 所 成 三 角形 的 重心 . 

解 ” 设 过 点 O 的 三 个 等 圆 的 阅 心 为 P、Q、 
五 ， 则 四 边 形 ORBP 是 菱形 (在 等 圆 中 半径 
都 相等 )， 其 对 角 线 OB、BRP 互相 垂直 且 平 
分 。 


间 理 , OC、PQ 及 04、9% 尼 也 都 是 了 相 垂 
直 且 平分 ， 因 设 OB、RP 的 交点 为 乙 OC、 
P9@ 的 交点 为 双 , 则 

OLDL=IB，0M=MC， 
ZIM 1 BO。 


又 开工 一 TIZP,，QM 一 MP。 
ZM1A RE， BC 
但 是 “40LHE9@， .401 BC。 
同 理 ， BOLC4, CO 1 4F。 


所 以 , 0 是 人 4BC 的 垂 心 。 
因而 四 点 O、4、 吾 、C 中 之 一 点 是 其 他 三 点 
所 成 的 三 角形 的 重心， 

639，， 设 以 四 边 形 4BCD 的 边 4B、BO 
为 直径 的 两 圆 的 公共 弦 为 BB, 以 边 DO D4 
为 直径 的 两 贺 的 公共 弦 为 DF， 则 

了 1 DT。 
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” 解 连结 4 瑟 、BO, 则 
.CABB4 一 BBC 
一 一 R。 
所 以 ，4 匹 、 了 0 成 
一 直线 , 从 而 : 

卫 刀 1] 4C。 
同 理 , DR | 4C， 
也 r1 DR 
640.， 若 蔡 形 

的 两 对 角 线 中 以 短 的 为 直径 的 圆周 与 四 边 相 
交 ， 则 把 这 些 交 点 和 短 对 角 线 的 端点 分 别 连 
结 所 成 的 四 边 

形 是 菱形 且 与 

原 芙 形 相似 。 H 

解 设 凌 形 ，B D 
4LBOD 的 对 角 人 
线 4C、DBD 的 
交点 为 0, 则 

0O4=O0,， 日 CO1DBD。 

设 4C<BD, 以 4C 为 直径 所 作 的 阅 和 四 
边 4B、BCO、CD、D4 的 交点 分 别 为 将 、 了 六、 
G、 万 , 因 40 是 圆 的 直径 ， 所 以 CE 4D， 
4 万 1 DO。 

改 4 1 CTF。 

同 理 ， 0CZP1 4G. 

其 次 ,在 人 4DC 中 ,由 各 顶点 向 对 边 所 作 
的 垂 线 ， 它 们 相交 于 一 点 ， 所 以 4G、CZ 在 
OPD 上 相交 ， 同 理 , 4 、CZ 在 OPB 上 相交 ， 
令 这 两 点 分 别 为 到 尼 ， 则 四 边 形 4KCZ 是 
平行 四 边 形 。 又 对 角 线 4C、 民工 互相 垂直 ， 
所 以 4KEOZ 是 凌 形 。 


再 次 ， 
/4DOTAD4B=23BR. OO 
又 因 ”ADBEI=-DGL=- 忆 
DT+TAEFIG=2AR。 四 
因此 , 由 @、@, 得 


.DB4D= TILG=-4LC。 
所 以 鞭 形 4 到 CZ 和 鞭 形 4BCD 福 似 。 

641. 设 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 的 交点 
接 回 的 圆 亡 分 别 为 妃 、E、G、 五, 则 四 边 形 
了 HG 万 是 平行 四 边 形 。 

解 国 4OB、 CO 相交 于 卫 、 O， 连 心 


we 
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线 玉 F 是 垂直 于 BO 的 。 则 理 , GE_LZO. 但 
是 BOD 是 一 直线 ,所 以 也 F 1] G 互 。 

同 理 。 ， ZG1/ GZ. 5 
故 四 边 形 ZZGH 是 平行 四 边 形 。 


642.， 在 平行 上 四边 形 4BCD 的 两 边 4DB、 
CD 上 分 别 取 点 吾 、 巴 若 加 4BB 和 4D、 
40 的 交点 分 别 为 G、 豆 , 则 两 圆 DG CH 
相 切 ， 

解 因 BFHFG 一 D(LB4G 的 补 角 ), 所 
以 加 DGZ 在 点 邓 和 瑟 太 相 切 。 

其 次 , 因 4 妃 / BC 所 以 

8W1(0 万 一 万 4 万 一 了 1 万。 
故 圆 CH 在 点 丈 和 卫 F 相 切 。 
因此 两 圆 在 点 丈 相 切 。 


643. 作 两 圆 和 一 XOY 的 两 边 相交 ，, 沙 
OX 和 两 圆 的 交点 N 
为 4 BO、D，OZ 
和 两 圆 的 交点 为 
如 、 下 、G、 豆 ， 则 弦 
4 百 、B 的 延长 线 
和 纺 CG、DZ 的 延 
长 线 相交 的 四 点 
互 .MX、N 共 贺 。 
解 因 区 Za 
是 ABCGZ 的 外 角 。 
所 以 KM 
区 了 上 = 人 G7 十 ATG 画 。 
GZE7 一 4B1= 一 PPD， 
ZLGE 一 -COG5 有 ==~NDDB。 
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ARTIM= NBDTANDB 
一 一 X 的 补 角 ， 
BIDM 二 AENM=2AER。 
故 下 、 忆 M、N 四 点 共 右 . 
644. 在 平行 四 边 形 4BCD 所 在 的 平面 
上 取 一 点 卫 ,: 作 四 个 网 P4PB、PEC、PCD、 


P4D,， 若 其 中 相 邻 两 个 圆 相等 ， 则 此 四 个 加 ， 


都 相等 . 

解 . 设 两 加 P4B、PB5C 相等 , 因 BP 是 公 
共 弦 ， 所 以 ， 
/~B4P= BOP. 
但 是 
B4D 一 5CD， 
.AP4D 

一 PCOD。 

因为 圆 忆 4D 和 

PCD 有 公共 弦 忆 D,， 并 且 
了 P4D= -PCD， 

故 两 相 等 。 

又 若 以 4B、BP 为 两 边 作 平行 四 边 形 
4BP 画 则 


PEL4BLCOD， 
所 以 四 边 形 CDPZBP 为 平行 四 边 形 。 于 是 ， 
了 BD=PO， .…，AB4TISAPBC， 
"。 A 刀 D4= POB= AP4B= 4FPPB. 
因此 点 妃 在 攻 P4DZ 上 . 而 且 
人 AB4T 纪 人 PHBC, 所 以 圆 P4D 等 于 四 忆 BC. 
故 以 上 四 个 加 都 相等 。 | 

645. 共 点 的 三 个 等 圆 中 , 过 每 两 圆 的 另 
一 交点 的 圆 等 于 原来 的 圆 。 

解 ” 设 过 点 王 的 
三 个 等 圆 中 ， 每 两 
国 相 交 的 另 一 交点 
分别 为 4、B、0， 
延长 2P 和 园 4PC 

交 于 忆 . 因 圆 4PB 
和 圆 4CD 相等 ,所 
以 


4DP= 4BP. 

APDC= PPBO. 
.…， .4DO= 4B0. 
久 此 公共 弦 4C 所 对 的 圆周 角 4DC 和 圆周 角 
480 相等 。 所 以 ,过 4、B、C 的 圆 和 过 4、 
DC 的 况 相 等 。 改 人 A4BcC 的 外 接 圆 和 原来 


” 同 理 ， 


的 三 个 圆 相等 。 

646. 两 圆 0O、0' 相交 于 4、B, 设 过 点 
号 的 割 线 CBD 和 
圆 相 交 于 C、 也 ， 
A4CD 的 外 按 
的 圆心 为 二 ， 则 四 
边 形 4OPO' 是 
内 榜 四 边 形 。 

解 连结 PO、 
PO' 与 4C、4D 的 
交点 分 别 为 到 .F。 基 在 4 方 的 共 统 缴 上 
一 点 G， 则 - ， 


LG-- 地 LA40 思 = j40P. 


又 因 ， L4BO= 吉 L]LdO0= /40 可 


但 是 四 边 形 4BDPG 是 加 内 接 四 边 形 ， 
所 以 CC4BC 一 人 G， 

于 是 ”4O0P= “4HFO= 40 万. 
故 四 边 形 4OPO' 是 圆 内 接 四 边 形 。 

647. 4、 好 是 定 圆 O 上 的 两 定点 , 书 是 
在 此 圆周 上 的 任意 一 
点 ， 芳 直线 已 4、PB 
和 过 4、 瑟 的 任意 圆 
的 交点 分 别 为 C、 了 ， 
则 直线 CDZ 垂直 于 直 
线 PO。 

解 过 点 卫 作 圆 - 
2P4 记 的 切线 和民， 则 

YXPB 
一 人 P4PB， 
但 是 ,4BDO 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 
AP4B=D,， 和 PB= 一 忆 
因而 EX 1 CD. 
加 2ZE 是 园 O 的 切线 ,所 以 PXLPO， 
故 PD1CD. 

648. 大 小 两 圆 相交 于 4、B3， 且 小 圆 的 
圆心 在 大 圆 的 圆周 上 ，. 
从 点 4 作 小 圆 的 割 线 
4CD 和 小 圆 交 于 点 C、 
和 大 圆周 交 于 点 也, 若 
DCO= BO， 则 CD 等 于 
大 圆 的 半径 00/。 

解 ” 设 OO 和 小 圆 的 交点 为 孔 则 
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Ra 工 


0 念 =~ 亏 40 安 
/BO0'= /4DB, @ 
又 因 铺 -去 2Bp， 孝 延长 50' 和 小 吏 交 


于 点 到 则 
OO0'B= jL47B, 并 且 4、 刀 、 互 、C 四 点 

是 共 圆 的 . 

所 以 


又 


FDCOB， 
到 0O0'DP 一 DCOB， 二 


0'B= 0， 鲜 
由 @.@、@, 得 
AO'EOs2ADFBC， 
“，CD=00/。 

649， 过 相 
交 两 圆 的 一 个 
交点 4， 作 和 和 
公共 蓄 成 等 角 
的 两 直线 , 则 两 
贺 间 的 线段 CD 
和 了 B 相等 

解 ” 因 四 边 形 4DBZ 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 
以 ， 


同 理 ， 


TBEDP 一 0ODPB。 中 


DOB~ -BTBB。 @ 
又 由 假定 D4B= 7F4B， 
"，。， 也 B=FHB 和 CB= 了 了 B。 全) 
由 @.@、@, 得 
人 AODP5S22A 人 8DP， 
DO= 了 H， 

650.。 过 两 加 的 交点 4 所 作 直 线 M4N 
与 两 网 的 交点 为 M、N， 过 点 允 、N 分 别 作 
两 圆 的 切线 ， 则 两 切线 所 成 的 JRN 是 一 
定 的 , 且 四 边 形 MBNER 是 融 内 接 四 边 形 。 

解 ” 设 两 圆 的 另 一 交点 为 3, 连结 4B, 则 

AFM4= 一 MB4d， “及 
EN4= 一 DB4。 
但 是 /4M3 是 -- 定 
的 ，Z4NBE 是 一 定 


的 。 
所 以 <MEBN 是 一 定 
的 


因此 ，ZRMN4+ZRNM 是 一 定 的 ， 故 
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MEN 也 是 一 定 的 。 

其 次 ， 
LIMHRN 二 MBN 

一 MRNARMN 二 ARENM 一 2 
所 以 四 边 形 凤 BN 是 圆 内 接 四 边 形 。 

651. 过 两 痪 交点 4、 已 之 一 的 点 4， 引 
两 条 直线 C4Z、P449, 分 别 与 两 回 交 于 C、 
D，P、9, 设 CP 与 DO 的 交点 为 马 则 
CRFD 是 一 定 的 且 四 点 了 、C、R、 忆 共 四 . 

解 ”在 加 中， 因 
四 边 形 4BD9 是 
网 内 接 四 边 形 ， 所 
以 ， 

APeR= 4BD， 


又 因 已 、C\、4、 殖 
共 网 ,所 以 ， 


AP 一 4BC. @ 
由 四 、 四 ， 得 CBED= PRP+ATOP， 
.LACBDTLCRD 一 2-R。 
因此 四 点 互 、 了、 了 3、C 在 周一 圆周 上 。 
其 次 ,由 上 题 知 /CBD 的 大 小 是 一 定 的 ， 
所 以 其 补 角 ZCRD 也 是 一 定 的 。 
652， 过 两 加 交 B 
点 之 一 的 点 4 作 两 DA 
拓 线 了 LO 、D4 万 , 积 
一 个 四 的 交点 为 B3、 (AH 人 
D， 和 另 一 贺 的 交 B 
点 为 C\、 也 则 BD、 
BC 的 交角 BPC 是 一 定 的 . 
解 “过 点 4 作 两 圆 的 切线 了 G、 五 瑟 , 则 
LP 一 BO1D 有 一 一 五 一 B4G 一 0C4 克 
二 Pd4G 一 BF4 反 一 人 G4 开 。 
即 二 P 的 大 小 等 于 两 圆 的 交角 ， 所 以 是 一 定 
的 。 


已 


653. 加 4、 为 相交 的 两 定 画 , 若 过 其 
中 一 个 交点 作 任 间 直 


C 
线 ， 和 四 改 、 巨 的 另 
一 交点 分 别 为 豆 、 媚 ， [人 愉 
则 两 直线 忆 4.5 感 所 EC 一 yc 一 一 8 


成 的 角 一 定 。 NA 更 
解 设 了 4 7B 的 二 4 
交点 为 也 过 点 瑟 、 忆 属 


分 别 作 加 4、 好 的 切 
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线 , 设 其 交点 为 G， 则 由 问题 659, 知 <G 是 | 因此 4、9^、z" 在 一 直线 上 。 


G 刀 7DD 一 一 GD 一 一 克 。 

所 以 一 刀 也 是 一 定 的 . 

654. 团 0、O' 相交 于 点 4 也 , 若 过 点 也 
的 割 线 和 两 圆 的 _D 
交点 分 别 为 Q、 
也 连结 刀 了 的 
直线 和 贺 @ 的 交 
点 为 五 , 连结 C、 
刀 并 延长 和 网 CO 
的 交点 为 一 则 ~DF 画 一 DBF。 

解 ” 因 4、 忆 下 五 四 点 共 圆 , 所 以 


ADFHB= -C4F= 0C 万 B。 @ 
但 是 CCB 是 人 万 B8 的 外 角 , 所 以 ， 
DB 万 十 瑟 HB= CBE。 Q@ 


， DBB 一 DBHB 一 也 1 记 一 了 7 万 。 
655， 圆 0、O' 相交 于 4、B3， 过 点 瑟 作 
垂直 于 42 的 两 


现 周 间 的 割 终 
CBD, 车 连结 
C4、D4 并 延长 
和 两 贺 分 别 交 于 “ 
五 、 了 则 
LA4B 有 = 4BT 
解 因 DB D4 刀 
04F 一 ACBR。 
但 是 ]D4 再 = CO4R 
,DB -COBB。 
由 假定 4DB1CD， 


。， .4BP 有 一 4BF 
6586. 加 0、0' 相交 于 4、 马 过 点 4 作 
两 四周 间 的 割 线 
Da4dqe, 设 忆 B，95 和 
另 一 加 的 交点 分 别 为 
9 , 且 9B1PP'， 
则 4、@'、 己 在 一 直 
线 上 . 
解 因 4、@、P'\、 也 四 点 共 国 ,所 以 ， 
LAQ4P'=AgBP'-LFE。 
又 因 、4、9'、 瑟 四 点 共 国 ,所 以 ， 
AQ4G@' = -9'5P=R. 
由 @O、@, 得 4P' 上 49, 49'149. 


657. 一 圆 和 弓形 的 弧 及 弦 相 切 , 则 过 两 
切 点 的 直线 便 过 定点 ， 

解 ” 设 任意 圆 0 积 
引 形 40B 的 4 为 及 AR 
弦 .48 相 切 ,其 切 点 为 9 
CQ、 忆 弓形 所 在 圆 的 
圆心 为 0, 则 CO、O'、C 
在 同一 直线 [， 

又 设 C 也 的 延长 线 和 4CP 的 共 恩 弧 的 交 
点 为 妈 ， 则 AO'DO、AOWMC 都 是 等 腰 三 角 

.…。，OD1/OM. 
但 是 ODL4P， 于 是 O26 也 垂直 4. 因而 
妈 是 44 玉 的 中 点 ， 所 以 它 是 定点 ， 即 0 了 
过 此 定点 允 。 

注 参考 问题 615。 

658. O、O0' 在 点 4 相交， 过 点 4 作 
两 圆周 间 的 割 线 
DB4C、D4Z3， 若 
此 两 直线 和 连 心 
线 OO ' 构成 等 角 ， 
则 BC= DB。 

解 设 从 圆心 
CO、O' 所 作 了 万 的 垂 线 分 别 为 OF、O'G, 从 
2 作 吾 的 平行 线 和 OF8 的 交点 为 互 ， 则 

0 五 -7G= 王 DB。 

同 理 ,从 0' 作 B0 的 垂 线 和 从 0 作 BC 的 

平行 线 相 交 于 点 五 , 则 


OK- 亏 BC， 


M 


而 且 由 假定 
/BOO= -<KO0-。 
，AHOOseAEO0,， 
因而 OK= 0 已 ， 

故 BO=DZ。 

659。 两 圆 相 
交 于 了 4, 若 过 点 
王 所 作 两 贺 的 切线 
2P4、PB,， 分 别 和 
另 一 圆 相交 于 4、 
也 则 P 平 分 49B.。 
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解 _ 设 M 是 8 的 共 罗 驱 上 的 一 点 ，W 
是 P@ 方 的 共 斩 弧 上 的 一 点 。 因为 PB 是 况 
PG4M 的 切线 ,所 以 ， 

BFBP4= APM4， 
P4 是 贺 P9BN 的 切线 ,所 以 ， 
4PDB=PNB。 
因而 2P4M4=PNB。 
但 是 APMH4 二 AP94=3 
APNBET+TAPOBE=-2-RR， 
APQ4= POPB. 
即 P@ 平 分 /49B. 

660， 若 在 点 人 
互相 外 切 的 两 圆 王 、 
9, 分 别 在 点 了 B、C 内 
切 于 第 三 个 圆 已 ; 则 
ROP=2450。 

解 连结 P9、RP、 
R9, 则 它们 分 别 过 切 点 4、B、C, 而 且 

五 好 一 号 0， 
so REPBCOC 一 EEC。 
又 因 -BEBC+ARFROPB 二 ABRCO 一 2 已 
"， 2RPBC 二 ABRC 一 2 一 刁 。 
但 是 EBC= 一 RFB4TTA4BC0， 

。 2 REB4+24BCdBRC=23 忆 。 

又 因 P4=PB， 所 以 2 人 REB4= 一 RP9， 

故 2L4BC=3AR- (BEZO+ARP9) 

一 人 BR9P-。 

681. 圆 0 和 两 圆 0\、0" 分 别 相 切 于 点 
4、B， 在 圆 0 上 有 点 C， 在 圆 0” 上 有 点 
卫 ， 芳 OOD 是 
此 两 国 的 公 切 
线 ， 则 两 直线 
LO、23D7 和 圆 
O 交点 有 怎样 
的 位 置 关 系 。 〈P) 
说 明 其 理由 . 

并 把 圆 和 功 
线 的 各 种 位 
置 关系 用 图 表示 出 来 

解 ” 当 CD 是 两 图 O\、0" 的 外 公 切 线 时 ， 
由 问题 617， 知 两 直线 C4、 了 刀 和 从 点 O 所 
作 CD 的 垂 线 同 交 于 团 0 上 的 一 点 9. 

当 (C) ( 切 是 加 0"、0" 的 内 公 雪 线 时 ， 堵 
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明 题 


由 O 向 直线 (C) CD) 作 垂 线 和 圆 O 相交 于 点 
(2)、(@)， 则 直线 (C)4、(CD) 吾 分 别 过 (P)、 
(9), 即 点 (P)、(@) 是 垂直 切线 (C) (D) 的 圆 
0 直径 的 端点 . 

662. 有 三 个 加 P、9、BR、 圆 卫 与 融 9 
外 切 于 点 4， 圆 五 过 
点 4 且 和 贺 刁 、 圆 
分 别 交 于 点 召 .C. 设 
过 已 4 的 直线 和 加 
4 相交 于 点 了 , 过 忆 、 
C 的 直线 和 圆 己 根 交 
于 点 马 则 直线 吾 B 
和 圆 相 切 。 

解 ”四边 形 4BBC 是 较 瑟 的 内 接 中 边 形 ， 
所 以 


人 .48B 有 = 4OD. 二 

其 次 , 作 较 已 、@ 的 公 切 线 4T,， 则 人 B47 
的 对 顶 角 等 于 /4CD, 所 以 ， 

DB4T 一 4CD， 全 
由 @、@, 得 4BB= DB47， 
因为 47 是 圆 忆 的 切线 ， 所 以 B3B 也 是 圆 忆 
的 切线 。 

663.。 两 癌 相 交 于 4、 五 . 过 4 作 一 直线 
和 两 圆 相交 于 点 P、 9, 且 4P= 49， 若 多 
和 @ 方 的 中 点 分 别 为 及 、 到 ， 则 了 FL 4. 

解 因 点 召 是 PB 六 的 中 点 ， 所 以 .4 也 平 
分 二 P4B。 

。 卫 刀 一 五 瑟 @@ 

在 4B3 上 截取 4S=4P， 

则 人 4PHS22A 人 AS 万 ， 
所 以 


BAS= PDB 四 
由 四 、@, 得 
刀 了 B 一 了 TS。 

但 是 4P=46@,， 所 以 4 一 -448。 

后 理 ， 

JPB=7S、Q@ 
由 力 、 思 ,得 

五 思 1 SPB， 

。 五 太 | 4B， 

664。 设 四 
边 形 4BCD 的 两 组 对 边 的 延长 线 的 交点 分 . 
别 为 召 、 刀 ， 且 三 角形 BBCO、CDB、4B、 
47D8 的 外 心 分 别 为 Qt、O2>、05s、O4s， 车 此 下 
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解 从 刀 作 DC 的 垂 线 BG, 根据 西 摩 松 


圆 的 交点 为 九 则 天 Of、O>、0O3、O4s 五 点 共 


回 。 
解 ”由 问题 
631, 可 知 这 四 
个 圆 相 交 于 一 
点 了 工 因 7 是 
曾 OO 的 公 
共 驴 。 所 以 
O3s03 FT， 设 
O20s 和 丈 7 的 交点 为 互 , 则 0 万 1 FT。 
人 10 万 = TCF 。 起 
同 理 ， 
IOiO0 一 TD。 [由 | 
但 五 BCT 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 
TIO8 一 IFBPF， 
由 @、@, 得 IO 五 王 一 TO010a。 
同 理 17104403 一 人 IO 万 。 


因此 TOf、O。、Oa、Os 五 点 共 贺 。 


10. 西 摩 松 线 、 九 点 加 
665. 从 人 4BC 外 接 圆 上 一 点 忆 作 BC、 


4B、4C 的 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 用 吾 、 忆 则 
[ 西 摩 松 线 ] 


这 三 点 在 一 直线 上 。 
解 、 连 结 DB、DF， 
若 能 证 明 
LEBDZ 一 -FTDO 
就 可 以 了 。 
西 
DBDP ， 
一 忆 一 人 BZP， 
所 以 也、 到 、P、 刀 四 点 共 贺 。 
因而 DBD8B 一 BFP 万 、 
同 理 ，。” FDCO= FPC. 
在 人 BEBP 和 和 APFC 中 ， 
了 BBP= BR 一 PFC. 
又 因 ZL4CP=-PBZ (4、B、P、C 共 
辑 )， 


。。 二 甩 忆 玉 一 了 和 7PO， 
因此 BD 刀 一 FDC。 
故 如 、 刀 、 忆 在 一 直线 上 。 

666. 四 边 形 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
且 一刀 是 直角 ， 匣 从 互 作 直线 4C、4D 的 
重 线 , 其 垂 足 分 别 为 吾 、 丈 , 则 瓦 玉 (或 它 的 延 
长 线 ) 平 分 BD。 


定理 , 知 歼 、 五 、G 在 一 
直线 上 。 

又 w 
DB8HD-ATFDG=- 忆 ， 
所 以 四 边 形 BGDP 是 
和 矩形 。 有 
”因此 ID 被 另 一 对 角 线 8G( 即 克 允 ) 所 平 
分 


667. 从 一 点 一向 人 4Z5C 的 三 边 或 它 
们 的 延长 线 上 作 垂 线 , 溢 其 重 足 二 2 、N 在 
同一 直线 上 , 则 点 三 在 人 45C 的 外 接 园 上 . 

E 西 摩 松 线 的 逆 定 理 ] 
也 、 记 三 四 点 共 贺 。 

, NBP=~NZLP。 @ 
又 因 人 PZC= 开 一 APMC, 所 以 已 国人、 
C 四 点 共 圆 . 
NILP 

一 人 玫 CP。 


由 中 、 四 ,得 
ANEBP 一 4CP， 

因此 4 B、P CO 四 ， 首 

点 共 圆 。 即 点 乙 在 人 A4ZBC 的 外 接 枉 上 ， 

668.， 设 人 48BC 的 三 垂 线 4D、B 媚 CR 
的 垂 足 分 别 为 心 互 、 矶 从 点 卫 作 4、 
BBCF、4C 的 垂 线 , 其 重 足 分 别 为 PE、 
&S， 则 王 、9、 吾 、&S 在 同一 直线 上 。 

解 设 人 A4BC 的 重心 为 0， 
则 . OPC 一 -RE 一 0ODC。 
所 以 O、 玖 C、D 
四 点 共 贺 。 

同 理 ,O、F、 了 、 
刀 四 点 共 圆 、 因 
此 呈 是 A 人 OZEC、 
AOFB 的 外 接 辆 . 
的 第 二 个 交点 , 由 
问题 665， 知 、 Q、 妃 在 疝 一 直线 上 。 又 A、 
瑟 、@ 也 在 同一 直线 上 。 

故 ， 一、 4、 、 人 在 同一 直线 上 。 六 

669， 从 人 .480 的 外 接 圆 上 一 点 书 向 
边 EC、C4、4 吾 或 它们 的 延长 线 分 别 作 垂 
线 忆 六 PB、PF,， 若 这 些 垂 线 及 其 延长 线 和 


136 第 二 编 
圆 的 交点 分 别 为 瑟 、 了 、Z， 则 4X、B5T、 
CG 都 是 关于 点 的 “ 西 麻 松 线 ” 召 D 太 的 平 
行 线 。 
解 因 PDP= 一 BR 一 PP， 
所 以 书 忆 、 卫 、 孔 
四 点 共 贺 , 从 而 
ADFHP= COCBP。 
但 是 
ACBP= CZP， 
DZ 
一 CIP。 
因此 


X 一 一 ~ 人 A 


FDCZ， 
邑 互 玉 /1 CZ。 

同 理 ， “4 和 1/ 刀 F， 刀 7 1 万 万 。 

670.， 设 人 4BC 的 外 接 的 任意 直径 汶 
Z@， 则 关于 王 9 的 “ 西 摩 松 线 ?" 是 互相 垂直 
的 . 

解 若 从 忆 、 纺 向 50 作答 线 并 延长 和 
和 A4BC 的 外 接 加 分 别 
交 于 P'、9", 则 由 上 题 
知 P'4、@'4 分 别 与 点 
P、4& 的 “ 西 摩 松 线 " 平 
行 . 

因为 P@ 是 这 个 四 
的 直径 ,又 PP' 和 99' 
是 平行 的 ,所 以 四 边 形 
P'O98' 是 矩形 。 从 而 P'@' 也 是 这 个 圆 的 直 
径 。 故 P' LTg@'4， 因 而 关于 P、9 的 “ 西 摩 
松 线 > 是 互相 垂直 的 。 

871， 设 关于 人 A4Bc 的 外 接 疯 上 两 点 
已 、9@ 的 “ 西 靡 松 线 ” 也 、FG 交 于 一 点 0, 则 
OZ 等 于 圆周 角 人 PC9。 

解 ”在 四 边 形 OBECG 中 ， 

AOGCT+ AOBO 

一 (0OG8TB) 二 (OZBP 十 
但 是 AT7C= 9GC= -已 
所 以 G、F、9、C 四 点 共 圆 。 
.ATCO= CO7。 
同 理 ， 
0OBP= PC4， 

AOG0C 二 OFEC 
一 AQOF 

十 PC4 

十 2 了 R。 


证 


明 题 


两 边 加 上 .4CPB, 得 
AOGC+ OPBC GOCZB 
一 PCOQ 十 2 已。 
而 在 四 边 形 OGCZ 中 ， 
AOGCTAOBCT AGO 也 
一 和 人 玉 一 GO 万 
所 以 由 前 式 有 
4LBR 一 GOZB 一 PC 二 3 
“。 2 一 BR 一 GO 刀 = PC9， 

故 BOF= 一 PCqe， 

672. 设 人 42B0 的 垂 心 为 0， 则 外 粮 圆 
上 任意 一 点 乙 和 0 连结 的 线段 OP， 被 三 角 
形 关 于 点 书 的 “ 西 摩 松 线 ? 所 平分 。 

解 若 从 点 已 向 4B、 玉 所 作 委 线 人 
为 一 玉 、PZ， 则 到 志 是 
A4DBO 关于 己 的 “ 西 摩 
松 线 ”。 

延长 CO, 和 4B 及 圆 
周 的 交点 分 别 为 刀 、G， 
PoO 和 互 荆 的 交点 为 也 
PG 和 互 Z、4 的 交点 
为 六、 加 则 4、 豆 、 冯 三 四 点 共 轩 ， 并 且 
了 囊 儿 CG。 所 以 

/PREE=P40= PGC= 了 PK， 
即 AP 历届 = 万 P 玉 。 
因此 互 是 直角 三 角形 忆 Z3 的 镍 边 P 妈 的 
中 点 。 从 而 
羽 万 刀 一 一 下 万 万 一 GBP 
但 是 由 问题 498 知 ， 
OZ 一 G，LGZBT 一 OPBF。 
二 开刀 刀 = OBET， 
羽 了 1 TO， 
因 豆 是 了 妇 的 中 点 所 以 五 也 在 了 点 平分 
OP. 

673， 设 人 4BC 国人 五 ， 延 长 C 瓦 
和 外 接 圆周 的 交点 为 
卫 。 在 外 接 贺 上 取 一 
点 PP， 著 2D 和 4 万 
的 交点 为 如 ， 则 了 BE 
平行 于 关于 点 书 的 
“ 西 摩 松 线 2NZML。 

解 ” 因 万 是 A4BC 
的 重心 ， 所 以 瓦 、 关 于 4 是 互相 对 称 的 
(问题 498) 。 
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D 万 玉 = 一 有 DBE=PHO。 四 
但 了 2、 入 、 王 、 志 共 融 ,所 以 
PPBTL 一 PNI。 四 
并 且 PN、C 互 都 是 重 直 于 43B3， 所 以 互相 平 
行 。 
.、 PNIZI= PDF。 人 @ 
由 四、@、 四 ,得 
DBET= ~DPN。 
“"。 卫 及/ NILM。 

674. 正三 角形 4BC 的 外 接 贺 上 一 点 
了 和 4 方 .8C、C4 的 中 点 所 连结 的 直线 分 别 
与 4B、BC、C4 的 交点 都 在 平行 于 人 4BC 
关于 女 的 西 摩 松 线 的 一 直线 上 。 

解 设 人、80、C 的 中 点 分 别 为 也、 万 、 
刀 , 且 MD、M 避 、 
了 和 和 4B、4C、 
20 的 交点 分 别 为 
工 . 瑟 、 互 , 由 问题 
545， 知 忆 Z 万 是 
过 圆心 2 的 直线 ， 
并 且 显 然 有 


DT4= 470. @O 

从 双 作 BC 的 垂 线 ， 和 人 420 的 外 接 圆 
相交 于 和 ， 则 4N 是 平行 于 关于 玖 的 西 摩 
松 线 (问题 669) . g@ 
因 A4ZBC 是 正三 角形 , 刀 是 .4 启 的 中 点 , 所 
以 ， 

DB EC. 

因而 DB1/MN， 六 =ET， 
并 且 有 芒 = 了 2， 
于 是 ”有 DB 念 上 + 有 1 

故 
AN4D= 一 DZ4， 四 
《问题 325) 

由 电 、@, 得 ~N4E 一 47R， 

.LN1 民 Z。 
因此 击 全 ， 知 直线 及 碾 互 平行 于 区 的 “ 西 
松 线 "。 

675. 在 人 4BCc 中 ， 如 下 的 九 点 共 回 : 
三 边 的 中 点 乙 、M、N，, 从 三 个 顶点 向 对 边 所 
作 垂 线 的 垂 足 也、 歼 、 环 ， 三 个 顶点 和 春心 所 
连结 线段 的 中 点 已 9、8S 等 九 个 点 。 

注 此 圆 称 为 九 点 囊 。 
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解 设 C 是 人 4BC 的 外 接 圆 的 圆心 ，BC 
的 中 点 为 五 连结 信 
垂 心 鼠 和 4 线段 
的 中 点 为 了 ， 从 取 
府 BC 所 作 垂 线 的 
垂 足 为 巡 ， 由 问题 
500， 有 OZ 一 万 . 
因此 , 若 PE 和 OZ 8 ED C 
的 交点 为 0, 则 2ZO' 一 CR=O0D， 


并 且 OP- 亏 O4. 


所 以 工 P、 了 在 以 守 
点 9 为 圆心 ， 以 
A4BC 的 外 接 圆 的 
半径 的 一 半 为 羊 径 的 
圆周 上 . 

局 理 ， 2M、q、 已 及 和 从、 卫 、 &8 也 在 同一 四 丑 


业 ， 
676.。 在 圆 0 的 内 接 四 边 形 4BOD 中 ， 
三 角形 4BC、PBCD、CD4、D4 中 的 四 个 垂 
心 瑟 1、 互 。、 互 s、 豆 4 在 同一 贺 户 上 。 又 这 四 
个 三 角形 的 九 点 加 的 圆心 ， 四 个 三 角形 的 重 
心 都 分 别 在 同一 阅 周 上 。 

解 ” 因 四 边 形 克 5 五 :万 4 有 1 纪 四 边 形 4BCD 
《问题 590) . 而 下 边 形 4BCD 是 圆 内 接 四 边 
形 , 所 以 四 边 形 互 ? 互 3 五 4 到 1 也 是 圆 内 接 四 边 
形 ， 设 这 个 圆 的 加 
心 为 O/。 

其 次 ， 三 角形 的 
九 点 圆 的 殴 心 是 外 
心 与 垂 心 的 中 点 
《上 题 )， 因 此 四 个 
九 点 圆 的 圆心 是 在 
以 OO 的 中 点 OO7 
为 圆心 ， 圆 0O' 的 半径 的 一 半 为 半径 的 加 局 
上 : 


再 次 ,重心 是 在 外 心 0 和 垂 心 的 距离 之 问 
距 O 点 的 亏 处 (问题 800)， 因 此 四 个 重心 
也 在 以 00' 为 1:2 的 内 分 点 0" 为 圆心 加 
0/ 的 半径 的 亏 为 半径 的 同一 男 周 上 。 


677， 设 人 4BC 的 内 心 及 三 个 旁 心 分 
别 为 工 1、 五 2、 五 3; 在 了 1 上 取 一 点 Z 使 


的 aaaaameaemaeeeeeeaeaeegmeeeemeaeeaaaeeeaeea 和 证 
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第 二 编 证 明 题 


ZJ = 卫 7Z, 同样 ,分 别 在 IPBs、TBs 上 取得 
点 凡 矿 ; 又 设 w、B、? 分 别 为 人 到 BoBs 的 


各 边 的 中 点 ， 则 AZF 克 的 外 接 圆 平分 Z4、 


ZPB、7C、7a、76、77。 

解 因 4Z 刀 LBo2Bc，DBBo ZE ，CZas 
五] 瑟 o 所 以 A4BC 的 内 心 Z 是 人 瑟瑟 0 万 :的 
重心 , 因而 A4BOC 的 外 接 较 是 人 到 五 罗 3 的 
九 点 圆 。 又 人 五 1 五 < 五 3 的 各 边 中 点 CQ、 B、 7? 
及 了 TB、7Z 厂 ?>、7TEs 
` 的 中 点 都 在 九 点 图 
上 ， 所 以 点 IT、F、 
了 玉 及 7T4、FB、FC、 
Ta、 78、 T7 的 中 点 
到 重心 I 和 和 人 A4BC 
的 外 心 2 所 连结 的 
线段 的 中 点 的 距 请 
离 ， 都 等 于 圆 4B5C 的 半径 的 一 半 。 所 以 加 
7 玉 过 这 六 条 线段 的 中 点 。 

678. 如 果 O 是 人 4BC 的 重心 , 则 三 角 
形 4BC、OC4DB、OBC_Oc4 有 相同 的 九 点 
圆 . 

解 设 BC、C4、4PB、4O0、BO、C0 的 中 
点 分 别 为 刀 ,、 盏 、 堆 、 及 
了 、 以 丈 。 若 从 顶点 
4 B、C 向 其 对 边 
所 作 季 线 的 垂 足 分 
别 为 妃 、 所 、 也 则 
人 A 人 4BC 的 九 点 加 是 
过 忆 万 FF 9 
玖 、 瑟 \ 工 的 加 DH 

现 考 虑 关于 AOBC 和 它 的 各 边 的 中 点 @、 
愉 、 丈 ， 则 4 恰好 是 人 AOBC 的 重心 ,所 以 五、 
五 、 台 分 别 是 从 顶点 O、B3、C 到 三 心 4 的 距 
离 的 中 点 , 且 五 、 玫 、 二 分 别 是 从 顶点 向 其 对 
边 所 作 垂 线 的 垂 足 ， 因 此 和 人 42BC 的 九 点 咬 
和 人 AOB5C 的 九 点 铝 相 同 。 关 于 其 余 的 三 角 
形 也 可 以 同 祥 证 明 。 

679. 闭 三 角形 的 九 点 圆 的 圆心 是 连结 
垂 心 和 外 心 的 线段 的 中 点 ， 其 半径 等 于 外 接 
圆 半 径 的 一 半 , 则 该 三 角形 的 外 心 、 牌 心 、 重 
心 及 九 点 区 的 圆心 在 一 直线 上 ， 

解 设 人 4B0 的 外 心 、 垂 心 、 重 心 及 九 点 
中 的 贺 心 分 别 为 O0、P、G、 互 ，BC 的 中 点 为 


peie -oo m 


.都 平行 于 4C， 


也 ,4 的 中 点 为 厂 则 了 D 是 九 点 圆 的 直径 
(问题 675)、 


但 是 OD=- 部 4P 一 TIP， 


所 以 车 ED 积 OP 的 交点 为 互 , 则 

AoOo5DSA 人 PED， “"。 工匠-= 石 也。 
因而 妃 是 A4BC 的 办 四 
九 点 锐 的 圆心 又 因 
O 互 一 瑟 P， 所 以 九 点 站 
贺 的 圆心 是 O 驴 的 中 
点 ,2 互 工 =O4, 即 九 P\ 
点 呈 的 半径 是 外 接 园 8 [| c 
的 半径 的 一 半 ， 且 
A4BC 的 重心 G 在 PO 上 (问题 501) .因此 
四 个 点 在 一 直线 上 ， 

689， 有 共同 重心 和 外 接 圆 的 一 切 三 角 
形 都 有 相同 的 九 点 圆 . 

解 ” 因 九 点 圆 的 圆心 是 外 心 和 霍 心 连 线 的 
中 点 (上 题 ) ,所 以 当 外 心 和 重心 一 定时 , 则 九 、 
点 圆 的 圆心 也 是 一 定 的 。 又 九 点 圆 的 半径 是 
外 接 圆 的 半径 的 一 半 ， 多 此 它 的 半径 也 是 一 


定 的 。 所 以 本 问题 的 一 切 三 角形 都 有 想 同 的 
九 点 欧 。 
681， 设 0 是 人 4HC 的 重心 ， 刀 、 吾 、 万 


分 别 为 边 BC、C4、4 也 的 中 点 ,已 、@、 五 分 
别 为 4D、 BO、CO 的 中 点 ， 则 四 边 形 PTDR、 
EQD8、FOR 都 是 和 矩形， 其 对 角 线 的 交点 
都 是 九 点 澳 的 加 
心 - 

解 因 FF、 
ZE 都 平行 于 
BO, 且 思 D、PRR 


而 BO_L4C， 所 
以 四 边 形 P8FZR 是 矩形 ， 其 对 角 线 的 交点 为 
九 点 圆 的 圆心 (问题 679) 。 

其 余 两 个 四 边 形 也 可 以 同样 证 明 。 

682， 若 过 人 4B0 的 各 顶点 分 别 作对 
边 的 平行 线 工 4U、 Z 人 A Y 
GFBX、XOZ, 组 成 ， AN 
AXYZG, 则 人 4BC 3 
的 九 点 网 各 三 角形 3 
和 BC、YC4、Z4 DA 
的 九 点 圆 分 别 相 声 . 基 
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于 BC、C4、4 瑟 的 中 点 ， 

解 因 人 4EBC 和 AZXCBE 全 等 ,上 且 4DBXKC 
构成 平行 四 边 形 , 所 以 若 以 BC 的 中 点 忆 为 
中 心 ， 则 人 AXZBO 旋转 3A 忆 就 和 人 A4BC 完 
全 重合 ， 因 而 这 两 个 三 角形 的 九 点 圆 也 完全 
重合 县 了 为 公共 点 。 设 这 两 个 九 点 加 的 网 
心 为 W、N 则 WPDN' 成 一 直线 。 故园 N、 
大 在 了 点 相 切 。 关 于 AZ4C、A 人 24 的 
九 点 圆 世 有 同样 的 结果 . 

683. 设 人 4BC 的 外 接 医 0 的 直径 为 
P9@, 关于 已、 8 的 “ 西 摩 松 线 ”TZM、ERS 的 交 
点 为 也 则 嘱 在 九 点 融和 上 。 

解 设 人 4BC 

啊 垂 心 为 五 ， 且 
THM、RS 分 别 过 
有 EP、PFEG@ 的 中 点 
五 、 了 (问题 672) . 
因而 好 邓 ] PQ@, 但 
是 六 是 九 点 圆 的 
圆心 ,所 以 互 W=NO,， 因 此 六 在 马上 ， 

又 PO=490, 故 了 N 一 FFN, 由 问题 670， 有 
工 到 1 PS。 所 以 一 瑟 DZ = 如， 因此 万 在 


以 为 圆心 ， ZW- 也 2O 为 半径 的 圆 上 . 


即 忆 在 九 点 加 上 . 

584 和 人 4BC 的 内 心 刀 外 心 0 和 三 个 
旁 局 为 顶点 所 组 成 的 人 ACO O ”的 外 心 卫 
在 一 直线 上 。 

解 由 题 意 知 , 刀 
是 AO'O0"0" 的 重 
心 - 圆 O 过 其 季 线 
足 人 水 召 、C， 所 以 
0 是 AO'O"0O% 的 
九 点 圆 的 圆心 ， 而 
且 瑟 是 AOO'O" 0 
的 外 心 ， 因此 己 0 了 在 一 直线 上 (问题 
679) . 


685。 设 人 4BC 的 边 BO、C4、43 的 | 


中 点 分 别 为 4 、B、C， 从 4 向 BC 所 作 垂 
线 4 互 和 人 4BC 的 九 点 贺 相 交 于 天， 再 作 
4 五 关于 人 .4 平分 线 4 已 对 称 的 线段 4， 
则 互 4 4 巩 。 
解 在 图 中 ， 
4 忆 =.4BIT。: OO 


但 是 4 人 吾 ' 是 BO、C4 的 中 点 ， 
所 以 及 
4B' 1 4B。 

于 是 

人 B4O=-B. 

又 因 

AL4FCO= PR， 

所 以 B 
B' 巨 = BO。 

因此 


BBC=- CC， 
4 万 = 人 BIDBO-A BAL4O 
一 0C 一 BF。 @ 
设 AHE<C， 
由 个、 人 @， 得 
4IRT=-AC 一 DT. @@ 
4 万 1 BO 人 B4P= CC4P， 
了 厂 4P= 4P. 
ADB4 丽 = DTLO=-R 一 0 
圈 此 
”机 4 万 = B40O 一 3(AR 一 CC) 
一 ~AC 一 一 吾 。 
于 是 由 四 、@, 有 . 
了 太 4 瑟 一 人 .4 下 万 ， 


故 4 于/ 开 41. 


686， 设 人 4BC 的 人 4 的 平分 线 为 4 书 
从 己 作 内 切 圆 的 切线 PF， 其 切 点 为 下 设 
BC 的 中 点 为 怒 公 
延长 4 刀 和 这 个 
圆 的 另 一 交点 为 
也 , 则 工 在 A4ZC 
的 九 点 加 上 。 有 

解 设 内 切 圆 
和 BC 的 切 点 为 
了 DEF 的 延长 线 和 4 中 的 交点 为 C, 则 

40= 40". 
又 设 4P 和 CC ' 的 交点 为 如, 则 
C 了 一 了 0，4 盏 1O0'。 
作 人 A4BC 的 高 48, 则 公 囊 、 五 、C 四 点 
共 圆 ， 
BF4' 一 APB4O 
一 六 4 夯 一 4) 历 忆 
(…” ”4 号/ 4P). 
因而 4 好 和 人 PPB 万 的 外 接 圆 相 切 。， 
42 一 4P.4 克 。 @ 


eeeaeaeeaeeeeeseeemeeeeeeeeeeeeeeieeeeeeeeedaaaagia 


140 第 二 编 


但 是 “4 刀 = 工 BC'~ 于 (4B-40)， 


又 因 4- 于 (4B- 40) (问题 47)， 
4] 媚 一 .40D， 
由 四 ,得 4P.4 万 .4D? 一 4 有 .4T， 
所 以 二 五 、P、 互 四 点 共 加 , 
此 ] 人 .47T 克 天 BPC' 
又 一 BPO' 一 4CP 一 也 
一 CC 一 人 5 
,LA4TB=-AC-AB， 
但 是 ,由 上 题 知 以 4 万 为 底 边 包含 ~C 一 已 
的 圆 是 九 点 融 , 所 以 点 工 在 九 点 圆 上 . 
687. 人 4B0C 的 内 切 国 及 旁 切 罗 都 和 此 
三 角形 的 九 点 男 相 切 。 半 费 尔 巴 哈 定理 ] 
解 作 人 Ad4BO 
的 人 .4 的 平分 线 
4P,， 从 点 三 作 内 
切 圆 的 切线 了 BF， 
设 过 BC 的 中 点 
-4 和 点 五 的 直线 
与 内 切 圆 的 交点 为 也 则 由 上 题 知 , 工 在 
人 4BC 的 九 点 圆 上 . 中 
过 点 卫 作 内 切 圆 的 切线 工 和 ， 则 
TB 一 CTTZ. 
由 上 题 ， 双 、 王 、 耳 、 互 四 点 共 圆 , 所 以 
ACTZT= ZEP. 
因而 ZE 一 LE4 
由 @@, A47 矶 是 内 接 九 点 圆 的 三 角形 ， 所 
以 , 也 和 相 切 于 这 个 九 点 圆 。 
即 ZX 在 点 工 相 切 于 这 两 疯 ， 因 此 A45C 
的 内 切 圆 和 九 点 贺 相 切 。 
同样 可 以 证 明 三 个 旁 切 图 也 同 九 点 圆 相 
切 。 


了 .加 内 接 、 外 切 多 边 形 

588. 考 贺 内 接 六 边 形 的 两 组 对 边 分 别 
互相 平行 ， 则 第 三 组 对 B 
边 也 互相 平行 . 

解 ”在 圆 内 接 六 边 形 
4BCDZBZ 中 , 设 4B1 
也 B，BC1 BF,， 则 

DB 一 一 也。 
对 于 这 两 个 角 的 补 角 ， 


sr 


证 


显然 有 
.4FTO= FTFCODP， 
CD14B。 

689. 由 正 五 边 形 
的 对 角 线 的 交点 可 以 组 
成 等 边 的 五 边 形 。 

解 设 由 正 五 边 形 
4BCDZ 的 对 角 线 的 交 
点 组 成 的 五 边 形 为 
ZGETI, 则 


4B= 4 刀 = FO 一 …， 
“4DP 一 DB4C 一 4OZB 
一 ~CBD= ee 
因此 AF4B、AGDCO、…、A7JTE4 等 都 是 从 
等 的 等 果 三 角形 , 因而 ADBFG、ACG 万 、…、 
人 47 环 也 是 全 等 的 . 所 以 五 边 形 FGETJ 是 
等 边 的 五 边 形 。 

690.,， 正 多 边 形 的 内 角 平 分 线 相 交 于 一 
点 ,由 这 点 到 各 顶点 的 距离 相等 ,并 且 这 点 到 
所 有 的 边 等 距 。 由 此 正 多 边 形 既 内 接 于 圆 又 
外 切 于 圆 ,而 且 此 两 圆 是 同心 圆 . 

解 ” 设 正 多 边 形 4BCD… 的 两 角 4、 殖 的 
平分 线 交 于 点 DO, 连结 O0C\、OP, 在 人 0O4R、 
AOEC 中 ，4=50, 0 已 公共 ，OB4= 
OFC. 

Ao4BseA 人 OFO， 
04B= 00CF. 
因为 4BCD… 是 正 多 边 形 ,所 以 
/4=-C。 


又 因 CO4B 一 二 /4 所 以 
由 @、@, 得 0Oc5=OcD， 


中 


即 00 平 分 /C. 
司 理 ，OD、O 瑟 、…- 

分 别 平分 <D、L 及 、 [AN 

-… 故 正 多 边 形 的 内 和 角 “AAA 人 2 

平分 线 相交 于 一 点 . MK ANX 
又 因 04 且 沦 二 必 


OPB4 是 4、/~ 了 
的 一 半 , 所 以 相等 。 因此 O4=0B. 

同 理 , 03=OC=OD=…， 即 9 到 各 顶点 
等 距 。 

其 次 , 从 O 到 4B、BC… 的 距离 分 别 设 为 
O&、OL、OM、…， 在 直角 三 角形 OBE 和 
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OB7 中 ，,， 
OBE= 一 OPB7，0583 公共 ， 
人 OBKE2AOB7 


故 OK 一 0O7. 
同 理 ， OZ 一 0OM 一 …, 即 O 到 各 边 的 距离 
相等 . 


因此 正 多 边 形 的 外 接 辆 的 圆心 也 是 内 切 贺 
的 圆心 且 都 是 DO。 这 两 圆 是 同心 圆 . 

691， 2 等 分 圆 局 
时 , 则 这 些 绝 所 对 的 弱 
作成 的 内 接 多 边 形 是 
正 多 边 形 , 并 且 过 所 有 
的 分 点 所 作 的 切线 组 
成 外 切 多 边 形 也 是 正 
多 边 形 。 ， 

解 设 酌 周 上 的 % 等 分 点 为 4i、4?、43、 
…、 4 在 各 分 点 上 的 切线 的 交点 如 图 中 的 
Bt、B2、…、Bn， 则 

-4143 一 4243 一 … 一 4041。 

,和 414? 一 4243 一 … 一 441， 

并 且 这 个 内 接 多 边 形 414?…4n 的 各 内 角 都 
是 4” 四周 上 的 圆周 角 ,所 以 是 等 角 ,因此 


内 接 多 边 形 414?…4" 是 正 多 边 形 . 

其 次 ， ` 在 外 切 多 边 形 BIDB2…Bn 中 ， 令 O 
为 辆 心 ， 则 四 边 形 0O41Bi4>?， 由 .于 41= 
.4 一 所 以 是 圆 内 接 四 边 形 .。 

人 Bi 二 2 一 尼 一 人 41049 


一 2 人 BE 一 4LBRx 工 


2 
2- 呈 )2B 
DB= Ps=…= 一 Du 
2 
一 2(1-- 二 ) 2 人 BR。 
因而 人 4 Bl14。、 人 Ad42PBo4s8、…、 人 4D41 


都 是 顶 角 相等 的 等 屡 三 角形 , 所 以 是 全 等 的 . 
wo L1B1 一 Bi40 一 4oDBo 一 … 


闻 理 ， 


一 4.P 一 B41， 
从 而 BiBo 一 BoBs 一 … 一 BoPi。 
因此 外 切 多 边 形 是 正 多 边 形 . 


692. 与 同一 圆 外 切 的 两 个 等 边 三 角形 
的 边 相 交 组 成 的 六 边 形 是 等 边 的 六 边 形 . 
解 ” 设 园 0 的 两 个 外 切 等 边 三 角形 4BC、 


48:C 的 边 相交 组 
成 如 图 中 的 六 边 形 
FORSITI， 则 在 
AP4I、 和 AP4Q 
中 ,4 一 4， 
l4PI=A4'Z9， 
因此 第 三 个 顶点 的 
外 角 也 相等 ，。 
PR= 一 PIT7. 


B" 


堵 设 PQ、PT 和 圆 0 的 切 点 分 别 为 M、N， 
则 


QU=TUN 且 PPM 一 PN， 

所 以 PQ PT . 

同 理 ， 显 然 六 边 形 POORESTT 的 任意 相 邻 两 

边 相 等 。 即 六 边 形 PRSTT 是 等 边 的 

693， 阁 四 内 二 
接 多 边 形 的 边 数 
是 偶数 , 则 每 遇 一 
角 的 和 等 于 另外 
的 隅 角 的 和 。 

解 设 轩 0 的 
内 接 边 数 为 2  A 
人 > 了 巧 的 多 边 形 为 4142?…42w 分 别 连结 O 
和 各 顶点 ， 关 人 AO414:、 人 AO42343:、 2 底 角 
分 别 相 等 ,所 以 都 是 等 腰 三 角形 。 

现 将 这 些 角 表 示 如 下 , 令 
0O04143 一 人 04341 一 al 
O4243 一 0434o 一 ao 

LO4o2n41 一 人 O414on 一 aany 

则 多 边 形 4l14?4s…42 的 每 隔 一 角 的 7 个 

角 之 和 为 

LA41 十 人 43 十 … 十 人 4on-1 
一 (oo 十 at) 十 (cs 十 ce) 十 
十 (aon-3? 十 aon-1)， 
4 十 LA 十 十 Lo 
一 (ai 十 ca) 十 (ca 十 o4) 十 …… 
和 二 (aon-:! 十 ccan) 。 
LT ZL 十 ZL 
一 人 .4 十 人 .44 十 … 十 人 4on， 

694. 兰 边 数 是 偶数 的 多 边 形 的 边 都 与 
同一 圆 相 切 , 则 不 相 邻 的 边 之 和 相等 。 

解 设 边 数 为 偶数 的 外 切 多 边 形 为 


.414243…4， 各 边 与 同一 加 的 场 点 分 别 为 
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TI2、 2 则 得 到 如 下 候 数 个 等 式 
41714 一 LT72n) 了 T， Ai: Ts 
.4271 一 4279， Aa Aam 
4373 一 dsTo， 9 人 T， T2s-: 
Azn~3 


42n7on-1 一 4on7on。 
将 上 式 的 两 边 分 别 人 > 
相 加 ,得 A。 
Li42 二 43s44 十 … 十 4o-142p 
一 ?43 十 4445 十 … 十 4on41. 


.695。 在 圆 内 接 等 角 多 边 形 中 , 若 边 数 为 


2 十 1 则 是 正 多 边 形 。 (其 中 % 为 正 整数 ) 
解 设 4BOD… 为 男 内 接 等 角 多 边 形 , 设 
<2- <C 则 
-4B0 一 BCD， 
湖 两 边 去 掉 公 共 部 分 0, 则 
4PB= 人 0. 7 4B=CD， 
同 理 ,CD 和 间隔 着 
的 一 条 边 相 等 。 如 此 
继续 下 去 。 就 可 以 证 
明 每 隔 一 条 边 都 相 鱼 
等 . 因此 , 当 多 边 形 的 
边 数 是 偶数 时 ， 进 行 8 
一 冰 后 ， 又 等 于 4B; 


马 C 


已 


当 多 边 形 的 边 数 为 奇数 时 ,进行 一 周 后 ,就 等 "| ， 


于 4 了 的 邻 边 BO， 因 2n 二 1 是 河 数 ,所 以 边 
数 为 aa 十 1 时， 等 角 的 加 内 楼 多 边 形 是 正 多 
边 形 。 
696。 在 网 外 切 等 边 多 边 形 中 , 若 边 数 为 
奇数 , 则 是 正 多 边 形 。 9 
解 设 加 外 切 等 边 
多 边 形 为 4BCD-- … 开 ， 
且 .4B、5C 和 国 的 切 网 
点 分 别 为 M、W, O 
为 圆心 , 则 攻 
4=-DBO， 
BM=BN。 
4=CN. 
而 OK-=ON, ~OM4- AR- -ONC. 
.。 AOM4ceAONC， 


从 而 、 ， ~04MN= -OON。 
但 是 KEK4B 一 2AO04M， 
BCD=2OcN。 


KK4 五 = 一 BCD， 


明 题 


即 这 个 多 边 形 的 角 每 饮 一 个 都 相等 ， 所 以 边 
数 是 坷 数 时 ， 和 上 题 相仿 ， 全 故 为 
正 多 边 形 。 
697， . 设 在 正 五 边 形 4poD 的 外 接 贺 
周 上 ， 人 的 中 点 为 开 , 则 
M4+ 伴生 径 ) 一 MKC。 


解 因 4PBDO- 也 的 圆周 ,所 以 
24MC= 吕 AR 


连结 CO 和 圆心 O， 且 
延长 CO 各 邓 4 的 延 
长 线 交 于 点 万 ,中 O 太 
过 4 怠 的 中 点 ,因此 


LMCZ- 卫 LR= 40 杞 


从 而 LUMFC-3 BR. 


.4F = 40,，MC= 2 及。 
故 4T40=MB 一 MC. 
698. 作 正 五 边 形 4BCD 刀 的 外 接 3 


-| 卫 为 ,43 上 的 一 点 , 则 


P4 上 APBT+PD=ECO+EBE。 
解 延长 3 使 BP=P4。 设 了 7 PC 的 
交点 为 G, 则 在 AP4D、 人 了 5D 中 ， 
P4 王 BF 4D=BDPD，P4D= EBD。 
“AP4FceAFEDP， 


因而 BF 一 一 4PD- 和 后 LB 
LABPC-3 BR 


。。 LPG 于 LA] 已 


因而 PPG 一 PP 
其 次 ， 延 长 P 妈 使 F 妃 一 PD， 连 结 豆 ， 
则 在 AGCD、ABEZBD 中 ， 


了 及 


CD 一 万 万 ， 一 万 也 D 一 GCCD， 。 
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又 因 人 ED 是 等 对 三 角形 ， A4T77c2A407， . 
ADFP=2 一 已 .…。 -477 一 407。 -四 
0 将 O、@ 等 式 两 边 分 别 相 加 ,得 
所 以 一 互 二 下 天 一 一 DGC。 4 了 ZX 二 4FT 
二 ， 一 .40OX 二 40 一 2 二 尺 . 
GODSeA 人 EBD， 
se 也 0 所 以 BX、F 了 的 交点 五 在 4、、 万 的 定 贺 


.。 P4 十 PB= PP 一 PG， 
PPD 一 万 一 PTOG。 
将 这 两 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
忆 4 十 忆 有 十 疡 太一 POCO 十 天 感 。 

699。 4 是 园 O 上 一 点 ， 在 圆 O 上 另 取 
一 点 如 , 使 4B=40。 再 过 4 作 与 4 反 向 
的 切线 40, 使 4C 一 
40。 设 BC.OC 和 图 
O 的 交点 分 别 为 也 、 
刀 , 则 4B、4D、D 刀 
分 别 等 于 加 内 接 正 
六 边 形 、 正 十 二 边 
形 、 正 二 十 四 边 形 的 一 边 . 

解 因 40OB 一 号 / 己 所 以 4 是 贺 内 
接 正 六 边 形 的 一 边 。 

其 次 , 因 人 4BCO= /4CB 且 40 是 切线 ， 
所 以 人 4PO= CC4DD， 
又 4DB= 玫 4D 二 AAA40D=24CD， 

“。 LO7D=24BD=24CD=4DB 


一 到 LA40B= 亏 CR， 
闵 此 4 刀 是 圆 内 接 正 十 二 边 形 的 一 边 。 “ 
再 次 , 因 ~O40C 一 已 40 一 40。 加 
因此 LA4LOB = 二 了 瓦 


- 工 jB_ 工 ABR- 工 
。 DO 言 CR- 本 襄 一 RE 


故 也 B8 是 圆 内 接 正二 十 四 边 形 的 -- 边 。 
700,， 设 过 正六 边 形 4BOD8B8 的 中 心 

O 的 直线 和 4C、4 刀 的 交点 为 民 、 了 ， 则 

BZX、FZ 的 交点 在 外 _ 人 

接 园 上 。 AAA 
解 
A4DFXE22A4LOR， 

"“。 了 .48BX 

-40OX。 


又 因 


0 上， 


1。 杂 题 


791， 设 呈 是 AL4BC 的 边 BC 上 的 任意 
一 点 。 过 点 呈 作 了 DJ/ 4C、P 下 1/ 45， 车 直 
线 王 D、P 玉 和 以 
4B、40 为 直径 在 
三 角形 的 外 侧 所 作 
半圆 的 交点 分 别 为 
力 五) 则 也 4、 五 
在 一 直线 上 . 

解 ”两 立 另 外 的 交点 好 在 BC 上 , 连结 
了 4, 并 且 延 长 和 圆 47B 的 交点 为 刀 , 藻 
证 明 刀 和 也 ' 重合 就 好 了 。 

“ 因 41/ EPZ 所 以 
LODEP=D'4B= 一 一 DRPPB， 
下 此 及 到、 了、 也 四 点 共 辕 . 
"。 ADIPPB= 一 DIEB 一 0， 

因而 PPD'1 4C。 

故 , 刀 和 万 ' 重合 . 

702. 设 4 为 定 圆 的 定 张 , 书 为 定 加 
上 的 任意 一 点 ， 则 过 
P4 的 中 点 C 且 垂直 
于 PB 的 直线 CD 过 

解 . 设 0 为 定 贺 的 
圆心 . 因为 /4CO= 
LB 所 以 点 C 在 以 、 
40 为 直径 的 定 圆 上 。 洪 DG 的 延长 线 和 此 
加 的 交点 为 瑟 , 则 泣 
40 有 一 POD= 玉 一 OPD (为 定 角 ) . 
故 马 为 定点 ( 若 点 卫 取 在 劣 弧 上 时 , 则 思 也 
是 定点 ) 。 

703。 一 圆 和 等 腰 三 角形 4BC 的 两 边 
4 了 3、4C 分 别 相 切 于 点 刀 . 忆 和 人 4BC 的 外 
接 圆 机 切 于 点 巴 则 A4B0 的 内 心 G 和 六 
如 在 一 直线 上 ， 2 

解 设 4F、DZB 的 交点 为 G/ 加 DB 的 
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圆心 为 五 , 则 克 在 4 万 
上 ,并 且 4Z 是 外 接 贰 
的 直径 . 


。 五 劝 1 FFC。 
又 因 

DB/ 50， @O 
并 瑟 G、 BR、 OC、 五 四 点 
共 园 . 


AGO 加 一 GBF 盏 一 一 瓦 思 F 一 BFO 
一 5GC=9CB( 由 四 得 )， 
因此 CG 是 人 B4C ~.40B 的 平分 线 的 交点 ， 


上 。 
794， 在 A4BC 各 边 的 外 侧 作 正 三 角形 
PCO4、0C4B、4BC， 以 BC 为 一 边 在 其 外 
侧 作 正 三 角形 B'C'L4"， 若 BB'、CC' 的 交点 
为 5 则 4 、 4、 尼 、 妈 在 一 直线 上 。 

解 由 问题 550 知 。 
点 4.P、 4 在 一 直线 
上 ， 

LACPB'- 子 LAR， 
而 且 

LCA40B' 一 号 六， 
所 以 4 、C、P、8B 
四 点 共 殴 .。 

若 连结 4"， 则 A 

LA4OPB=<47C'B'= 避 全 。 


但 是 LA4PB' 一 达 LABB 


故 ,4 刀 和 4P 重合 , 即 点 4 4、P、4 在 
一 直线 上 . 

795， 在 人 425c 各 边 的 外 侧 作 正方 形 
BID DCGT 、 牧 
LO , 若 B 玖 、 
C 刀 的 交点 为 
Z; BG、0C 巨 的 
交点 为 允 ， 则 
4 了 工 _ 2; 忆 、 
直线 上 。 

解 由 问题 
238 知 ， 
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明 题 


人 BEB1OC=-、 又 BO 一 一 RR， 
所 以 盛 、M、C、 工 四 点 共 园 。 而 BM 一 CU， 
因此 ZUM 平分 人 BZO。 

因 L]KLIO= /BE= 开 BC， 
所 以 开 、4、 工 、C\、 互 五 点 共 团 。 连结 4 万 ， 
则 
4T 克 = 4 万 已 一 45。。 


间 理 ， 47Z 刀 =45。"， 
直线 上 。 


其 次 ， 一 再 也 吾 一 一 甩 ，L 忆 B 一 一 瑟 , 所 以 
五 必 、 已、 也 四 点 共 贺 ,而且 了 了 8 一 万 媚 ， 因此 


ZD 平 分 DZD。 
同 理 ， 工 互 平分 CCZK。 故 点 卫 工 、 互 在 
一 直线 上 。 
706， 从 人 A4BC 的 边 BC 上 的 一 点 乙 
作 4B、4C 的 平行 上 且 
线 、 和 过 C 及 互 的 让 本 
任意 平行 线 分 蜀 相 | s\ 
交 于 刀 、 至 则 D、 \A- 一 一 记 
4、 盏 在 一 直线 上 臣 2 
解 设 B4、C4 记 1 
的 延长 线 和 CD、 B“ 一 
2ZB 的 延长 线 分 别 相交 于 G、 石 ， 则 
瑟瑟 .2BP _ DG 
五 避 “ T， 


因此 ， 克 、4、 忆 在 一 直线 上 。 

707.， 设 三 是 矩形 4BCD 内 的 一 点 , 过 
各 顶点 所 作 垂 直 于 忆 4、PB、PC、P 刀 的 直 
线 组 成 四 边 形 瑟 FG 互 , 则 BEG_ FE。 

解 ”因为 ~ 人 了 4P=R=BDP, 所 以 ， 
以 瑟 P 为 直径 的 圆 过 
4、 卫 . 

同 理 , 以 GP 为 直径 
的 加 过 DB、C。 设 网 FF 

4PZD 马 的 圆心 为 O, 贺 
BGOP 的 圆心 为 0 
则 O、O 分别 在 4D、 
BO 的 垂直 平分 线 上 。 
所 以 OO 垂直 平分 


4D 及 BO、 而 C0/ BG，…，ZTG1/4B， 
同 理 ， 2 五/ 4D， 
故 ， 了 0GJFT。 


708，. 由 人 A45C 外 一 点 己 向 三 边 BCN 


< 
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C4、4P 分 别 引 线段 PD、P、PF， 若 PD 
与 BO、ZP 了 B 与 C4、 

zz 与 4 的 同 向 夹 
角 相 等 ， 且 刀 、 殖 、 王 
在 一 直线 上 ， 则 点 三 
在 人 4B0 的 外 接 贺 


则 也 、 了 、 力 人 、 C、 五 分 别 在 同一 圆 
周 上 。 
有 PT 一 一 甩 站 及 
一 A 人 了 DO 一 PCO。 
因此 ADBPCO= 一 PT。 
又 因 人 BFP 一 PEC, 所 以 4 了 、PR、 玫 在 
同一 圆 局 上 . 于 是 人 .4 十 人 已 P 太 一 2 尺 ， 
。 和 ~ 人 .4 十 人 BPO=23 一 忆 。 

故 4、 B、P、C 在 同一 园 悦 上， 即 点 慎 在 
人 4ZBC 的 外 接 照 上 

709.， 从 正三 角 
形 4BC 的 一 边 BC 
上 的 任 一 点 了 所 作 
483、4C 的 平行 线 和 
4C、4 的 交点 分 别 
为 互 、， 若 圆 刀 尼 太 
和 4B、4C 的 交点 分 别 为 G、 互 , 则 

BGV/TFE1 BC。 


解 ”因为 
LA4G 开 = BEDB= 4=60" 一 了 B， 
BG1/ BC 
/万 开 太 一 了 TD 一 4 
一 60* 一 0C， 
“， 了 1 BO. 

730. 从 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 瑟 
作 斜 边 4C 的 垂 线 
3BD, 设 A0 的 平 
分 线 和 4B、BD 的 
交点 分 别 为 吾 、E， 
过 五 所 作 4C 的 平 
行 线 和 BC 的 交点 
为 G, 则 


LALBDG=A 玉 ，… 
解 设 GF 和 4 的 交点 为 互 则 4 五 = 
了 BE( 问 题 1332)。 作 GE 4B， 


则 GK 一 4 万 ， 
所 以 G 一 BDI， 

四 边 形 马 BG 开 是 矩形 。 因此 以 瑟 民 为 直径 
的 圆 过 互 、G。 并 且 万 站 DO， 从 而 点 也 也 
在 这 个 圆周 上 . 

故 BRDG 一 BFEG= RR. 

711. 从 定 贺 0 的 定 直径 4 的 两 端点 
分 别 作 芯 4C、BD, 著 其 交点 为 吾 则 
DEC 和 圆 0 互相 垂直 . 

解 ”因为 
4CD= 画 = 一 BDO， 

所 以 圆 CDZBR 和 0D 相 切 
于 点 也。 车 设 园 DEC 的 A 
殴 心 为 O"， 

则 “OPo' 一 开 . 

因此 两 圆 O0、0"' 互相 垂直 ， 

712.， 从 一 定点 4 所 作 两 动 直线 4R、4@ 
的 夹 角 等 于 定 角 c， 从 另 一 定点 妃 作 此 两 边 
的 垂 线 BP、59, 则 PQO 切 于 定 圆 . 

解 因为 .4PEB= R=-49B， 

所 以 忆 4 在 以 4 万 
为 直径 的 定 加 周 上 。 
P498 是 一 定 
角 , 所 以 29 为 定 长 
的 弦 ， 因 此 P@ 到 这 
个 圆 的 圆心 即 4 
的 中 点 的 距离 一 定 ， 
设 为 OC. 则 2 是 和 以 0 为 国 心 ，CC 为 灶 
径 的 定 圆 相 切 。 

713. 固定 人 A4BC 的 边 BC， 当 4 一 
定时 ， 若 BB 4C, CD145， 则 冯 刀 切 于 
定 圆 . 

解 设 BC 的 中 点 为 已 则 

DBF 一 2 一 DO 如 
一 2.〈《4 的 余 角 ) 一 一 定 。 
所 以 也 妇 的 长 是 一 定 的 。 因 鸠 是 直角 三 角 
形 DBC\、 了 BC 斜 边 的 中 点 ,所 以 


DB 一 了 BO= 瑟 BF。 


因此 ABRDZ 的 形状 和 
大 小 是 一 定 的 。 设 了 刀 
的 中 点 为 G 则 BFG 是 
定 长 ， 且 HG DZB, 故 
了 已 和 以 五 为 圆心 ， 定 
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长 ZG 为 半径 的 圆 相 切 .。 

714. .两 圆 O0、O 的 割 线 4BCD 与 两 
的 交点 分 别 为 4、 了、C\ 也, 设 在 点 4 的 切 
线 和 在 点 入 了 的 切线 的 交点 分 别 为 P.9, 在 
点 如 的 切线 和 DO、CP 的 交点 分 别 为 到 8， 
则 四 点 P、@、 玖 、S 共 辆 ， 

解 因为 .~ 人 P4D 是 人 A497D 的 外 角 , 所 以 

9 一 AP4D 一 了. 中 


第 二 编 


但 是 
P4D= SB4， 

AD= SOB。 
所 以 由 四 ,有 
AQ 一 SB4 

一 ASCB 

一 BSC. 
因此 P、@、 羽 、& 四 点 共 圆 . 

715,， 设 平行 线 44'、BB' 的 公 
的 中 点 为 改 ， 以 双 
为 直角 的 顶点 所 作 
成 的 直角 三 角形 
2M4'B'， 另 两 顶点 
4 了 瑟 分 别 在 两 平 
行 线 上 , 则 斜 边 4 呈 3 
切 于 一 定 圆 . 

解 车 从 点 开 作 43' 的 垂 线 、 其 垂 足 为 
五 ， 则 四 边 形 KBB'E、M44' 末 分 别 是 以 
MB'、M4' 为 直径 的 圆 内 接 四 边 形 。 
因此 MB 一 MB 玉 ， 

AM4 瓦 一 AM4 万 。 
但 是 ”MB'TTAM4 五 一 一 及 
.MB 瓦 二 MX4 五 一 RR。 
从 而 人 4B 妃 是 直角 三 角形 ， 点 开 是 斜 边 
4 如 的 中 点 , 有 2 万 =M4, 且 MT 万 14'B' 
所 以 4 号 切 于 以 歼 为 圆心 ，M 4 为 半径 的 
定 圆 。 

716， 设 48 为 况 O 的 直径 ，C 为 任意 一 
点 ， 连 结 LO、BC 的 直 
线 和 圆 0 的 交点 分 别 为 ， 
P、9, 则 OP、2C49 相 切 
于 加 CPQ。 

解 延长 0 得 @R， 
因 人 AO898 是 等 腰 三 钥 
形 , 所 以 
=~095 一 COC9R。 


垂 线 4 已 


证 明 题 


又 因 4P9B 是 区 内 接 四 边 形 , 所 以 
T= 一 9PC， 

因而 098=-9PCO。 

因此 6 有 即 O8 在 @ 点 切 于 加 CEF9。 

局 理 ,， OP 也 切 于 圆 CPe. 

717.。 设 4 是 定 圆 0 的 定 直 径 ,.C 怀 是 
定 长 的 动 驴 , 4C、BD 或 其 延长 线 的 交点 为 
五， 则 AECD 的 外 接 图 的 圆心 0 在 定 
下: 

解 ”因为 4 是 定 直径 ,CD 是 定 长 的 弦 ， 
所 以 ~C4D= 定 角 (o) 。 于 是 

再 一 R 一 wa 一 一 CC10。 
但 由 上 题 ,显然 CC 与 圆 0 相 切 ， 
COCO' 一 R。 
因此 直角 三 角形 OOC 
的 COO 的 大 小 及 
CC 的 长 都 是 一 定 的 ， 
.所 以 OO 也 是 一 定 的 。 
从 而 C 在 以 O 为 
心 ， 定 长 00' 为 半径 
的 圆 半 上 . 
718.， 从 定 圆 的 加 
心 O 作 定 直线 WAN 的 垂 线 04， 再 从 垂 足 4 
作 两 割 线 4BC、4DZ 和 圆 0 分 别 交 于 了 
CO 也 、 忆 , 若 CB、DB 和 MAN 的 交点 分 别 为 
五、G, 则 47 一 4G。 
解 过 妃 作 平行 于 WN 的 弦 252, 连结 
五 G、 万 如、 互 4， 则 4 万 一 .4 五 。 


因 瑟 、B、 忆 五 四 点 共 圆 , 所 以 
万 4G 一 4 万 B= 4B 有 = 一 瑟 BG， 
从 而 4、B、 互 、G 四 点 共 吏 . 
…。 AGE4=-GB4= 0OBD 
一 /4 本 8。 
又 因 4 瓦 =.4 刀 ,LA 了 4LG=AB4T。 
。 AHE4G 纪 人 了 4 机 
47 一 4G。 


719。 设 4 为 定 贺 9 上 的 一 定点 ,， 瑟 为 
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定 直 线 上 的 一 定点 , 作 任 意 圆 过 4、 中， 和 若 它 
各 定 圆 及 定 直 线 的 另 
一 个 交点 分 别 为 C  . 
也 , 则 直线 CD 恒 过 
一 定点 。 

解 设 DO 和 定 贺 
O 的 另 一 交点 为 2， 
连结 40, 在 圆 凡 接 
四 边 形 4CPDB 中 ， 

40OM = 4PD. 

但 是 4、 吾 是 定点 ，BD 是 定 坎 线 ， 所 以 
4DPBD 也 是 一 定 的 。 从 而 定 贺 O 上 的 圆周 
角 4CM 是 一 定 的 。 因此 4M 一 定 , 点 内 是 
定点 , 即 DO 恒 过 定点 好 。 

720， 过 人 A4BO 的 边 4 妃 上 的 一 点 卫 
作 直 线 刀 刀 ， 和 4C (或 A 
其 延长 绥 ) 相 交 于 瑟 , 使 
AL4BD= 也 , 若 4 万 > b 
4C, 则 

也 也 >OD. 
. 解 人 当 瑟 在 4C C 

上 时 ,因为 
”所 以 吾 、 也 到 .CO 四 点 共 加 .又 因 4 呈 > 4C， 

若 ZLC< ~ 已 则 劣 弧 5 及 > 劣 弧 COPD， 

*“。 了 也 >CD. 

车 ZLC=- 肪 ' 则 BZ 是 该 贺 的 直径 。 因 

0O=-R， 


和。 瑟 刀 >>ODD， 
著 ZLC> -已 则 ~C 的 补 角 小 于 一 尽 所 
以 在 图 中 ，.BD 刀 < 一 互 并 且 
，BDB= 4BDTA4> .4BD。 
“。 人 BDZ> 4Bo， 
劣 弧 了 > 劣 弧 CD 
BRB>CD。 
因此 在 这 种 情况 下 ， A 
一 般 地 有 BB>CD。 
G) 当 巡 在 4C 的 
延长 线 上 时 ,这 时 因 了 C 
.4ZD= 也， 
所 以 B、D、C、 刀 在 同 
一 圆周 上 . 因 4B3>4C， 已 
所 以 ， 
wA40OB> 4BO。 


因而 
故 
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若 ZC> / 己 取 BC 六 的 共 斩 弧 上 的 任意 
一 点 卫 ， 则 
BFZ 一 -CO， 
BoB=DBECTA4> DBC。 
.…。 劣 弧 B 了 > 劣 弧 CD， 
.DB 万 >>ODTD. 
若 ”AC= -BABOB= 已 
也 刀 >CD。 
车 ”CC< AR(ZAEBOB> 一 瑟 ， 
劣 驶 也 一 劣 弧 3D 二 才 缴 DO 
十 劣 弧 0B> 劣 绝 0D， 
BBCD。 
因此 在 一 切 情 况 下 , 都 有 BB>CD。 

721. 设 等 腰 三 角形 4BC 的 等 边 4B、 
4C 与 任意 圆 的 切 点 及 
分 别 为 尽 了, 从 点 已 - 
作 此 男 的 切线 , 其 切 . 
点 为 和 则 直线 了 GZ 
过 边 BC 的 中 点 允 。 

解 ” 设 任意 圆 的 网 
心 为 DO, 直线 4O0 是 B M 
竺 直 于 冶 边 BC 且 过 (3) 
其 中 点 允 . 连结 了 2, 在 图 1 由 ， 


LIXEZ= 襄 ]XKOZ= 4OX= AL4BC， 


并 且 显 然 有 奴 、G、O、 广 四 点 在 以 08 为 直 
径 的 圆周 上 。 所 以 ,在 贺 工 的 情况 下 , 即 点 了 
在 图 形 的 内 部 时 ， 人 

和 G 玉 一 2 已 一 一 ， 

在 图 2 中 , 即 点 和 4 在 图 


形 的 外 部 时 ， xX 
]XGM= B。 

因此， 和 ZZ 和 

ZX2ZM 在 图 1 的 情况 这 

下 是 补 角 关系 , 在 图 2 (2) 


的 情况 下 是 相等 关系 。 故 不 论 在 娜 一 种 情况 
下 ,了 、Z、M《 总 是 在 一 直线 证 ， 即 直线 了 G 
过 下 点 . 

722. 在 加 内 接 多 边 形 中 , 作 过 一 个 顶点 
和 该 顶点 的 两 邻 边 的 中 点 的 园 ， 则 不 论 对 于 
至 个 顶点 这 样 的 加 者 是 全 等 的 ; 都 与 原来 的 
圆 相 切 ;都 过 一 定点 。 

解 设 贺 内 接 多 边 形 4FOD…ZT，4B、 
BC 的 中 点 为 M、N, 圆心 为 0. 因 OML4B， 
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ON BC， 所 以 下 、 
B、N、O 在 以 BO 为 
直径 的 圆周 上 、 因 此 
网 BMKON 的 半径 是 
一 定 的 。 无 论 对 哪个 
顶点 ， 这 样 的 男 都 是 
相同 的 ， 所 以 这 些 贺 是 全 等 的 。 


证 


又 因 圆 BMX 的 圆心 0 是 30 的 中 点 ,所 


以 该 贺 与 圆 0 相 切 ， 这 个 结论 无 论 对 哪个 顶 
点 都 是 相同 的 . 

因 圆 BMW 过 O 点 . 无 论 对 哪个 顶点 都 是 
相同 的 ,所 以 这 些 圆 都 过 定点 0. 

723.。 在 人 4B0C 内 了 到 一 点 G, 使 


ZL4BG- 寺 ABRB， Z40G- 了 2G， 


设 刀 为 ABGC 的 内 心 ， 在 4B、4C 上 到 点 
MX、N,， 使 BD=PBMH，CD=CN; 再 在 GE、 
GO 上 分 别 取 忆 、 人 

万 , 若 人 症 8 是 
正三 角形 , 则 4、 
和 N、 互 了、 红 五 
点 共 圆 . 

解 首先 ,为 
了 证 明 4、 邓 、 
丈 、N 共 国 ， 就 要 证 明 

41M 了 二 GTN4=3 一 忆 。 

设 DB=38，~C=37. 

因 刀 是 人 BEGC 的 内 心 , 所 以 由 问题 79， 知 


LGDC=90" 二 于 AGEBO=90* 上 8. 


因 GD 一 30", 所 以 BEDC 一 60" 十 6. 
而 DO GO 是 LA0 的 三 等 分 线 ,CD=CN， 
所 以 ， 


间 理 ， 


]BNC=- -BEDO=-60*+T6。  g 


了 ME 一 60" 上 7。 内 ) 

其 次 ， 为 * 了 有 求 出 ZENR, 普 眼 于 万 8 一 

歼 N, 只 要 求 出 等 腰 三 角形 NB 的 顶 角 
N 瑟 玉 就 可 以 了 。 

FEBN=360* 一 FFBD- DBN， 回 


亚 BFBD=60*， G@ 
ADBN=360。--3LBDCOC~27 
1 一 360" -23(60" 十 6) 一 27 
一 340。 一 2(8 坏 7) 。 @: 


明 题 


将 @@、 四 代入 回 中 ,得 
LABBN 一 60" 十 2(8 十 7)， 


_ZBNT -- 亏 (180。 一 BEBEN) 


一 二 El80" 一 60。 一 2(8 二 7] 


一 60" 一 (8 十 放 
由 中、@, 得 
FFNO=BNOTATN 刀 
一 60" 士 6 十 60* 一 (8 十 7) 
一 120"” 一 7。 
又 由 四 T@, 得 
APBMF ATFNO 
一 (60" 十 ?) 十 (120" 一 力 一 180”。 
因此 “4MFHTAABFTN4=180*。 
所 以 4、 2、 一 、 六 共 圆 : 

同 理 ，4、M、 五 、N 也 共 团 。 故 4、 和 也 
了 、M 五 点 在 同一 圆周 上 。 

724. 在 Ad45C 中 , 各 角 的 三 等 分 线 的 
交点 (如 图 ?所 作成 的 人 ADBP 是 正三 角形 。 
布 兰 库 . 毛 利 问题 ] 

解 延长 也 8、C 刀 相交 于 点 G, 则 点 了 恰 
好 又 是 人 AGBC 的 
内 心 ， 因 此 ,这 个 
问题 的 证 明 可 考 
虑 如 下 : 取 AGBC 
的 内 心 必 , 车 作 
GD 万 = GD 不 

-30。 一 
使 殖 、 刁 分别 在 GOC、GB 上 , 显 然 人 DB 是 
正三 角形 ， 这 时 只 要 证 明 4 马 、4 刀 三 等 分 
/4 就 本 以 了 。 

设 点 卫 关 于 BG、CG 的 对 称 点 分 别 为 好 、 
N, 因 也 刀 = 瑟 88 一 7D， 由 问题 724， 知 4、 
JM、、 召 、N 是 共 圆 点 。 因 也 及 一 刀 万 一 丰 D， 
所 以 互 V 一 为 一 FM 
于 是 “AM4F = 4d 画 一 一 BF4N。 

故 4 万 、4 刀 三 等 分 人 4。 及 

725， 在 人 4BO 中 ， 
设 人 B3、~C 的 平分 线 为 
BD、OB, 若 了 B> 0， 
试 借 助 于 圆 证 明 BD< 
0 了. 

解 。 因为 
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GCG、BB、44， 则 
Ad4DMeeAG'MG， 
人 BCI 名 人 已 "TFT 


4BD> -40 了 B， 
所 以 BDO> BO。 因 此 若 过 刀 、 万 、C 
作 贺 , 则 互 在 弓形 瑟 DC 的 外 面 . 设 CZ 和 贺 
周 的 交点 为 互 ,又 因 
ZLCBB = COCBD+ DB 
>5OBTTDOT= -BOD， 
ADB+ -CO<180*， 


所 以 LACBF- 玉 (BC) <90。. 


又 因 -C< 了 B, 所 以 DOCDE<90*。 
因此 CD 六 、B7 记 都 是 劣 红 . 
OF>BD， 
CB> BD. 

726. 作 . 人 4BC 的 三 条 垂 线 4D、 瑟 及 
GZ,， 由 垂 足 向 其 余 各 边 作 垂 线 ， 则 六 条 垂 线 
的 垂 足 C@、N、、 互 、2、 工 在 同一 贺 局 上 . 

解 ”由 问题 805, 知 EN / BC 因此 


LA4NR= 40CB. O 
又 因 4D BO，D1L4B，DG1L4C， 所 以 
也、 刀 、G、O 共 辆 (问题 487) . 
.…，L4 万 G= 6GCB.。 四 
由 @、@@, 得 


LA4N 玉 = 4BEG， 
因此 互 、 互 、G、XN 共 加 ， 
和 前 面 一 样 , ZCG/ 4B, 连结 玖 性 
， ELG 一 BE7. 
但 是 4、 互 、 忆 CO 共 圆 (由 问题 487)， 
…， 人 BEZT 一 4CF. 
由 @、@、@， 


人 @ 


全 


过 司 G 
= ZKLIG， 
因 光 开 .G\Z、 瑟 
共 四 . 

周 理 , 五 、M、 
Z 民 也 共 贺 . 故 
忆 、 互 、 MK、Z、GAN 共 四 ， 

727. 在 正方 形 4BOD 的 一 边 4 妃 上 任 
取 一 点 至 从 刀 作 垂直 于 4 万 的 了 HB 一 于 4B， 
以 了 7 为 直径 作 圆 0, 再 作 垂直 于 3 的 直 
径 La， 车 分别 以 亏 、M 为 直角 顶 作 等 腰 三 
角形 GZ 五 _DMG, 则 妃 、 了 7、G 在 一 真 线 上 。 

解 若 从 王 .G\6、4 向 ZM 作 焉 线 召 瑟 \ 
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尼 
于 是 GG' 一 MA4'， 万 吾 ' 一 TB1 
.6G' 一 了 RM4 ZLB. 
但 是 
M4'-IB' 一 (MA4TMB) (ZLB' 十 MB') 
一 4F'_TM= 4B_ 工 M 
一 到 4B 一 瑟 8 一 3.70， 
.…， 6G' 一 互 刀 "一 3270. g@ 
并 且 MG 一 D4, 互 世 = BC, 所 以 
MG' = 九 T, 0M =OD， 


"五 人 一 0G1， 全 
而 OF 1 感 1 GG'. 鲜 
由 四 、@,、@, 得 互 、 下 、G 在 一 直线 上 . 

728. 以 下边 形 4BCOD 的 四 边 .4DB、BO、 
CD、D4 为 直径 
画 四 ， 考 在 外 便 5 
的 半 男 弧 的 中 点 

下 DA 
和 在 内 侧 的 半 四 CC 
弧 的 四 个 交点 
了 P、Q、BR、3 构 成 
正方 形 的 项 点。 轴 


解 “ 如 下 考虑 这 个 问题 较为 简单 . 设 4F、 
DR 的 交点 为 8，BP、C 忆 的 交点 为 8， 要 证 
明 EQRS 是 正方 形 ， 只 需 证 明 连 结 89 的 直 
线 过 半圆 4 妃 P、BFC 的 中 点 就 可 以 了 。 

人 = 和 =- 工 的 四周 ， 


LA.4PZ= BP 了 =45*。 
同 理 ， DRG= ACEG=45。， 
因此 , 若 3P、C 的 延长 线 祖 交 于 点 8, 则 
SPR= SFEP=45。， 
又 若 4P、ZD 有 的 交点 为 由 则 
HPg 一 PH9=45。。 g@ 
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由 @,.@, 得 PRS 是 正方 形 。 连 结 89, 则 
AQSP 一 SR 一 45?， 
因此 者 延长 89 和 以 BC 为 直径 的 圆 相交 于 

点 马 则 刀 是 半圆 BFC 的 中 点 . 

同 理 ， 延 长 98 和 以 47 为 直径 的 圆 相交 
于 忌 , 则 豆 是 半圆 4 万 也 的 中 点 .. 

729. 延长 五 边 形 4BCOD 召 的 各 边 ， 在 
其 外 部 得 出 五 个 AAA L 
三 角形 F4R 
GDBO、 了 CD、 
玖 万 及、 卫 有 4， 则 
这 五 个 三 角形 的 
外 接 园 的 五 个 交 
点 4、B、C、 
D' 如 在 同一 加 谍 
周 上 .[ 米 库 勒 定理 ] 

解 ABCOK 的 外 接 较 过 B\ZD',. 这 是 因为 
了 到、 开 、D、 卫 共 加 .所 以 


SN 


BED' = 五 DD'。 四 
但 是 互 、O、、 刀 是 共 贺 的 , 若 连结 OZ, 则 
四 


EDDI 一 有 COPD/ 
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全。 基本 性 质 
两 边 分 别 相等 的 两 个 长 方形 面积 
相等 。 

解 “ 在 长 方形 4BOD、BFG 末 中 ， 当 4 已 
和 了 8 想 等 , BC 和 FG 相等 , 若 把 刀 FG 和 迭 
在 4BC 力 上 ,使 FG 和 BO 重合 , 且 两 个 长 方 
形 在 B0 的 同 侧 , 则 它们 的 各 边 完全 重合 , 所 


以 两 个 长 方形 面积 相等 
AAA 总 D 匡 3 


注 “长 方形 的 面积 用 相 邻 的 两 边 之 积 来 天 
示 . 
长 方形 4BCD= 4B.4D. 
731， 平行 四 边 形 的 面积 等 于 以 一 边 和 
与 此 边 平行 的 另 一 边 之 间距 离 为 边 作出 的 长 
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由 @、.@ 得 ， BED'= CD'. 
因此 四 边 形 下 ED'C 是 加 内 接 四 边 形 。 
同 理 ACE 的 外 接 
圆 过 点 了 3'.。 
其 次 ,证 4、B'、D/、 
了 共 贺 .. 因 卫 、 隐 、 怕 、 
D' 共 圆 , 所 以 
1] 奋 刀 /也 ' 一 一 五 的 万。 
@ 
但 是 由 于 上 面 证 明了 六 ， 
有、 B'、C、D'、 互 共 圆 , 所 以 连结 刀 'B, 则 


ERED 一 TPR 和 
由 国 、@, 得 
- TBITD' 一 DIDP'M。 2 略 
又 因 4、 也 、 工 44 共 贺 ， 所 以 四 
4 万 太一 人 .447 一 4DBT。 


由 @、@, 得 
L]4BD' 二 AIB'D' 一 3 已 
因此 4、B'\、D'、 杷 共 四， 
同 理 ，4、B'、C'、 也 也 共 圆 。 故 这 五 个 
点 共 画 。 1 


面 . 


积 
方形 面积 。 
解 由 4、 瑟 分 
别 引 2ZC 的 垂 线 ， 
设 垂 足 为 4、 瑟 ， 
则 4-4BB' 是 长 方 
形 ， 显 然 
人 4D452AHOB (两 角 夹 一 边 ). 
.和 癌 4BOD 的 面积 = 口 4BB'4 的 面积 ， 
因此 D4BOD=4B.44'。 
732. .三 角形 的 面积 等 于 与 其 同 底 、 等 高 
的 平行 四 边 形 面积 的 一 


人 
半 。 E 

解 过 A4HC 的 顶 
点 4、C, 分 别 作 与 BC、 有 


4B 的 平行 线 ， 其 交点 
为 也, 则 4BOD 是 平行 3 一 全 c 
四 边 形 ,并 且 人 4BC2ACD4。 


和 
ee Ga4pso 一 避 已 4BCD 的 面积 ， 
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BO 是 平行 四 边 形 4B0D 与 A4B0 的 公共 


底 边 ， ee 因此 
Suno 一 亏 BC， 4B= 志 口 4BCD 的 面积 . 


733。 若 在 间 . 
一 线段 的 同 侧 有 底 人 久 一 一 一 -7 D 
边 相等 、 面 积 相等 八 0 
的 两 个 三 角形 , 则 人 
连结 两 个 三 角形 的 “加 
顶点 的 直线 与 底 进 平行 


解 ” 如 图 在 人 4BO 和 ADBZ 中 ， BO= 
石 万 且 Saapo 一 Sapzz。 若 从 4 及 也 搬 底 


边 作 垂 线 4 互 、DG， 因 两 三 角形 面积 相等 ， 


且 BO 一 BF, 所 以 4 玖 =DG, 从 而 4D1/ BZ. 
734. 设 一 条 直线 上 的 四 点 依次 为 4 

刀 .C 了, 则 长 方形 40.BD 等 于 长 方形 4 

“0D 与 长 方形 60.47P 之 和 .。 [ 欧 拉 定 理 ] 
外 


40.BD= (4D-CD)(BC+CD) 
一 LD.BO-COD.BO . 
-十 CD(C4D--CD) 
一 4 站 .BO--0D.BO 
CD(4B 上 ECO) 
一 4, BO--CD.BO 
十 CD.4DPTCD.BOC 
一 4D.BCOD.4P。 
735。 在 线段 4B A 
上 取 一 点 C, 若 4B 的 2 
中 点 为 O, 则 40.CBE= 403 一 002. 
解 40=40-H00， 
0CB=0B 一 00=40 一 00. 
LO.0B= (40+OC) (4O-0OO0) 
一 4O02 一 OOC32. 
即 40.05 一 .4403 一 OC3. 
736。 设 线段 4B 上 任意 一 点 为 C，4B 
的 中 点 为 O, 则 
402 十 CBa 二 2(402 二 0O03) 。 
车 40>CB， 
则 403--CB2 一 24P.OC。 
解 设 点 C 在 CO 和 ` .A O C.B 
五 之 间 , 则 人 


8B 


. 40=4O+O0C. 
.。 402 一 40a+OC+23.40， 00, 
又 BO=03-0OC。 


| 42B 平行 。 


151 
BCa=OB2+OC2 30.00.、 
03- 49， 


.402 上 CDB2 王 2(402 二 0OC2)， 
402 一 CB? 一 24B.OC。 


人 .三 角形 的 面积 本 
737。 设 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 4C、 
BD 交 于 点 O, 三 角形 4OD 和 三 角 形 BQC 
面积 相等 , 则 4B3 1/ DC。 反 之 亦 成 立 。 
解 Sa4op 一 SApoo( 题 设 )， 和 本 
都 加 上 AO4B, 则 得 
SaAp4B 一 SAcap， 
所 以 过 这 两 个 三 角形 项 
点 的 直线 DO . 同 底 边 


反之 , 基 2 出 
从 等 式 两 边 都 减 去 A 40B, 则 


ahop 一 SAsoc。 


738.， 在 两 个 三 角形 中 ， 设 两 边 分 别 相 
等 ,其 夹 角 互补 , 则 这 两 个 三 角形 面积 相等 。 
解 在 人 4BC、 人 有 5P 中 ， 1 
延长 BC 并 在 其 上 取 点 
了 ,使 CB' 一 BO.。 连结 ， 
4B', 有 
和 4BCeaA4CB'。 
而 -2= 二 4CP'， 
丹 此 0 
739， 若 两 个 三 角形 的 底 边 、\ 面 积 和 顶 角 
分 别 相等 ， 则 这 两 个 三 : 
形 全 等 。 
解 ”使 相等 的 两 个 三 角 . 
顶点 重合 ， 这 两 个 三 角形 显然 全 等 。 落 不 重 
合 , 则 两 个 三 角形 4BC、 DBC 在 如 男 所 示 的 
位 置 ,由 于 一 B40、BDO 相等 , 知 A4BC 
的 外 接 贺 过 点 也 , 连结 4D,， 因为 
Sae4Bo 一 SApao， 


BO 一 38。 并 且 
40=DB，CB = 了 7。 
形 具 有 相同 的 底 边 。 县 顶 
所 以 4D/ BC， 


COC=2 刃 一 一 卫 。 
-ADBTcseA4CB， 2 arAF 
点 在 底 边 的 同 侧 ， 这 时 车 NU_ 

.5 尼 - 觅 
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因而 A4O0B= DBC. 
因 这 两 个 三 角形 的 底 边 BC 是 公共 的 ， 

4= AD， 40B= DBC. 

故 人 A4BCse 人 DCB. 

7490. 三 角形 的 一 条 中 线 等 分 三 角形 的 
面积 . 

解 设 4D 为 三 角形 4BC 的 中 线 、 则 在 
A4BD 和 人 4DC 中 , 底 边 BED= DC, 高 4 也 
公共 ,所 以 


SaAasaspD 一 Se4Dc， 


即 中 线 刀 将 人 4BC A 
的 面积 二 等 分 . 
注 由 此 可 知 , 两 个 
三 角形 的 两 边 分 别 相 
等 , 若 夹 角 互补 , 则 能 8 忆 


够 作出 两 个 等 积 三 角形 (问题 738) 
741， 设 三 角形 4BC 中 线 4DD 的 中 点 为 
友 ，BZB 的 延长 线 与 有 


40 交 于 点 孔 则 S 
Seascy 一 2SAapp。 

解 设 人 D 作 DG LN NAN 
平行 了 8 与 40 交 于 4 一 全 全 


G, 因为 忆 是 BC 的 中 点 ,所 以 G 是 2C 的 中 
点 .又 在 人 4DG 中 , 妃 是 4D 的 中 点 ,也 玉 1 
DG, 所 以 到 是 4G 的 由 点 . 
“。 8 一 5G 一 CGO， 
因而 Sashkpr 一 Sespe 一 Sesec， 
故 Sapcpz 一 2Sw4Bpy。 
742.。 在 线段 4B 


D 
上 作 两 个 三 角形 丈 


个 三 角形 顶点 CD, 若 
CD 的 中 点 为 孔 则 三 IN 
角形 4BB 等 于 两 个 4 E D 
三 角形 4BC、4BD 的 和 或 差 的 一 半 。 
解 ”由 C、 忆 了 分 别 作 C 


42 的 垂 线 CC、ZEZ'、 
了 D', 得 
Se4pco 十 Sa4ap 
二 4B(CCADDD)。 A 


又 SaLag= 亏 4DB.BEE 
当 A4BC、 人 4BD 夺 4 的 同 侧 时 ， 
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BE= 志 (CC' 十 站 D)， 


“ Saaasg 一 忆 (Seagc 十 Sas4sp) 。 


又 当 人 4BCO_A4BED 在 4 的 异 侧 时 ， 
五 忆 ' 一 到 (CC 一 DD)， 


SA saz 王 (Sea4sacow SA4ap) 。 


743. 若 在 公共 底 边 BC 异 侧 的 两 个 三 
角形 4B0 和 DBC 等 积 , 则 连结 顶点 4 的 
线段 被 30 或 其 延长 线 所 平分 ， 反 之 亦 成 
7 

解 设 4D 和 BC 或 其 延长 线 的 交点 为 0， 
过 4 和 卫 作 BC 的 垂 线 4 到 、DR, 因 两 三 角 
形 等 积 , 故 4 及 一 8。 又 4 孟 1 DR， 故 四 边 
形 4BDZ 是 平行 四 边 形 . 

4O=DO。 
即 4D 被 BC 或 其 延长 线 所 平分 , 
反之 , 因 4O=OD, 有 4 刀 = 了 7， 
所 以 


Se4ac 一 Sepso。 


744. .以 连结 三 角形 两 边 中 点 的 线段 为 
底 边 、 以 第 三 边 上 的 机 
线段 为 对 边 的 平行 四 
边 形 的 面积 是 这 个 三 NE 
角形 面积 的 一 半 。 又 
顺 次 连结 任意 四 边 形 
各 边 的 中 点 。 所 得 平 0 
行 中 边 形 的 面积 等 于 这 个 四 边 形 面积 的 
半 . 

解 设 人 4B0 的 边 4B、4C 的 中 点 分 别 
为 五 、 百 , 边 G 互 在 BO 上 ,五 FG 玖 为 任意 平 
行 四 边 形 . 设 BC 的 中 点 为 也 , 如 果 连 结 了 BE; 
DZ 那么 BBBD 是 平行 四 边 形 。 且 

和 人 5FDPSE22ADEFEGAEDC22A48 妨 


.…。 口 BHBD 的 面积 一 亏 Sauso: 


平行 四 边 形 BFG 于 入 下 _D 
和 如 PBD 有 相同 的 
底 边 到 8, 而 且 它 们 的 
对 应 高 相等 ， 因 此 面 


积 相 等 。 6 C 


口 了 BFGZ 的 面积 = 于 SA4BC。 

其 次 , 设 四 边 形 4BCD 各 边 的 中 点 依次 为 
及 、 下 、G 豆 ,作对 角 线 40， 与 了 HB、G 刀 分 
别 交 于 点 二 MK, 则 在 AD4C 中 ,及 互 分 别 
为 D4、DC 的 中 点 ,所 以 

口 BTME 的 面积 = 豆 让 


同 理 。 口 FGMZ 的 面积 一 翅 Saakc。 
。。 平行 四 边 形 了 8G 的 面积 
=- 亏 四 边 形 .46CD 的 面积 ， 


745. 从 圆 0 外 一 点 己 作 切线 PP4，PEB， 
设 过 点 4 的 直 
径 为 4C, 则 


Sapac 一 于 Sa4ac。 


解 连结 FO0， 
则 POL4B， 又 . 
40C 是 直径 ， 有 BC_L4DP. . 

ZPOY 5C， 因 而 SaFac 一 Saoapc。 
出 4O 一 OC 有 Saosc 一 Sao4B， 


工 
。 SaPao 一 可 SA48C。 


746. 在 三 角形 天 
4BC 中 , 设 BC 的 中 
点 为 D，4D 的 中 点 
为 到 延 长 CB 与 4B 
交 于 点 妨 试 证 A4CF 6 
的 面积 等 于 A4BC 
面积 的 亏 . 8 


解 设 BF 的 中 点 为 6 则 DGVCF， 且 
4 万 一刀 D， 从 而 有 4 一 FTG 一 GBF. 


“…， Sauscr 一 豆 Sa4Bo。 


747.， 在 面积 为 8 的 三 角形 45C 的 边 
BO、C4、4B 上 , 分 别 取 点 P、Q、 马 设 4P 
和 CR 的 交点 为 到 党 


| 车 BB、CD 的 交点 为 
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等 于 也 时 ,求人 AP9R、A4HZ 的 面积 
解 ”因为 


SA4pe -Sea4pa v Sea 工 L2 2 
人 A4BO Sae4B3 Sa 3 3 9 


Sa 一 了 人 A4Bc。 
设 Sa4apo 一 中 
Sakzo 一 呈 避 。 
局 理 ， 
SePR 一 Sacpo 


2 
= 可 - 


、 =- 8_ 人 2 = 工 
， SAPoR 一 人 5 驴 X3 3 AS。 


其 次 , BE ] BP, 在 4P 上 取 点 忌 ， 


RE FRR 1 _ 1 1 
使 《一生 一 到 X 计 人 
BR' 。 瓦 7 
POCO DC “" 
了 _I， .Sesmp_1I 
7 汪 67 


Sahnz 一 子 Seno= 癌 &。 


748， 车 三 角形 4BC 的 垂 足 汪 角 形 
ZDZE 的 外 心 为 0 则 
28A4so 一 0O4(D 刀 十 开 8 十 7D)， 
解 ”根据 问题 87，4O | BF， 
必 ， 2X 四 边 形 OZ4 克 的 面积 =O4.BF. 
同 理 ，2X 四边 形 OPDD 的 面积 王 0OB.7D， 
2X 四 边 形 OPCZ8 的 面积 =OC.D 了 ， 
将 以 上 三 式 相 加 , 左 人 A 
边 是 2Saaac; 右边 由 
于 04=OB=0Oc, 所 
以 
O4( 及 十 刀 十 也 万 )， De 
:。， 2SA4po 一 04( 十 D 十 六) ， 
749. 设 平 行 于 有 


三 角形 450C 底 边 BO 
电 & 


的 直线 与 4B、4C 的 
交点 分 别 为 卫 、 妃 
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解 由 人 1 BC，SAspo 一 SaApzc。 
:sa SAapop 一 SAkoo。 


_DO .Sa4soc 。EO 
但 是 SA DC So FF 
而 且 D 方 / BC， 了 
- 畜 -如 ， Sohop 一 Sanoc， 四 


由 @、@ 得 0 

750， 本 
过 瑟 、 忆 作 任 意 的 
平行 线 BB、DZ 与 
40、24B 或 其 延长 
线 分 别 相交 于 也. 
巴 则 三 角形 4BP ， 
面积 等 于 三 角形 
4B0C 面积 的 一 半 。 
， 解 由 于 也 是 
4C 的 申 点 , 所 以 


Seaap= 亏 从 AM4BC。 


又 ”EBPB1]/FD， SA5gD 一 SABER。 
如 果 在 两 边 加 上 人 4B 万 ， 


那么 人 
即 .SAarz 一 Sahdzp 一 喜 豆 ea4ac， 


751. 在 直角 
三 角形 4BC 中 ， 
设 4B>4C， 在 余 
边 BC 上 取 一 点 万 ， 
使 BD= 4PB, 过 呈 
作 直 线 平分 A4BC, 用 与 4B 的 交点 为 到 
则 也 、 刀 刀 都 等 于 BC 的 一 半 

解 . 的 连结 40, 则 


Sehpo= 喜 人 A4BOy 


荆 
SAzaD 一 杞 人 SA4pc， 


因为 ， 


- 。 和 
等 式 两 边 减 去 A 了 BO, 得 Sae4go 一 SAago, 又 
人 480O 和 人 ADZBO 共 底 边 且 面积 相等 , 所 以 
4D/ BO. 根据 假设 4B 一 BD， 


区 BE=BO- 5C0。 
因此 他 4FO 与 人 DB 刀 是 两 边 及 共 夹 负 分 


oj 


第 二 编 证 明 是 
| 列 等 而 全 等 


。 DB=40= 玛 Bo， 
BB 一 DB= 亏 BC. ; 


752.。 滑 从 三 角形 4BC 的 顶点 4、 了 BO 
分 别 作 三 条 平行 线 入 
4P、D9、CR, 它们 同 
其 对 边 的 交点 分 别 为 ， C 
了 P、9、 马 则 
二 

一 Secre. 
解 4P1/9EB， 及 
…，。 SA489 一 人 APaa。 
同 理 Seaas 一 Secss。 两 等 式 相 加 ,得 
Sa4ep 一 SAcPa. @ 
又 LP1/CE，.…， SaApno 一 Sa4pc。 
从 两 边 减 去 人 ABRC 得 
SeaRP 一 Se4sc。， @@ 
在 SApse 一 gs4ze 的 两 边 加 上 AcCB@ 得 
SacPg 一 SA4aBc。 
由 四 、@、 四 得 8 
Saope 一 SAaRpP 一 SA4oR。 

753. 设 给 定 
三 角形 4BC 及 与 
共 各 边 都 不 平行 
的 一 直线 2 ， 过 顶 
点 4、 刀 、C 作 直 
线 7 的 平行 线 ， 若 
这 些 平 行 线 与 
BO COC4、4 刀 或 其 
延长 线 的 交点 分 别 为 愉 、 五 、 媚 则 三 角形 
DBF 的 面积 是 定 值 。 

解 ” 因 为 4D/ABZBNCF。 所 以 

人 SAapE 一 SAs4zy @ 
Saapz 一 SAspgc。 @ 
又 以 zo 为 底 边 ， 有 ABFDC 一 Ap40， 所 以 


-SaAppo 一 SaAzBc 一 SAp4o 一 SAzpcy 


即 
SAapp 一 SA4Bc。 四 
由 O+@+@ 得 
BaapB 十 SAspp 十 SAapz 
一 SAs4z 十 SApzo 十 SA4acy 


因此 SApzgz 一 2SA4po。 即 不 管 7 的 方向 如 


第 三 章 面 各 


人 DBF 的 面积 总 等 于 人 人 43BC 面积 的 两 

754， 在 等 腰 三 角形 
4B5C 中 。 从 底 边 BC 上任 取 
一 点 了 作 与 底 边 夹 成 等 角 
的 两 条 直线 也 召 和 P， 与 
4B、4C 的 交点 分 别 为 卫 、 
五 ， 则 两 三 角形 瑟 、07 万 
面积 相等 。 

解 ” 取 点 冯 关 于 底 边 BO 人 
的 对 称 点 4, 设 TD 的 延长 线 与 43 的 交 
点 为 召 ， 因 为 B4'V LO, 所 以 

aapyBg' 一 SAscog'。 
从 而 Saapp 一 Sacpag 
但 ” BEDB=7DO= 忆 DB， 
因此 五 和 如 是 关于 30 的 对 称 点 。 


SaopB' 一 Sopmy 


“ 故 Saapp 一 Sacpz。 
755. 在 三 角形 4BC 的 边 C4、CB 土 分 
别 取 点 必 、 忆 , 使 


CD=24D，0zF= 到 卫 B. 


(D 如 果 点 也是 线段 了 到 的 中 点 ， 到 是 
BC 的 中 点 ,证 明 PR 1 4B。 

(2)》 点 卫 在 线段 DB 上 移动 时 ， 确 定 
人 A4BP 的 重心 移动 范围 ， 

(8) 点 己 是 线段 DZ 的 中 点 时 , 则 


SA4BP 荆 

Saaao 3” 

解 由 设 2B 
的 中 点 为 五， 已 万 
的 中 点 为 巴 则 必 、 
互 是 4C、BO 的 三 
等 分 点 ,所 以 D 互 / 
4DB. 而 己 、 三 分 别 
是 刀 D、 瑟 妃 的 中 点 ,有 民有 1] 了 克 。 

.4B。 

(2) 设 48 的 中 点 为 MW， 在 2&P 上 到 一 

点 2 使 


FG-- 子 PI， 
则 G 是 A4PB 的 重心 。 而 在 DUM、BMW 上 
分 别 取 点 瓦工 , 当 
DE- 也 DIM， ZLE= 忆 万 2 


' 因此 4DG 是 平行 四 边 形 ， 
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时 ， 因 为 瑟 、G、 厂 在 一 直线 上 ,所 以 G 在 线 
段 瑟 二 上 移动 。 : 
(3)》 由 (4) 知 PB 1] 4B， 拆 以: 
SAkap 一 SA4Bjy 


王 为 B0 的 中 点 


Ah8z = 地 Sa4ao， 


二 一 一 一 一 一 一 


改 Se4sp SA4BP _ 工 


756。 在 三 角形 
4BO 内 取 一 点 28 若 
三 角形 4BG、4CG、 
BCG 面 积 相等 , 则 G 是 
这 个 三 角形 的 重心 . 

解 “ 按 假设 


Sa4ae 一 SAdcey . 
延长 L8 与 BC 交 于 点 也 , 则 BD 一 DO( 由 问 
题 743),， 即 4 也 是 这 个 三 角形 的 中 线 . 同 理 ， 
了 已、CFE 也 是 这 个 三 角形 的 中 线 。 所 以 G 是 
这 个 三 角形 的 重心 . 及 . 

757。 设 三 角形 
4BOC 的 边 4B、 4C 的 
中 点 分 别 为 瑟 、 了 ， 
BYZ、CZ 的 交点 为 O， 
则 


Sa4xyr 一 3SAxor。 

解 因 4T 一 了 C,，,…， Saaizrr= 一 Sexor 由 
于 两 条 中 线 BZ、0 和 的 交点 O 是 人 A4BC 的 
重心 ,于 是 有 0 一 3.0。 

SaAxor 一 3SAoxr，. 
.aaxr 一 3Swxor。 

758。 以 三 角形 
三 条 中 线 为 三 边 的 二 
角形 的 面积 ， 等 于 原 
三 角形 面 祁 的 四 分 之 

解 设 A4Bc 的 
三 条 中 线 为 4D,B、 
C 克 ,连结 两 点 7 也, 并 延长 到 G9 点 ,使 DG= 
8D, 连接 CG, 则 了 BGC 是 平行 四 边 形 , 

DBG 一 5C， 
又 BFDG 平 行 40， 
万 D 一 DG 一 4 刀 ，. 


1 5 全 
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， 卫 G 一 4D. 
因此 ABG 如 是 以 三 边 中 线 为 边 的 三 角形 
也 到、 分别 是 EC、C4、4 妃 的 中 点 ,有 
人 A4FFS2A 人 FFBTSA 人 DEFS2AEDOC 


= 卫 心 A4Bo。 
因此 忆 是 FG 的 中 点 ,所 以 


工 
人 appgG 一 SADEBTe 一 SA4acy 


gapae 一 Sarap 一 二 Sa4aBc。 
又 HB 1 BO， 
“"， Sarap 一 SA rao 一 工 SA4ao， 


因而 


工 
apsge 十 SApae 十 SAzasp 一 二 Seascox3， 


759. 若 在 等 腰 
三 角形 4BO(4B- 
4C) 的 边 4 局 上 ， 任 
取 一 点 五 由 三 作 BC 
的 垂 线 2 也， 则 


工 
Seppce<< 可 SA4ac。 


解 由 4 作 BO 的 
三线 4 妃 ， 册 己 作 BC 的 平行 线 与 4、4C 
分 别 交 于 了、G， 则 
人 appo 一 Sarpe 一 SargpD 十 Sarzc。 

人 azsD 一 SAPrD 一 Secyo 
(… 了 及 一 GE )， 
SapPpo 一 四边形 FEBCG 的 面积 。 
而 四 边 形 BCG 的 面积 < Sa4sgo， 


旭 


荆 
名 CQezpo< Sa4po 一 本 saBc。 


760. 设 三 角形 二 条 高 为 人 人 7、?1 人 
加 的 半径 为 证 明 


但 是 


各 边 BC、C4、4PB 
的 长 分 别 为 CD、 

各 边 上 的 对 应 高 分 别 为 人 Ms 则 由 卫生 

的 面积 得 


28 一 r(C 十 D 十 0) 一 中 一 2 一 0 
从 = 


。 28S 32S 23S 
得 各 -于 + 的 十 区 
工 
改 人 
761， 在 以 4 
为 志 径 的 半圆 周 上 
取 点 书 , 设 以 忆 4、 
PB 为 直径， 在 
A4BP 的 外 侧 画 
和 上面 吉 、 商 不 二 大 总 沁 册 网 
个 月 形 面 积 的 和 等 于 AZP4 的 面积 。 
解 ” 两 个 月 形 的 面积 是 以 P4、PB 为 直径 
的 两 个 半圆 与 人 AP43 的 和 减 去 4B 为 直径 
的 半圆 ， 设 两 个 月 形 面积 的 和 为 8， 则 


8 一 人 (4P2 十 了 BP2) 十 SA4ap 一 可 4B2. 


由于 人 .4PB= 90。 有 4P2? 十 了 Pa 一 4B2. 


一 子 + 过 十 工 。 


。， 8 一 SAp4B。 A 
762. 在 三 角形 
4B0 中 ,由 4 作 -一刀 
的 平分 线 的 垂 线 4D， 
由 C 作 角 吾 的 外 角 
平分 线 的 垂 线 C 瑟 , 设 
4D、C 玉 的 交点 为 到 
则 四 边 形 


2EBNZ 的 面积 一 Sa4ao。 

解 设 4F、BC 的 交点 为 G, 在 人 4BG 
中 2D1L4G. 因为 3D 是 二 4BG 的 平分 线 
所 以 470 一 DG， 

wo。 8A4a0 一 2Swpso。 
但 瑟 CO 1 BD, 有 
2SApao 一 四 边 形 BBEFD 的 面积 ， 
。…， SaA4zc 一 四 边 形 瑟 刀 8 也 的 面积 ， 

763。 出 三 角形 4BO 
的 顶点 4 作 底 边 的 垂 线 ， 
设 垂 足 为 D， 外 接 圆 半 
径 为 五 则 

4D.4O=-28.4D。 


解 设 过 4 的 直径 的 
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另 一 端 为 4， 则 
ZL]L4PB4' 一 AR 4DO， 
两 LA44'B= 40D. 


.和 人 A 人 4B4'mA 人 4DC( 两 角 相 等 )， 
因而 4DP:4D 一 44:40， 
. 故 4B.4O=44'.4D=2R.4D。 
764， 设 三 角形 
4BO 的 边 BC、C4、 
4PB 分 别 为 G、D、c， 
其 外 押 的 半径 为 | 
她 , 三 角形 4BC 的 面 2 站 
积 为 &, 则 SN 
S=-220 A 
2 。 
解 设 过 4 的 直径 的 另 一 端 为 4, 由 4 
作 BC 的 垂 线 , 垂 足 为 了 , 由 上 题 知 
4B.4C= 2R.4D， 
但 8 三 到 4D.BC， 
28 
4B.40=2B 5， 
BO.C4.4B cp.c 
故 8 一 一 全 一 全 
765， 在 顶 角 相 有 A 
等 ， 夹 顶 角 的 两 边 之 
和 等 于 定 长 7 的 三 角 
形 中 ， 等 腰 三 角形 的 
面积 最 大 。 
解 设 顶 角 相等 ， 
夹 此 角 两 边 的 和 等 于 昌 
7 的 两 个 三 角形 
4BC、4 石 F, 使 其 等 角 重 和 欠 . 若 4BC 是 等 腰 
三 角形 , 另 一 三 角形 为 4BEP,， 则 
4B 二 4CO= 4 姻 二 4 太一 1 
即 2.4 万 一 4 十 47 一 7。 
当 4 互 > 4B, 那么 好 < 4C, 所 以 殖 在 4 
的 延长 线 上 , 下 在 边 4C 上 . 
又 作 万 开 / BR 则 由 4B= 4C,， 有 也 开 一 
FCO。 而 由 了 3 瑟 一 FO, 有 B 玉 一 瑟 民 ,所 以 
ABZBGSAEFG。 
“"。 Saage<Sarco。 
由 此 SAassgz<Se4ac， 
即 两 边 的 和 与 其 夹 角 相 等 的 三 角形 中 ， 等 腰 
三 角形 面积 最 大 . 


攻 C 
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766. 在 同 底 且 面积 根 等 的 三 角形 中 ,等 
腰 三 角形 的 周 长 最 短 . 五 

解 设 人 4PO 中 ， 

4 万 = .40, 人 DBO 是 与 

人 A4BC 同 底 等 面积 的 

任意 三 角形 ， 则 两 三 角 D 

形 高 根 等 , 所 以 卫 在 过 

点 4 且 与 BC 平行 的 直 

线 上 。 另 外 在 B4 的 延 

长 线 上 取 4 已 一 4C, 由 

4D1 BC,4B=-40 有 

一 站 4 一 一 04D， 可 知 三 角形 4 已 站 、4CD 

全 等 ,所 以 也 卫 = DO. 因此 DB+DC= DBE+ 

刀 万 ,， 并且 如 如 一 疡 B 十 了 加 ， 但 是 

4BA+40O= DB 

.4B+4C< DB 二 DC， 

故 三 角形 4BC 的 局 长 比 三 角形 全 局 

长 小 。 

767， 在 同 底 且 
周 长 相 等 的 三 角形 
中 。 等 腰 三 角形 的 面 
积 最 大 . 

解 设 人 4B0 为 
等 屡 三 角形 ,4 .BC 是 
与 人 4BC 同 底 等 周 3B4 
长 . 且 在 BC 同 侧 的 三 角形 。 由 题 意 得 : 

4BT+4O=4 5 二 4O， 
过 4 作 与 30 平行 的 直线 玛 Y， 则 4 在 BO 
与 XY 之 间 。 这 是 因为 ， 如 果 水 在 Z 上 
4 的 地 方 ,延长 BE4， 取 点 CQ 使 4C' 一 40， 
则 C 与 C 是 关于 直线 开工 的 对 称 点 ， 

40=401， 
4 TBT 一 BT40C BO' 
一 4B 十 4O，、 

与 假设 矛盾 。 如 果 4 与 BC 在 习 Z 的 异 侧 ， 
则 因为 4 与 和 了 的 交点 为 4, 有 
4IBTTL4O=4BT4 4 42O> dB 二 4 

一 4 了 BT4"0O' 兰 BO' =4D+40， 
网 样 与 假设 矛盾 。 所 以 4 是 在 BEC 和 王立 
之 间 ， 因 而 S<4so> Sa4ac， 改 等 腰 三 角形 
4BC 的 面积 最 大 . 

768.， 在 同 顶 角 4 的 各 种 三 角形 中 , 车 
底 边 过 顶 角 内 一 定点 O, 则 这 些 三 角形 中 其 


了 底 边 被 点 O 平分 时 面积 最 小 。 
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第 二 编 证 明 题 


解 壤 三 人 由 了 和 妃 分 别 作 43 和 40 的 平行 线 交 于 


分 ;三 角形 4 五 也 的 底 边 

PP 过 点 0, 有 
BO>OP。 

过 召 作 4C 的 平行 线 

BD, 又 BD 与 BO 的 交 

点 为 巷 则 


了 
人 BOSS 人 CO。 
。。 SA4pp> SA4Bc。 

769. 在 定 圆 的 内 接 三 角形 中 ， 0 
4BC 的 面积 不 小 于 其 XX 
他 三 角形 面积 ， 则 过 点 
4 BC 的 各 女 线 分 别 与 
BOC、4C、4 呈 平行 ， 并 
县 42B0 是 等 边 三 角形 。 

解 首先 考虑 固定 
BC, 若 4 是 弧 B4C 的 中 点 时 ， 则 从 BC 到 
点 4 的 高 最 大 ， 这 时 三 角形 面积 最 大 ， 即 
4=4C。 同 样 , C4 一 CD 时, 即 A4BO 为 
正三 角形 时 。 比 其 它 任 何 内 接 三 角形 的 面积 
都 大 。 过 4 作 切 线 屋 4Y， 有 

AZ4B= _AC=B， 
由 此 可 知 了/ BC。 过 吾 、C 作 切 线 时 也 是 
如 此 。 

770. 人 以 四 条 
边 都 相等 的 长 方形 ， 
正方 形 的 高 积 最 大 . 

解 ” 设 阅 内 接 正方 形 
为 ABCD， 长 方形 为 
4BOF,， 圆心 为 0 则 在 
三 角形 DOC、ZFOC 中 ， 大 
OC 为 公共 ，DO= 250， 忆 
ADOC= -RHOC< 已 


。。 BApoo> Saroc。 
正方 形 4BCDD 的 面积 =43Azoc， 
和 矩形 4BCF 的 面积 =43Aroo， 
.…。 正方 形 4BCD 的 面积 
> 和 拖 形 42CF 的 面积 . 
由 此 得 出 ， 在 圆 内 
接 长 方形 中 。 正 方 
形 夯 积 最 大 。 
771， 设 三 角 
形 4BoO 的 边 BC 
被 刀 殖 三 等 .分 ， 


ee ev 


] 点 五 , 由 
Bayraa 一 Sazao 一 SaAzao4。 
解 由 BFD1/4B，.… Saras 一 SAp4a， 
因为 3BD 一 D 了 一 五 0， 
所 以 三 个 三 角形 4BD、4 万 事 、4FC 的 面积 


都 相等 , 等 于 记 AL4BCO. 


“。 SAr4B 一 于 SA4zc。 


又 TB/ LOCO，.… Srcsi= 一 Sazo4。 


。。 Sero4= 于 人 Aaaoy 


工 - 
Sarao 一 避 aaBOy 


。。 SaAraB 一 SAro4 一 Arac。 

772. 设 三 角形 4BO 的 外 接 圆 半径 为 
环 ， 内 接 圆 半径 为 风 边 BO 、C4、4 呈 的 长 
分 别 为 Z、 2、 0 证 明 当 CC 一 6Ry， 有 

CQ 十 C 一 20。 
解 ” 设 这 个 三 角形 的 商 积 为 忆 由 问题 
760、764 有 
避 GDC 
7 一 一 一 一 一 一， 卫 一 一 。 
末 C 二 5 十 0) 人 
所 以 如 将 此 式 代 入 ac 一 6R7,， 得 


CDBC 3czc 
Er 
关 而 ca 十 2 十 C 一 32， …， C 十 c 一 20。 

注 ”因为 es 十 c=22， 所 以 三 边 aG、&、2 按 
这 个 上 顺序 构成 等 差 
数列 。 

773。 若 延 长 三 
角形 4BC 的 边 BO、 
C4、4B, 使 
CD 一 BC，4 万 = 一 C4， 
B8 一 4 也 则 Sepgz 一 7SA4ac。 

解 ”因为 BC= CD, C4 二 .4 刀 4 一 BZ、 
所 以 


Raazp 一 2SAprc 一 2SA4ac， 
Sacpg 一 2Sacps 一 2Sahac， 
Sa4zszy 一 2SA4BB 一 2Sa4zc。 
故 坦 - 演 
Sappz 一 (2S8A4Bc) X3 汪 SaA4so 一 7Sa4po。 
774,， 设 直角 三 角形 4B0 的 内 切 画 了 与 
人 丢 边 4C 和 边 50 的 切 点 分 别 为 P.@。 又 设 
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角 妈 内 的 旁 切 圆 与 边 4 好 的 延长 线 的 切 点 
为 五 ， 试 回答 以 下 问题 : 

也 设 A4B0 的 三 边 BO 、C4、4 的 长 
分 别 为 o cs 一 到 (2 十 5 十 0 时， 则 4 
和 0C9@ 的 长 用 a、DZ、c、s 来 表示 。 

(2) 设 为 内 切 圆 中 心 时 ,证 明 

.人 59FeA97C. 
(3) 证 明 三 点 已 、@、 忆 在 一 直线 上 。 
解 (由 问题 444、446 得 
4B 一 总 (e+D 二 9) 一 


CC 一 3 一 4 万 一 5 一 人 。 


(2) 因为 BRB= 48-4B=s-c， 又 CO= 
S 一 0，B97 了 是 正方 形 。 所 以 
QT 一 4P， B=TGC= 也 
， 人 FEOFE2AQIC. 
(3) 因为 ABR、AQTC 全 等 , 由 于 
B9L9TI，BF_LGC， 

所 以 在 第 三 边 上 也 有 9BE 7TC。 
又 连结 P9@，PO@L7ZIC. 
由 人 @ 有 P、4、 了 在 一 条 直线 上 。 

775. 在 共 底 边 A 
BC 的 同 侧 作 两 个 三 
角形 4BCO、DBC, 设 
边 4B、4C、DB、DC 
的 中 点 分 别 为 如 、 
Z、G、 责 ， 则 四 边 形 
五 G 万 不 的 面积 等 于 
A4BC 与 ADFBC 面积 之 差 的 一 半 . 

解 设 到 为 8C 的 中 点 , 吾 、 万 分别 为 
4B、40 的 中 点 . 
所 以 “ 

口 BBM 的 面积 一 半 Seao， 四 


思 日 


口 GMCH 的 面积 一 志 Sapao。 四 
因 G、 鼠 分 别 是 DB、DC 的 中 点 ,所 以 . 
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G 刀 一 也 M 一 MKC， 
六 此 三 个 平行 四 边 形 BCGEH、TBMT、 
G37C 万 有 相等 的 底 边 , 所 以 其 面积 与 其 高 成 
比例 . 

因 口 ZG 互 的 高 等 于 口 BBMZ 的 高 与 

DCMCZ 的 高 之 差 , 所 以 

口 ZG 互 巴 的 面积 一 口 刀 BMD 的 面积 

改口 GMCE 的 面积 . 

将 个 、@ 代 入 这 个 等 式 , 得 


口 万 G 万 丸 的 面积 = 也 (Sa4Bpc~SaApac)。 


776, 若 同 底 等 高 的 三 角形 4BC、DBC 
在 BC 的 同 侧 ，B4、CD 的 交点 为 OO 九 / 
BD, O8 1 .40C, 则 B 奋 一 CTF。 

解 因为 Se4sc=Sapao 4 和 了 在 BC 
的 同 侧 , 所 以 4D/ BC， 


eo。 SA4BD 一 SA4cpy 


vivo 


。。 BaospD 一 人 aoc4。 
由 0 了 1 BD， 
OF 1 4C， 

有 
SaAosp 一 SAzsp， 
SAoc4 一 SaArc4。 


。。 SaAzaD 王 Sarc4 
从 而 这 两 个 三 角形 高 相等 。 
”一 OF 

777.。 若 在 公共 底 边 同 侧 的 两 个 三 角形 
的 面积 根 等 ， 则 与 底 边 的 平行 线 被 每 个 三 角 
形 其 他 两 边 截 得 的 线段 相等 。 

解 ” 设 面积 相等 的 
两 个 三 角形 为 4BC、 
卫 BC， 底 边 BC 的 平 
行 线 与 边 4B、4C、 
卫 B、DC 或 其 延长 线 
的 交点 分 别 为 忆 4、 
玉 、S,， 则 由 这 两 个 三 角形 是 同 底 等 面积 ， 其 
高 相等 ,从 而 4DV/ BC.。 

- .4D1BC1 PS， 
LAP_DS -29_28 
48 DO BO BO 

故 PO9= BRS. 

778. 从 人 A4Bc 底 边 的 两 端 B、C, 在 三 
角形 同 便 分 别 作 BC 的 垂 线 BD、C 罗 等 于 三 


-| 角形 的 高 4 乙 的 两 倍 , 若 五 和 G 分 别 为 4B、 
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第 二 编 


明 是 


40 的 中 点 ， 4BCO、~.4CPB 都 是 锐角 , 则 
SA4Bc 王 SABppP 十 SAcgec。 
洲 .4BC 为 锅 角 , 则 
人 SA4Bo 一 Saczpe 一 SABpz。 
解 设 过 4 作 B0C 的 平行 线 与 DB、ZC 
的 交点 分 别 为 五、 到， 则 


Behpo 一 去 口 瑟 BCK 的 面积 
~ 玛 吕 互 BZ4 的 面积 


+ 亏 口 4TOE 的 面积 。- 


又 下 和 G 分 别 为 4B、4C 的 中 点 ， 所 议 
兢 Z DZ 分 别 过 五 、G. 但 在 人 BF DA 万 BD 
中 ， 也 瓦 一 万 万 ,万 也 2 已 
一 也 也 。 

。…，。 ApRFP 一 全 ABRF 

二 SaAarry 
。 SABDF 一 人 ABBF- 
同 理 ， 


ac 一 SArcK 。 


即 。 Saspr 一 于 口 妃 BT4 的 面积 ， 


Saorza 一 立 口 4LCK 的 面积 . 


因此 Sa4ao 一 Saapp 十 Sacgc。 
若 4B0 为 钝 角 , 则 


Sasao 一 避 口 4LOEK 的 面积 


二 去 已 4ZB 瑟 的 面积 . 


因此 与 上 面 一 样 ， 得 
于 口 4ZCE 的 面积 


一 Saczge， 
于 口 4LBZ 的 面积 


一 心 ABpDF。 
，。 SaA4Bc 一 SaogG 一 SABpF。、 T 

779， 若 以 A4DBC 
的 各 边 为 边 分 别 向 外 侧 
作 正 方形 4BD 万 、 
BOFG、4C0 刀 7 则 三 角 
形 47 BFBDG、OCT 瓦 面 
积 相等 。 


解 由 于 ~C4T 一 APB4B=-R， 所 以 
TI4 召 、 人 B4C 互补 ， 两 个 三 角形 .47 瑟 、 
4COB 的 两 边 分 别 相 等 ， 它 的 夹 角 互 补 ， 所 以 

Sa4rg 一 SA4ca( 问 题 793) . 

同 理 SAape 一 SAphkcy，Saop 巨 一 Sacs4 

所 以 Sa4Tsg 一 SAapG 
一 人 cz。 

780-. 若 从 圆 O 外 
一 点 己 向 该 贺 作 互相 
垂直 的 两 条 割 线 P4D、 

DPCDPD， 则 
GaAo4c 一 Saosp。 
解 AP= DOD-4PBO= 一 RR， 
2 BOPD--24BC 一 2 一刀 
2 BCOD= 优 角 BOD( 圆 心 角 )， 
2~4BC= 一 400( 贺 心 角 ). 
(4 人 BR 一 BOD) 一 人 400= 2 一 忆 

即 BOD 二 4OC 一 2 一 忆 ， 

由 问题 738 得 
Sao4co 一 Saoasp。 

781。 过 加 0O 直径 
4 妃 的 一 端 4 作 互 相 垂 
直 的 两 弦 4C、4D， 若 
在 劣 弧 4C 上 取 一 点 三 ， Al 
则 
SA4pB 一 SA4Po 十 SA4PD， 、 

解 在 同 底 边 4P 上 4 
的 两 个 三 角形 4PC、4PD 中 ,连结 顶点 CD， 
由 于 ZD4C=~ 妃 有 CD 过 圆心 0。 所 以 
由 问题 742 有 Se4Po 十 SaA4pp 一 2SA4Po。 

又 2SA4Po 一 SA4PB， 
。。 Sa4Pc 十 SA4pD 一 SA4PB。 


3。 平 行 四 边 形 的 面积 


782. 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 把 它 分 
为 四 个 面积 相等 的 三 D 
角形 。 

解 ” 设 平行 四 边 形 
为 4BCD, 它 的 对 角 


线 的 交点 为 0, 在 旦 

A4ZB7DP 中 , O 是 瑟 D 的 中 点 ,所 以 
心 s4B0 一 SA4op。 

同 理 , 在 人 B4C 中 Saaao 一 Saaco 在 人 CBD 

中 Saoso 一 Sacop。 
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。…。 NAo4B 一 Saosc 王 SaocD 一 SAop4。 


783. 在 平 行 A 已 D 
四 边 形 4BODD 的 
一 边 4D 上 任 取 一 万 娩 
点 忆 , 若 连 接 BB、 人 


BC,， 则 人 了 zZBC 的 
面积 等 于 平行 四 边 形 4B5CD 面积 的 一 半 ， 

解 过 吾 作 4 的 平行 线 刀 B 与 BC 的 交 
点 为 五 则 有 


人 SAzBz 一 SAEB4，SAECF 一 SAzcD。 
， SAzao 一 亏 口 4BCD 的 面积 ， 


784. 过 平行 四 和 A 
边 形 的 对 角 线 交点 
的 任意 直线 ,将 它 分 


M D 
塘 形 的 对 角 台 
1 gj 
形 . 
8 六 


为 两 个 相等 的 四 边 
解 设 任意 直线 


过 平行 四 边 形 4BCD 对 角 线 交点 0, 与 边 
4D、5C 的 交点 分 别 为 M、N, 则 
AOMN4SBAONO, 人 04Fc2A 人 OCD， 
AODPN22AODM。 
将 各 等 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
四 边 形 4BN4 的 面积 
一 四 边 形 CDMAN 的 面积 。 
785. 洲 一 直线 和 平分 平行 四 边 
4BCD 的 面积 则 A 


亚 过 对 角 线 交点 - SS 


式 一 、\、 训 F 
解 设 XF 不 过 RE 
点 0, 则 过 点 DO 作 芝 


[9 
隐 Y 的 平行 线 ， 与 边 4B、CD 的 交点 分 别 为 
了 五, 由 上 题 有 
四 边 形 4BZ 的 面积 


=- 注 口 4BCD 的 面积 ，。 


但 因 四 边 形 
46GDTD 的 面积 四 边 形 4Z8D 的 面积 。 
因此 四 边 形 4G 厂 了 的 面积 四 边 形 GBCZ 
的 面积 ,这 与 假设 矛盾 ， 
故 XZ 必 过 点 CO。 

786. 在 平行 四 边 形 4BCD 内 任 取 一 点 
卫 , 若 连接 P4, PB, PC,PD, 则 

SeahPB 十 SacPD 一 SA4PD 十 SApPoe 


| 口 BBEP 的 面积 一 


. 解 过 忆 点 A 了 D 
作 4 的 平行 7 

线 了 P 与 < 
4D\、 BO 交 于 CA 太一、 

妈 、z， 于 是 


4BTZ、ZBFCD 都 是 平行 四 边 形 . 由 问题 


783 有 
Sahapa 一 亏 口 4BZ 刀 的 面积， 


Becpp 一 于 口 BFCD 的 面积 。 
-， Sapa 十 Saopp 一 亏 口 4BCD 的 面积 。 
因此 
Saapp 十 SAapo= 亏 口 4BCD 的 面积 ， 


,人 AdpB 二 SAcPp 一 SA4pD 十 Seapc。 

787 ， 过 平行 四 边 形 4BCD 对 角 线 LOC 
上 的 任意 点 O, 作 与 各 边 平 行 的 直线 ， 与 
4B、CD 及 4D、50 的 交点 分 别 为 怠 、 忆 及 
G、 互 , 则 

品 BBEO 的 面积 = 已 COFED 的 面积 . 

解 因为 48BOG、 万 DB 有 ROJOECH、OPDG 
都 是 平行 四 边 形 ， Ac Dp 
所 以 它们 的 一 条 对 
角 线 把 它 分 为 两 个 了 F 
全 等 的 三 角形 。 所 
以 B 

SA4po 一 SA4cp， 
Sa4go 一 Sa4eo，Saoagc 一 SAorc。 

故 口 了 BO 的 面积 一 口 6OFD 的 面积 。 

788， 过 了 症 行 人 
四 边 形 4BCD 内 
的 一 点 己 作 各 边 的 
平行 线 妃 BF、G 互 , 若 


肌 


DGPFD 的 面积 ， 
则 王 在 4C 上 ， 
解 设 卫 不 在 40 上 ，ZBZ 和 -40 的 交点 
为 二。 根据 上 题 
品 瑟 B 匹 古 的 面积 = 口 GPGD 的 面积 ， 
而 一 在 了 P' 上 , 则 
口 了 BP 的 面积 二 品 刀 BOP 的 面积 
一 口 GBP'TD 的 面积 天 已 GPZD 的 面积 。 
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口 台 好 万 三 的 面积 < 襄 GPFD 的 面积 ， 
这 与 假设 也 盾 。 所 以 三 在 4C 上. 

789. 设 平行 
四 边 形 4PBCOD 的 
对 角 线 4LC、BD 
的 交点 为 O, 己 为 
三 角形 40 内 的 
形 4PC 和 BPD 的 面积 大 小 。 

解 车 OP1/4D, 则 

Sa4Po 一 Gappo，SAapo 一 SAcPo。 
"SA4Pc 一 SAspp。 

其 次 ， 设 4 的 中 点 为 到 ， 若 一 与 召 在 
OM 的 同 侧 , 则 

| 。。 Se4Pc> espp， 
又 若 一 与 妈 在 OU 的 同 侧 时 ， 则 与 上 式 相 
反 , 有 SA4Po< SAaspD。 


790. 在 四 边 形 内 任 取 一 点 己 , 设 
心 ApP48 十 SaApcp 
是 定 值 , 则 4BCD 为 平行 四 边 形 。 
的 平行 线 召 太 ， 与 
4D、Bo 的 交点 分 
别 为 如 克 ,因为 点 
书 在 了 8 上。 所 以 


SAPaz 为 定 值 . 根 旦 一 下 

据 假设 Sepas 十 Sepcp 是 定 值 ,所 以 Sazpcp 必 

须 也 是 定 值 。 

因此 瑟 了 了 1/eCD，,"，41/cD， 

其 次 在 四 边 形 4BCD 中 , 若 

Sep4g 十 SApcp 

一 定 ， 则 
SA4Pp 十 SapPc 

也 一 定 . 同 理 , 有 4/ BC, 所 以 4BCD 为 平 

行 四 边 形 。 A D 


的 一 点 卫 在 
Ad4BD 内 , 则 
SAPaD 一 SBAPaso 一 SAP4B。 
解 连结 底 边 BP 上 两 个 三 角形 4PP 和 
CBP 的 顶点 4C, 设 线段 40 的 中 点 为 
则 Sacasp 一 SA4asP 一 2SAopp( 问 题 742) 。 


.的 面积 等 于 两 个 8: 
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峙 于 O 为 平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 ,所 以 
BO 一 ODD， ， 
故 Sapao 一 人 AP4B 一 SAPBD。 
792， 设 三 为 
平行 四 边 形 4BOD 和 了 
内 的 一 点 ， 则 
SApopw Sap4B 
一 APBD 十 SAP4C。 
解 设 BFB1/4B，BEA 
G 有 1/ BC 则 
DPFOCZ 的 面积 一 口 4GP 万 的 面积 
一 2SApap @ 
(参照 问题 796) ， 
局 刀 P 万 了 的 面积 一 口 GBZP 的 面积 
一 2SAp4c。 畏 
@TG@, 则 
口 PFO 的 面积 十 口 妃 P 万 了 的 面积 
一 ( 口 4GZ1 的 面积 
十 口 GBP 的 面积 ) 
一 2(SApap 十 Sapho) 。 
又 “ 感 PFOT 的 面积 十 口 妃 PPD 的 面积 
一 28Apop( 问 题 783) ， 
口 4GP 好 的 面积 十 口 GBZP 的 面积 
一 2SApP4B， 
。。 SApPop SApP4B 一 SApBD 十 BAPhac。 
793， 若 在 平 、 及 了 
行 四 边 形 4BCD PE 亡 < 一 一 


< 一/ 
的 平面 上 取 一 点 REK 


已, 则 三 角形 忆 EBD 


三 角形 P4B、PEBOC 的 面积 之 和 或 盖 。 
解 ” 设 对 角 线 的 交点 为 0, 则 40=OC, 若 
4、C 在 PPB 的 间 侧 , 则 
SAp4B 十 SApso 一 2SApao 
一 SAPsD( 问 题 742) 。 


上 着 4、C 在 ZB 的 异 侧 , 则 


人 apP4B~SaAPac 一 2SApao 
一 SApPaD( 问 题 742) 。 
794.， 设 王 为 平行 四 边 形 4BCD 外 的 任 
一 点 (不 在 4B、C7 的 延长 线 之 间 ), 则 


Seapa~Bappo 一 避 站 4BOD 的 面积 ; 


又 过 已 作 各 边 的 平行 线 ， 则 平行 四 边 形 
PEFDBN MD 的 面积 之 和 或 差 等 于 人 4PC 
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的 面积 的 两 售 . 人 
解 过 卫 作 


42B 的 平行 线 与 AN 


3P 
4D、B0 的 延长 /AAA 
线 的 交点 分 别 为 pA2 一 人 
M、N, 则 


SAapa 一 志 口 4BNM 的 面积 ， 


Sepro= 子 口 DCNM 的 面积 . 


ev。 SA4pasw Seppo 


=- 序 口 4BNM 的 面积 
-- 卫 口 DCN3X 的 面积 


= 到 口 4B5CD 的 面积 . 


其 次 过 己 点 引 4L 的 平行 线 与 4B、CD 的 
交点 为 及、 五 ,4C、BDD 的 交点 为 @, 则 
品 和 BNP 的 面积 廿 品 DPZPHM 的 面积 
一 口 BOZ 的 面积 十 口 DOX 友 的 面积 
一 32(SApazco 二 SAppo) 
一 49Apoc (问题 742) 一 2SA4po。 
车 疡 不 在 乎 行 线 4D、BC 之 间 , 则 为 差 . 
795.。 两 个 圆 0、0' 相交 于 4、B, 过 点 
4 的 直线 与 况 0O、O' 分 别 交 于 P、P， 过 
点 刀 作 已 、 忆 的 平行 线 与 两 加 OO 分 别 相 
交 于 9、9f/ 


G 仙 试 证 殉 
Z99PR 为 平 
行 四 边 形 。 

(2) 在 什么 
屏 况 下 ， 此 平 
行 四 边 形 的 面积 最 天? 


解 (1) 在 图 中 4P9B 是 四 O 的 内 接 四 
边 形 ;所 以 人 4P@= 人 4BQ'. 又 由 于 4BGP' 
为 贺 0' 的 内 接 四 边 形 , 有 

jiZ4BQ'+LA4PG =2L 轧 
… A 人 4POTA4PG 一 27R 
，FO1/P9G'. 
根据 假设 PP'/ 99', 所 以 P998'P' 为 平行 四 
边 形 . 

(8) 平行 四 边 形 P@9'B' 的 面积 等 于 

和 APBP' 面积 约 两 倍 ， 要 使 平行 四 边 形 面 


MT。 又 4D.、G 厂 、 


积 最 大 ,问题 可 以 转化 为 使 APBP' 的 面 
积 最 大 。 在 APBP' 中 ~P、~P' 在 两 
O\、O' 上 蓄 4 吼 所 对 的 弧 是 一 定 的 ,所 以 这 两 
个 角 一 定 ,因此 人 APBP' 的 形状 一 定 (这 是 自 
身 相 似 图 形 )。 所 以 只 要 求 出 这 个 三 角形 的 
任何 一 边 为 最 大 就 可 以 了 。 因 此 ,如 使 PB 
为 圆 O 的 直径 时 ,人 APBP' 的 面积 最 大 . 

注 PB 为 直径 时 ，~P4B3 一 BR 因此 
3P' 成 为 圆 0' 的 直径 ,有 4BLPP'。 

796. 过 平行 四 A K  D 
边 形 4BCD 内 一 点 ”c 人 CE 人 
P, 引 30、4B 的 平 “2 
行 线 GP7、PZ， 人 NS 
与 4LB\CD、L4D BC 站 Le 
的 交点 依次 为 G\、 有、 开工 . 如 果 王 在 人 4OD 
内 , 那么 

DGBLP 的 面积 一 口 到 PFD 的 面积 
一 2SAp4c。 

解 设 4C、BD 的 交点 为 O， 

记 GBZP 的 面积 一 口 瑟 PHD 的 面积 
一 口 GBCOT 的 面积 一 口 到 ZOD 的 面积 
一 2(SApapo 一 gppc) 

一 48Apoc (问题 742) 一 2SAphc。 

797. 作 平 行 四 边 形 4BCD 的 两 条 边 
4B、B0 的 平行 线 玉 B、G 互 , 则 四 个 平行 四 
边 形 中 的 两 条 对 角 线 吾 瓦 、G 民 与 四 边 形 


4BCD 的 对 角 线 40 共 点 . 
解 设 了 FF、GZ 
的 交点 为 开 , 过 条 
分 别 作 平行 于 4B、 
BC 的 平行 线 MXP、 


NM 
2C 和 PR 的 交点 分 别 为 已. O、N, 4D、 
刁 E、DO 和 2 的 交点 依次 为 由 五、 五 则 

口 ON 的 面积 = 口 BE1EJ 的 面积 
《问题 787) 。 
在 等 式 两 边 加 上 加 8CZ 交 ,得 
站 ION 六 的 面积 士 品 FOZZ 的 面积 
一 口 OLJB 的 面积 .. 
在 癌 DPO= 口 TBEZK 
的 两 边 加 上 误 EONC, 得 
癌 DPNC 的 面积 
一 如 7 五 Z 瑟 的 面积 十 口 互 ONC 的 面积 ， 
但 是 


164 第 二 编 证 明 题 
口 TZONF 的 面积 十 口 FOLK 的 面积 积 的 工 . 入 -一 忌 帮 
一 口 IT 匹 的 面积 十 口 EONC 的 面积 ， | 。 解 3 没 4 OZ 
因而 品 DPNOC 的 面积 = 口 CZ7 的 面积 ， 的 交点 为 互 4 妃 G 
所 以 C 在 对 角 线 4M 上 (问题 788)， 人 


798.。 过 三 角形 4BC 各 顶点 引 两 条 定 
直线 的 平行 线 ， 作 呈 
成 三 个 平行 四 边 形 
4DPBPG、 万 卫 O 玖 、 
4FCOB), 则 DG、ZEZ、 
五 太 交 于 一 点 。 

解 设 DG、EF 
的 交点 为 0, 则 在 患 .4 五 CF oa: 

癌 49O7 的 面积 
一 口 OMCP 的 面积 (问题 787) 。 
又 过 0 作 B、DP 的 平行 线 , 与 DF EC 及 
疡 驴 、CF 的 交点 依次 为 二 M、N、 己 , 则 
局 4GBED 的 面积 = 口 BNQG 的 面积 。 
在 等 式 两 边 加 上 吕 G9OR, 得 
DBNO 的 面积 一 局 460 工 的 面积 。 

"， 疡 BENOR 的 面积 = 证 OMWCP 的 面积 ， 
所 以 0 在 刀 芭 上 (问题 788) 。 即 DG、Z5、 
妃 玉 交 于 一 点 . 

799. 过 平行 四 边 形 4BCD 内 一 点 卫 ， 
作 边 4B、BC 的 平 
行 线 GP 瓦 、 刀 P， 
与 4B、CD、4D、 
23C 分 别 交 于 点 队 
也 、G、 互 ， 设 37、 
如 的 交点 为 外 
则 点 4、P、9 在 一 直线 上 . 

解 ” 如 贺 所 示 , 过 咏 作 4B、B0 的 平行 线 
MAN、EZ 则 加 是 CCEOD 的 对 角 线 五 了 
上 的 一 点 (问题 787), 所 以 

口 GEB9M 的 面积 = 口 9NCZ 的 面积 . 
又 9 在 口 BPBC8 对 角 线 BF 上 ， 
口 5E6S 的 面积 = 品 9NCZ 的 面积 ， 
局 GRB9UM 的 面积 一 品 瑟 EGGS 的 面积 ， 
从 而 口 GPSM 的 面积 一 口 马 KBRP 的 面积 ， 
革 此 成 在 口 4 开 9M 对 角 线 498 上 (问题 
788),， 即 4 也 及 8 在 一 条 直线 上 。 

800,， 设 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4B、 
BC、CD、D4 的 中 点 分 别 为 百 、 到 、G、 互 , 则 
连结 48,，C 互 ，4G9，C 好 所 成 的 四 边 形 为 平 
行 虽 边 形 ， 它 的 面积 等 于 四 边 形 4BOD 面 


则 由 4B= DC, 刀 了 
及 G 分 别 为 4 吾 、CD 的 中 点 ， 知 4 五 4GC。 
因此 “4G/ BC， 同 理 41 互 C. 
所 以 4KCLZ 为 平行 四 边 形 。! 又 连结 4C, 天 
为 忌 是 人 4BC 的 重心 ,有 

4 开 = 避 4 万 


因此 
口 4KCT 的 面积 = 3 品 4FBCH 的 面积 
2 


一 可 X 记 D4BCD 的 面积 


一 计 口 450D 的 面积 ， 


801. 由 平行 四 边 形 内 任意 一 点 向 各 边 
作 垂 线 ， 以 垂 足 为 
顶点 的 四 边 形 的 面 
积 是 定 值 . 

解 ” 若 由 平行 四 
边 形 4BCD 内 任 
意 一 点 也 向 各 边 
作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 至 、 刃 、G、 
CD, 4D1/ 50 有 了 、P、G, 五 、 
成 为 一 直线 , 且 其 长 是 一 定 的 , 由 

.4BP= -BR= 4FP， 
oo。 人 B4 万 十 一 刀 P 万 =2 玉 . 
因为 一 互 4 瓦 是 一 定 的 ， 所 以 ABP 玖 也 是 
一 定 的 ， 由 此 两 条 对 角 线 的 长 度 与 其 夹 角 都 
是 一 定 的 。 根 据 问题 829 知 ， 四 边 形 局 7G 万 


的 面积 是 定 值 。 

802. 作 过 平行 四 边 形 4BOD 的 顶点 也 
的 直线 ， 与 边 BC 有 D 
交 于 马 , 与 边 4B 
的 延长 线 交 于 光 2 
2 则 
人 ae4sp 一 SAcpz。 2 

解 连结 BD， 

因 -41/ BFE， 
有 匡 


Ca4Bz 一 SApazg。 
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又 吾 克 1 CD， 
有 Saarp 一 SAczz (问题 737) 。 
ee 

803. 设 平 行 
四 边 形 4BCD 的 
对 角 线 4C 的 平行 
线 与 4 瑟 、 BOC 的 交 
点 分 别 为 召 、 下 ， 则 

Seapz 一 Secpr。 

解 因为 4B1/DC， 

。…。 GeA4DB 一 SA4cB。 
又 4D1 BC， 

.…。 acopy 一 Sec4p。 
但 是 4C 1/ 五 F， 

“。 Sa4oB 一 SAc4zF， 

故 Saapg 一 Secpr。 要 电 
四 边 形 4BCD 的 边 <EKS/ 
4B、CD 上 ， 分 别 SS 
取 点 P,g, 若 49、 /一 C/ 
DP 的 交点 为 了 机 3 C 


398、CP 的 交点 为 了 则 
Sa4zp 十 Sesrc 一 四 边 形 PF9Z 的 面积 , 
解 由 于 4B1/DCO 有 ASeagp:=Sapzgo， 

Saasrco 一 SAPre， 

Sa4zpDp 十 Seazo 一 四 边 形 PF9 的 面积 。 
805. 和 若 在 平 

行 四 边 形 4BCD 

的 两 边 BC、CDP 上 

分 别 取 点 五 、F， 

则 Saazgzr 小 于 

到 口 4BCD 的 面积 。 SN 


种 因为 Sa4pz> Sapgz， 
o。。 AA4BB 十 Seapz 十 Sacgp> SA4B3 
十 Sapzz 十 Seogz 
一 SA4BB 十 SApzo 


一 于 口 4BCD 的 面积 . 


。。 Baaar< 志 口 4BCD 的 面积 . 


806. 设 人 4B0 的 各 边 中 点 分 别 为 也、 
五 、 了， 作 平 行 四 边 形 卫 B8 瑟 ,又 作 任意 内 接 
平行 四 边 形 了 BF 则 


165 
口 DB 的 面积 > 口 了 了 3 太太 的 面积 。 
解 在 图 中 , 过 人 

点 C 引 3D 的 平 

行 线 与 DZ 的 延 全 可 

长 线 交 于 点 五， I 玉 一 6 元 

则 DBOZ 为 平行 0 

四 边 形 , 设 DB B 人 一 《 

与 已 F、FC 分 别 


交 于 点 从、 厂 延长 丸 再 ' 与 也 瓦 交 于 点 玖 ， 
因 马 是 刁 的 中 点 ,有 
记 ZDD'M 的 面积 = 口 BMZ 万 的 面积 ， 人 中 
又 因为 妇 是 口 BBC 互 的 对 角 线 0 五 上 的 
点 ,有 
癌 瑟 她 ' 互 的 面积 
一 口 MXZZ 如 的 面积 ， 
口 BMZ 瓦 的 面积 之 口 双 太 玉 五 ' 的 面积 。 
四 
由 中 、@ 有 
口 了 DD'M 的 面积 > 癌 除 环 太 再 的 面积 ， 
两 边 加 上 口 D'BTZ 得 
品 了 BT 刀 的 面积 > 口 了 BT 的 面积 。 
807， 在 三 角形 4BC 的 边 4B、40C 上， 


向 外 侧 分 别 作 任意 平行 四 边 形 4BD、 
4CFG, 设 卫 妃 和 2G 的 延长 线 交 于 点 玖 ,又 
作 以 BC 为 底 边 ， 另 一 边 与 瑟 4 平行 且 等 于 
到 4 的 平行 四 边 形 BC 刀 7 则 
口 了 DB4 的 面积 十 口 G4C7 的 面积 
[四 普 斯 定理 ] 
下 . 


一 口 2T 万 C 的 面积 
解 设 五 4 的 延长 
线 与 BC 及 7 互 的 交 
点 分 别 为 二 MK, 7D、 
瑟 C 的 延长 线 疝 五 愉 、 
到 万 的 交点 分 别 为 瑟 、 
了 ,因此 品 43 刀 妃 和 
口 4BXK 的 底 边 及 
高 都 相等 ， 所 以 面积 
相等 。 但 是 口 4BXK 与 口 ZMTZ 的 底 边 
互 4=ZM, 并 且 羽 MV 和 7 所 以 等 底 上 所 
对 的 高 也 相等 。 
因此 
口 互 X_B4 的 面积 一 口 B7MZ 的 面积 ， 
从 而 
口 DB4 的 面积 一 口 BTMZ 的 面积 。 
同 理 ， 
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口 4CFG 的 面积 = 已 素 40O7 的 面积 
一 口 ZMTO 的 面积 。 
。… 癌 DB4 万 的 面积 十 口 4C8G 的 面积 
一 口 BTRC 的 面积 . 


们 . 梯形、 矩形 、 正 方形 的 面积 


808. 梯形 面积 等 于 两 底 之 和 的 一 半 与 
两 底 间 的 距离 所  A 


围 成 的 长 方形 的 
| 
解 设 4BCD 8 NS 


为 梯形 ，4D/ 下 C 
BC, 连结 DC 的 中 点 如 与 4 并 与 BC 的 延 
长 线 相交 于 点 束 ， 因 为 
也 届 一 BC， 人 4D 有 一 FOODB， 
ADB4= ACBR， 
人 4D5E22AEFCT 。 

在 等 式 两 边 都 加 上 四 边 形 _ 4BOZB 得 梯形 
BOD 的 面积 = 人 A 人 4B8 的 面积 ,而 4D=C77， 
"。 了 8 一 4 十 BO. 

但 A4B7 的 面积 是 以 BZ 为 底 边 。4 瓦 为 
高 的 长 方形 面积 的 一 半 ， 所 以 它 与 BB 的 一 
半 和 24 互 所 图 成 的 长 方形 面积 相等 。 故 梯形 


4BCD 的 面积 = 于 (4 D 十 BO) 4 万 


809， 梯形 的 面 
积 被 其 酚 底 中 点 的 连 
线 所 平分 。 

解 设 习 形 4BCD c 
的 两 底 4D、BC 的 中 
点 分 别 为 M、N, 连 结 4XW,DN, 则 因 4D1 
BO, 且 BN 一 NOC 有 Sa4aam 一 Sepwc. 又 因为 
4M 一 效 忆 ， 有 Saxy4x 一 SAwaxp， 

"“， Sauhaw 十 Sawax 一 Sapwc 二 SAwap， 
即 四 边 形 4BN 的 面积 
一 四 边 形 WMNOCD 的 面积 . 

810。 连结 四 边 A_ 匡 D 
形 4BCD 一 组 对 边 
4D、25C 中 点 的 直线 
互 玉 ， 若 平分 这 个 四 

边 形 的 面积 , 则 人 
4D1/ BO。 

解 由 2F=CF， 


“， Sagar 一 SApczr。 


A_M_D 
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但 四 边 形 4B8Z 的 面积 
一 四 边 形 瑟 8CD 的 面积 ， 
“， SA4haz 一 SApcp。 
CC 到 -4 上 的 高 也 相等 。 
.，4D1 BC. 

811， 设 梯形 
4BCD 的 底 边 为 
4D、B3C, 关 CD 的 人 
中 点 为 , 则 


Sauua 一 言 (梯形 日 


4BOD 的 面积 ). 
解 设 过 好 作 4B 的 平行 线 与 4D、BC 
人 ADMFS2AOCM( 两 角 夹 边 )， 
"。 梯形 4BCOD 的 面积 
一 口 4BT8 刀 的 面积 。 


但 Saxae 一 亏 口 458 刀 的 面 祝 ， 


A D_ _ 书 


Saxsa 一 去 ( 简 形 4BCD 的 面积 )。 : 


812.。 梯形 的 面积 等 于 以 一 条 不 平行 边 
与 从 其 对 边 的 中 点 作 这 条 边 的 重 线 所 国 成 的 
长 方形 面积 . 

解 ”在 梯形 4DBOD 中 , 设 4D1 BO 过 CD 
的 中 点 1 作 4B  ， 


的 平行 线 BZ, 与 AN SN 
4D、BC 的 交点 分 人 
别 为 互 、F, 由 上 题 

知 品 48 五 的 面积 B 

= 梯形 4BOD 的 


面积 , 但 四 边 形 4B8 召 是 平行 四 边 形 ,从 点 
好 到 4B 的 垂 线 为 MN， 
…，4B.MN 一 口 4BB 刀 的 面积 " 


一 梯形 4BCD 的 面积 。 
813. 设 梯形 和 A D 
4BCOD 对 角 线 的 
平生 的” 过 2 LNNN 
平行 边 的 一 边 BC 日 
的 延长 线 上 到 点 人 


卫 , 使 Sa4ao 一 Sexar， 则 盖 及 1] 4C.。 
解 因为 4D1H/ BC， 所 以 Saedsc= 一 Sapaoy 
根据 假设 Saaso 一 Sazam 
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.…。 NApaso 一 SAgBz。 等 于 长 方形 4BCD 的 面积 ， 
从 等 式 两 边 减 去 人 BEBO, 得 Sapzco 一 Sergc。 解 (4 如 图 ,由 假 


.。 了 1 4C. 

814， 在 梯形 4BCD(4D1/ABc) 中 ， 从 
也 、 卫 分 别 作 4C、24B 和 
的 平行 线 ， 若 两 平行 线 
的 交点 为 允 ， 则 

Sa4cp 一 Seppgc。 

解 因 4D1/BC， 

所 以 SAkacp 一 Se4pp。 
又 因 4 瑟 / DB， 世 
.SA4BD 一 人 GAEAB。 

LO BB， …，3Ag4p 一 SaApzc， 
故 Sa4cp 一 SAazc。 

815. 设 梯 形 4BCOD 的 边 BC 上 一 点 为 
P,， 4C、2BD 的 交点 为 A_， D 
刀 ， 则 

Sa4BP 十 SApEgP 
一 心 sz4B。 B C 

解 ”在 同 底 等 高 的 
三 角形 中 ，SAp4p 一 SAp4Dp， 从 等 式 两 边 减 去 
人 47D7， 得 

SA4BP 于 人 ADEP 一 SAE4BD。 

816， 设 和 矩形 4LBCD(4BE> BOm， 在 边 
4PBF、BO 和 CD 上 分 
别 取 点 鼠 .G 和 并 


使 
BE=CG，BG=CF; 
又 BFP 的 中 点 为 O， 
则 
SAsezrSAaoc。 SN 
解 由 题 意 人 BG 玉  BSS 
22ACFG( 两 边 夹 角 )， 
-。 BG=GF。 
又 由 2ZO=OF,GOLBEF, 所 以 四 边 形 BGO 了 、 
CFOG 为 圆 内 接 四 边 形 . 
0O7G= -00G, -0OBG= -0BG。 
“。 AZGFcA 人 BOC( 两 角 ) . 
显然 , BH 三 BO， .…， SApgecz 兰 Sapoc。 
817。 设 和 矩形 4BCD 内 有 点 忆 , 使 
PHBO= “PPDO。 
(人 .4PB 和 CPPD 之 间 有 何 关系 ? 
(2) 证 上 明 以 P4、P0 为 两 边 的 长 方形 的 面 
积 与 以 了 PBE、PD 为 两 边 的 长 方形 面积 之 和 


2SA4xyr 十 王 .DY 


设 知 PBEL4B， 从 而 
有 CD2PZ， 所 以 
4BPP、DOP 万 都 是 
平行 四 边 形 . 
BF4D 一 PEC 
一 “PPDO= PRPD， 
即 人 B4D= 33PD. 
由 此 四 边 形 刀 4PD 是 贺 内 接 四 边 形 . 
因此 了 4PT 了 TDP 一 2 五， 
而 Z4P= 4PB，-BDP 一 DPC， 
4PFTTDPO=2 二 也 。 
(2) 由 于 4PZD 刀 是 圆 内 接 四 边 形 , 根据 托 
勒 密 定 理 ( 问 题 506) 
了 4. 万 刀 十 刀 4 .PP 万 一 如 Pd4。 @ 
但 也 D= PC, 也 4 一 PB,， DBP 一 4B， 代 入 @， 
则 得 


P4.PO-PEBE.PD=4P.4DD。 

818.， 在 正方 形 4BOD 中 ， 在 以 4 为 
底 边 ， 以 边 CD 上 的 一 
点 忆 为 顶点 的 AP4B 
中 ， 以 底 边 在 4B 上 作 
甲 、 乙 两 个 内 接 和 矩形, 若 
甲 矩 形 的 宽 是 长 的 一 
半 ， 乙 矩形 的 长 是 宽 的 
一 半 , 则 矩形 甲乙 的 面 局 IN 
积 相等 | 

解 设 内 接 矩 形 为 到 FGH、KZMN; 由 卫 
向 4 也 作 委 线 P@, 与 妃 甩 入 N 的 交点 分 别 
为 及 、S, 则 PO 4B.。 

“"。 五 刀 一 疡 R，PS 一 互信 ， 
又 23 妃 太 一 万 万。2R 一 已 B， 五 了 一 2 及。 
于 是 39--2SP， 
即 PEQ 被 刀 、S 三 等 分 ,五 太 一 到 人 ,五 万 一 区 了 工 。 
故 矩形 也 BGZ 的 面积 
一 矩形 瑟 ZN 的 面积 。 

819， 阁 在 矩形 
4BOD 的 边 BC、CD 
上 ,分 别 取 任意 点 入 、 
Z, 则 


一 口 4BOD 的 面积 。 
解 过 民工 分别 作 4B.、 4 的 平行 线 
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马刀 了 万 ， 其 交点 为 忆 ， 则 A4PZ 和 和 扼 形 
五 PTD 共 底 边 PZ, 且 高 相等 。 所 以 
轨 瑟 PY 的 面积 王 28A4pr。 中 
同 理 
口 PXCTZ 的 面积 一 2Sapzrz。 
又 


且 PF 一 BXK，FP 奋 一 DZ。 
C47P 妨 的 面积 =.BX .DZ。 
将 以 上 四 式 两 边 分 别 相 加 得 

口 4BCD 的 面积 一 28a4xr 十 BX.DY. 


思 
口 7BZP 的 面积 一 2SAkpz @@ 
9 


820， 在 锐角 三 角形 4BC 中 ， 作 如 图 


所 示 的 内 接 和 抢 形 A 
DEF5G， 则 

( 代 ) 矩形 刀 BFG 
的 面积 何 时 最 大 ， 
最 大 的 面积 如 何 ? 

(2) 和 矩形 的 一 边 
在 三 角形 的 另外 一 边 上 了 时， 长 方形 的 最 大 面 
积 是 否 有 所 改变 ? 

解 ”如 图 所 示 , 若 吾 忆 关于 DG 的 对 称 点 
为 瑟 、 也 ,， 则 
人 Sapapg 一 SApgEg'，SAqpro 一 SAGz'z。 

和 矩形 万 BFF 的 面积 

”一 梯形 到 Bo 的 面积 

一 人 aA4so 一 SA4gzD， 

因而 2 加 DBHG 的 面积 一 SA4pc 一 SA4Kz。 
要 使 品 DEFBG 的 面 
积 最 大 ， 则 人 .4 到 也 
越 小 越 好 , 而 且 最 好 
五 有 过 顶点 4， 所 
以 了 G 恰好 是 给 定 
的 4B、4C 的 中 点 ， B 
这 时 长 方形 了 BEFHG 三 
的 面积 最 大 , 且 等 于 人 4BC 面积 之 半 。 长 方 
形 的 一 边 在 另 一 边 上 时 也 一 样 . 

821. 在 一 个 贺 中 
有 互相 垂直 的 两 条 直 
径 4C、BD. 六 在 劣 
弧 DC 上 取 任 意 点 五， 
证 明 4 马上 的 正方 形 
的 面积 等 于 四 边 形 
4.DBZD 面积 的 两 倍 . 

解 车 从 如 作 4C、DD 的 垂 线 了 BE、 DBF， 


D G 


所 以 


则 L4FE0C 一 一 忆 
所 以 
4 万 ?=- .4C.4 万 。 OO 
又 : 
Sepza 一 训 也 忆 . 厂 F， Sepaa 一 互 DB.40， 
“， 四 边 形 4BZD 的 面积 


= 斑 BD(BP1 4O) 
= 互 5D.4 互 。 @ 


4 妃 ? 一 3( 四 边 形 4BZDD 的 面积 )。 
822.， 若 直 角 三 角 
形 4BC 的 内 切 圆 与 斜 
边 30C 相 切 于 点 也 , 则 D 
三 角形 4BC 的 面积 等 
于 以 BD，2DO 为 边 的 
和 卸 形 面积 . 人 
解 若 DO=a,， 40=D，4=c，c-+D+c 
一 23,， 则 CD=S 一 cc，PFD=S-D。 
CD DBD 一 82 一 SS(0 十 c) 十 Dc 
一 S(S 一 2 一 C) 十 5c 


一 去 (e++9 了 (一 2 一 o) 二 tc 


C 


一 天 fo? 一 人 Oo) 祁 二 1 


一 王 {o 一 


忆 一 9 分 
a2 一 12 十 c9) 。 


823.， 设 四 边 形 4BCD 是 矩形 , O 是 三 
角形 4BC 的 内 心 。 若 从 O 作 4D、CD 的 垂 
线 OG、OF, 则 


口 OFDG 的 面积 = 于 上 4BCD 的 面积 。 


解 延长 GO、70 
与 BO 48 分 别 交 于 
点 妃 、 召 . O 是 内 心 ， 
OF BO, OP 14P， 

'。 TO=OB= 0 
一 G4， 
又 从 O 作 4C 的 垂 线 0 区, 则 O 和 一 OP 
4G=OK=TC. 
因此 人 4GCseAOE4, AOFCSRACOKO, 荐 


二 
一 六 &C 一 Se4so (人 
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GO、ZBO 与 4C 的 交点 分 别 为 办 、N,， 则 
A4GMEeAOKEM，AOENE2ACFN。 
.…。 Saapo 一 串 OFDG 的 面积 ， 

故 口 0FDG 的 而 积 一 忆 口 4BOD 的 面积 . 
824. 在 矩形 4BOD 中 , 4B=-a BC-= 
2 若 在 4B、BC_CD、D4 上 取 点 P、9、、 


必 ， 使 

4P_B_CR_DS_ 1 

II ”证 3 3 
把 由 直线 49、BR、 人 A 和 
CS、DP 构成 的 平 \E_ 一 衣 一 
行 四 边 形 也 FG 克 小 N 
的 面积 用 a、D5 表 咯 R 
示 . 日 ee 

解 设 已 BFGT 如 


的 面积 为 8， 因 为 PD1 BR， 所 以 
4 也: 了 BF 一 4P:PB=1;2， 
同 理 49 / CS, 所 以 
了 瑟 : 互 玉 一 DS:84=1:3. 


Saaz 一 于 Sasza 一 去 A， 


因此 
”， Saaps 一 记 人 45 一 二 人 
同 理 Sa4az 一 Saaoe 一 Sacp 有 一 总 心 ， 
人 口 4BCD 的 面积 一 48a4spg 十 S- 忆 &. 
故 8- 豆 @， 


825,， 在 正方 形 4BCD 中 ， 有 一 内 接 矩 
形 互 fG 五 (不 包括 正方 形 的 情况 ), 其 中 点 刀 
在 4 呈 上 , 且 4 互 了 殖 妃 则 

吕 了 HG 瓦 的 面积 一 2 .4 双 . DB 

解 ”因为 矩形 妃 BGE 的 中 心 与 正方 形 
4BCD 的 中 心 重合 ， A HH TY 
所 以 点 吾 关 于 点 0 的 
对 称 点 G 是 矩形 的 TSXK 2 
顶点 ， 而 和 矩形 的 两 对 六 
角 线 相等 ， 所 以 以 O | 2 G 
为 图 心 , O 了 3 为 半径 
的 圆 与 BC\、4 的 交 
点 为 玉石 及 五 、 五 ". 矩 形 的 对 角 线 有 环 ' 五 、 
开 五 两 种 情况 。 若 取 媚 互 ' 为 对 角 线 , 则 矩形 
BEC 是 正方 形 ; 若 取 7 五 为 对 角 线 , 则 


边 形 瑟 BFG 互 是 适合 本 问题 的 抢 形 。 因 为 
瑟 万 1 40, 了 7 1 BD， 
we。 五 刀 一 /3 4 甩 ， 万 太一 3 BR， 
故 “ 口 BFG 巨 的 面积 一 24 已. BB。 


亏 . 任意 四 边 形 的 面积 


826.， 若 从 任意 四 边 形 的 对 角 线 外 一 点 ， 
向 四 个 顶点 引 直 线 ， 则 不 能 将 四 边 形 分 成 四 
个 相等 的 三 角形 。 

解 ” 设 四 边 形 4BCD 内 一 点 书 使 

Ap4B 一 人 paD 一 Spao 一 SPpc。 
由 人 epas 一 Sep4p， 则 P4 过 BC 的 中 点 ( 问 
题 743) 。 又 Sapac 一 Sappo 则 PC 过 BC 的 
中 点 ,因此 三 是 对 角 ” 了 D 
线 23D 的 中 点 。 由 
人 APp4B 一 SApca， 
则 与 如 过 对 角 线 4C 
的 中 点 。 由 

SaApcp 一 SaPaDp， 3 
则 ZDPD 过 对 角 线 4C 
的 中 点 , 己 也 是 对 角 线 4C 的 中 点 。 因 此 从 
对 角 线 外 一 点 作 四 个 顶点 的 直线 不 可 能 将 四 
边 形 分 成 四 个 相等 的 三 角形 . 

吕 27 . 在 四 边 形 4BCD 中， 了 瑟 = 一， 
COC4D7=234OB， 

若 4C、B 九 的 交点 为 


D 
人 
忆 , 则 站 < 
人 acgp~ SeapD 取 
有 吨 C 


一 29AazB。 
解 设 4C 的 中 点 
为 五 , 则 Secgp~ Seagp 一 2SApsz， 因 为 
.42BC 一 一 尽 (问题 742)， 
有 4HB=-23A4OB= CO4D，， 


从 而 SaAapgB 一 SApEF。 
.Seoczgpw~ Se45D 一 2S、4zB。 
B28. 芳 延 长 下 

四 边 形 4BCD 的 

各 边 , 在 其 外 部 作 D 

成 两 个 二 角形 到 
BCB、 cz 的 面 

积 相等 ,证 明 此 四 

边 形 被 一 条 对 角  A 
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线 平分 。 
解 因为 Saescz 一 Secpr， 两 边 都 加 上 

人 A 人 BOD 得 了 
Sappg 一 Saappr。 


瑟 玉 1] 了 3D， 


Saaac:Saasog， Seascp:Sacpm 
有 SaAapc:Saaop 一 SAacp:Sacppr。 
但 Seacg 一 SacpmP， 
“， SA4so 一 Se4cp， 
邯 四 边 形 4BCD 被 4C 平分 . 
829， 芳 四 边 形 4BCD 对 角 线 的 交点 为 
Q@, 则 这 个 四 边 形 有 
的 面积 等 于 以 
4C、BD 为 两 边 ， 
夹 角 等 于 人 DOC 
的 平行 四 边 形 面 
积 的 一 半 。 
解 过 忆 、 作 工 
平行 于 4C 县 长 等 于 4C 的 直线 疡 BR 、 BR 最 
然 卫 BZZ 是 平行 四 边 形 。 所 以 
有 2 四 边 形 4BCD 的 面积 
一 口 万 有 TB 的 面积 
注 _ 若 四 边 形 的 面积 为 8 两 条 对 角 线 的 
长 为 G、 2 其 夹 角 为 9, 则 


8= 也 absing- 


830. 过 四 边 形 4BOD 的 顶点 4 作 BC 
沁 


的 平行 线 , 过 号 作 
4C 的 平行 线 , 这 两 
条 直 绥 的 交点 为 
五, 证明 人 ZEBDD 的 
面积 等 于 四 边 形 
24BOD 的 面积 . 

解 由 题 意 有 瑟 B44O， 所 以 人 ABBD 是 
以 四 边 形 4BOD 的 对 角 线 4C、BD 为 两 边 ， 
以 其 夹 角 为 角 的 三 角形 , 故 根据 上 题 得 

Sazgap 一 四 边 形 4BCD 的 面积 . 

831， 在 对 角 线 之 和 一 定 的 四 边 形 中 , 面 

积 最 大 的 四 边 形 是 怎样 的 形状 ?说 明 其 理 
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由 。 
解 设 对 角 线 的 长 为 王 了 , 其 夹 角 为 6 的 
四 边 形 面积 为 8,， 根据 问题 829 的 注 , 得 


8 本 Zainb， 


当 互 、 工 一 定 ，9=-90" 时 。& 最 大 。 如 果 
立 十 工 一 定 ( 民 、 立 是 正 数 ) 则 当 驴 一 荆 时 ， 
民工 最 大 。 因此 对 角 线 相等 ,， 且 垂直 相交 有 时 
面积 8 最 大 。 

832. 连结 凸 四 边 形 4BCD 的 对 边 的 中 
点 ， 两 线段 ETG、 
5 的 长 分 别 为 
4、 2 其 夹 角 为 
26， 有 求 四 边 形 
4BOD 的 面积 . 

解 因为 瑟 开 
1 3D, 且 


BB = 也 EBD， 
二 
。 人 4BB 二 二 心 A4BD。 


Saoza = 也 SAcasp， 
“， SaA4z 巨 十 SAczre 
= 祁 四 边 形 4BCD 的 面积 
Sepage 十 SAppp 
=- 邯 四边形 4BCD 的 面积 ， 
.站 5G 瑟 的 看 积 . 
= 于 四边形 4BCD 的 面积 


同 理 ， 


但 口 刀 FG 的 面积 一 序 o2 sing( 问 题 829)， 


.…。 四 边 形 4BOD 的 面积 =cBsin 6. 
833， 若 四 边 


形 的 一 组 相对 的 CA 
顶点 ， 沿 同方 向 、 WA 
以 等 距离 移动 , 则 
其 面积 不 变 . SN 
解 四 边 形 


4B8CD 的 相对 顶点 4 C， 沿 局 方向 且 使 
4 五 一 OF 移动 到 点 好 用 作 成 四 边 形 百 BBHT) 
则 在 四 边 形 4BCD 和 了 BFD 中 对 角 线 BD 
公共 , 另 一 对 角 线 40 与 召 平 行 且 相 等 , 因 
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此 这 两 个 四 边 形 由 于 两 对 角 线 不 变 ， 且 其 交 
角 不 变 ， 根 据 问题 829 知 ， 这 两 个 四 边 形 等 
积 . 
8a4。 把 六 边 形 每 相隔 一 个 顶点 灌 同 一 
方向 等 距离 移动 ,其 桓 积 不 变 . 

解 “ 如 图 , 设 六 边 形 人 从 
4BCD 如 克 相 隔 一 个 顶 
点 的 顶点 为 至 . 刀 、 孔 
分 别 沿 同一 方向 等 距 
离 移动 到 有 也 忆 的 C 瑟 
位 置 ,根据 上 题 有 ~ 

四 边 形 4BCD 的 面积 
~ 四 边 形 4B'CD/ 的 面积 ， 
四 边 形 4DB 的 面积 
一 四 边 形 4D'BF 的 面积 
两 式 相 加 得 
六 边 形 4BCOD7 的 面积 
一 方 边 形 4B'OD' 写 1 的 面积 

83s5，。 涯 四 内 接任 意 四 边 形 的 四 条 边 为 
定 长 ， 则 其 面积 与 边 在 了 一 
国内 排列 蚌 序 无 关 ， 但 
角 的 大 小 随 边 的 顺序 改 
变 而 变化 。 

解 设 4BOD 为 加 
内 按 四 边 形 ， 且 各 边 的 
长 度 一 定 ， 设 外 拉 四 的 轴 心 为 0, 把 点 0 与 
各 顶点 连结 ， 得 四 个 三 角形 04B、OBC、 
0OCD.0D4. 如 果 政变 四 边 形 各 过 的 上 
因 每 个 三 角形 的 边 是 由 四 边 形 的 一 条 边 与 外 
接 贺 的 两 条 半径 组 成 的 ,所 以 其 面积 一 定 ,从 
而 其 和 也 一 定 . 

其 次 , 设 CD> 4D, 改变 其 怖 序 , 设 4 一 
CD, 驱 B4D> 红 吃 4D 所 以 

人 .B4DP'<_B4D。 
因而 改变 边 的 顺序 , 其 角 的 大 小 也 随 之 改变 . 

836. 潜 四 边 形 刀 
4BCD 的 对 角 线 4C 
是 由 互生 分 别 和 
它 所 作 垂 线 的 等 差 
中 项 ， 则 四 边 形 
4BCD 的 面积 等 于 以 4C 为 一 边 的 正方 形 面 
积 

解 设 40-d BB-o DBP-~9， 按 题 总 


避 
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aq 一 到 +g)， 
而 

四 边 形 4BCD 的 面积 = 于 CD 二 d)， 因 

将 @ 代 入 @ 式 得 
四 边 形 4BCD 的 画 积 一 咏 。 

837. 从 四 边 
形 4BCOD 的 各 顶 
点 引 已 知 直 线 的 
平行 线 , 分 别 与 不 
过 此 顶点 的 对 和 负 
线 相交 于 点 人 4、 
B'\、C\、D,， 则 四 边 形 4B'CJD' 的 面积 等 于 
四 边 形 4BCD 面积 . 


解 ”因为 
44 1 BB'， ,SA4pBp' 一 SA4BB 
BB' /CC 。 SAcaB' 一 SAcraB3 
4L4f DPD，，…， SAapp 一 Seahpp 
CC 1 DD'， :Sacpp 一 Sacpp'。 


将 这 些 等 式 两 边 分 别 相 加 得 
SA4BB' 十 SAcaB' 二 SA4DD' 十 Sacpp' 
一 SA4'BB' 十 SAo'BB' 十 SA4pD' 十 SAo'pp 
即 ”四边形 4BCD 的 面积 
一 四 边 形 4'BCD' 的 面积 
838， 过 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 83D 的 
中 点 吾 , 作 4C0 的 平行 
线 VGNG， 与 4 有 7、BO 
的 交点 分 别 为 东 G, 则 / 没 N 
4G 或 C7 平分 此 四 边 5B AN 
形 . AAA 
解 因 罗 为 BED 的 ^ 
中 点 ,所 以 SApcsg 一 Sescg，SAphF 一 SApdp。 
四 边 形 4BCD 的 面积 


一 于 四边 形 4BCD 的 商 积 . 


而 了 G/4C, 所 以 Sa4czg 一 Saakec， 
四 边 形 4G0D 的 面积 
一 四 边 形 4BCD 的 面积 


=- 半 四边形 4BCD 的 面积 。 


所 以 4G 将 四 边 形 4BCD 二 等 分 . 同 理 ，CZ 
也 将 四 边 形 4BCD 二 等 分 . 
839. 芳 过 四 边 形 4BOD 的 两 条 对 角 线 . 


”一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 


172 第 二 编 


明 题 


40,、BD 的 中 点 也 也 分 别 作对 角 线 的 平行 | Sapip 十 Sercp 一 二 四 边 形 4BCD 的 而 积 。 
D - 


线 , 连结 其 交点 卫 与 网 
各 边 的 中 点 ， 则 此 四 
条 线段 将 原来 的 四 边 
形 面积 四 等 分 . 

解 设 4\ 了 3 分 别 
为 4B5、BC 的 中 点 ， 
则 AB4'R、ABB'F 分 别 等 于 A4BD、 


和 DC 的 寺 . 所 以 
四 边 形 F4'BB' 的 面积 
一 了 四 边 形 4BCD 的 面积 。 
又 PF1 4 有 SApip 一 SarkB，、 
.…。 四 边 形 P4'BB' 的 面积 
一 四 边 形 F4'BB' 的 面积 

=- 也 四 边 形 4BCD 的 面积 

同 理 ， 四 边 形 PB'ICOO、PODD'、PD'44' 都 

等 于 原 四 边 形 的 四 分 之 一 ， 所 以 P4'、PB'、 

EFC'、PD' 四 等 分 四 边 形 4BCD 的 面积 . 
840. 设 四 边 形 


D 


4BCD 的 对 角 线 

4C\BD 的 中 点 分 别 CS 

为 取 巴 直线 BF > 

与 边 4B、CD 的 交 NS 


点 分 别 为 了、9, 则 
Sercp 一 Saeha 一 也 四 边 形 4BCD 的 面积 。 


解 Sapcp 一 Sapgc 十 SAppB 十 心 scPz) 
因 。 BFD， 
。 eppg 一 SepBE，4 万 一 已 CO。 
SaAcpg 一 SA4PE， 


SaApPcp 一 Saepzo 十 SAPBE 十 SA4PB 
一 Sepgo 十 SA4EgB 


一 到 四 边 形 4BCD 的 面积 . 


对 于 人 A@4 号 也 同 理 可 证 。 
841， 过 四 边 形 
4BC7 的 两 对 角 线 中 
点 如、 忆 的 直线 ,与 边 
4 有 .CD 的 交点 分 别 、 
为 总 ， 若 在 6 五 
上 任 取 一 点 己 则 


843. 设 圆 O 的 A_- 

外 切 四 边 形 4BCD 六 人 
的 对 角 线 4C、2BD OO 人 
的 中 点 分 别 为 及 也 人 bL 


解 ”由 上 是 
8umis 一 豆 四 边 形 4BOD 的 面积 ， 


因 Saag4B 一 SAP4B 十 SAP4 十 SAPaE， 
由 4 万 = 一刀 0, 得 SAp4aB 一 SApoa; 
又 五 太一 DP， 得 SApBB=- SAPDE。 
人 AB4B 一 SAP4B 十 APoE 十 SAPD 豆 
一 SAp4B 十 SAPcD， 
"。 SApP4B 十 SAPop 
~- 也 四 边 形 4BCD 的 面积 。 
8e42。 省 国 0 的。 A 
外 切 四 边 形 4BCOD R 
的 对 角 线 4C 的 中 
点 为 吾 ， 则 


SAsoOE 一 SApoz。 四 忆 
解 因为 4BOD 


为 图 的 外 切 四 边 形 ， 所 以 
4B+CD=4DTBC. 
设 了 为 圆 0 的 半径 , 用 于 了 乘 上 式 得 


工 
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因此 
SAo4s 十 Saopc 一 Sao4p 十 SAoao 
一 于 四 边 形 4BCD 的 面 可 。。 @ 
又 因 允 为 4C 的 中 点 ， 
SA4HB 十 SApBO 
一 于 四边形 4BCD 的 面积 . @ 
由 四 、@ 得 


SAo4s 十 Saopo 一 SaA4BE 十 SaDpEc， 


4LD.7 十 去 BO。 


即 Seonc 一 Sepgo 一 Se4BB 一 SAo4B， 
因此 Sapog 十 SaAcop 一 SAaopg 十 Sea4op。 
内 于 召 是 4C 的 中 点 ,有 
SA4sog 一 SaAoopy 
"， &SApoz 一 SAapozg。 


则 及 OO 在 一 直线 8 
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上 。 [牛顿 定理 ] 

解 ”根据 上 题 有 Sapzog 一 SAzoz， 因 为 下 、 
九 在 直线 BO 的 异 侧 ， 所 以 8O 的 延长 线 过 
ED 的 中 点 肌 即 到 O、 卫 在 一 直线 上 . 

844， 设 四 边 形 4BCD 的 边 B4、CD 的 
延长 线 相交 于 点 CG， 对 角 线 BD、4C 的 中 点 
为 及 丈 则 

Saczgz 一 工 四 边 形 4BOD 的 而 积 

解 Sacgr 一 SAsgca 一 (Sagcg 十 SAccz) 。 


出 马 为 2 的 中 点 ,所 
以 


Saroe= 喜 SAcac。qD 

又 了 为 4O 的 中 点 ， 所 

人 斑 

SAgcz 一 束 Sakrco 加 


Saccor 一 部 Saa4cc。 @@ 
把 @@.@、@ 代 入 最 初 的 式 中 ， 


oaAcgz 一 于 [Sacac 一 (SA4aEc 十 Sa4cc)] 
一 记 四 边 形 4BCZ 的 面积 . 


而 允 为 BD 的 中 点 ,所 以 
四 边 形 4BCB 的 面积 


一 于 四 边 形 4BCD 的 面积 ， 


故 ”&ezz 一 工 四 边 形 4BCD 的 面积 


845. 任意 四 边 
形 的 两 条 对 角 线 的 
中 点 ,两 组 对 边 延 长 
线 交 点 的 线段 的 中 
直线 上 . [ 牛 颊 线 ] 

. 解 设 四 边 形 为 4BCD,， 对 角 线 4C、BD 

的 中 点 为 忆 9, 两 组 对 边 延 长 线 的 交点 为 
_G、 互 ， 根据 上 题 有 


Sacpe 一 SaaPe 
一 天 四 边 形 4BCD 的 面积 . 


所 以 AGPe 与 AREP9 等 积 ，G、 歼 在 E9 
的 异 侧 , 因此 9P 的 延长 线 过 G 互 的 中 点 书 
即 及 q、 五 在 一 直线 上 。 


角 顶 点 的 直角 三 角 
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针 。 平 方 关系 
(也 勾 股 定理 及 其 应 用 
846. 直角 三 角形 斜 边 上 正方 形 的 面积 
等 于 另外 两 边 上 正方 形 的 面积 之 和 。 
[ 勾 股 定理 或 毕 达 哥 拉 斯 定理 ] 、 
解 ” 设 在 以 4 为 直 c 


形 4BC 的 外 侧 , 分 别 
作 正 方形 BCZD、 
4BFG、4CK 玉 ， 从 
4 引 BC 的 垂 线 4 
4 的 延长 线 与 了 如 
的 交点 为 妈 ,， 则 


SA4ep 一 子 口 EDMZ 的 面积 ， 


Sarsc 一 忆 正方 形 BFG4 的 面积 ， 
因为 B4= BT, BD= BO, “4BD= FFBO， 


所 以 ' 人 4BDPceAPFBC， 
。…， 口 BDI 的 面积 
一 正方 形 BFC4 的 面积 。 
同 理 
吕 CZM 瑟 的 面积 一 正方形 4CK 克 的 而 积 。 
“， 正方 形 BDBC 的 面积 
一 口 BDM 的 面积 
”十 己 0CZ 于 到 的 商 积 
一 正方 形 BFG4 的 面积 
十 正方 形 4C 天 所 的 面积 ， 
即 BC2=4BF2 十 402. 
847. 设 人 4BC 
的 边 BO、C4、4B 分 
别 为 6、D、c 角 44 为 
2， 则 
02 一 22 十 0? ?区 
一 20c.cos6. 加 
解 从 C 向 4 引 垂 线 , 垂 足 为 也 。 
(人 当 2 是 锐角 时 ， 
厂 =cC 一 pcos0; 
CD=Dsin6。 


在 直角 三 角形 BDCO 中 ， 8 二 一 一 5 


CQ2 一 (C 一 bcos6)2 十 (singb)32 
一 0 十 达 一 2c0 cos6。 
(2) 当 9 是 钝 角 时 ， . 


174 


也 D=c 二 5cos(180。 一 人 一 C 一 pcos6， 
CD=bsin(180。-- 外 一 bsin6。 
得 到 与 2 为 锐角 时 相同 的 结果 ， 

848. 在 直角 三 角形 4BC(C=90?) 的 
叙 边 4 上 向 外 侧 作 正方 形 473, 在 另外 
两 边 上 向 外 侧 作 正 方形 4CLE、COBMN, 从 C 
作 了 到 的 垂 线 CZF， 从 作 BC 的 垂 线 DG， 
CO7 与 DG 的 交点 为 互 , 则 

正方 形 4C7 的 面积 
正方 形 CBMTX 的 面积 一 口 CZB 的 面积 。 

解 在 人 KE4B、Ac4D 中 ，4 开 = 4LC， 
4 也 =.4D， 一 区 4= 0C4D， 

.人 AKE4P22AC4D， 
因 和 41CZ， 
“正方形 4EZO 的 面积 一 2SA4rp。 
又 4D1CH, 4C1DG， 

口 4DPEC 的 面积 =2Sa4pc。 
因此 
正方 形 4C7 苞 的 面积 = 口 4DZEC 的 面积 。 
闻 理 


正方 形 CBMAN 的 面积 
一 口 CBZB 的 面积 . 


849. 若 从 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 
4 作 斜 边 BC 的 垂 线 4 互 , 则 

(TD 4B2 一 了 .BO，(3) 4C2 一 C.BCO， 

(3) 4 媚 2?= B 万 . 互 C。 

解 ”4 如 图 所 示 ， 
设 4 互 的 延长 线 与 二 了 
的 交点 为 鼠 ( 参 考 问题 
846 的 解 )。 则 正方 形 
4BDZ 的 面积 

一 口 BZR 玉 的 面积 ， 
即 4B2 一 B 互 .BT7。 


=- 口 4DBC 的 面积 ， 
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也 了 一 BO， 
-。 4F? 一 了 B 万 .BO。 
(2) 同 理 正方 形 4CG 交 的 面积 
一 口 妃 MC 的 面积 ， 
即 402 一 O.OM。 
因 CU= BC， 
402 一 TO BO。 
(3) 在 直角 三 角形 4B 万 中 4 丽 ? 一 4B2? 一 
刀 2?， 因 为 
4B2 一 万 万 .BO 所 以 
4 万 ?一 也 如. BO 一 盏 万 2 
一 BE(BO- 了 3 刀 ) 一 了 如 . 瑟 CO。 

850.， 在 矩形 4BOD 的 边 4DD 人 
玖 ,使 D 一 DO, 作 吾 刀 
垂直 于 4D, 与 以 4 为 
圆心 、4D 为 半径 的 加 
弧 交 于 点 也 则 了 DZ 一 
2 口 4BOD 的 面积 。 

解 设 D4G 为 加 的 
直径 ,有 人 DHG 一 一 忆 由 上 题 知 

刁 D2 一 万 .DG 一 207 .4 
一 32 口 4BCD 的 面积 
(…” DT= DO DG=34D)。 
851， 在 三 角形 4BC 中 ，A 


若 4B2?= B02 二 0O42， 则 是 直 
角 三 角形 . 


解 作 A4'B'O1， 使 4C' 一 
40， BIO BC 且 .4OB' 有 


BR。 根 据 毕 达 哥 拉 斯 定理 得 八 、 
B， 


4B2 一 BC 二 40 
4B.。 因 


但 因 


根据 假设 4B? 一 402 十 BO2, 而 《 
BC 一 BO, 04 一 04， 所 以 4B' 一 
而 
A4POcA4'BO。 

故  A40B= .40O'B' 一- 瓦 
即 人 4BC 是 直角 三 角形 ， 

852. 用 下 式 表 示 三 边 长 的 三 角 : 形 是 直 
角 三 角形 ,为 什么 ? 

(72 一 02，277271， 7702 十 722; 

(3) 4P2? 一 1，4P,， 4P2 十 I。 

解 ”根据 上 题 ， 要 判定 三 角形 是 否 为 直角 
三 角形 ， 只 要 看 两 条 小 边 的 平方 和 是 否 等 于 
最 大 边 的 平方 。 


人 
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(GD)》 (mr2 一 z2)? 十 (2mz0 

一 74 一 20z2702- 二 24 士 40002722 

一 1224 十 2702002 十 24 一 〔《202 二 02) 2 
所 以 (mm2 一 02)2 十 (27002090 2 一 (702 二 722 
因此 这 个 三 角形 是 直角 三 角形 。 

(2) 《42 一切 2 十 (4P) 

一 16 衬 一 8P2 二 1 十 1622 

一 I6P4 二 8B2 上 1 一 (4F2 十 1T)2 
因此 这 个 三 角形 也 是 直角 三 角形 . 

-853. 设 三 条 线段 的 长 为 GD、c 如 果 
满足 a2<z22 汪 co、22<c2-a2、c2<a2 十 22， 那 
么 用 这 些 线段 能 否 作出 三 角形 。 

解 因为 g2< 刀 十 co 所 以 … 
C2<< 友 二 22 十 c2， 
即 a2< (2+c)2.。 因为 c、b、2 都 是 正 数 ,所 以 


aa<Db 汪 c。 同 理 有 


2D<c 二 Co，c<a 十 D， 
即 G、2、 2 中 的 任何 一 条 线段 都 小 于 另外 两 
条 的 和 , 所 以 用 这 三 条 线段 能 作出 三 角形 . 
854. 直角 三 角形 斜 边 上 的 正三 角形 等 
于 另外 两 边 上 的 正三 角形 之 和 。 
解 设 人 45C 为 直角 三 角形 (人 4 一 一 1) 
在 4B、BO、C4 上 作 正 
三 角形 。 依 次 为 4BR 
BCD、C4 互 ， 则 
A4BF- 六 a 4B2， 


ABCD- 之 2 BC ] 


A4Cz-Y 403a。 


根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 4B2 十 4C2 一 BC?。 


2 


4B2? 十 一 一 402 一 0 


“。 0 

855, 矩形 面积 等 -下 
于 在 该 矩形 相 邻 两 边 上 
所 作 两 个 正方 形 的 对 角 
线 为 边 的 矩形 面积 之 
半 。 

解 ” 设 在 矩形 4BOD 
的 两 条 邻 边 4B\ 4LDE E D -“ 
分 别 作 正 方形 ， 引 对 角 线 4 取 4B， 因为 
l.4B1 一 一 已 所 以 


4 到 一 4B2 二 BF2 一 24DB2?。 

河 理 4 万 2 一 2 47D2， 

“。 4 了 2.412 一 4.4DP2.4D2， 
4 万 .4 也 一 2 .4 了 .4D， 

故 4B.4D= (4 了 .4) 三 2。 
因此 和 拢 形 4BCD 的 面积 等 于 以 48、4 刀 
为 边 的 矩形 面积 之 一 半 。 

856. 在 直角 三 
角形 4BC 的 两 直角 
边 4B、BC 上 上 向 外 
侧 作 正 方形 4BD 了 8、 
BOFG, 延长 B4、 
2BC 分 别 到 瑟 、 忆 ,使 
如 一 OZ 也 天 一 4 万， 
则 “0 五 = 4 玖 。 

解 ”根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 

CRB2-- 刀 妃 ?十 BO2 一 OZB2 十 BO2 
(… 也 万 一 CD) , 
CBE2 一 CD2 十 五 D2 一 CD2 十 4B2， 
。 CE? 一 CD2 二 4B2BO2。 
同 理 ， 
4 已 ?一 盏 玉 2? 十 4B2 二 .412 十 4B3 
一 4G2 十 GF2 十 4D2 
一 CD2 二 BC2 二 4B2 
一 CD2 二 4Ba 二 BCO2。 
。 CB= 4 

857. 若 直角 三 角形 的 一 个 锐角 是 另 一 
个 锐角 的 两 倍 ， 则 在 两 条 直角 述 中 ， 大 边 上 
的 正方 形 等 于 小 边 上 正方 形 的 A 
三 倍 。 

解 在 一 2 为 直角 的 三 角 
形 中 ,ALC=2~4。 

所 以 4=30"*，-C=60"。 
40C 是 BC 的 两 倍 ， 
所 以 402=- (2B0)2 一 4B0O2. 
4B2 一 402 一 BCO2， 
.…。 4B2? 一 4B02 一 BO2 一 350C2。 

858。 若 三 角形 一 边 上 
的 正方 形 大 于 等 于 、 或 小 于 
另外 两 边 上 的 正方 形 的 和， 

则 此 边 所 对 的 角 为 钝 角 、 直 
角 或 锐角 。 CG 
解 在 A4BO 中 ,从 C 作 了 


因 


小 4C 的 垂 线 CD, 使 CD=0DB, 连结 4D， 则 


176 
会 4CD 是 直角 三 角形 ,所 以 


4D2 一 402 二 0OD2 一 .4402 十 BO2， 
车 4B2> 402? 二 BC2， 则 4B2?> 4D2。 
4 万 >.4D， 

即 A4CB 和 人 A4CD 中 的 两 边 相等 , 第 三 边 
4 瑟 比 4D 大 所 以 AL40OB>4COD 即 
AL4OPB> 一 RR。 

车 4B2 一 .4402 十 BC2 则 4B 一 4D， 

AL40OB= 40OD= AR 
车 4B?<4C?+ BC 则 4B< 4D， 
LA40F< -40D- RR 

859， 在 直角 三 C 
角形 46C 的 斜 边 4B ZN SS 
上 有 一 点 也, 浇 2 公 

4D.DB 一 CD2， A 8 
则 忆 是 4 的 中 点 ， 
或 直线 CD,.4 垂 直 ， NU 

解 ”因为 已 

AGC 一 -已 
所 以 以 48B 为 直径 的 圆 ， 过 点 C。 设 CD 的 
延长 线 与 圆周 的 交点 为 吾 ， 则 由 方 守 定理 有 
4D.DB=CD.DZ, 因 4D.DB=CD2， 
CD= DB 

4 召 是 直径 ， 所 以 也 是 4ZB 的 中 点 。 当 
CD1L4 时 也 成 立 。 

860，， 在 直角 人 A 人 45C 由。 若 引 一 线段 
忆 8 使 其 两 端 刀 瑟 只 
分 别 在 直角 边 4、 
4C 上 , 则 了 

CD2 十 刀 B2 
一 DZE2-LBO2. 丰 生 C 
解 因为 CD? 一 4D2 二 402， 
五 已 2 一 妇 B2 上 4 万 2 

两 边 相 加 得 : 

CD2? 十 BB2 一 4D2 上 4 万 二 4C2 十 4B2 

一 疡 BE2- BO2. 

861， 若 在 等 腰 A  . 
直角 三 角形 4BC 的 
斜 边 BC 上 ， 了 到 任意 
一 点 也， 则 
24D?= BDeTDC?， 电 MD 


解 由 问题 736, 设 为 30 的 中 点 , 则 
BD2 二 DO2--2(BM2?+DM2) . 


册 于 和 人 4BC 是 等 姐 直 角 三 角形 ， 有 4M 一 ， 
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BM 旦 4M TB 
BD2+DO? 一 2(4M2? 二 DIM2) 一 2 4D2. 
862. 在 直角 三 角 
形 4BC 中 ,车 斜 边 BO 
的 垂直 平分 线 与 边 4D、 
4C 或 其 延长 线 分 别 相 
交 于 点 也 、 三 , 财 

BZB2、 刀 42 一 402， 

CF2- 4 了 一 4B2。 

解 ”连结 BC, FB， 因 为 了 BF 是 BO 的 垂 
直 平分 线 , 所 以 BB8=CB，BB 一 CF。 在 直角 
三 角形 4BC 中 。CB2 一 4 古 2 一 402， 

'。 万 刀 2 一 4ZB2 一 402. 
在 直角 三 角形 刀 4 九 中 ， BF2~ 472 一 4B2， 
ON2 472 一 .47， 
863， > 入 


角形 4BC 的 一 边 BC NS 
忆 


的 中 点 双 , 作 斜 边 4 已 


的 垂 线 MN. 则 
4N2 一 BN2 一 40?. 
解 LA4NM 一 -BR 
4N2 一 .41 一 MXa2。 OO 
又 LEBNM= BR 
' BN2? 一 BM2? MXN2?=CM2 20N2， 
@ 
由 四 一 @ 得 : 
4N? 一 EN? 一 4MX2? 一 0OM2 一 4C2. 
864.， 和 若 三 角形 


4BC 是 以 4 为 顶点 
的 等 用 三 角形 。C 
是 4 召 的 垂 线 ,性 已 是 
2C 的 垂 线 , 则 
4.B2 一 P42 二 已 X2。 
解 人 42B0 是 等 腰 三 角形 , 设 4 上 BC， 
则 BM= MG， 
4 了 2 一 .47 
一 (4M2? 十 BMK?) (4M2 十 Ph9) 
一 BM2 一 Ps 
一 (BMPM)(BMTPM) 
一 BP.PO. 
因 BXC= 一 马 内 问题 89 有 BP.EO= 
工 P2。 


.4B2 一 AP2 一 了 全 P2， 
故 4B2=4P2 十 工 P2。 
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865. 在 正三 角形 4F5OC 内 取 一 点 书 若 
DB?-H FEO2=- 忆 42， A 
则 DBPO=150". 
解 ”如 图 所 示 , 在 CP 
上 作 正 三 角形 CPB,， 则 
A4FCeeABEO (两 边 B 
夹 角 ) ,所 以 P4 一 了 3. 
- 因 .CO==ZZB， 已 
根据 假设 PEF2 十 FO2 一 Pd2， 
-了 B2 十 书 72 一 万 2 
因此 APBB 是 坦 角 三 角形 ， 人 BP 玉 =90。， 
os BFO=90" 十 60" 一 二 0". 
866。 从 直角 三 A 
角形 45C 的 斜 过 BC R 
的 中 点 DO 向 4B、4O 
引 直 线 CP、09, 使 日 站 c 
一 FEO9G 为 直角 , 则 
DFI 十 Ceo2 一 P62. 包 
解 延长 90 到 Q@， 使 09=09， 
ZE, 由 PO196 有 了 9= BE 
根据 假设 O 是 EC 的 中 点 ，09=-09， 


连结 


所 以 BC' 一 09(39'C@ 是 平行 四 边 形 )， 

…， BP2+CG2 一 BP2 二 BO2. 
因 4C/ B8， 且 .4= -已 有 ZPBC'= 
一 


as DBP2 十 BO92 一 PO92， 
ee P2 二 CO92 一 PP92， 


867. 若 在 人 4BC 的 两 边 4 万 、4C 上 


作 正 方形 4BDR、4CFHG, 连结 BG, 则 
BEG? 十 50?=2(4B2 二 4C9) 。 


解 以 4 为 中 心 , 旋转 人 A4BC, 使 4C 与 
4G 重合 , 点 妃 的 位 转 为 刀 '。 由 
DB4OT+ BE4G=2 一刀 
有 LAG4B ABRU4G=2A 忆 
所 以 如 、4、 吾 ' 是 一 直线 ， 且 了 4 一 4B'， 根 
据 问 题 874 有 
了 EG2 二 GEB'2 一 2(4G3-L4B'2)， 


ee vs vivi 一 or 


面 各 《17y 
“， 了 EGG? 十 BO 一 2(4C2 十 4D2) 

868. 设 在 人 .4 为 直角 的 三 角形 4IO 
的 各 边 上 向 外 侧 作 
正方 形 B4DDB、 
CDB8HG、4OC57T, 连 
结 如 万，G 兢 ， 则 

也 2 十 G 如 2 
一 55C2. 

解 从 丈 向 劝 B 
的 延长 线 作 垂 线 
也 玉 , 因 直 角 三 角形 4BO、 吕 后 BC、 
3 尺 相 等 ,ZL4BCO= 一 忆 BT， 

人 4PCS2 人 民有 ， 
4 一 到 嫩 ，4OC 一 的 有 
五 太一 2 4 忆 ， 
所 以 在 直角 三 角形 了 8H 中 ， 
五 72 一 如 及 ?十 玫 帮 ?一 (2.4DB)2 十 4C2。 
闻 理 ， 到 G2=- (34C)2? 二 472， 
把 上 两 式 的 两 边 相 加 ,得 

2] 

一 (24B)2 十 4C2 二 (24C)2 二 4B2 
一 54B2? 十 5402 一 5(4B2- 402) 
一 5.BO2。 


869，， 设 在 人 4BC 各 边 上 外 侧 的 正方 形 
分 别 为 4BDB、 员 
4O7G、BCHT, 连 NS 
结 BG, 也 , 开 D 作 D 呈 
成 六 边 形 ， 则 六 边 fg 六 
形 各 边 上 的 正方 形 
之 和 是 三 角形 三 边 区 
上 正方 形 之 和 的 式 
信 。 车 ~B4C 是 长 于 
直角 ， 则 六 边 形 各 边 上 正方 形 之 和 等 于 斜 边 4 
BC 上 正方 形 的 8 倍 . 
解 ”由 问题 867 有 
BG2? 一 2(4B? 上 402) -BOa， 
DK2? 一 2(4B2 十 BO2) -402， 
TH2? 一 2(4C2? 十 BO2) ~ 4B2， 
。。 了 G2-D 瑟 ?十 历 末 9 
一 3(4B2? 十 4C2- BO2) ， 
瘀 而 
BEG2 十 瑟 D? 十 刀 并 ?十 天 瑟 ? 汪 刀 万 2 二 Ga 


一 4(4B2 二 402 二 BO2) 
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BOz 一 4B2 十 4C2?， 
所 以 .4(4B2 十 4C2? 十 BOC2) 一 8BOC2. 
870. 在 直角 三 角形 | 
4BC 的 边 BC 和 4B 上 
向 外 例 作 正方 形 BC 如 忆 
与 4BD 玉 , 若 从 C 作 4 A 
的 垂 线 CZ,， 则 
DK2 一 CT2 
一 (4-+B7D)2。 三 了 
解 由 瑟 作 了 8 的 垂 线 其 垂 足 为 M， 则 
- AKBM= -CBEL= -RMBO. 
因 3 BO， KMDB=-AOLB 一 BR 
:人 KBMNE2ACBT， 
M=CL，BM=BLZ。 ， 
在 直角 三 角形 . 开 歼 中 


DFE2 一 瑟 M2 一 DM2， 
所 以 
了 DR? 一 C72? 一 (DB 二 BM)? 
一 (BD+BZ)2= (4B 二 BZ)2。 
871. 若 在 三 角形 4BC 的 外 侧 ， 作 各 边 


上 的 正方 形 4BZBD、BCGH、40CZ25， 则 六 
边 形 DEFG 瑟 K 的 面 
积 为 
. 4B2 十 BO2+O42 
十 4SAaBc。 
解 由 问题 779 有 
SAakD 一 人 As 
一 心 AcG 互 一 Sa4ac， 
因此 六 边 形 的 面积 等 上 7 
于 三 个 正方 形 的 面积 与 四 个 人 4BC 面积 之 
和 ， 

872. 在 三 角形 4BC 中 ， 的 90?",， 三 
.角形 各 边 外 侧 的 正 
方形 分 别 为 4 了 万、 
BCOG 瓦 、C4KT, 车 下 
连结 互 囊 ,GZ 的 瑟 ， 
则 六 边 形 殖 五 GI 民 已 
的 面积 等 于 2(c? 十 
zc)， .其 中 BC=0， 
4G=D，4 万 一 c. 玫 

解 ALZE 饶 AL4HBC， 又 在 ABB 玉 和 
人 4BC 中 , 其 两 边 分 别 相等 , 且 其 夹 角 互补 ， 
所 以 Seza 一 9a45C。 

同 理 ， Saregc 一 Saaac。 


1 


1 边 上 的 正方 形 


证 明 是 


六 边 形 情 BEGZ 民 盏 
一 BO? 十 CO42 二 4B2 十 4SA480 


” 亚 G2 十 22 十 C2? 十 么 X 训 zc 


一 2c2? 十 25c 一 2(a2 十 BC) 。 

873， 在 以 -4 LDL 
为 直角 的 三 角形 
4B0 的 外 侧 ， 作 各 


BOCD 姻 、C4 刀 区 、 下 SS 
B4GT 

(3 溯 由 4 向 BO 
作 垂 线 4M, 则 4 邓 、 
ZOC、B 区 过 同一 点 。 了 D 

(2 过 如 有 和 4 的 交点 己 作 C4 的 垂 
线 PP4, 设 P9 与 BC 的 交点 为 @ 则 498 平 
分 4。 

解 〈D 延长 M4, 在 其 上 取 一 点 了 设 
4 一 BZ8， 则 四 边 形 BZ4 妃 为 平行 四 边 形 。 

因为 FC 4 (参照 问题 237)， 

"，EFOP7。 

周 理 ，BK ZLCO，ZM BC， 即 石 民 、C、 
ZaM 过 三 角形 BC 的 各 顶点 ， 并 与 对 边 垂 
直 , 所 以 这 三 条 直线 通过 同一 点 。 

(2) 由 41/CE， 

Seack 一 SA4oxy Seapc 一 SA4pK。 
由 POLO, 4BFTL4O, 有 POVY 4 已 ， 
SAapo 一 SA4ac。 
又 Sa4PK 一 号 4PB 
GaAsec 一 SA4pE。 
又 LO= 4 万 , P8@ 1L4C, Pd414 万 ， 


P9@-P4，…， 94P= 寺 ABR. 
因 了 B4C= AR，,…。， 40= DB49， 
故 49 平 分 二 4。 


(2 三 角形 的 中 线 、 重 心 ，s2 十 到 型 
874， 车 4M 为 人 A4B0 的 中 线 , 则 
4B2 十 402 一 2(4ax2 廿 BM9) 
5 中线 定理 ] 
解 由 点 4 向 BC 作 垂 线 其 三 足 为 互 ， 则 
4B2= 4? 十 BF2 一 4M2 二 BEB2 一 Ma 
4C2 一 4 万 ?十 CR2 
一 4M2? 上 CE? 一 MB 


“。 4DB2 十 402 
一 324M3?T(BZ2?CE2? 一 2 了 7 克 ?) 
根据 问题 736 有 人 
了 3 瓦 ? 二 CT2 
一 2BM2? 二 23M2， 
。 4B2 十 402 
= 24M2 二 2BM2 
875， 在 人 4FO 
的 BC 上 取 一 点 马 ， 
若 402 一 4F2 一 刀 X2 
一 CXZ2，4ZX 的 中 点 
为 2 则 
MB= MXC. B C 
解 ”由 假设 , 402 七 CZ2? 一 2 根 
据 上 题 4O2 二 OCX2 一 2(CM2 十 M 广 2)， 
”492 十 ZX2 一 2(DM2 二 MX2) 。 
由 上 两 式 得 CM2 十 MX? 一 BM2TMXR2， 从 
而 CX2= BMX?， 
CMMBM. 
在 三 角形 4BC 的 边 BC 上 取 一 点 


876， 
政 , 若 
4B3 二 403 

一 2( .4213 十 刀 M2)， 
则 对 是 不 是 边 BC 
的 中 点 . 

解 下 不 一 定 是 
BC 的 中 点 . 设 4 的 中 点 为 刀 , 则 在 人 4 邓 瑟 
中 ，4M2? 二 BaM3 一 2(MD2+4D2)， 

，2(4M3 十 BM2) 一 站 他 
根据 假设 、 

2(LJMTBMN2) 一 .47B2 十 402. 人 @@ 
由 图 、 因 有 4(MD2T4D3J 一 4B3-4LC2， 
因为 刀 是 4 她 的 中 点 ,所 以 
4.4D? 一 (34D)? 一 4P2， 
MD 一 402， 
即 224D= 40. 


要 使 本 问题 成 立 ， MD 必须 等 于 千 40, 因 
此 以 了 为 圆心 ,以 二 4C 为 半径 的 国 弧 ，_ 般 


与 BG 相交 于 两 点 ， 其 中 一 点 为 BC 的 中 点 ， 
而 另 一 点 不 是 中 点 ， 所 以 允 不 一 定 是 BC 的 
中 点 ， 

877 . 


已 知 直线 到 了 与 不 在 直线 上 的 两 


点 4、D， 在 直线 又 也 上 求 一 点 ， 使 4P2 十 EBDP2 


.4BC 中 之 了 8 是 第 *， 


- 边 平方 和 的 三 倍 等 于 


面 积 179 

为 最 小 . 

解 如 图 设 4 的 中 吉 M,， 根据 问题 
874 得 

4P2? 十 呈 P) 

一 2(4M2 十 已 M2) 

=- 也 4P2 十 2PM2， 
0 A -有 以 也 


小 ,只 要 使 PM 最 小 即 可 . 因为 己 是 瑟 Z 上 
的 一 点 ， 要 使 B 最 小 ， 则 须 使 王 为 由 戏 
向 和 了 所 作 垂 线 的 垂 足 ， 因此 点 好 在 直线 
XZ 上 的 垂 足 已 ， 是 使 4P2? 十 有 P2 为 最 小 的 
点 4 

878. 在 三 角形 


4 的 中 点 为 1 也 
为 高 (了 的 垂 足 , 则 3 
40? 一 2(4M2 二 MXDa) . 
解 ”因为 人 已 = 全 "，L 人 CDB 一 90*， 
EBD=CD。 


所 以 


故 
402=CD2 二 4D2 一 甩 D2 二 4D 
一 (ax 二 MD)? 二 (4 一 及 有 
-2CLa0+MDO。 
879. 三 角形 的 三 
三 条 中 线 平方 和 的 四 
倍 。 
解 设 A4BC 的 三 
条 中 线 为 4D、 吾 了 、CF， 由 问题 874 得 
4 瑟 +402=2(4D2+BD2)， 
4B2 二 BO? 一 2(BZB2 二 Co9)， 
40C2+ BO 一 2(CFo+ 47o) . 
又 BD-- 于 BC, 0B= 序 40, 48 一 二 4B. 
将 上 面 三 式 两 边 相 加 , 得 
32(4B 十 BO2? 上 4O2) 
一 2(4D2 十 了 B2 十 C79) 
十 于 (4B2 二 BO? 4C9)， 
.3(4P?T BO? 二 2O9) 
一 4(4D? 十 BE2TCOF2) 。- 


_880. 设 人 4BC 的 重心 为 G, 财 
4B3 二 BC? 上 TOC42 一 3(4G2 十 BG2 十 CG3)。 
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解 ” 由 上 题 有 ， 解 FG2 二 CCG23 一 3GD2- 上 23BDa 
4B2 十 BC2 十 C40 由 (问题 874)， 
一 委 (4Ds 十 BB? 有 E GD- 瑟 4G， 
十 CZ72) ， B 得 BGsTCG2? 一 工 463 二 2BDo 
但 因为 7 站 2 
3 3 3 3(BG? 于 0CG2 二 4G9) 一 3 .4G2 二 BO。 
4D= 总 4G，BB=3 5G，O1=.3 0G， 。 
了 了 其 它 也 同 理 可 证 ， 因 此 
所 以 4Bs 二 Bo2TC4s 34G2? 十 BC2 一 3BG2 二 402 
一 3(4G2 十 BG2 二 COG?) . 一 3CG2 开 472 
881， 设 人 4HC 的 轴 一 2(BG2 二 CG2 上 4G2) ， 
重心 为 G,， 则 884， 设 和 人 450 的 重心 为 G， 忆 为 任意 
4B2 二 4C2 总 区 一 点 , 则 
一 44G2 十 3BG2 二 CG2. 4P? 十 互 Pz 了 OP? 
解 设 延 长 4G、BG、 本 一 462 十 BG2 十 CG3 十 3PG2. 
CG 与 对 边 的 交点 分 别 D 解 设 BCO 的 中 点 为 盖 , 4G 的 中 点 为 五， 
为 卫 、 吾 、 互 ， 则 刀 、 吾 、 分 别 是 边 BOC4、| 连结 一 有 ，PD， 则 人 7 需 
.4 万 的 中 点 ,又 4G 一 36D, 4D=36D， 一 B2 十 PO2 


。， 452 十 4C2 
一 2(4D2 十 BD2) 
一 2(9GD2? 二 BD2) 
一 32(24G2+GD2 二 BD2) 
一 44G2 十 BG3? 十 CG23 
BC2TCG2 一 2(GD2 二 有 BD2)( 问 题 874) . 
882. 证 明 以 三 角形 各 边 为 直径 的 三 个 
国 面 积 之 和 与 以 各 中 线 为 直径 的 三 个 圆 面积 
之 和 的 比 是 定 值 . 
解 ” 设 三 角形 的 三 边 为 g、2m、c 三 条 中 线 
为 和 马 、?， 根据 问题 879 得 ， 
3(a2? 十 22 十 c2) 一 和 (1 十 722 十 ?2) ， 
并 22 二 0 (2 二 2 十 02) 一 和:3， 
以 4、2、2 为 直径 的 三 个 圆 面积 的 和 为 
Bi 一 工 (oz 十 2 十 9)， 


以 和 和 \ 即 为 直径 的 园 面积 的 和 为 
Bo 一 工人 PP 十 mm2 十 00) ， 


Si:82 一 4:3 是 定 值 . 
883. 设 三 角形 
4BC 的 重心 为 @ 
则 
BO2T3 .4G? 
=402T3BG3  B 
-一 4B2 十 30G2。 


1 ro 


一 2(PD2 十 瑟 D2) ， 
O 办 
了 .42 十 PG2 经 
本 
5 一 4(PGC2 十 GZ2) 。 @ 
电 、@、@@ 两 边 相 加 , 整理 得 
一 .42 二 已 B2 十 PO2 
一 3PG2? 二 4GB2T2(BD2 二 GE9 ， 
4G 克 ?= (2G 万 )2 一 .4G2， 
2(BD2TGR3) 一 2( 了 BD2 十 GD2) 
一 BG2 十 CG2。 
代入 上 式 得 
卫 42 十 疡 B2 二 POCO2 
一 3PG2? 十 4G2 二 了 BG2 十 CG2。 
885， 设 古 是 边 及 
长 为 & 的 正三 角形 
4.BC 所 在 平面 上 任 P 
意 一 点 ,证 明 
忆 4? 十 已 B2 
十 PO2 兰 oz。 3 
解 ” 设 正三 角形 4BC 机 G， 和 
4G 一 DG=0G 六 < 


根据 上 题 ， 
了 .42 十 已 B? 十 POCO? 一 493 十 BG2 十 CG2 十 3PG2 
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P4? 十 PE?TPO? 一 避 a2X3 了 3PG2， 
,。 卫 42 十 书 B? 十 PCO2 全 02， 
注 在 PFG=0 时 等 式 成 立 , 即 己 与 重心 G 


心 
已 。 


886,， 正三 角形 外 接 圆 周 上 的 任意 一 点 


到 三 顶点 的 距离 平方 之 A 

和 是 定 信 。 NS 
解 因为 正三 角形 PP 

4BC0 的 外 接 圆心 也 | 

是 重心 。. B 2 
设 忆 为 外 接 圆周 上 的 


一 点 , 则 OP 为 半径 ,并 且 O4、OB、 区 


于 半径 , 根据 问题 884 得 
4P2? 十 BP2 十 CPP 一 6( 半 径 )2 定 值 ) 
887.， 设 平面 上 和 个 点 4、B、C TD、 和 
的 重心 为 O， 若 卫 为 任意 一 点 ， 则 
卫 4? 十 也 B2 十 PO2 十 忆 D2? 十 … 十 PN2 
一 04? 十 0B2 十 002 十 0D2 十 …。 
十 ON2 于 2.OP2。 
解 设 三 点 4、B、C 尼 
的 重心 为 0， 根据 问题 P? 
884， 
P42? 十 已 B2 十 PO2 
一 G.42 十 GEB2 十 GO2 
十 3PG2. @ 人 A 
第 四 点 为 也, 设 在 GD 上 取 点 G,， 使 
GGIGDD=1:3， 
那么 8 是 4、B、C、 
也 的 重心 ， 根 据 问 题 和 
890， 
3PG2 十 忆 D? 
一 3GG'2 二 G'D2 
二 4FG2。 图 攻 B 
@T@ 得 
了 .42 十 已 TB2 十 PCO2 十 已 D? 
= (G42 十 GB2 二 GOC2 二 3GG'2) 
十 GD2 二 4PG” Q@ 
与 也 同 理 ,得 
GTGB2 二 GO2 十 3GG2 
一 G'42 十 G'B2 二 GO2。 
将 上 式 代 入 @ 得 
三 42 十 已 B2 二 PCO2 十 忆 D3 
一 G42 十 GDB2 二 GO2 二 GD2 二 4PG2。 因 


其 次 , 设 第 5 点 
为 五 , 设 G" 为 重 
心 , 则 有 
G'G7 2G7 刀 一 1:4， 
在 三 角形 2PG' 刀 中， 
由 问题 890 得 4 8 

4PG'2 十 也 刀 2 一 4G'G03 十 G7B2 二 5PG。@ 全 
图 工 @@ 得 ， 
了 42? 十 B2 十 PO2 十 已 D2 十 尸 妈 2 
一 (G'42 十 GB2 十 GO2 十 GD2 
二 4GIGI 人 十 G0 诱 ?十 5PG0 
一 G1142 十 G7B2 十 GO2 
十 GD2 十 G/ 万 2 十 5PG'2。 @ 
继续 这 样 作 下 去 ， 设 第 双 个 点 为 WY， 并 设 O 
为 其 重心 , 则 得 下 式 
三 42 十 忆 B2 十 PC2 十 已 D2? 十 … 十 已 N2 
一 042 二 OP2 二 0O002OD2 十 … 
十 ON2 十 7.OP2. 

888， 若 在 人 42BC 的 边 BC 的 两 侧 作 正 

三 角形 DBC、DP BC(CDD 和 


D 
4 在 BC 的 同 侧 ), 则 有 A 
(1 4D2?+4D? 记 
一 4B2+BCO LN 


工 C42， C 
(2) 4D2_ 4D2 8 
一 4/ 3 SA4ac。 
解 设 DDP 和 BC 的 交 D” 


点 为 好 , 则 鳌 为 卫 D 的 中 点 . 
(TD) 由 4D?4D'2=2(4M2? 于 DM2)， 


因 PDM ~ DBD 一 /3BM， 


oo 42 十 下 
一 24M2 十 6B1h3 
一 (24M2? 十 327M2) -HL4BJX2 
一 4B2 二 4C2 十 02。 
(2) 由 4 作 也 刀 的 垂 线 4 克 ， 则 
4 万? 一 4D2 一 站 万 2 一 刀 万 2 


一 4DM ,五 M 一 冯 汪 BC . 刀 矿 


一 4 3 SAhac。 
889. 设 由 圆 0 外 两 定点 4、 五 到 圆 局 
上 一 点 的 距离 平方 之 和 的 最 小 点 为 愉 最 大 
点 为 刀 ， 真 线 4 巨 的 中 点 为 , 车 4 等 于 


182 


加 的 直径 , 则 
4C2 十 MD2 一 402- BO 
解 若 圆周 上 一 点 为 
己 ， 则 
也 42 十 已 B2 
一 2(4M2 二 MP2)， 
因为 4 是 一 定 的 ,所 
以 P42 十 PB2 最 大 或 最 
小 由 允 是 最 大 还 是 最 
小 来 决定 . 连结 MO 的 
直线 和 圆周 交点 离 邮 近 的 点 为 C、 离 1 远 的 
为 卫 。 因 为 O 是 线段 CD 的 中 点 ,所 以 
MGC2 二 MED 一 (0OM 一 00)2T(OMTOD)。 
一 (0-OC)3 二 (0OM TOO)。 
一 2(02 2 十 002) 。 
由 假设 4 万 =CD，.…，O00=4M. 
,因此 MO? 十 MD2 一 2(0M2 二 422) 
在 人 A4B0O 中 , 到 是 4 刀 的 中 点 ,有 
402 十 BO2 一 2(O0M2 二 4M2)， 
MO2 了 MD 一 402 十 BO2。 
890. 在 人 4BC 的 底 边 BC 上 取 一 点 
也 若 BD:DO=mm:2， 则 
04B2 十 MOR 
一 万 D2 十 MTDC2 十 (M 十 2] 4D2。 
解 如 图 , 若 由 4 向 BC 作 垂 线 4 妃 , 则 
4 了 2 一 4 妃 2? 十 古 克 2 和 A 
一 (4D2- DBP9) 
十 (BD 十 D 友 )2 
一 4 刀 ?二 D2 
25D.DE.d 8 一 TDH (C 
同 理 ， 
4C2 一 4D2? 十 DCO2 一 2DO.DD。 四 
由 @@x2%T@x 人 加 得 
0 已 2 十 ML4C2 
一 (人 2 十 0 .4D2 十 7 万 D2 十 MDO2 
十 2(2DBE 一 MDOC) X 了 已 。 他 
根据 假设 
PDIDO 一 人 习 :0，， 
代入 图 式 得 
14 万 2? 十 ML4C2 
一 (M 十 9) 42 
5 十 2BD2 
十 MDO2。 
注 当 也 为 外 
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?DBD 一 MDO 一 0。 


证 明 题 


分 点 ,由 3D:CD 一 Mu:2， 得 四 式 为 
4B2?=- 4D2? 二 BD2 一 2BD. 刀 D， 
由 @ X72 一 全 X 弘 得 
20.LDB2 一 ?LOC2 
一 (一 入) 4D2 十 0BD2 一 MCD2。- 
891， 在 人 4BC 的 边 BC 上 取 两 点 也 、 
刀 , 若 BD 一 也 妃 一 已 0O, 则 
(1 4B2? 十 4C2 一 4D2 十 4 万 2 十 4 了 万 2?， 
(3) 24B2? 二 402 一 6DB3 二 347D2. 
, 解 (人 45B2? 十 4 了 一 2(4D2 十 刀 D2)， 
LO2 十 4D2 一 2(4 刀 2 十 DB2)， 
4D2 二 .402 人 
一 4D2 十 4 开 2 
十 4 万 万 2 
(…  BD= DT) . 
(3) 由 BD:DCO= 二 
1:2， 在 上 题 中 令 说 一 二 ， 久 一 2 有 
24B2+402 一 2BD2 二 DO? 二 3.4D2， 
由 也 D= DZ 一 也 O 
有 3BD= 了 万 刀 ，DC=23DZ, 代入 上 式 得 
34? 十 402 一 2712 十 47 刀 刀 2? 十 3 47? 
一 6 也 Z2 十 3 4 也 2. 
892. 在 平面 上 有 不 相交 的 两 圆 4、 召 、 直 
线 习 ， 试 在 直线 和 上 求 一 点 忆 ， 使 从 书 
向 两 图 所 作 切 线 长 的 平方 和 为 最 小 。 


解 设 两 条 切线 为 PT、PS8, 圆 4、 巨 的 

半径 为 入 yY， 则 

了 PT? 一 P42? 一 *2，PS2? 一 忆 DB2 72 

了 PT2 十 PS? 一 书 42 十 已 B2 一 (v2-7 信 。， 
在 两 圆 中 ， 因为 7、 入 是 -- 定 的 ， 芳 要 PZ2? 十 
PS2 最 小 , 只 要 PP42 十 己 32 最 小 即 可 . 设 4 万 
的 中 点 为 到 ， 由 中 线 定 还 (问题 874) 得 

P42? 十 PP? 一 2PM2 二 234M2， 

而 4 双 是 一 定 的 ， 所 以 只 要 使 PM 最 小 即 
可 . 由 允 向 到 了 作 垂 线 , 其 三 足 即 为 所 求 的 
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893， 在 人 4BO 中, 4 全 著作 


中 线 也 如 、CB， 则 A 
4( 瑟 妃 2? 十 CF2) 和 
一 5B0O2. sr < 
解 4= 及 B 2 一 人 C 
4BB2 一 44B244 万 2 d@ 
0 了 =44L0O2 十 4.4F2。 四 
将 @、Q@ 两 边 相 加 ,得 
&( 互 丽 ? 十 CF2) 
一 4(4B2? 十 4C2) 十 4(4 奋 ?十 4F2) 
一 4BC2 十 4 再 了 一 4BC2 十 (2 妃 丽 )2 
一 4B02 十 了 BC2 一 5BCO2。 


《3) 三 角形 的 垂 线 , o 一 大 型 
894. 设 由 人 A4BC 的 顶点 4 向 对 边 BC 
作 垂 线 4 互 和 中 线 4 ,， 则 
4F2~. .4402 一 BEF2~02 一 2BO.M。 
解 ”在 直角 三 角形 4B 玉 中 
4B2 一 4 刀 ? 十 妃 刀 2. 四 入 
在 直角 三 角形 4C2 


中 5 


由 @~@ 有 汪 
4B2?~ 4C2 一 刀 刀 2~ 万 C2， 
而 B 互 2? 一 瑟 C? 一 ( 瑟 瓦 十 五 C) (8 万 ~ 瑟 C)， 
又 开 是 BO 的 中 点 ,所 以 
3 万 王 BM 土 忆 ,号 C= BMA 二 MX 
.…，。 瑟 嫩 ~ECOC=23， 
'， 4B2~ 402 一 ( 妃 厅 十 互 C) (B 瓦 ~O) 
一 BO.217 万 一 2BC.2MI 万 。 
895， 在 A4BO 中 , 4B>4C， 设 边 
.BC 的 中 点 为 K， 由 旨 
4 引 B0 的 垂 线 4 万 ， 
则 
(4B4CO):2BC 
一 M 瓦 : (4B 一 4C0) . 
解 根据 上 题 有 届 
4B2 一 4C2 一 2BC.MT， 
(4 孔 +4CO) (4B-4C) =2BC.M 万 ， 
(4B 二 4C) :2BO= 玉 瑟 :(4B 一 4C)， 
. 896. 设 在 等 腰 三 角形 4BC 的 底 边 BC 
或 其 延长 线 上 任 取 一 点 0, 则 
0O42~452=0OB.00。 


C 


解 若 由 4 向 BC 作 垂 线 4D， 则 .为 ， 
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23C 的 中 点 .在 人 4BoO 中 ，4DLBO, 当 0 
在 DC 上 时 , 则 
482 一 402 一 已 D2 一 


了 DO:. 


外 


了 .OOC。 


由 
五 D2 一 
0 (5D 
一 DO) 
一 BO(DC-- DO) 
一 BO.0C， 
4B? 一 042= 

897. 若 人 4BC 的 

重心 为 互 ， 外 接 山 米 径 
为 五 则 
4 万 2 十 BC2 

一 已 万 ?十 CQ.42 

一 (02 十 4 刀 2 一 472。 

解 作 A4BC 的 外 
接 阅 C, 若 过 瑟 的 直径 为 卫 B 则 4B'1 ZC、 
4 互 / BO, 于 是 4 刀 一 BIO。 

。 4 万 2 十 BC2? 一 互 '02- BCO2 一 4FR2， 
对 其 他 情况 同 理 可 证 

898， 设 4、B、C、 了 是 平面 上 的 四 个 
点 ,车 4B2-LCD2 一 .402? 十 万 D2 一 已 C2 十 47D2， 
则 连结 这 四 个 点 中 任意 两 点 的 直线 与 连结 另 
外 两 点 的 直线 垂直 . A 

解 设 连 结 4 


的 直线 与 连结 BC 人 
的 直线 相交 于 点 孔 SN 
由 4 向 BC 作 重 线 的 


垂 足 为 孔 ， 则 
4 4402 一 忆 刀 2 一 CBE。 
由 假设 得 4 了 ~402 一 BD2~CD2， 
了 了 DCD2 一 厂 2 一 C 瑟 2， 
所 以 也 瑟 ' 垂直 于 BC。 在 点 到 上 作 BC 的 

线 只 有 一 条 ,所 以 4 妃 ' 和 也 刀 ' 重合 . 因此 
这 条 直线 是 连结 4P 的 直线 ， 丸 和 
即 4D 垂 真 于 BO。 同 理 可 证 ， 连 结 4、B、 
C、 了 中 的 任何 两 点 的 直线 垂直 于 连结 另外 
两 点 的 直线 . 

899. 由 人 4Bo 中 的 任 一 点 O 向 边 
HOC、C4、4 作 垂 线 ， 其 垂 足 分 别 为 站、 也 、 
媚 则 

4 有 十 及 D2 二 CT2 一 矿 B2-L DO2 十 妃 42. 

. 解 ”根据 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 在 人 O4 态 中 ， 
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4 了 2 一 0 一 0O7?。 
又 在 AOBD 中 , BD? 一 0B2 一 OPDs; 
在 AOCB 中 , CEB? 一 002 一 OB2。 
.42 十 BD2 二 OBE2 
一 042 二 OP2 二 0OC2 一 072 
一 0D? 一 0Z2. 

同 理 , 对 于 AOBP， 
AOcD, AO4 妃 根据 
毕 达 哥 拉 斯 定理 , 则 得 
了 7B2? 十 DC2 上 十 再 42 

一 0B2? 十 0O0? 十 042 3 

一 0O72 一 072 一 0Z2。 
4 友 十 五 D2 十 C 友 2 一 不 B2-H DO2 十 万 42。 

900， 在 A4BC 的 边 BC、C4、4B 上 
分 别 取 点 为 愉 、 吾 、PF，, 芳 

4 到 十 互 D2 十 CEB2 一 下 B2 二 DO2 十 丽 42， 
则 从 忆 \、 瑟 、 环 向 各 边 所 作 的 垂 线 相交 于 一 
点 . 

解 设 由 如、 下 向 4C、4 妇 所 作 的 重 线 交 
于 点 0, 由 O 向 BO 作 
垂 线 0G. 根据 上 题 有 
4 了 2 上 十 BG2-HCB2 


又 根据 假设 ， 

472 十 刀 D? 十 OZ2 一 甩 Fe DO2 十 媚 42。 
两 式 相 减 得 BG? 一 BD2e=GC2- DO 
若 了 在 SG 上 , 则 

5G> BD，DO>GC， 

所 以 BG?~- BD2~G02- DC2 不 合理 。 同 理 ， 
了 在 GC 上 也 不 合理 。 因此 G 和 忆 必 需 重 
合 , 故 由 愉 、 玖 、 忆 向 各 边 所 作 垂 线 相交 于 一 


901， 若 在 人 A4BC 的 边 BC 上 上， 向 外 例 
作 扼 形 BBC, 则 有 
4 .412 一 4B2~402。 
解 由 4 向 BC 或 其 延 
长 线 作 垂 线 4ZD，4 的 延 
长 线 与 百 的 交点 为 G, 则 
4B2、402 一 BT2~ZILCO2， 日 “ 
4 了 2 4 了 一刀 G2GT2， 
因为 BZ 一 TBG，LZC 一 GZ 
.4DB2~ .40O2 
一 4 万 ?~ 人 .472 - 三 卫 


ae 


902， 若 由 人 A4BC 的 顶点 4 向 对 边 BC 
作 垂 线 4 互 , 则 
(1) 当 C 为 锐角 时 ,有 
4B2=402 十 BO2 一 2BCO.COT。 
(2) 当 C 为 钝 角 时 ,有 
4B2 一 402 二 BC2 二 2BO.CZ 
解 (1) 设 一 C 为 锐角 ,在 A4B 互 中 ， 
4B2 一 4 万 ?十 盏 72， 
4 五 ?=.402 一 CR2， 
又 了 BE 一 BO-C， 
4B2? 一 (402 一 OB2 十 (BC 一 CI)3? 
一 402 一 OBE2 二 BO2 
十 CE? 一 2B3C.CZ 
一 402 十 BO2 一 2B0.CZ， 
即 4B2=402 十 BO2 一 2B0.CH 


(2)》 设 AC 为 钝 角 ， A 
则 鼠 在 BC 的 延长 线 
上 . 所 以 
BE 厂 一 BC 上 CO 
由 上 面 的 证 明 电 一 人 


4B=- 40?+ BC2-32BO.CT. 

903。 把 菱形 4BOD 的 一 对 顶点 4、C 

与 形 外 一 点 卫 连 结 , 若 P4=PC 则 
PB.PD=P42? 一 4P2. 
解 由 P4=PO, 且 4B5OD 是 菱形 , 所 以 
忆 在 3D 的 延长 线 上 ,上 且 4OLBP， 
-。 4P2? 一 4Bs 
一 OP? 一 0OB?= (OP+OB) (OP 一 OB). 
吃 
因为 4BOD 是 姜 形 ,有 
OP-OB 

-op-op ua 

=PD。 RS 一 
因此 由 @ 得 《 

4P2 一 4B2 一 PB.PD。 

304， 设 人 人 43C 的 外 接 圆 弧 B4C 的 中 
点 为 书 , 在 B4 的 延长 线 上 取 点 了 使 4D= . 
4C2 证 明 

PB=PC=PD， 

4B.4C 

一 BP2 一 4P?。 
解 ” 因 为 
4D=40， 
所 以 
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一 D-= 子 人 B40-- 也 BRBPC， 


且 PB=PO， 所 以 了 为 过 有 姻 .C 三 点 的 
圆 的 圆心 。 因 而 
了 BEB=DPO 一 PPD。 
又 对 在 圆 卫 内 的 点 4 由 圆 等 定理 得 
2D4.L4D=DPB2 一 忆 42， 

由 4C= 4 有 4B.4C=BP2 一 4P2. 

905.， 在 等 腰 三 角形 人 
-4BC 中 , 车 底 角 为 顶 角 4 
的 两 倍 , 则 

4 一 BCO2 了 4 也 .BC. 

解 设 二 B 的 平分 线 与 
边 4C 的 交点 为 D， 由 如 
向 L4C 作 垂 线 五 琅 ， 则 由 B& 

Z4DO=2 一 4， 

有 4PD 一 4d， 也 D=D4。 
又 EBDCOC=4T4BFD= .4PO=C， 
因此 人 A 吾 DC 也 是 等 腰 三 角形 ， 且 加 为 DC 
的 中 点 .。 

又 BD=BC=4D， 所 以 在 直角 三 角形 
-4BP 万 中 ， 

4 了 2 一 4 再 ?十 盏 万 ?一 4 万 ?十 (BO2 一 CB2) 

一 BCO2 十 4 万 ?一 CZ2 
因 4 媚 ? 一 C 古 ?一 (4 十 0 如 ) (4 妞 一 CT) 
一 4C(4 万 一 疡 万 ) 
一 4PB.4D=4B.BC， 
4 一 BO2? 十 4P.BO。 
906， 在 A4BCO 中 ，-C> -RD= 


于 LA 杞 也 为 4 妃 的 中 点 , 若 由 C 向 4 好 作 重 
线 C, 划 
402=3(4D2-TDHJ。  ，c 
解 由 
2ZB- 志 jjR， 
LOCHEB= -R， 
LRCB- 也 BR。 
因 AL4OB> AR 
LA4CB> 王 也 。 


从 DH- B 


又 ACP4=A 忆 . LA4< 也 AR 
.。 4 万 >C. 


又 CBE=B， 
由 此 也 在 4 和 互 之 间 . 
402 一 4 万 ?十 CT9 
一 (4D 十 刀 刀 )? 十 万 刀 ? 
一 (4D 志 万)?+ (DB 一 D 万 )? 
一 (4 了 D 寸 也 五)2 二 (4 一 DB)。 
一 2(4D2 十 D2) 。 
S907， 在 人 4BCO 中 ， 
(GD 车 ZL4- 子 LAB 则 
BC2 一 4B2 十 402 一 4 万 .LO。 
(3) 涛 4= 吨 LAB 则 
BCO2 一 452 十 4O2 十 4 万 .4C。 


4 古 > 五 妃 ， 


解 设 由 2 向 4 C C 
所 作 垂 线 为 CD。 
(1) 由 4=60?”， 
有 BED=4B~4D， 
24D= 40C, A DDBEADD 


所 以 BC 一 BD2TCD2 
一 (4B~47D)2?T (402 一 4D2) 
一 4B2 一 2.4P. 4 二 4D2 
十 LOC2 一 4D2 
一 4B? 十 4C2 一 4B(24D) 
一 4 万 ?十 4C2 一 4 了 B.4CO. 

(2) 因为 “4=120*， 所 以 也 在 B4 的 
延长 线 上 , 34DD= 4C。 所 以 
BC2 一 甩 D2 十 CD2 

一 (4B+LD)。 
十 4C2 一 4D2 
一 4PD2 十 2324B.4D 
-二 4D2? 十 4C2 一 4D2 D 人 马 
一 4PB? 二 .402 十 4P(24D) 
一 4B2 十 40C2 十 4 有 LO。 

908.， 由 等 腰 只 
三 角形 4BC 的 项 
点 4 作 直 线 4DD 
与 BC 的 延长 线 
相交 于 点 卫 , 若 2 

BD.CD 一 .4Ba， 
则 4D2 一 2 .4P2。 
解 车 由 4 向 对 边 作 垂 线 4 鼠 ， 财 
4D2 一 刀 丽 ?十 4 刀 2 
一 (BD- BT) 3 二 (4 万 2 一 厂 国 2) 
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一 也 D2~ 2 万 刀 .BA4ZB2 

一 了 7D(BD--235Z) 二 4B3 

一 BD(BD-- BO)TA4B? 

一 BD.OCDT4B2 

一 4B244B2 一 2.4B2. 

909， 若 从 锐角 三 角形 4BC 的 顶点 瑟 、 

C 分 别 庙 对 边 作 垂 线 瑟 、CBF， 则 
BC2 一 4 了 .BT4C.C， 
解 4C2 一 4 了 2-CF32 
一 (4 一 也 2 十 OZ2 
一 4B2 一 2.4 吕 . 玉 古 
十 了 BH2 十 (BO2 一 刀 72) 
一 4B2 十 BC2 一 2.4 刀 .也 

同 理 ， 4B3 一 4C2 十 BO2 一 2340.0， 
将 两 式 相 加 
4C2 十 4B2 

一 402 二 4PB2 

十 2BO2? 

一 2 .4 万 .了 
十 240.C， 
'， 23BO2 一 3.4 万 . BB-L24C.0B， 

即 BC? 一 4 刀 .DZ -4LO.CZ， 

910， 作 等 腰 三 角 A 
形 4ZBC 底 边 BO 的 平 
行 线 次 7, 与 4、40 
分 别 相 交 于 点 屋 、 了 ， 
则 
DZ2--C7?-- BO.XZY， 

解 由 了 向 BC 作 8 MrH 5 
垂 线 了 万 ; 由 并 作 4 的 平行 线 交 BO 于 点 
2M， 则 AZMC 为 等 厅 三 角形 , 妃 为 MC 的 
中 点 ,和 XZ 妈 LEB 为 平行 四 边 形 ,所 以 

BYZ2--CZ?= 了 万 2 一刀 0s 
一 (3 万 十 五 O) (3 写 一 瑟 O) 
一 50.BMN 一 BO.XT。 


(和 四 边 形 

911,， 平行 四 边 形 各 边 上 的 正方 形 之 和 
等 于 两 对 角 线 上 正方 D 
形 之 和 . 

解 ” 设 平行 四 边 形 
4BOD 两 对 角 线 的 
交点 为 0 则 4O 是 昌 

和 人 4BD 的 中 线 , 根据 问题 874 得 


症 


A 


3 


证 


明 题 


4B24D2=3402 十 2B0?。 
BO2+CD2 一 2002 十 2BO2 
4B2 二 4D? 二 BO2 二 CDa 
一 2 403 二 3002 十 4BO2， 
因为 40 一 00, 所 以 
2 40? 十 2002 一 4402? 一 40?。 
岂 理 ， 4BO2 一 也 D?， 
4 了 2 十 BO2 十 CD2 十 了 42 
一 402 十 BD?。 
3912， 在 平行 四 A 
边 形 4BCOPD 中 ， 和 若 
4 了 = TD， 


同 理 ， 


则 
也 Da= 402 一 2BO2. C 
解 ” 祖 据 上 题 40C2? 二 DBD2 一 24B2-2BO2. 

因 4BF-=BD， 

402 十 万 D2 一 2BD2? 二 2B0O2， 
了 BD2= 402 一 2B0O2. 

913， 四 边 形 4BCoD 的 两 对 角 线 40、 
3D 上 的 正方 形 之 和 ， 
等 于 连结 两 组 对 边 中 
点 的 线段 BC 了 上 
的 正方 形 之 和 的 两 
倍 


A 于 


解 ”因为 马 . 了 、G 
玖 分 别 为 4B、BO、CD、D4 的 中 点 *。 有 
DBD=2 瑟 刀 40= 2GR， 

402 十 有 D2 一 4(ZTE2TGE2O dgG) 
因为 四 边 形 BHG 是 平行 四 边 形 ， 根 据 问 
题 911 得 

2( 马 妃 ? 十 G 万 2) 一 妃 G2 十 万 末 2， 
由 @、@ 得 
402 十 万 D2 一 2(ZG2 十 万 有 2) 。 


@ 


8 


914. 车 四 边 形 的 有 
一 BO2 十 472. D 

解 ” 设 对 角 线 的 交点 

4Ba 一 40? 十 BO2 CD2=. CD2? 十 DO 
4B2 二 CD2 一 40? BO2TC024 DO?。 


对 角 线 垂直 相交 , 则 
为 Ci 则 在 直角 三 角形 | 
同 理 , 在 直角 三 角形 BOC、4OD 中 有 


4PB2 二 CO72 
4B0O 和 CDO 中 ， C 
BC 十 4D2 一 BO2 十 CO2 二 402 十 DO2 
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.， 432 二 OD2 一 BO2 二 47D2. 线段 上 正方 形 的 四 倍 的 癌 
315， 在 四 边 形 D 和 。 有 
4ZBOD 中 , 若 下 解 设 2、WN 分 别 为 和 
4B2 二 COD2 4C、BD 的 中 点 , 则 
一 4D2 十 BO2， 加 4 碟 十 BO2 
则 4CLBD， 册 一 2BM2 二 23.4102， Y 
解 若 CD>4D， 4D2-CD2=2DM23412. 
由 假设 得 BC> 4 巨 。 从 号 和 作 4C 的 垂 | 两 式 相 加 得 
线 BB、D 刀 , 设 4G 的 中 点 为 允 , 则 4B2 十 BCO2OD2 十 4D2 


CD2 一 47D2=C 万 2 一 
同 理 ， 
DPCO2 一 4B32 一 C12 一 472 一 24O.1。 
又 根据 假设 得 
.OD2 一 4D2 一 BO2 一 4B2 
240.EM 一 240C.7M 厂 1 一 FMI. 
由 CD>4D,， BO>4B, 吾 、 万 都 在 点 2 同 
侧 , 所 以 吾 和 万 重合 ， 
LO DBD. 

S16， 连结 任意 -- 
点 卫 与 矩形 4BOD 的 
各 顶点 , 则 

忆 42 十 PC2 

一 乙 B2 十 忆 D2。 

解 ” 设 对 角 线 的 交点 
为 0, 连结 PEO, 因为 PO 是 人 P4C 和 APBD 
的 中 线 , 有 

.42 十 POCO2 一 2PO2 汪 2 402 
和 卫 B2 十 疡 7 一 2PO2 十 2BO2， 
又 矩形 对 角 线 相等 ,有 40O= 30， 
"。 卫 42 十 PCO2 一 忆 B2 十 疡 D2 
，917. 设 正方 形 4BCD 对 角 线 的 交点 为 
O， 若 卫 为 任意 一 点 ， A 


则 
4F2 十 互 F? 二 CP2 十 DP2 < 志 和 
一 4(402 十 OP2) 。 2 


解 因为 0 为 4C、 
4P2 二 OP2--2 .402? 十 


4 五 2 一 2 LO . 石 M。 


2 的 中 点 ,所 以 


同 理 ， 
BFE2 十 DP?=2BO2 十 30P2 一 2 402 十 20P2， 
.…。 4F2 BF2+CF2 小 DFP2 
一 4(402OP2) . 
918 . 四 边 形 各 边 上 的 正方 形 之 和 , 等 于 
其 对 角 线 上 的 正方 形 以 及 连结 两 对 角 线 中 点 


一 2(BM2? 十 DIM2 -十 4.43X2. @ 
因为 ”Ba 二 DM2? 一 2BN2 二 226N2， 
4410? 一 40?，4BN3 一 也 D2， 

4B2 十 BC2 二 CD2- 二 D42 
一 4BN2?T4MN2 二 44M3 
一 下 D2 十 4MKN2 二 4LC2 
一 互 D2 十 LO2 十 43MN2. 
919.， 坟 四 边 形 4BCD 各 边 上 的 正方 形 
之 和 等 于 两 条 对 和 角 线 人 四 


由 四 


. 上 正方 形 之 和 ， 则 此 


四 边 形 为 平行 四 边 
形 。 

解 ” 设 两 对 角 线 的 B C 
中 点 分 别 为 MW、N， 由 上 题 有 

4B2 B02 二 CD2 十 D42 
一 40? 十 BD2 二 437N2。 @ 

根据 假设 

4 Ba BO? 十 CD2 十 刀 42 一 402 十 五 D2， 
由 @ 知 MX 一 0 即 40、BD 在 其 中 点 处 相 
交 , 故 四 边 形 4BCD 为 平行 四 边 形 。 


920. 设 0 为 平 本 宁 
行 四 边 形 4BCD 中 民 一 天 
任意 一 点 , 则 全 < 

OO42 十 DC2 
与 “OPBz+ODs CR C 


之 差 等 于 两 对 角 线 4O、BD 上 的 正方 形 之 
差 的 一 半 . 
解 设 4C、BD 的 交点 为 也, 连结 OP, 有 
O42 十 002 一 2(4P2 了 OP32) 
和 05?4ODe=2(BF2LOP2)， 


CO4L+ 002) ~ | 
~-2(4F3?3~BP2) 一 末 人 :4FP2 4BP2) 


= 王 (4C2BD2)。 
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921. 过 平行 四 边 形 4BCD 内 任意 一 点 
书 , 在 形 内 分 别 作 与 4D、48 的 平行 线 五 F、 
G 刀 ,与 4B、BC CD、D4 分别 交 于 点 卫 、 


五、 也 、 [人 则 六 D 
( 瑟 瑟 2 十 GE2) CAR 
改 (G 克 2 十 万 万 2) 已 /AAA 下 
为 定 值 
也 


作 垂 线 ， 其 国足 分 别 为 忌 、 盖 若 CEPG> 
GZH2 一 PG2? 十 一 12 一 2P 了 .已 玖 ， 
也 也 3_ 肌 万 9 一 忆 了 2 古本 2 酝 甩 ,PT 
922， 若 梯形 人 A p 
则 两 对 角 线 上 的 
解 ”在 梯形 4BCD 中 , 设 底 边 BC=-24D， 
4M 和 BD 的 交点 为 忆 DM 和 40 的 交点 
402? 二 DMI2 一 4D2 二 COD2 二 CHM2 二 4M2 
一 4D2 十 站 MI2 十 了 MI2 十 4B2 
40C2?BD2 十 DT 2 十 4872 
.…， .4402 十 1D2 BO2 十 CD2 二 .42 
正方 形 的 和 与 连结 其 对 边 中 点 线段 上 正方 形 


志 轧 则 
9 G 万 2 一 GZN2 一 疡 万 2 一 书 到 十 2 万 用 .PP 有。 
(GZ2 二 了 FT2) ~ ( 卫 B2 十 GZ2) 
的 一 条 底 边 等 于 
正方 形 之 和 等 于 “ 人 
BC 的 中 点 为 ， 由 ML4D，MCYZ4D， 
为 9， 则 平行 四 边 形 两 对 角 线 上 的 正方 形 之 
一 2(4D2 二 CD2)， O@ 
一 2(4D2 上 4B2) 。 @ 
一 和 .4D2 十 2CD2 二 24P2。， 
923， 四 边 形 两 对 角 线 上 的 正方 形 与 相 
的 四 倍 之 和 。 


解 由 G、 互 向 了 
G 了 2 一 PG2 十 书 瑟 ?十 2P 媚 . 瑟 区 ， 
同 理 ， 
一 2Z .到 工 ( 定 积 ).。 
另 一 底 边 的 两 信 ， 
两 腰 上 的 正方 形 与 大 底 边 上 的 正方 形 之 和 . 
四 边 形 4BMD 4MNCDD 都 是 平行 四 边 形 . 设 
和 等 于 四 边 上 正方 形 之 和 。 即 有 
了 BD2 二 41 
@、@ 两 边 分 别 相 加 , 得 
因 DM= .4B3，4M=CD, 24D= BC， 
对 两 边 上 的 正方 形 之 和 和， 等 于 其 另外 两 边 上 
解 ” 设 四 边 形 4B0D 对 边 4D、BC 的 中 


点 分 别 为 吾 、 丈 连结 4F、D7, 则 
40? 十 4B2 D 
一 2.472 十 2 万 Ta， 


万 D2 十 CD2 
一 2D72 二 2B72.@) 
人 十 @ 得 
402 十 万 D2? 十 45B2 十 CD2 
一 2(47 了 2 十 DT72) 上 4 了 BF2， 国 
将 4F2? 十 D712 一 2 万 12 二 24B2，4B72=- BO? 
代入 转 的 右边 得 
2(4 瑟 十 DFH2) 十 4B72 
一 4 太 玉 2 十 44 万 2 十 刀 O2 
一 4 刀 刀 2 十 4D2 二 CO2。 @ 
由 因 、.@@ 得 
40? 十 刀 D2 二 4B2 二 CD2 
一 4D2 十 BC2 十 4 瑟 F12. 
924. 若 在 正方 形  A 


D, 
4BOD 对 角 线 BD 上任 人 _L 
取 一 点 也, 则 
PB2 二 PP 一 2.4P2. 
解 设 0 为 对 角 线 的 “， 
交点 ,由 问题 736 有 了 : 


BP2 二 PP2 一 2(BO2? 十 OP2) 。 
在 正方 形 中 ”BO=40， 
了 BE2 上 PD2e 一 2(402 十 OP2) 一 2.4P2 
， (. 4CLBD)。 
325 若 由 正方 形 4BCD 内 任意 一 点 
P, 分 别 向 4B、BC、CD、D4 作 重 线 了 也、 


| PPz、PG、P 互 , 则 


42 十 PPB2 十 PCO2 十 尸 D2 
一 2(PZ2 二 Po PG2 二 PEF2) 。 
解 卫 42 一 4 万 2 十 媚 刀 2 一己 万 2 十 疡 万 2， 
同 理 卫 B2? 一 PE2 十 已 Pa， 
PCO?=PFo+PG2， AH D 
上 1 


卫 D2 一 PG2 十 民 刀 >。 
42 二 也有 2 
十 PC2 十 PD2 ， 
一 2(PB2PF2 
十 PG2 十 PDT2) 。 


326.， 若 正方 形 呈 8GZ 内 接 于 正方 形 
4BCD, 则 正方 形 3BGE 的 面积 等 于 4 友 2 十 
322， 其 中 设 吾 在 4B3 上 . 

解 在 人 4B 万 和 人 ABZ 中 ， 


Ye 和 aeaatiliogpagg20hs ii 全 HandlingS4mrinodhaa me 
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LA4=AB=-LR，， 及 
LA4 吾 召 一 一 B 古 柬 
(都 为 .4B 互 的 余 角 》， 
五 媚 一刀 太 . 
.。 人 4 及 刀 ce 人 及 万， 
4 羽 =: 了 太 号 “ 乓 = 
“。 国 72 一 万 72 十 刀 B2 一 .4 万 2 十 万 玉 2 
927. 车 40 为 等 腰 梯 形 4BCD 的 对 角 


线 , 则 
402?=4B2? 二 4D.BO。 
解 由 4 和 呈 向 B0 作 重 线 4M、DN， 


在 直角 三 角形 4MC 人 
中 
402=4M2? 二 MO2， 
又 8 NT 
4 杂 2 一 4 一 BM2， @@ 


.4402 一 4DB2 十 MOC2 一 BM2 
一 4D2 二 (MOC+TBEBMN) (MXC 一 3BM)， 
四 
根据 假设 4BCD 为 等 屡 梯 形 , 所 以 
了 BM=NC， 
VC 一 DBU=MCO--NC=MN=4D， 
由 轿 得 ”402 一 .4532-4D.BO。 

928， 在 四 边 形 4BOD 中 ， 设 4 万 =a， 
BO=D，0CD=o， D4=4，BD= 加 ， 若 由 .4、 
C 向 3D 作 甜 线 的 垂 足 了 
分 别 为 及 巴 则 

卫 
一 (2 二 0) 


一 (TO }。 
解 为 4B TBD， 
所 以 
2 一 万 再 2 一刀 矶 2 一 ( 姻 刀 -十 万 万 X 太 万 万 ) 
一 BD(BB~ 万 也)， 
olw 芭 一 DFew BF2 一 BD(DF BF)， 
_ 现 式 相 加 得 
(ea 十 o ~ (22 十 09) 
一 BD{(B 妈 ~ DB) +(DZwB 玉 } 
一 3 刀 刀 . 刀 环 。 


2BB= 瑟 万 [Cz+ 四 性 (C++ 的 ]， 


故 BFB= 到 CCP+ 鸭 一 Go 风 ]， 
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929.， 在 矩形 4BCD 的 边 D4 或 其 延长 
线 上 取 点 五 , 使 玉 
也 87 一 DO， 
设 以 4 为 圆心 ， 4 了 为 
半径 的 圆周 和 过 下 且 与 
2 垂直 的 直线 相交 于 4 D 
互 ， 则 
' 石 D2=2 口 4BOPD。 
解 在 AE4D 中 有 3 
瑟 玉 上 4 了 p， 当 歹 在 边 4 上 时 ， 
允 太 一 4 万 ?十 4D2 一 24 万 47， DTFH 一 DO， 
4 万 一 4D，4 了 有 ~- .4 一 DO， 
所 以 妃 P2 王 47D2 十 4D2 一 34D(4D 一 DO) 
一 247.DC=2c450D， 
当 刀 在 D4 的 延长 线 上 时 
忆 D2 一 4 万 2 二 47D2 二 2.4 万 .4 万 
二 4D2 二 4D2 十 24D(DC 一 4D) 
930.， 从 正方 形 的 各 顶点 向 任 一 直线 作 
答 线 ， 其 相对 顶点 垂 | 
线 上 的 正方 形 之 和 大 
于 以 另外 相对 顶点 的 
垂 线 为 边 的 矩形 面积 
的 两 倍 ， 也 大 于 正方 
形 的 面积 。 
解 设 4ZBOD 为 
正方 形 ,了 为 任 一 直线 、 从 各 顶点 向 工作 重 
线 分 别 为 4MX、BN、CP、D9, 从 对 角 线 交 
点 0 向 工作 垂 线 OP'， 过 4 作 荆 的 平行 线 
Z, 因为 人 B4 为 直角 ,所 以 
.DB4 万 十 LAD4R 
一 一 六 一 人 .DB4 万 十 4 万 万 ， 
LA4BP 一 0DD4 肋 
而 人.BB4 一 一 玉 一 人 471D，4 画 一 4D，4 刀 
一 DBE， 又 4MK =a，B 了 7 一 六 了 DB 一 c， 则 BN 
一 4 十 b，DQ=a+c 而 0 是 40、BD 的 中 
点 ,有 
BENTTD9=230P' 一 4 了 MOCP， 
(+o) + (e+o) 一 20P 一 a 二 COP， 
CRP 一 十 0 十 c， 


那么 
BN2?DG2? 一 34M.CP 
一 (十 0) 2 二 (十 C)2 一 24(c 十 D 二 c) 
一 鼠 二 C2? 一 万 刀 ?十 刀 72 一 厂 刀 2 十 事 42 一 万 42， 
| 


ee 
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即 BN2 十 D8? 比 34 矿 .CP, 比 正方 形 4BCD 
面积 都 大 。 


(5) 贺 
931. 若 过 点 一 作 与 网 0 相交 的 任意 者 
- 线 与 贺 属 交 于 点 4、 忆 
则 
PP4.PB=O4L2~OP2，、 
[网 宕 定理 ] 
解 当 忆 在 网 内 时 ， 
由 DO 作 4 的 垂 线 GC， 
财 C 为 4 的 中 点 。 
在 直角 三 角形 040、 
OPC 中 ，: 
042 一 .402 十 002， 
OP2=PO2 十 DO2， 
， 0O42 一 OP3 一 .40C2 一 C2 
=: (40O+PO) (4C-- ECO)， 
因为 4C+PO= HOT PC=PB， 
-4O 一 POCO= 4P， 
… DP4.PPB=O242 一 0P2。 
当 书 在 4 的 延长 线 上 时 , 则 
，D4.PB=OP2 一 042. 
注册 此 定理 知 , 过 点 了 所 有 的 割 线 两 部 
分 的 积 都 相等 . 
932, 设 过 圆 弦 CD 的 中 点 如 的 另 一 纺 
为 4B, 则 人 
CZ2= 4 忆 . 刀 万， f 
反之 亦 成 立 、 4 
解 ” 由 上 题 
C 嫩 . 卫 DD 一 4 忆 'BB， 
。 0CB2 一 4 万 .万 万 . 2 
友之 , CZB2= .4 刀 . 召 B 时 ， 延 长 C 卫 与 锐 周 的 
交点 为 D， 由 上 题 0 丸 . 盏 也 一 4 召 .应 B， 
102 一 0 有 .万 D，0 刀 一 已 D， 


贸 0 一 万 功 


933。 若 过 加 外 一 
点 P, 作 此 吏 的 割 线 Ap 
Pd 了 切线 PO(C 为 切 1 
点 )， 则 
人 


BRC2 一 P4. 也 ， 了 入 / 
反之 亦 成 立 . 
解 ” 设 贺 心 为 9, 由 问题 931 得 
2PL.PD5 一 PPO2~(CO:。 


第 二 编 证 明 荐 


因 一 PCO= ARF，… P4.PB 一 FPC? 
反之 ， 由 卫 作 割 线 P4ZB,， 关 为 点 C 在 圆 局 
上 ,因此 P4.P3B=PO2。 


因为 P4.PB=FOz 一 CO2 
有 Po?-- COz=P02. 

.…。 PO?=PO2+C02 PCO=-B 
故 PC 是 况 0 的 切线 . 站 


934,， 芳 正三 角形 4BC 的 外 接 中 半径 为 
7， 则 C2 一 372. 

解 ” 设 外 接 园 心 为 O， 
连结 BO, 延长 BO 与 
周 的 交点 为 也 
则 

COD=2COBD 

一 60。， 
所 以 AOCcD 为 正三 角形 ， 
'，CD=OO=7y， 而 BOD= 已 
BC2 一 BID2 一 CD2= (27)2 一 72 一 372。 

935. 设 点 卫 为 
O 所 在 平面 上 的 一 点 ， 
4ZB 是 平行 OP 的 任意 
弦 , 则 
了 .42 十 已 B2 

一 2(042OP2 。 

解 设 蓄 43 的 中 点 为 允 ， 连 结 0O2， 
Pi, 则 


OMX1L4PB, OP1 4B， 
从 而 OU_LOP。 所 以 在 AP43 中 
了 .42 十 刀 B2 1 
一 2(4M3? 十 忆 M2) 
一 2f(042--OM27 十 (DO22-OP2)] 
一 2(D42 二 OP2) 。 . 
936， 设 4 为 加 ”BCCKCE 
O 内 一 点 ， 过 4 作 走 会 
径 BO 平行 于 弦 PDB， 
峙 
一 4D2 二 4 本 
解 若 寻 为 7 的 中 点 ， 根 据 问 题 874， 


有 
4D2 4 夸 一 3(4302 二 DM0 。 
， DB] BO OMLDBR 
。 4M2-=OM2? 二 O42 
DM2=GD2 一 0112。 


@@ 
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将 它们 代入 @ 得 
4D2? 二 4ZB2 一 32(0M2?TO42 十 OD2TOM2) 
一 2(042? 巧 DD2) 
一 2(042 二 OFB2) 。 四 
因为 0B=OC， 
4F2 十 402 一 (DB-+O4)2T(OB 一 04)3 
一 2(052TO42) 
一 2(042 十 OFB2) @@ 
由 @、@ 得 4F? 十 402 一 4D2 十 472. 
CZ2 十 也 了 瑟 一 4B2. 


937， 设 04、OB 本 
为 贺 0 内 垂直 相交 的 亏 

两 条 半径 , 弦 CD 平行 RS 
久 、NAA 

人 

汪 

解 由 0 作 CD 的 

垂 线 ， 垂 足 为 G, 则 G 为 CD 的 中 点 ， 也 是 
BF 的 中 点 . 


4B,， 与 04、OB 的 交 
点 分 别 为 刁 、 万 ， 则 [ 
-， CZ2 二 DZN2= (0G 一 BEG)2(CG 二 G)。 


一 2(0G2 十 也 G2) . 

因 AOBF 为 等 腰 直 角 三 角形 ,有 2G=OG. 

-。 CBE2? 十 DB2 一 32(0G2 十 0G2) 一 2002 
一 042? 十 DB2 一 4 有 2. 

3938. 若 贺 的 切线 A 已 

4 瑟 和 割 线 EDC 垂 直 D. 

相交 , 则 连结 点 歼 、C 与 

切 点 4 的 线段 土 的 正方 

形 之 和 等 于 直径 上 的 正 

方形 。 Y 
解 作 直 径 4B， 连 3 


结 BC,，BD, 则 “4BD= -4CD= BF4C0， 
LA4DB= R= 40B. 
.人 A 人 4PBCeeAB4D, 40=BD， 
.，.-4D2T4C2 一 4D2 十 BD2 一 452. 
939， 由 圆心 向 圆 
外 一 条 直线 作 垂 线 ， 垂 足 
为 卫 ， 在 这 条 直线 上 另外 
任 取 点 G， 著 由 忆 、G 作 
此 圆 的 切线 DBE、GP, 则 
GDP3 一 GD3 十 刀 厂 2 
解 GP2=062--0OP?.OD1LGD， 
'。 0602? 一 GD2 十 OD2， 
.。 GP2 一 GD2OD2 一 OP2 二 
一 GD2? 十 0D2 一 0 了 2 一 GD2 十 DZD2。 


的 一 一 


」 和 7 所 作 垂 线 的 足 


940. 设 由 圆心 
O 向 圆 外 一 条 直线 


为 4， 从 4 作 圆 的 
割 线 与 圆周 的 交点 
为 也 C， 在 点 妃 的 “区 包 一 
切线 与 直线 瑟 了 的 交点 为 刀 , 则 

DBP2 一 4P2? 一 4ZB.LCO。 

解 ” 由 问题 931 得 
4 也 .4C= 402 一 0B2. 
” .4402 一 OP2 一 2 


0OB2 一 OP2?_ BP2， 
4F.40C= 甩 P2? 一 4P2. 
941， 设 4 万 为 


的 直径 ， 两 条 弦 4C、 
BD 相 交 于 圆 内 一 点 
了 则 
4B2 一 40.4P 
十 BD.BP. 
解 作 FL4B， 四 边 形 PEC 是 圆 内 
接 四 边 形 , 根据 问题 931 
4P.40C=49.4B. 
又 四 边 形 P@4D 也 是 圆 内 接 四 边 形 , 由 问题 
931 得 BEP.BD=B9.B4. 
4P.40OTBP.BD=4PB2. 
942.， 若 圆 内 接 四 也 


边 形 4BCOD 的 对 角 线 A 
4C 等 分 BD, 则 各 边 上 

的 正方 形 之 和 等 于 4C - 
上 正方 形 的 两 倍 。 C D 


解 设 40、5D 的 交 
点 为 至 , 根据 假设 BB 一 也 刀 ， 
-…，4B2 二 4D2 一 24B2 十 2 玉 B2。 
同 理 ， BC? 十 CD2? 一 2022 十 2B 万 2。， 
两 式 分 别 相 加 ,得 
4B 十 HO2?+CD2 十 D42 
一 2 4B2 十 20 古 ?十 4BZ2 
一 2 (4Z2? 十 OZB2- 二 2BZ2) 
一 2(4 琴 十 CB2 十 3.4 刀 .C) 
一 2 (4 媚 十 CB)2 一 2403 
(…。 万 本 一 妃 甩 .万 一 471.CD) ， 
943， 车 两 纺 4B、CD 在 圆 O 内 垂直 相 
交 于 点 宇 ， 由 
.4B2 十 妃 B2 十 CZ2 填 刀 万 ?一 (直径 )2。 


T92 


解 因为 4BLC7， 
所 以 根据 毕 达 棵 拉 斯 定 
理 
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4 十 CB2 一 4C2， 
ZE2 十 万 万 ?一 刀 D2。 
设 由 点 也 引 直 径 DOF 
与 园 0 的 交点 为 柬 则 工 
FOD=R 一 BTED， 

，。 4B1 OFB，401 BF， 
。 402 二 及 D2 一 BF2 十 万 7 
因为 DZ 为 圆 0 的 直径 ,有 ZrBD= 一 及. 
“。 万 12 十 刀 D2 一 也 7 一 (直径 )2， 

即 42 十 万 72 十 CB2 十 也 2 一 (直径 )2。 

944.、 若 两 弦 4B、 
CD 在 名 0 内 垂直 相交 
于 点 P,， 则 
dB2 二 CO72 一 872 一 40P2. 
其 中 > 为 圆 0 的 半径 ， 

解 者 由 O 向 4B、 
CD 作 垂 线 0 歼 、ON， 
叫 下 、N 分 别 为 4B、CT 办 而 有 

4LB2-CD2 . 

一 (24M)?(20N)2=44M2 上 40N2 
一 4(4O02 一 OM2) 十 4(C02 一 ON2) 

一 &(72 一 O3X2) 十 和 (72 一 ON2) 

一 8S72 一 40P2。 

945， 由 两 个 同心 贺 的 小 圆 上 一点 4 作 
小 加 的 弦 4P, 若 作 与 
4P 垂 直 的 大 加 的 弦 Q 
@4 已 则 

(1 4P2T492T472 
是 定 值 . (2) APGQB 各 边 
上 的 正方 形 之 和 是 定 信 ， 

解 (TD 若 由 圆心 0 向 4P、9R 引 垂 线 
OM、ON， 则 

4P2 一 (24 了 到)2 一 4(042 一 0D3212) ， 
492 十 4R2 一 (NB 一 N4)2 十 (N 字 十 N4)2 
一 2(VZB2TN42?) 。 
。。 4dDP2 十 492 十 4R2 
一 4042 十 2(NR2TN42 一 
一 4942? 二 3(Y 到 一 42) 
(0OM =N4)， 
wo LP2 十 4982 十 472 
-043 上 3(NZETN4) (NER 一 24) 


20M2) 


eveea 人 aeneeeeopmr- 


根据 问题 884 得 


证 明 题 “ 


一 《0O042 十 2 48 49。 
设 外 圆 、 内 加 的 半径 分 别 为 及、7， 根 据 问题 
931 有 4R.4Q 一 肪 一 7 
4P2 二 .492 十 4 
一 492 十 2(F2 一 22) 一 2(BR2 二 72) 
一 定 值 。 
(2》 QRE2 十 开 PP2 十 P9? 
一 (4 也 十 4972 十 五 P2 十 P62 
-一 4PB2 十 492 二 2.49.4 尺 
十 (4P2? 十 4B2) 十 (4 己 十 492 
一 2(4P2 十 492? 十 472) 
十 24L9.L4R， 
出 ( 世 得 
PGzTQR 取 4+RP 
一 生 (B2 十 72) 十 3( 忆 2 一 92) 
一 6 有 BR2 十 272( 定 值 ) . 
946.， 在 上 题 中 , 其 8 为 三 角形 PR 的 
重心 , 则 48 为 定 长 . 
解 因为 3 为 人 P9R 的 重心 ， 


P42 十 @42 十 如 42 
=-SPF2 二 S92? 十 SR 
十 38S4?. 
又 由 问题 880 有 
SP2 十 S92 十 SB2 


一 号 (Pg2TGB2+BP9)， 


SA4? 一 椰 (P42TG42 十 BRL2) 


-- 林 (Pg2? 上 9RE2 二 RBFP2)。 - 


根据 上 题 ， 上 式 的 右边 为 定 值 ， 所 以 S4 是 
定 长 . 
947-. 设 两 个 邮 心 圆 的 公共 直径 为 
4CDB，P、g 分 别 为 
外 贺 和 内 园 周 上 的 
点 , 则 
PC2 十 PDT2 上 8 
一 久 42 十 9B2， 
解 若 O 为 同心 贺 
心 ,在 人 AZCD 中 ， 
PC2 了 PD2=300? 二 2POz @ 
在 人 94 中 中 ， 
94?+85?=3402+2902， 四 
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因 CO=90, PO=40. 由 @、@ 得 
PCO2 十 PD?--Q42 十 QPB?， 

948. 由 A4BC 底 
边 BC 的 中 点 世 向 上 
外 接 圆 过 点 4 的 直径 
4G 作 垂 线 ， 延 长 垂 线 
与 外 接 贺 相 交 于 也 则 

4B2? 直 402 一 2 LT2， 放 

解 设 4G 和 DZ 的 交点 为 妃 4 的 延 
长 线 与 图 周 的 交点 为 丈 , 分 别 连 结 G 互 ,GZ 
则 .4 万 G= AR= DFTG， 四边形 DG 
是 加 内 接 四 边 形 , 由 此 得 


4D,.4 瓦 =4F.4G 一 4 肋 ， 
一 2(472 十 BD9) 
一 2(4D24 4D.D 鼠 ) 
一 24D(4D+D) 
一 2 站 .4 万 =:24 有 .4G 一 2 .4 万 >。 
的 圆 O 的 直径 4 与 
纺 CD 的 夹 角 为 45*， 
著 4B 和 0D 的 交点 
为 己 则 
解 设 为 CD 的 中 点 , 则 
CP? 二 DP? 一 (CM 二 PM)2 二 (COM_P20)5 
一 2(0M2PM3) 
又 ”LoPc=4。 OULCD， 
.COCP2 十 DP2 一 2 已 2。 
950,， 由 园 周 上 一 
点 4 引 任意 两 条 弱 
B4C 的 弦 4D， 若 
连结 3DP, 则 
47D2 一 有 BPDP2 一 4PB.40。 
. 解 由 C 向 4D 引 
和 人 A4EC22A 人 455， 
。。 4OC 一 47， 人 DZECOS2 人 了 PP， 
DO 一 也 1 一刀 已 。 
沙 由 忆 引 5 的 垂 线 Do, 则 G 为 ZB 的 中 


oo 4B2 二 4C2 
349， 设 半径 为 尽 
D 
《CC 
CP2--.DP2 一 2RR2。 2 
有 PDM 一 OM， 
4B、4C， 作 平分 
重 线 0Z， 并 延长 与 4B 的 交点 为 到 则 
点 。 在 人 AD4 中 ， DGL4B, 所 以 
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4D2-BD? 一 462?~GFo 
一 (4CG+GDE) (4G-GB) 
一 4B(4G 一 GZBI) 
一 .4B.47 一 4B.40C。 

951， 在 圆 内 接 三 角形 4BC 中 , 设 也 为 
红 B4C 的 中 点 , 则 
BD2-4D2 一 .4 万 .4C. 

解 由 刀 向 4B 作 重 
线 DBE, 则 
五 D2 一 4D2 
一 五 12 一 4 有 
一 (好 轴 4 万 )( 万 再 一 4 万 ) 
一 4B(BBE 一 4B)，@ 
在 BB 上 取 BZ 等 于 
40, 由 DB= DO， DBB=- DOC4，BF= 
40, 有 ADBFE2eA4CD: 
D4= DZ 
因 DB .47， 有 .4 刀 一 瑟 万 。 
由 @@ 得 
BD? 一 4D? 一 4B(BB 一 4 也) 
一 4 万 (也 刀 一 及 7 
一 4B.B = 4B.4C， 


即 了 BD? 一 4D2= 4B,.4C-。 

952. 设 圆 的 直 本 
径 4B 和 弦 CD, 由 pc 
4、 好 分 别 作 CD 或 
其 延长 线 上 的 垂 线 人 
4P、B9, 则 

CP2 十 CO9? 

一 也 P2? 二 DO2。 
解 由 CP?=-402 一 4P2， 
CQ@2= .DO2 一 Bo2， 


,， CP2?TC@2= 402 了 BO2 一 (4P2 二 BO2) 
一 4B? 一 (4P24BQ2) 。 
同 理 ，DP?D9? 一 .4B2-- (4P2-BGQ2)， 
-。 CP?+092 一 DP3T DO2。 


953， 从 立 心 为 0 的 定 轿 内 的 定点 也 作 相 

互 垂直 的 两 条 直线 ,与 

圆周 的 交点 分 别 为 M、 PNN 

N,， 则 纺 MX 的 中 点 瑟 SNV 

和 OP 的 中 点 刁 的 距离 

， 光 
解 由 区 


ZLMPN=- 忆 ME=NZ， 
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到 
又 


四 
的 多 


中 


玉 


了 万 一 互 M。 
因 “23 互 P2 十 2 互 妃 ? 
一 0 万 ?十 妃 P? 一 0 囊 ? 十 瓦 MM2? 一 0 人 2 
KRE? 一 亏 O32? 一 尼 P2， 
国 为 OP 是 定 线段 , 玫 书 也 是 定 线段 , ON 为 
半径 ,所 以 一 定 。 故 互 妃 也 是 定 长 
954. 若 两 等 贺 C 
的 圆心 4、 吾 在 彼 
此 的 圆周 上 , 则 其 公 外 
共 弦 CD 寺 的 正方 7/ 
形 等 于 半径 上 正方 
形 的 三 倍 . 2 
解 ”假定 4B、CD 的 交点 为 D, 则 人 48BC 
为 正三 角形 ， 4B、CD 相互 垂直 平分 ， 
。。 40C2 一 CO2 二 LO2， 
4.4C2 一 4(C02 十 402)， 
440? 一 0D2 二 4B2 
402 一 4B2，…， 3 .402--CD2. 
955. 洲 两 圆 相互 外 切 , 则 其 外 公 切 线 病 
切 点 间 线 段 上 的 正方 
形 ， 等 于 两 圆 的 直径 
为 边 算 形 的 面积 . 
解 设 两 加 4、 瑟 
在 点 卫 外 切 ， 引 外 公 
切线 8， 过 切 点 忆 、 
@ 分 别 作 两 圆 直 径 PER、9F,， 又 由 4 引 9 
的 垂 线 40， 则 4CPB= -已 
402 一 4B2?- BO2 
一 (4P+EO (4B- BO)， 
4P=C9，BFEBO=-CF， 
BF- BO= Bo 一 50=C9g=4P， 
因此 4BEBO=Q7，4 万 -BO 一 五 届 . 
出 @ 有 ”402= PQ2 一 08 .了 也 
设 贺 4、 五 的 半径 分 别 为 和 亿 马 则 
4 万 一 BT7，BO=R-7>，- 
PPQ2 一 402 一 4B2 一 BO2 
一 ( 尼 十 7)3 一 ( 羽 一 7 
一 4B7 一 2 忆 .27。 
956.。 在 两 等 
圆 4B8 外 取 一 点 
O, 以 如 为 圆心 作 
半径 等 于 04 的 
圆 , 芳 由 0 向 三 个 


园 引 切线 ， 则 以 这 三 条 切线 为 边 可 以 作 一 个 
直角 三 角形 . 
解 若 由 O0 作 的 三 条 切线 OP.O9、OR, 则 
OP2 一 OPB2 一 BP2， 093 一 042? 一 49?， 


OF2 一 0OB2- 甩 BR2， 
又 BP 一 O4， BR 一 49， 
OFP2OG2 


一 0B2 一 BP? 二 0O42 一 492 
一 0B2 一 492 王 0B3 一 了 12 一 OP2， 
由 OP2? 二 092=0O12 知 , 以 DP、O9、OR 为 边 
可 以 作 直角 三 角形 。 
957， 设 两 加 0O、0' 在 点 4 相互 外 切 ， 


过 点 又 作 相互 垂直 的 两 条 直线 , 若 它们 被 图 


轴 所 蕉 的 两 条 
线段 为 P4P、 
9498， 则 PP? 十 
99” 是 定 值 . 

解 ”因为 PP 
了 69， 所 以 Pq9、 
P'@ 分 别 为 贺 
O、0O' 的 直径 ,过 . 
媚 作 QQ8 的 平行 线 已 下 与 PB8 交 于 点 五 ,在 
点 了 4 的 公 切 线 为 4 已 , 则 

LAQ'P'L=B49' 一 -9P4， 
…，PIQ' 1 PQ. 
因此 @9'P' 瑟 为 平行 四 边 形 ,所 以 98' 一 忆 忆 ， 
又 卫 ' 开 LPP' 
P2 十 99'2 一 PP'22 十 古 ' 开 2 一 成 尺 2 
一 (PQ 十 P'Q)2>， 
这 里 PQ、P'@' 分 别 为 圆 O、O:' 的 直径 , 所 以 
是 定 长 。 5 
， PP' 2 二 99 一 ( 定 值 ) 。 

958. 若 两 等 
加 0O、O' 在 点 4 处 
垂直 相交 ， 即 在 交 
点 上 引 两 败 的 切线 
相交 成 直角 ， 过 点 
4 引 两 圆 的 割 线 P49， 则 4P2+492 为 定 
值 。 

解 ”由 于 两 圆 垂 直 相 交 , 引 直 径 4B、4C， 
则 ~“B4C= AR, 4B=40 有 

A4FFS2AC49。… 
-，、 49= BP， 
“。 LP2T4Q2 一 4P2 十 BEP3 一 4B2。 
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故 4P? 二 492 是 定 值 . 

959. 线段 4 了 
被 点 C 分 成 两 条 线 
段 , 在 4 的 同 便 ION 
分 别 以 LO、CB 为  》 ， 
底 作 正三 角形 , 设 “人 人 -一 
它们 外 接 圆心 为 人 也 ， 则 

6DD“?2 一 452 二 40C2 十 BO2. 


解 在 ADoD' 中 ,DCOD'=120。。 
.6DD2 一 6(CD2 了 TCD? 
一 20D.CD'cos130") 
=6(CD2-CD'2-LCD.OD7)， 


同 理 


.。 607D2=23402，60D'2 一 2B0O2， 
60D.CD'=240.BC 
一 (40 二 BO)2 一 402 一 BO2 
一 4B2 一 402 一 BO2 
.6DD92 
一 2.402 十 2502 二 (4B2? 一 402 一 已 02) 
一 4DB2 十 4C2 十 C2. 

960. 以 等 腰 三 
角形 4CZ 的 腰 .4O 
为 弦 , 作 加 心 与 瑟 点 
在 4C 异 侧 的 任意 

_ 天 ,延长 了 4 与 加 交 闪 
于 已 设 弦 BC 的 垂直 平分 线 与 弧 B4C 的 
交点 为 D, 则 

(1 D4LEC (2) 了 是 三 角形 BOZ 的 
外 心 ; (3) 4B.4O= BD2? 一 4D2. 

解 〈1) 连结 4D, 因为 也 是 到 的 中 点 ， 
所 以 D4 平 分 人 B40C 的 外 和 角 ， 即 平分 
AOL 

因为 AC4 刀 是 等 腰 三 角形 ,所 以 D4 EC， 

(2)》 显然 刀 为 BC 及 0C 的 垂直 平分 线 的 
交点 ,所 以 也 为 人 BO 的 外 心 . 

(3) 由 也 向 3 引 重 线 DM,， 则 
BD2 一 4D2 一 BM2_ 4 
一 (BMA4MN)(BEN -4 q 
又 BD= DB，.…，BM = 到 妃 。 由 四 得 
五 12 一 4D2= (BM 二 4 了 1) (MT 一 .47)， 
一 4 万 ,4 古 
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因 4 及 = 4C， 
4B.4O=BD2 一 4D2。 

961. 由 等 腰 三 . 角 
形 4BO(4TB= 40) 的 
顶点 4 向 底 边 BC3 引 
重 线 4D, 在 4 忆 3 的 延 
长 线 上 取 点 了 连结 
PC, 设 4 互 垂 直 于 
FCO,， M 为 PC 的 中 点 ， P 
石 为 4 的 延长 线 与 PC 的 交点 , 试 证 
《1 2ZD 与 圆 DZ 万 相 切 ， 
(2) 了 P2? 一 42 瑟 .MX 万 ， 
解 (1) 轩 为 4D1LBO,， 4 万 1LPO， 

4DO= AR=4HC， 
所 以 四 边 形 4DC 是 贺 内 接 四 边 形 ,因此 
CO4D= 一 DT 
又 也 2 分 别 为 BC、PC 的 中 点 > 有 
4P1ADM， 
D4B= -MDB. | 

因为 A46C 是 等 腰 三 角形 ，4DD 垂直 于 
BC, 有 


。、B4D= Ac4D， 
AMDRB= AP4D= D4O= DER 
故 直 线 DPM -与 圆 了 BE 万 相 切 。 
《23) 因为 2 忆 与 圆 2B 克 相 切 ,有 
了 Da- 11 克 .M 万 ， MD=- 亏 EBP， 
.4MD2 一 BP2， 
.。 万 Po 一 和 26 吾 .Mr 妞 


962.， 设 三 角形 的 内 
| KR 一 并 
SX7 


心 为 志 , 三 个 旁 心 分 别 为 . 
BO 三 角形 BOD 
的 外 接 圆 直径 为 C 互 ， 则 
452OD2 一 0C52。 
解 4 为 三 角形 的 内 
心 ， D、 CO、 忆 为 旁 心 ， 所 
以 4P、4C、4D 分 别 垂 直 于 DO、DB、BC 
(问题 便 3) ， 作 直径 C 互 ， 则 CD 一 一 已 
且 B4LCOD 有 了 1 4 
同 理 , 刀 B / D4, 所 以 四 边 形 4DBB 为 平 
行 四 边 形 。 
4 一 也 万 

.4B2 二 07 一 万 D2 十 0O7D2. 

LOD 忆 一 一 已 
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有 刀 D2 二 CD2 一 CT2， 
。…，4P2 十 CD2 一 OF2， 


7。 根 轴 、 根 心 及 其 应 用 

963， 已 知 两 圆 O、O', 由 点 忆 作 两 贺 的 
切线 P4、PPB， 
切 点 分 别 为 4、 
刀 ， 则 使 P4= 
2 成 立 的 点 卫 
总 在 定 直线 上 ， 
[此 直线 称 为 两 
加 的 根 铀 ] 

解 “连结 PO，PO"， 则 在 两 个 直角 三 角形 
了 40, PBO' 中 

了 42 一 PPO2 一 402， 忆 DB2 一 PO72 一 BO2。 
根据 假设 P4 一 PB， 

PPO2 一 402 一 PO 2 一 BO 
即 DO2 一 PO2 一 402 一 BO2. 
设 园 O、Or 的 半径 分 别 为 rr'(r>z)， 则 
， Po?-Po2=72 一 r2。 〇 

由 卫 向 0O'O 作 垂 线 P 玉 00 的 中 点 为 2， 
则 DO2 一 PO2 一 200:.1M 万 。 
由 @ 有 


22 一 和 2 一 200 MT。 @ 
上 式 中 从 光 及 OO' 的 值 一 定 ，M 为 00 的 
中 点 ， 所 以 芭 已 也 一 定 ， 玖 是 定点 ， 六 此 忆 
在 过 定点 五 且 垂 直 于 00' 的 定 直 线 上 。. 


964. 两 加 SEE 
人 分 

全线 人 AH 
解 设 两 欧 


O、O' 的 公 切 线 
的 切 点 分 别 为 4、 瑟 ，4 九 与 两 图 O、O' 根 轴 
的 交点 为 王 ， 则 
PO2 一 PO2 一 72 一 7/2 O@ 
(>，7?-” 为 两 圆 的 半径 ，7 > ) 。 
DO2 一 PPO 一 (Pd42 二 72) 2 (已 B2 十 7'2) 
一 忆 42? 一 忆 B2 十 72 一 9 轩 
了 42 一 已 B2=0， 
 ， P4=PB。 

965. 已 知 定 点 4, 定 贺 0. 若 由 点 己 向 
园 O 引 切 线 PIT， 使 它 等 于 P4， 试 证 一 总 
在 定 直线 土 。 

解 设 园 0 的 半 各 为 ， 则 


由 四 、@ 得 ， 


第 二 编 证 明 题 
| Pza_Po_TOs 


区 
二 PO? 一 站 个 P 
及 PT 一 P4， 
有 一 42 一 PO2 一 72。 癌 A 
“， 开 02 一 疡 42 一 ?2。 
因此 贞 王 到 两 定点 立 
O、 世 的 距离 平方 差 为 2( 定 值 )， 根 据 问 题 
1834, 点 己 在 垂直 于 O4 的 定 直 线 上 。 

966. 已 知 定 圆 
0 及 与 圆 不 相交 的 
定 直线 !. 若 过 圆心 
0 与 7 垂直 的 直线 
为 03 由 !/ 上 的 动 
点 作 圆 2 的 切线 ， 
切 点 为 下 作 以 忆 
的 两 定点 。 

解 设 作 勾 的 交点 为 M， 以 书 为 圆心 
PT 为 半径 的 圆 与 直线 妈 的 交点 为 4、 妈 ,由 
O7 为 图 一 的 切线 ,根据 问题 993 有 

O72 一 04.0PB. @ 
设 0OM =j 07=70， 41 一 4B=z， 由 @ 得 
9%2 一 (0 一 4M) (0 好 十 5 奋 ) 
一 (一 2) ( 尹 十 Z)， 
2 一 了 2 一 2，02 一 思 2 一 名 2， 
因此 2 是 一 定 的 ， 4、 如 是 定点 , 这 就 证 明了 
卫 过 定点 4、 寻 .。 

967. 过 两 定点 4、 如 的 阅 与 一 个 定 圆 
的 根 轴 ， 与 过 
4、 妃 的 直线 
是 相交 ， 还 是 
平行 ? 

解 设 过 4、 
吾 的 各 圆 的 圆 
心 为 C、 履 、 吾 
等 ， 定 圆 的 圆 
心 为 O, 圆 O 圆 忆 的 根 轴 与 圆 C、 加 0 的 
根 轴 交 于 点 己 则 由 己 向 三 个 圆 作 的 切线 
PT、2P9、PS 相等 。 因 书 在 4B 上 ,所 以 若 
从 己 作 圆 马 的 切线 为 忆 R， 则 

PT 一 PRE，.… .PR 一 PS 
因此 圆 百 、 锅 CO 的 根 轴 也 通过 点 忆 ， 其 它 的 
根 轴 都 过 己 . 若 O 在 CD 上 时 ,加 C 和 了 贺 O、 
园 忆 和 贺 0 的 根 轴 都 垂直 于 CD, 所 以 都 平行 
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于 4B。 
968， 已 知 点 乙 在 圆 0 半径 04 上 ， 在 
0O4 的 延长 线 


圆 与 圆 0 垂直 相交 。 

解 ” 设 两 圆 垂 直 相 交 ， 即 在 其 交点 上 引 两 
贺 的 切线 相交 成 直角 ， 设 过 PP、8 的 任意 圆 
为 CO, 图 CO 和 圆 0 的 交点 为 互 则 04=OP， 
由 此 得 

OP.09=-042 一 0B2， 
于 是 0O8B 与 加 0 相 切 。 从 而 OP BO, 总 之 
因为 0B 与 贺 0 相 切 , 并 且 BC 在 点 了 与 贺 
O 相 切 ,所 以 这 两 个 切线 垂直 相交 , 故 这 两 个 
圆 垂 直 相 交 。 

969., 三 个 圆 每 两 个 的 根 轴 是 通过 同一 
点 , 还 是 互相 平行 . 

解 ” 设 两 贺 0O.0/ 
的 根 轴 了 DP 和 两 贺 
O'、O0" 的 根 轴 克 
的 交点 为 己 从 点 
乙 作 三 个 圆 的 切线 
PTI、PM、PN, 则 有 天 = PM, PM=PN， 

。 也 Z 一 PN. 
因此 民 在 两 圆 O、0” 的 根 轴 上 , 即 三 个 根 轴 
过 同一 点 三 (此 点 称 为 根 心 )。 由 于 两 贺 的 根 
轴 垂 直 于 欧 心 线 ， 因 此 当 三 个 圆 的 圆心 在 同 - 
一 条 直线 上 时 , 则 三 个 根 轴 互 相 平 行 。 


970。 设 两 X 
圆 4、 瑟 的 根 轴 bD < 
人 时 人 
上 任意 一 点 一 作 
圆 五 的 切线 PC， 

由 卫 作 PP 垂直 Y 


了 7Y,， 则 PC 一 24 了 3.PD。 
解 出 己 作 4 的 垂 线 PEZE， 设 4 瑟 的 中 
点 为 ， 则 
卫 B? 一 己 42 一 2 .4 万 .也 MX， 
又 LPOB=- 忆 
。…。 PCO2 一 B2?_ FO2.。 


中 


四 
设 XY 和 4 的 交点 为 孔 则 闷 是 根 轴 民 了 】 弦 。 
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上 的 点 ,根据 问题 963 
P4? 一 BO? 一 2.4B.M1。 
由 四 十 人 @ 十 图 得 
PCO2 一 2 .4 万 (了 盏 十 了 万 ) 
一 2.4PB.IT7 一 24B.PD。 
971， 由 一 点 
也 作 两 圆 OO' 的 
切线 P4、PB, 若 
由 王 作 两 圆 的 根 
轴 C 了 的 垂 线 己 D， 
则 


了 P4?~B? 一 200.PD， 

解 由 书 作 00' 的 垂 线 PB， 设 O0' 的 中 
点 为 MP4>E, 则 
忆 43 一 也 B2? 一 (PO2 一 PO'2) - (042 一 O'B2) 

一 (OBE2 一 0 了?) 一 (002 一 0'02) 
一 200'. 了 ME 一 200.0 了 2 
一 200'(BEM 一 CN) 
一 200'.PD， 
若 PE4<2PB 时 ,结论 也 成 立 , 

972， 作 一 
分 别 平 分 两 定 圆 O、 
C 的 圆周 ， 设 其 加 
心 为 己 则 书 在 定 
直线 上 。 

解 设 贺 三 与 两 
较 O、O: 的 交点 分 
别 为 4、4' 及 了 、B5'， 则 44'、BB' 分 别 为 
O、O' 的 直径 ,连结 P4、PB,， 则 

PP42 一 PO? 十 72(7 为 圆 0 的 半径 )， 
PEB2 一 PRO2+72(07 为 圆 0 的 半径 )。 
因为 P4、PB 是 圆 乙 的 半径 ,所 以 相等 。 因 

此 


PO2 十 72 一 PO2 上 7r'2， 

-。 BO? 一 PO2? 一 7'2 一 72( 定 值 ). 
由 CO、0O ' 为 定点 知 PO2-- PO2 是 定 值 ， 所 以 
点 己 在 垂直 于 00' 的 定 直线 上 。 

注 在 问题 983 中 ，PO? 一 PO2 一 72 一 7 
而 在 本 题 中 ，PO2 一 PO?2 一 和 2 一 72 右边 和 
2 的 位 置 相 反 。 这 两 问题 中 的 点 三 所 在 的 直 
线 是 关于 O0' 的 中 点 对 称 。 

973. 由 两 相交 贺 OO' 的 公 切 线 P@ 的 
中 点 到, 作 连 心 线 00' 的 垂 线 是 两 贺 的 公共 
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和 解 ”因为 两 圆 的 
公共 弦 4B 就 是 两 
园 的 根 轴 ， 设 4 
与 公 切 线 P9@ 的 交 
点 为 , 根据 问题 由 
964, MK 为 P8 的 中 电 
点 ， 而 且 4B LO00'。 所 以 由 PQ@ 的 中 点 向 
O0' 作 的 垂 线 与 4B 重合 . 

974. 由 一 
点 4 作 圆 O 的 
切线 4D， 再 由 
4 的 中 点 
作 04 的 答 线 
也 B, 若 由 3 点 引 


信 
信人 


CC 


BC? 一 0OB3? 一 002 一 OZ12 一 媚 B2 一 003 
一 0Z2 一 0D? 一 瑟 B2? 一 DB2 一 刀 B2 
一 4 妃 2 一 刀 B2 一 4B2 
BC= 4B、 


乌 . 海伦 公式 及 其 应 用 
975,， 设 三 角形 三 边 为 az、c, 面积 为 


8S, 则 S= /FE-aJ ETP 二 5， 
[海伦 公式 ] 
入 四 


其 中 P= 王 (x+5+9)。 


解 由 也 作 BC 的 
垂 线 4 了 , 设 BD=2， 
4D= 九 则 
4D2 一 4B2 一 瑟 D2 

一 -4402--OD2， 
即 一 2 一 22 一 22 一 (C 一 2Z) > 
解 ca 一 2 一 z2 一 (一 Z)3， 
，C2 十 03 一 2 
得 2 


他 


代入 妇 =c 一 局 得 


一 一 -一 


2-V e=( 十 0 一 多 汪 
2a 


人 人) 
xV( 条 2d 革 人) 


[ 也 一 tc， 


第 - 编 证 明 是 


所 以 jh 一 全 五 CP 一 可 ( 己 --b) (也 -0)， 


由 8 一 亏 L， 得 


gS=wFCE~a)(E 二 oo). 

注 上面 是 锐角 三 角形 的 证 明 . 若 A4BO 
为 钝 角 三 角形 ， 由 4 向 BC 作 垂 线 的 垂 足 在 
底 边 BC 的 延长 线 上 , 同样 可 证 明 其 结果 。 

976. 设 三 角形 三 
边 之 长 为 gQ、D、c, 求 此 
三 角形 的 内 切 圆 、 旁 切 
加 的 半径 . 

解 设 人 4BO 内 心 
为 O， 内 切 贺 半径 为 7， 
则 


Saaoo- 避 G7， 
3aaoo 一 瑟 br， Saaao 一 总 CI。 
而 人 A42BC 是 这 三 个 三 角形 之 和 ,所 以 将 这 三 
个 式 子 相 加 , 得 
Saaso 一 部 (十 D 士 o)7 一 忆 7。 个 
由 海伦 公式 得 
Sae4po 一 wV 三 (PC-q 人 瑟 -DCE=-o9. @ 
由 @、@ 得 
~/ 开 ( 瑟 一 ao) (方太 疡 一 可 一 P.y， 
.7 一 V 五 (Pa)(E 和 (PE 二 9 
: 书 


= (PP 一 g) (一 一 D) ( 屯 一 o) 
人 


， 为 求 <4 内 穷 切 圆 的 半径 ”〈 设 旁 切 贺 为 
“0), 由 


SAaBo 一 Sa4ao' 十 Seaoco' 一 SAaoo 
荆 
一 王 (C 二 一 0)7 一 (PP 一 0 
， /FrE- 订 CE-D 
得 7 -V 0 
同 理 ,车 在 人 互 . ~C 内 的 旁 切 圆 半径 分 别 
为 7"、 7 则 


mVEEEOTE 林 


蕊 一 b 2 


rw-A/ CE 可 纪 二 己 - 


了 一 0 


977.,， 设 三 角形 4BC 三 边 定 长 为 & 人 
2C， 其 外 接 圆 的 半径 为 A 
丈 , 面积 为 S，BC 上 的 
高 为 2， 出 
尼 - az _ .20 
5 及 R 
韦 过 4 作 直 径 ES 
44， 则 
]L4B4' 一 ABR 一 .40， 腕 。 AAA44DB， 
,，A4H4cpA4BC( 两 角 相等 )， 
4B:44' 一 4 末 :40， 
4PB.40C= 44'.4 甩 ， 
即 c9 一 2 妃 .j，.…。 aDC 一 2 尼 .Gh 一 4 有.S， 


因此 


978. 芳 三 角形 的 内 切 圆 半径 为 罗 三 个 
旁 切 圆 的 半径 为 7T1、72、9?7 3， 则 三 角形 的 面积 
为 必 一 人 II1oI272。 

解 由 问题 976 有 

r-\/ -CC (五 一 0) =5 


ZE 
ri 人 芒 人 -o)， 
VE -oa) 


2 
人 a] (五 一 思 


将 四 式 相 条 得 
作 :71I293 一 忆 ( 万 一 Q) ( 忆 一 四) (已 一 C) 一 8 
(问题 975) 。 
从 一 以 个 219273。 
979. 设 三 角形 的 内 切 痪 及 旁 切 加 的 半 
径 分 别 为 1、71、72、28， 由 
二 1 二 江 
六 IT II2 ys 
YIJ1 一 (一 一 D ( 忆 一 0) 。 
解 ”因为 8=7 一 "t(P 一 0) 一 7a( 忆 一 D) 一 
ys( 忆 一 0) (问题 976)， 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 让 


工 , 工 , 工 2-o+P-2TP-o 
7 72 Ia 避 


(ee 人 
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3 一 X 一 2 一 C 
信 和 
22=aT+D 十 c，.…，3P 一 4 一 0 一 C 一 也， 
1 ,1 ,1 P 
故 机 
于 
国 此 “了 富 二 
人 
6 人 一斑 (ED 二 0 
_ 卫 (PP 一 攻 ( 忆 一 切 (也 一 O 
忆 (PE-~-w 


一 ( 卫 -D) (已 一 0) 。 
980， 在 人 4B0 中 , 若 L 人 4 为 60"，BC 
一 a，C4=D，4B=c, 则 
(Ga 十 D 十 C) (5 十 c 一 四 一 3kc， 


和 解 册 吾 作 4C 3 
的 垂 线 瑟瑟 ， 则 
1 
4 五 = 亏 4 有 
一 部 CO) - 
C 五 =5- 工 。 VS3r_ VS 


BB=> 45=- 交 ”< 


.BC?= OBE2 上 十 万 T2， 
和 和 _C 2 AAA[ 3 2 
人 二 +( 
-DC DT3 oo 
2 一 六 十 了 0c 十 C。 
02 一 D2 一 C? 十 Ze 一 0， 
22 十 c2? 十 3 一 02 一 30C 一 0， 
即 (3 十 O2 一 02 一 30C. 
故 (C++p 十 ce) (2 十 一 0) 一 32c。 
9S81.， 设 梯形 的 边 为 人 和 c、 Ce、c 为 
册 
了 3 
《2 十 c)D 十 Gd 十 C 一 0) 
X 可 (一 C 十 一 0) 。 
解 如 图 , 设 CB1/D4, BE4=47， 
了 忆 


第 二 编 
A 人 CD6S2 人 了 4G， 

.-。 四 边 形 4BCD 的 面积 一 SAorm 
四 边 形 .42BCDP 的 面积 ~ Secra 。 


人 AcBB 人 eczB 
因为 。 Sacra 一 坪 了 B.OE(CH 为 高)， 


Sacza 一 二 也 也 ,0 刀 。 


四 边 形 4BCD 的 面积 _ TB 
SAopB 五 如 
已 


即 四 边 形 4BCD 的 面积 一 -2 一 2 X Saoza。 


式 ( 问 题 975) 的 计算 得 ACEPB 的 面积 是 


了 VEGT5TID GT2TO 一 林 


CC 十 C 
G 一 C 


XA/ (一 cb 一 四 (a 一 C 十 Gd 一 切 
将 它 代 入 上 式 即 可 证 明 本 题 . 
982. 设 四 边 形 4BOD 的 边 4B、BC、 
CDP、D4 及 对 角 线 4C、BD 依次 为 q 久 cc、 
2 及 7 则 其 面积 8 为 


了 VBAT 一 5TR 二 二 


X^/ (32y 和 一 02 十 友 一 2 十 二 ) ， 


解 由 瑟 了 向 对 角 线 4C 作 垂 线 BB、 
了 DP,4C 的 中 点 为 下 ， G 
若 由 也 向 吾 刀 的 延长 


线 作 垂 线 DG,， 则 
Sahao= 子 40. By 


Saipc 一 也 4O.DF。 碟 


.…， 四 边 形 4BCD 的 面积 
> 4C(B 画 十 DT) = 亏 M. BG。 


若 c>2 0>c 则 
a2 一 太一 4 一 CZ2 一 2 4C. 了 甩 ， 
如 一 C2 一 4 有 2 一 TO2 一 240.MT。 
0 一 2 十 C2 一 肆 一 2.40. (1 万 一 MPF) 
一 240. 万 太一 27. 姜 太 。 
上 式 两 边 分 别 加 上 2 及 由 2moz 再 减 去 此 


等 式 ,得 

2M.% 十 G2 一 2 十 c2 一 0 一 2 十 2 万 到 
一 2 (2 十 瑟 ) 

条 


证 明 题 二 
271.7 一 02 填 22 一 02 二 02 一 2 .7 一 270 .万 厅 
一 272 (人 一 万 万) 。 
两 式 相 委 


《30 于 咏 一 成 十 c2 一 地 ) 
X(27X 一 a2 十 2 一 02 二 02) 
一 422(02 一 万 F2) 。 
可 是 ”五 玉 = DG，D2 一 DG2 一 BG2 
。。 122 一 万 方 2 一 BG2。 
两 边 乘 以 4m2, 得 
4012(12 一 万 万 2) 一 40702. G2 
。 〈2Mi 02 二 a2 一 D2-c2 一 太 ) 
X(2m -一 02 十 2 一 02 十 G2) 
王 4M12.G2. 
SBG 


因 5， 


故 S-= 了 VCGAAT9G TO 一 0 困 


XA/ (2 一 到 十 妈 一 十 吧 )。 


号 。 多 边 形 的 面积 


983. 从 正史 边 形 4BCD… 内 -. 点 丙 
各 边 作 垂 线 EPZ、 了 愉 、PN、… 之 和 一 定 。 

解 ” 设 正 多 边 形 中 
心 为 C， 内 切 圆 的 半径 人 
为 罗 面积 为 8, 则 


工 
S= 工 04B.7。 
2 Bk: 站 
又 由 王 向 各 边 作 垂 线 于 


为 PI、PM、 ZAV、 交 
则 8- 喜 4B.PT 十 坪 BO.PM 


+ 到 CD.PN 二 …= 瑟 20.4 Byr。 


4 了 一 BO=CDD 一 …。 人 
一 志 十 PMTPNT。 
一 0 一 〈 定 值 ) 。 
984.，， 从 正 7 边 形 4BCD… 内 一 点 卫 ， 
分 别 向 各 边 4Z、PBC、 
CD、… 作 垂 线 ZZ、 


而 


PWM 、PN、.… 再 由 正 多 人 
边 形 中 心 0 作 4 也 边 的 。 外 一 
重 线 09, 则 志 
也 也 十 PPM 二 PN 二 wo 
上 D 


一 20.O9。 
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解 ” 因 正 多 边 形 的 面积 为 
瑟 4B.09， gg 
或 寺 (PI.4B+PM. BCTPN.OD 十 ……) 


= 寺 4B.(PLE+PMTPN 二 图 


由 人 @ 有 
4BCPZAPM 二 PN 十 … 一 委 45.09， 


PITPMPN 二 … 一 2.09. 
985.。 在 正 五 边 形 _ 4BCD 百 中 ,三 角形 


B4 卫 的 面积 小 于 正 五 角形 的 面积 的 亏 ， 大 
于 其 地. 
解 因为 人 AB4Fc2ACDEceACGB， 


了 
"SABhB 到 椰 外 


X (五 边 形 的 面积 )。 3 忆 


” SeacG<Saeac4， 


六 Sephz> 工 


x (五 边 形 的 面积 ) 。 必 - 

986。 任意 五 边 形 各 边 上 的 正方 形 之 和 
的 三 倍 ， 等 于 对 角 线 上 
的 正方 形 之 和 ， 再 加 上 
连结 由 不 同 顶点 对 角 线 
中 点 的 线段 上 的 正方 形 
的 和 的 四 倍 。 

解 设 五 边 形 为 
4BCD 的 对 角 线 为 
4O、DPDP、 ON 、 4 忆 、 DZB。 连 结 4O、BD 中 点 
的 线段 为 w 连结 瑟 D、CZ 中 点 的 线段 为 轴 
连结 CRBR、4 刀 中 点 的 线段 为 c 连结 4D 
BB 及 BB、40 中 点 的 线段 分 别 为 &_e， 则 
由 问题 918 知 

4 了 2 十 BC2-O7D2 十 万 42 
= 40C2 十 万 D2 十 402， 
2C2 二 COC7D2 二 五 2 十 刀 有 2 
一 甩 D2 二 OZ? 十 422， 
CDD2 寺 万 瑟 2 十 五 42 二 402 
一 OZ2 十 刀 4? 十 402， 

了 DB2 十 瑟 42 十 4B2 十 互 D2 
一 D42? 十 瑟 B2? 十 402， 
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五 42 十 4DB2 十 BO2 二 CN2 
一 已 B2 十 4C2 十 4c2。 [加 | 
四 十 Q@ 二 @+ 四 二 @， 
3(4B32 十 瑟 C2 十 CD2 十 刀 瑟 2? 十 妈 42) 
一 40C2 二 万 2 小 C 厂 2 十 4 万 2 十 殖 万 2 
士 4(a2 十 刀 十 c2 十 呈 十 ec) 。 
987. 由 正 ? 边 形 
LBOD… 的 各 顶点 向 A 
过 外 接 圆 局 上 一 点 三 D 
的 切线 习 了 所 作 垂 线 
之 和 等 于 半径 的 4 倍 。 六 ， 
解 因为 从 也 作 2 浊 
ZY 的 垂 线 DD' 等 于 从 五 向 过 点 也 的 切线 
作 垂 线 PB， 最 然 有 
人 DPEA 人 PPDDPD'， 
因此 从 正 多 边 形 各 顶点 向 了 所 作 垂 线 之 和 
等 于 从 点 一 作 各 顶点 切线 的 垂 线 之 和 , 这 些 
切线 就 构成 边 数 为 % 的 外 切 正 多 边 形 ， 三 成 
为 外 切 多 边 形 内 的 一 点 ,根据 问题 984 知 , 这 
些 垂 线 之 和 等 于 多 边 形 外 接 圆 半径 的 倍 。 
988， 圆 外 切 多 A 
边 形 的 面积 ， 等 于 其 丸 
多 边 形 的 周 长 和 圆 的 
半径 为 边 矩形 面积 的 
一 半 


解 ” 设 圆 0 的 外 切 
X 边 形 为 4BC…N，， 
连结 各 顶点 和 圆心 0, 则 得 AO4B、AOBC、 
… 个 三 角形 。 

Sous 一 也 4PB.04n 


Saopc= 末 BC.0B 


Seoma 一 王 N4.ON'。 


因为 04 一 0B' 一 … 一 ON (等 于 圆 的 半径 )， 
所 以 多 边 形 4BOD…W 的 面积 


一 CAo4B 十 Saoac 十 … 十 Seow4a 
- 亏 4B.O4' 吉 BO.OB' 十 … 


+ 豆 N4.ON' 


一 末 (4B 二 EC+… 二 NL).O41。 
389. 从 正 忆 边 形 414?…4 的 各 顶点 


Y 
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向 外 接 圆 的 直径 MXN 作 垂 线 ， 则 在 MX 一 
例 的 垂 线 之 和 等 于 
另 一 侧 垂 线 之 和 ， 
解 由 顶点 4 
42、 、 4x、 Lp 
…、4n 作 直径 2 
的 垂 线 和 平行 妈 广 
的 切线 环卫 的 重 
线 , 重 足 为 人 42、… 
41， 42、 人 、4 人 49+t。 
O,， 切 点 为 P， 由 问题 987 得 
LI1 十 4o4 士 … 十 4kh14Y41 二 。 
十 4 4 隶 一 2PO. 
又 .441 十 .404 十 …- 二 441441 十。 
十 414.4 一 2PO， 
4141<4441， 424 如 < 4 乡 外 
Lp+14tI< 4G+144+1 9 
两 边 相 减 , 移 项 得 
1414 二 342 2 
990. -从 平面 上 
一 点 作 多 边 形 各 边 的 
垂 线 ， 将 各 边 分 为 两 
部 分 ， 则 其 每 相隔 部 
分 上 的 正方 形 的 和 相 
等 . ， 
解 ” 设 多 边 形 414s43…4,， 从 其 平面 上 
一 点 9 作 各 边 的 垂 线 , 垂 足 为 TI\T2、7Z3、…、 
Zn. 先 取 其 中 的 一 份 ;, 从 4iTx 开始 到 47 
因为 4173 一 CO4? 一 07?， 
4L273 一 O42 一 072，…， 
4 一 0O42 一 0732 。 
这 些 等 式 之 和 为 
《OO43 十 … 十 042) 
一 (073 十 072 十 … 十 OT2 。 . 
又 4273 一 O4 一 073，4323 一 O43 一 0 多 0 
41728 一 043 一 072。 
这 些 等 式 之 和 与 圭 式 根 同 , 所 以 
LI173 十 .4272 十 十 4n73 
一 4272 十 48373 十 … 十 4178。 
991. 部内 接 正八 边 形 的 面积 等 于 圆 内 
接 正方 形 的 一 边 483 和 外 切 正 方形 的 一 按 
7Z8 为 边 矩形 的 面积 。 


、4 人 外 4 民 
、4 ? 设 加 心 为 


、 妈 xz 及 


解 ” 设 园 0 内 接 正 方形 的 一 边 为 4B; 过 点 ， 


第 二 编 ”证 


明 题 加 


4 了 分 别 作 圆 局 的 切线 交点 为 .DO 与 4 念 、 
弦 4 好 的 交点 分 别 为 C、 
吾 ， 则 4C 为 内 接 正 八 边 
形 的 一 边 , 而 4B1OD， 


。， Gaoac 


- CO ,4 万 
DB 4B DB.4B 
= 到 3 
(因为 DZ 为 外 切 正 方形 的 一 边 ) 
散 内 接 正八 边 形 一 2 人 2 x 8 
一 4 了 .DB 
392.， 正 十 二 边 形 的 面积 等 于 外 接 圆 半 
径 O4 平方 的 三 信 。 A 
解 ” 设 正 十 二 边 形 的 “”Dh-syB 
一 边 为 4B3， 则 
.40B=360*- 二 12 
一 30， 
从 妃 向 04 作 垂 线 BD， .QQ 
则 BD-~ 王 0B -~ 去 O4， 


。。 Seoss 一 玛 04.BD 


一 于 04. 言 04= 开 04 
故 正 十 二 边 形 的 面积 -3.042. 


993. 求 羊 径 为 OO 
的 圆 内 接 正八 边 形 

的 面积 ， 

解 设 圆心 为 0， 人 针 

内 接 正 八 边 形 为 . 退 


42BCID…， 则 其 面积 8 为 三 角形 40B 的 八 
倍 。 了 由 号 向 04 作 垂 线 B34,， 因 为 


BOM- 霹 LA 忆 
知人 4OB 人 0 
人 BM-_1L 一 
7 OB 启 04 
Sasop 误 04.BM 


3 
一 一 >- 0O42， 
2 2 
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所 


*“。 人 一 8X 加 93 一 2、/ 372. 
2、/ 3 

994， 在 凸 六 边 形 中 , 若 各 对 边 相等 且 平 
行 ， 连 结 止 六 边 
形 每 相隔 一 个 顶 < 
点 所 成 的 三 角形 > 
的 面积 等 于 原 六 8 2 
昌国 机 几 2 


解 “ 设 凸 六 边 形 为 .4BCD 万 万 ，4 甩 也 避 
BOL BFH。CDLP4。 以 CD、DB 为 边 作 平 
行 四 边 形 CDZZO， 连结 4O、CO, 则 4CC、 
五 4 都 是 平行 四 边 形 的 对 角 线 .。: 
因此 SaA4po 一 SA4pc，Sacpsg 一 Sacopg， 

A4PB 一 BA40E。 


-Sancr= 也 六 边 形 4BCDB 的 面积 . 


995. 过 锐角 三 角形 4BC 的 顶点 4、Z、 
C 作 外 接 圆 的 三 条 直 
径 ， 其 另 一 端 分 别 为 
也 、 事 了 则 六 边 形 
47PPDOBR 的 面积 等 于 
三 角形 4BC 面积 的 两 
倍 。. 
解 设 外 接 圆心 为 
O, 则 40=DO，FO=C0O， 所 以 4 0D， 
同 理 BBCOZB，BDL4D。 
根据 上 题 ， 

六 边 形 487 BTDC 万 的 面积 于 2Sa4ac。 
996. 加 0 的 外 

切 正 三 角形 4BC 的 
面积 ， 等 于 此 贺 内 接 
正六 边 形 DBFHG 瑟 玉 
面积 的 两 倍 。 

解 0 是 正三 角形 
及 正六 边 形 的 中 心 ， 
人 4BC 的 重心 ,因而 04=260=-2DO0， 


Saok4 一 2SAoxkD。 


因为 


工 
Saok4 一 吾 SaA48BC， 


又 Seogp 一 亏 ( 六 边 形 DBFGHEK 的 面积 )， 


.。 SAasc=2( 六 边 形 DBNG 瑟 的 面积 )。 | 
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997.， 若 4B、4 刀 分 别 为 同 圆 的 内 接 正 

4B2 一 3 4Z2，， 

解 ” 设 圆 的 半径 为 

OP, 内 接 正方 形 及 内 

接 正 三 角形 的 一 边 分 
则 4PB=、/ 3OP， 

4 万 ~ /30F， 
4B? 一 了 4 万 2。 


998. 圆 内 接 
正 五 边 形 一边 土 
的 正方 形 , 等 于 在 
局 熙 的 内 接 正 十 . 
边 形 一 边 上 的 正 
方形 及 半径 上 的 
正方 形 之 和 ， 

解 ” 设 半径 为 * 的 贸 0 内 接 正 五 边 形 为 
4PFCDZ, 弧 4 万 的 中 点 为 卫 , 延长 BEP、O4 
交 于 点 @, 则 4OP=36". 
2O0O4P=-OP4= (180” 一 86") 二 3 一 72"。 

AP49=180。--72" 一 108。， 

又 ”AP4DP=--PPF4=-36" 一 23 一 13?*， 
.4P9=18" 士 18*=-36"， 
.49P=180。 一 (108" 二 36。) 一 36*， 

因而 4P@= ~49P，.… 4P=49. 
以 圆心 为 4， 半径 为 4P 作 贺 ,由 问题 931， 
DBP.B@=4PB2 一 4P32 
(… 五 为 圆 外 一 点 ) 。 
.其 次 ,由 ~POB=36" 一 09P 类 ,OP 与 
AOP9g 的 外 接 圆 在 点 O 处 相 切 , 因此 
DBP.PB9= 5O2 一 72， 
4B2 一 4P2 一 z2, 即 4PB2 一 .4PP2 十 72 
(45 表示 内 接 正 五 边 形 的 一 边 ，4P 表示 内 
接 正 十 边 形 的 一 边 ) 。 


1O. 杂 题 | 


999. 被 定 直线 4 平分 的 周 长 一 定 的 
图 形 中 , 关于 4 对 称 的 图 形 面积 最 大 . 
解 ” 设 周 长 一 定 的 图 形 为 40BD， 若 图 形 
40B 与 图 形 4DB 关于 4B 不 对 称 , 设 . 
40B 的 面积 兰 4DB 的 面积 . 
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若 作 图 形 4CB 关于 4 好 对 称 的 图 形 40'B， 
则 图 形 4CBC' 的 而 积 =2x (图 形 4CB 的 
面积 ) 伴 4CBD 的 面积 ,而 贺 形 4CBC 的 局 
长 等 于 图 形 4CBD 的 
局 长 一 定 , 且 定 直 线 4 殖 
平分 其 周 长 ， 因 此 按照 
题 意 ， 关 于 4 刀 对 称 且 
平分 其 周 长 的 图 形 面 
积 比 其 它 图 形 的 面积 
大 。 C 
1900. 在 周 长 一 定 的 平面 图 形 中 ， 凸 画 
形 的 面积 比 凶 图 形 的 面积 大 。 

解 设 图 形 41424344…4， 为 凹 形 ,其 
冲 形 部 分 为 434344. 要 
若 作 图 形 4?4344 
关 于 4o44 对 称 
图 形 4od4344， 则 
41434344…4n 比 原 
图 形 大 。 因此 若 图 形 
有 闻 部 ,将 其 割 除 , 全 
部 变 成 凸 部 , 则 其 面积 增 大 . 

1001. 在 同 殴 上边 数 相 辐 的 外 切 多 边 形 
中 ， 面 积 最 小 的 是 正 多 边 形 。 

解 作 贺 0 的 外 切 多 边 形 为 414243. 5 
其 中 人 4: 失 42. 如 
图 中 作 外 切 多 边 形 

44243…4a， 其 中 
4 一 人 42. 设 4141、 
424? 的 交点 为 书 ， 
则 4142< 414X 参 照 
问题 2715)， 因 为 
人 AO0414。、AO4442 的 高 等 于 圆 0 的 半径 ， 
所 以 人 AO4143> 人 OO414?。 

多 边 形 414243…4， 

> 多 边 形 414?43…4。。 

同 理 , 各 角 相 等 的 多 边 形 面积 最 小 , 因此 圆 外 
切 等 角 多 边 形 即 正 多 边 形 的 面积 最 小 。 
19002. 在 圆 内 接 有 
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旬 
全 


边 数 相同 的 多 边 形 aoAEEP SN 
中 ， 耐 积 最 的 下 | A。 
多 边 形 , 

解 设 内 接 多 边 所 


形 为 4l4a4a…4n， 
4i42? 拓 4243 尖 414s 的 中 点 为 42， 则 


证 


明 题 
人 A414343> 人 414548， 


久 . 

多 边 形 4i4243a…4n< 多 边 形 414243…4 
即 414? 寺 4?43,， 若 使 414? 一 424s 时 ,多 边 
形 的 面积 增 大 。 根 据 相 同 的 理由 , 当 4i4?=- 
4243 一 … 和 一 LA41 时 ， 多 边 形 的 面积 最 大 ， 机 
此 内 接 等 边 多 边 形 即 正 多 边 形 的 面积 最 大 . 

1003， 除 一 边 4 号外， 在 其 他 边 都 定 长 
的 凸 多 边 形 中 。 面 积 最 大 的 是 各 顶点 在 以 
4B 为 直径 的 半圆 局 上 。 

解 ”在 多 边 形 4BCD 玉 和 40B'CD 呈 中 ， 
设 4 一 4 万， 万 也 一 历 'D' DO= DO CB-- 
CT 4 有 :4B。 存 国 一 刀 ，AC= ALCY 
上 设 C4DB 一 -局 人 4D'B':# 二 已 则 在 
A4D 甩 A4D'B' 中 4D=4D'，DBE- 

站 了 3。 因为 人 4DB=-R， 有 SA4pa> 
ASAzprB。 又 人 D4FEeADP'4'， 人 DOBS 
ADO'B 所 以 多 边 形 4BCOD 有 > 4PBICOTD DT 
即 在 多 边 形 4BCD 妇 D 
中 ,顶点 刀 不 在 以 4B 。 蕊 - 
为 直径 的 半圆 局 上 
时 , 即 人 4DPB 不 是 直人 B 
角 时 ，4 巨 以 外 的 边 


的 大 小 以 及 一 孔 AC py 
的 大 小 不 变 。 而 4BB wh 
的 大 小 变化 时 。 使 

.4DB 为 直角 的 面 
积 增 大 。 即 在 适合 于 全 8 


本 题 条 件 的 多 边 形 最 大 时 。 刀 在 以 4 为 直 
径 的 半圆 周 上 。 同 理 , 互 、C 也 在 此 贺 周 上 ， 
也 就 是 各 顶点 都 在 以 4Z 为 直径 的 半圆 局 上 
时 , 其 面积 最 大 。 

1094.， 在 各 边 长 一 定 的 多 边 形 中 。 面 积 
人 


Ar 


4 ,5A 
R AN 
An 人 

解 设 4424?…4n 为 圆 内 接 多 边 形 ， 
-414248…4a 不 是 该 吏 内 接 多 边 形 , 但 4 
一 4442， 4243 一 4243，… 4n41 一 444. 
作 过 4 的 直径 4P, 若 作 AP4s4xiz 和 


AN Attz 
了 呈 
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AP444Jxi 全 等 ， 则 由 414? 一 442，4243 
一 4249，。 4xP 一 44P 是 42?、 Le 4z 
是 在 以 4P 为 直径 的 半圆 周 上 ,由 上 题 知 , 多 
边 形 4143…4xP 面积 >4444…44P' 面积 ， 
同 理 有 多 边 形 414….4xz+fP 面积 >. 杂 4 … 
42xlP 面积 ， 
”“， 多 边 形 444?…4， 面积 
> 多 边 形 414?…42 面积 。 


1005- 在 周 长 一 定 的 两 个 正 多 边 形 中 ， 
边 数 越 多 面积 越 大 。 
An 
人 人 


解 设 局 长 一 定 的 两 个 正 多 边 形 为 
4142…4， 4142….dn+1， 前 者 边 数 为 7 后 
者 边 数 为 (2 十 IT) 。 落 在 前 者 的 一 边 4i4s 上 
取 一 点 忆 时 ， 可 以 认为 此 多 边 形 是 由 
44P4z…4v 形成 的 (% 十 蕊 边 形 , 但 这 个 多 边 
形 不 是 正 多 边 形 ， 它 的 周 长 等 于 圆 内 接 ? 十 I 
边 的 正 多 边 形 的 周 长 ,由 上 题 知 ,后 者 比 前 者 


的 面积 大 。 
1006.。 在 各 边 长 一 定 的 等 边 多 边 形 中 ， 
面积 最 大 的 是 正 多 边 。 A 网 
形 . 人 
解 由 问题 1004 反 忆 
知 ， 此 多 边 形 为 圆 内 。 An 


接 多 边 形 时 ， 其 面积 SS 


最 大 ， 但 是 四 内 接 等 个 
边 多 边 形 是 正 多 边 形 。 

1007。 在 周 长 一 定 的 % 边 多 边 形 中 ， 夯 
积 最 大 的 是 正 多 边 形 。 


解 ” 作 圆 内 接 % 边 多 边 形 ， 则 此 多 边 形 比 
各 边 都 相等 另 一 个 不 是 圆 内 接 多 边 形 的 面积 
大 (问题 1004), 而 由 问题 1002 知 , 在 同 贺 内 
的 内 接 边 数 相同 的 多 边 形 中 ， 正 多 边 形 的 面 
积 最 大 。 

1008. 在 周 长 一 定 的 平面 图 形 中 ， 面 积 
最 大 的 是 圆 . 


解 ” 作 直 线 4B 等 分 图 形 的 周 长 ， 根 据 问 | 


题 999 知 , 这 个 图 形 4PBP' 必须 是 关于 4 瑟 
对 称 ， 又 设 在 此 图 形 上 任 取 一 点 忆 ， 根 据 问 
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题 1003， 当 已 在 以 4 为 直径 的 圆周 上 时 ， 

A4PB 的 面积 最 大 . 
沙 在 4 刀 3 的 另 一 侧 

任 取 点 己 ' 时 , 则 己 ' 在 

以 4 旭 为 直径 的 圆周 A 

上 时 ， AP-4 妃 的 面 

积 最 大 ， 即 要 使 这 个 

图 形 的 面积 最 大 ， 5 

形 上 的 点 都 在 以 4 

为 直径 的 圆周 上 。 因 此 所 求 的 最 大 面积 的 图 

形 是 圆 。 

1009， 在 人 A4ZBC 中 ,延长 BC 至 点 D， 
使 CD= BO, 若 BO 人 
的 中 点 为 如，4 刀 一 
3.4 妃 , 则 4B= BO. 

解 因 BO=CD，B 人 一 瑟 一 人 D 
所 以 4D2 了 4B?= 3402 二 3BO2. @ 
因 了 3 刃 一 EC， 所 以 

402 十 472 一 3 4 万 2 十 2 万 万 2. 
3.4 刀 =.4D，2 了 一 BC 


中 。 


40? 十 4B? 开 4D2+ 二 BC2， 


”，47D2 二 BO2 一 3240224B2， 轩 
由 四 .@ 得 34B2 一 3B0O2， 
“4 一 BO， 
1010， 从 A4HC 内 一 点 卫 向 BC C4、 
4 碳 作 垂 线 PD、P 瓦 、PZ ,又 在 三 角形 内 另 取 
一 点 厂 :5 则 
PD.BOTP 太 .CO4 
十 已 太 .4 克 
一 P'D.BO 
十 刀 .C4 多 L 
二 已 古 ,4 万 ? 光 
解 若 由 己 向 三 条 边 作 垂 线 P'D'、P 了 人、 
五 万 ,， 
则 PD'.BC 二 PN.C4 十 PIT 4 
一 忆 D. BC 十 PP 万 .CO4 十 P 太 .4 
一 2SA4zc。 
古 甩 兰 王 D， 开 ,再 芋 症 奋 ， 了 P' 友 二 PT/ 
《等 号 全 部 不 成 立 ) 
也.BC 二 PP.O4 二 PT4 刀 
>PD.EC+ZPB.O4 二 Pd4PB. 
1911， 习 形 4CPB 的 面积 等 于 弧 4 与 其 
两 售 弧 4BD 所 对 弦 的 一 半 之 差 乘 以 半径 
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QB 之 积 的 一 半 . 
解 弓形 40B= 扇 形 04B 一 人 0O4B， 而 


扇形 网 本 
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1 -一 、 E 
O4B 面 积 一 于 .40 方 .0B， 


设 4D 和 0 的 交点 为 
五 , 则 4 妃 LOB, 下 


1 
4 至 一 于 4d4 门 。 
Saoig< 工 0B.4Z= 工 OB.4D， 
5 了 
。 习 形 4CB 面 积 瑟 .40 方 .OF 
-了 0B.4D=- 瑟 0B.(4C 祖 - 坷 4D) 
1012.， 设 以 等 腰 
直角 三 角形 4BC 的 
直角 顶 战 4 为 圆心 ， 
作 己 形 BDOG， 以 BC 
中 点 刀 为 圆心 作 举 
40, 则 了 
弓形 BDC 的 面积 = 弓形 BF4 的 面积 


十 弓形 46C 的 面积 . 
解 ”因为 弓形 BDC 的 面积 


- 工 4FDO 的 面积 


因为 482? 一 2.4 刀 2 所 以 


开 加 4BDC 的 面积 


B 


-2( 全 可 B4FB 的 面积 )， 
…。 弓形 BDC 的 面积 
--2( 于 国 BEB 的 面积 ) 一 28Saran 


一 2 弓形 BF4 的 面积 
一 引 形 3874 的 面积 
十 弓形 46C 的 面积 。 
1013. 设 三 角 
形 4B0C 的 三 条 垂 
线 的 垂 足 为 刀 、 刀 、 
2 各 边 的 中 点 为 ， 


ZN 43 中 ， 两 个 


证 明 题 


之 和 与 另 一 个 相等 。 

解 ” 设 重心 为 互 ， 外 心 为 0, 关 由 互 O' 的 
中 点 DO 作 IC 的 垂 线 OP, 则 

OP2 一 P2 一 2BCO PT。 
2PO 一 万 7， 
DT.BC= POCO2~BP2 一 CC2w DB2。 
同 理 ， 瑟 太 .4C 一 0OC2~O42?， 
BFN.4B=OP2O42， 

其 中 设 OOC>OPB>O4， 

则 了 DZ BCAFN. 4 一 刁 和 .4O、. 

1014. 由 定点 
三 作 定 圆 0 的 任意 
割 线 P4B,， 过 呈 
和 4, 在 点 又 处 作 
O 的 切 圆 , 过 忆 
和 万, 在 点 五 处 作 
锅 O 的 切 圆 ， 设 此 
两 个 圆 的 第 二 个 交 
点 为 @, 则 P92? 十 602 是 定 值 . 

解 ” 在 图 中 设 过 忆 、4 的 圆心 为 C, 过 三 、 
下 的 咒 心 为 也 则 PQO 是 两 加 CO、 九 的 公共 
弦 , 因 此 CD 垂直 平分 29. 号 

又 BD1J/PO. CO PD， 所 以 了 DOOC 为 平 
行 四 边 形 . 设 PO、CD 的 交点 为 &, 则 POCOw 
OD 以 及 


PS=SO. @ 
由 @@ 作 PC 的 平行 线 与 DC 交 于 点 恩 则 
9BZPC. 
由 此 式 与 @ 得 
QBL0OD. @ 
由 @@ 知 , 9BDO 为 平行 四 边 形 , 901 瑟 D, 即 
901 0D. 由 @ 知 CD 垂直 平分 P9, 所 以 980 
垂直 PQ, APGO-- AR 因为 已、.O 是 定点 ， 


所 以 9 在 以 定 线段 BO 为 直径 的 圆周 上 。 
.SP=S9=&So. 
因而 Po?+6O2=PO2( 定 值 ) 。 


1015， 在 梯形 4EOCD 上 ， 设 4B1 DO， 
48=a DO=D. BO=c，D4=o0 BFD=e 
4C= 妃 则 

e? 一 天。a 二 DO 
C2 一 刀 2 C 一 D“ 

解 ” 设 过 忆 作 230 的 平行 线 与 4 的 交点 
为 到, 从 九 作 4C 的 平行 线 与 B4 的 延长 线 
交 于 点 妃 。 由 刀 作 4 的 垂 线 了 P, 洲 万 妃 
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第 四 章 


1。 基 本 性 质 


1016， 在 同 圆 或 等 圆 中 ， 
于 它们 所 对 弧 的 比 。 


vd 地 


解 ” 设 在 相等 的 两 个 加 O、O' 中 ， 圆 心 角 
40B3、CO'D 分 别 等 于 一 个 定 角 的 勾 倍 (图 中 
3 倍 )， 名 倍 (图 中 5 倍 ), 则 

A.40B8 _ 了. 
COD 风 ? 
其 次 ， 把 C4OB 分 成 罗 等 分 ， CO 分 


圆心 角 的 比 等 


成 兄 等 分 ， 则 它 它们 所 对 的 弧 也 相应 的 被 分 成 
急 等 分 (3 等 分 ) 和 包 等 分 (5 等 分 )。 
-性 ， 入 
CD 多 
AL4OB _ 念 
由 此 可 得 ， 
OOC 万 全 
1017 。 高 相等 的 两 个 矩形 的 面积 的 比 等 


于 它们 底 边 长 的 比 。 D 
解 ” 设 在 和 矩形 4BCDP 和 和 

已 HGZ 中 4 也 一 万 万 . 

”…” 和 珑 形 4BCD 的 面积 信 


一 4B.4D， 
矩形 8G 的 面积 
一 五 及 . 刀 刀 ， 
而 4D= 了 BE， 
。 夭 形 45CD 的 面积 
“' 抑 形 7G 的 而 可 
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则 “了 3D? 一 DBE2 一 2 刀 也 .TIP( 问 题 894)，. 
DE2? 一 站 42 一 2 .4 全 .7TP( 问 题 894)， 
BD2? 一 DH2 五 了 B 4B 二 DC 
Ah-Dd LE 245 
EC2 一 7 CQ 二 D 
CC2 一 Q2 


出 出 


_ 4B.4D 4PB 
一 

1018. 高 相等 (或 A_ .mm 
底 边 相等 ) 的 平行 四 
边 形 的 面积 与 它们 的 
底 边 长 (或 高 ) 成 比 
例 . 

解 在 平行 四 边 形 
4BOD、 dBIC1DT 和 
4BOD' 中 ， 设 第 一 、 
第 二 两 个 平行 四 边 形 
的 高 都 等 于 ], 第 一 、 
第 三 两 个 平行 四 边 形 
的 底 边 BC、BC 相 
等 。 了 


于 是 ， 癌 4BCOD 的 面积 一 Bo.j， 
已 41BICiD 的 面积 一 BCl7。 
从 而 得 出 ， 
站 4BOD 的 面积 DC .BO _BC 
号 二 豆 ODI 的 面积 “TO 方 0， 
或 者 己 4BOD 的 面积 DBOC .j 姑 


百丈 BOD 的 而 祝 一 方 C7 一 
1019. 在 三 角 及 
形 中 ， 两 边 的 长 与 马 
它们 的 对 应 高 成 反 及 
比例 。 ， 
解 , 在 人 4BO 3B 
中 ， 设 三 条 商 分 
别 为 4D、BZB、CZF， 则 


节 C 


工 网 
A4PBO 的 面积 一 部 CF.4B 一 总 怪 召 ,40， 
"。 0O7.4P 一 BT.4O 
4B:4C 一 BIO7 


同 理 可 得 ， 4B:BC 一 4D:CPB、 
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明 题 


这 就 是 两 边 的 长 与 它们 对 应 的 离 成 反比 例 . 
1020. 设 四 条 线段 成 比例 时 ， 用 外 项 两 
条 线段 为 边 
作成 矩形 的 
面积 等 于 用 
内 项 两 条 线 
段 为 边 作 成 
抑 形 的 面积 。 
解 ” 设 有 四 条 线段 4、B、C、 了 成 比例 , 即 


设 两 条 直线 .4B、C'D' 垂直 相交 于 点 O, 且 
4O=4，0OPF'=B，O00' 一 0C，0D' 一 D, 作 和 矩 
形 五 BIOC'，04'BC、O07P'K4'。， 因 为 矩形 
O4RC 和 矩形 鼠 BOO' 它们 的 高 相等 所 以 
答 形 冯 BOzr 的 曾 村 0 有 瑟 
同 理 可 得 ， 
是 57 克 01753787 可 的 看 志 一 7 一 方 . 
4 0C 
而 万 ”万 。 
..。 -矩形 O4'BC' 的 面积 
和 抑 消 下 BOC' 的 商 积 
_ 所 形 O4'BC' 的 面积 
和 托 形 CDA4 的 面积 ” 
.“…。 矩形 歹 BOC' 的 面积 
一 矩形 OP'K4' 的 面积 。 
08'-00' 一 04.0D， 
即 4.D= 也 .C。 
19021. 设 两 个 
和 矩形 的 面积 相等 ， 
则 它们 的 两 条 邻 边 囊 
的 四 条 线段 成 比例 。 
其 中 一 个 抢 形 的 两 
条 邻 边 是 外 项 ， 另 
一 个 的 两 条 令 边 是 
内 项 ， 
解 ” 设 矩形 P9 
的 两 条 邻 边 分 别 为 4 与 刀 、C 与 忆 , 且 
”上 拢 形 卫 的 面积 一 矩形 @ 的 面积 . 
如 果 在 两 条 垂直 相交 的 直线 4 B' CD 上 
作 矩 形 叫 4OC、O7) 瓦 B， 使 它们 分 别 等 于 
和 矩形 P、4, 那么 


CC 的 面积 总 了 


须 彩 0 到 训 1 的 而 各 ”57 一 5 
而 和 挎 形 已 4OC 的 面积 
一 矩形 0OD 互 2 的 面积 。 


忆 . 平行 线 的 比例 线段 
1022， 分 一 线段 成 定 比 的 内 分 点 或 外 分 


点 都 是 唯一 的 . 


但 在 外 分 一 线段 
时 ， 比 值 不 能 为 
工 。 
解 ” 设 给 定 线 
段 4 五 、 开 为 
给 出 定 比 的 两 条 线段 。 
(1)》 内 分 情况 : 
从 44 引 任意 直线 4D, 在 4ZD 上 取 4C 一 互 ， 
CD= 乓 , 连结 B。 又 从 CC 引 直线 平行 于 
了 且 与 4 刀 相交 于 点 已， 则 


所 以 点 三 是 分 线 
分 点 。 

其 次 设 除 点 卫 以 外 ， 多 人 全 
成 定 毕 互 : 芭 ， 即 

4P' _ 妃 _4P 
瑟 万 天 王 " 
4RP: 于 4d 书 
” .4 十 忆 有 4P 二 PP 
4P' 4P / 
一 一 四 L 忆 一 4 忆 ， 
从 而 得 出 , 除 点 己 以 外 ,不 可 能 还 有 一 点 已 
内 分 48 成 定 比 鼠 : 到 。 
所 以 分 4 呈 成 定 比 的 内 
分 点 是 唯一 的 。 

(2) 外 分 情况 : 

在 任意 的 直线 4C 
上 ，, 取 4C=- 互 ，CDD 一 瑟 , 连结 DB。 又 从 0 
作 直 线 平行 于 也 刀 与 4 万 的 延长 线 相 交 于 点 
q， 则 


段 4B 为 定 比 互 :天 的 内 


点 已 内 分 4 


妈 


入 襄 各 
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所 以 ,点 久 是 外 分 4 已 成 定 比 互 : 近 的 点 . 
用 (里 的 证 法 可 以 得 出 , 除外 分 点 @ 以 外 还 
有 点 以 外 分 43 成 定 比 豆 : 玉 是 不 可 能 的 . 


C 


而 


所 以 分 4 妃 成 定 比 的 外 分 点 也 是 唯一 的 。 
注 1 定 比 互 : 忌 中 , 如 果 互 > 互 ,那么 内 
分 点 忆 靠 近 点 互 , 外 分 点 @ 在 4 的 延长 线 
上 ;如 果 王 < 到, 那么 点 书 靠 近 点 4, @ 则 在 
4 的 延长 线 上 ; 如 果 已 一 所 那么 内 分 点 三 
就 是 4 的 中 点 ,但 这 时 ,不 存在 外 分 点 。 
2 当 忆 是 内 
分 4B 成 定 比 的 “人 
点 ,@ 是 外 分 4P 
成 同一 定 比 的 点 时 , 则 称 点 已 和 点 纯 把 线段 
4 调和 分 割 , 而 四 点 4、B、P、9 叫做 调和 
点 列 ， 点 己 和 点 纺 叫 做 点 4 和 点 吾 的 调和 
分 割 的 共 恩 点 (简称 调和 共 斩 点 ) 。 
1023. 平行 于 三 角形 
底 边 的 直线 内 分 或 外 分 其 
他 了 两边 成 相等 的 比 . 32 
解 在 人 4Bo 中 。 设 
也 K 是 平行 于 启 边 BC 的 2 
直线 。 R 
首先 , 设 4 克 :五 巨 一 p:9 (其 中 9、9 为 正 整 
数 )， 即 把 4 分 成 (2 二 9) 个 等 分 时 ，4 互 分 
成 2 等 分 , 互 刀 分 成 g 等 分 。 过 每 个 分 点 引 
平行 于 BC 的 直线 ， 因 为 这 些 分 点 把 4B 分 
成 (2 廿 9) 等 分 ， 所 以 所 引 的 平行 线 也 把 4C 
分 成 (十 q) 等 分 ,也 就 是 把 4 互 分 成 2 等 分 ， 
把 民 C 分 成 dg 等 分 。 从 而 得 出 ， 
4 民 :EC 一 D:9。 
4 妃 : 巨 一 D:9。 
“。 4 万 : 玖 了 =.4 开 : 民 C_ 
注 1 当 点 五 \ 点 玖 
分 别 在 B4、04 的 延 忆 
长 线 上 时 , 用 同样 方法 
可 以 证 得 上 面 这 个 定 
理 也 成 立 : 
2 上 面 只 对 
4 万 :万 一 p:9， 
且 2、& 都 是 正 整 数 的 情况 作 了 证 明 , 但 对 于 
2D、9 者 是 有 理 数 或 无 理 数 的 情况 ， 本 定理 也 
成 立 。 
1024. 内 分 或 外 分 三 角 形 的 两 边 成 相等 
_ 的 比 的 直线 平行 于 第 三 边 。 
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解 ” 设 在 A4BC 的 边 4 号 、4C 上 分 别 取 
点 互 、 互 , 使 
4 刀 : 万 也 一 4 忆 : 民 CO。 
@ 
假定 过 坪 引 BC 的 
平行 线 与 4C 交 于 
互 ,， 则 由 五 忆 ' / BC， 
得 


4 万 :五 PB 一 4 瑟 ': 互 人 

-由 @ 得 4 EC 一 4 民 : KC. 

从 而 得 出 , 环 与 互相 重合 .所 以 , 五 玖 ' 与 
瑟 玖 相 重 合 ， 

即 五 尼 1 3BG， 

用 同 禅 方法 可 证 明 、 玖 分别 是 4B、4C 
的 外 分 点 的 情况 。 

1025， 在 A4BC 的 两 边 4B、4C 上 分 
别 取 点 也 如. 使 忆 1/ 康 
BC, 则 

BO:DBE=-4B:4D 

“LOD4 万 . 也 已 

解 过 忆 引 平行 于 3 
40 的 直线 与 BC 交 于 国 
点 如 则 了 HBCZ 是 平行 四 边 形 。 所 以 

TO= DT. 
而 由 DZ/ 4C, 得 BC:EFCO=4B:4D。 
。 Bo:DBE= 4B:4D. 

又 由 了 DB 1/ BC, 得 4B;:4D=4C:47. 

-。 BO:DZR 4B:4D 一 40C:4 刀 . 

1026， 在 人 4FC 机 
的 中 线 4M 上 任 取 一 
点 0, 过 0 引 BC 的 平 工 F 
行 线 与 4B、4C 的 交 
点 分 别 为 吾 、 万 ， 则 了 G 

O 了 一 OF . 

解 由 0B81/ BM, 得 ZEO:BM=4O:4MN. 

又 由 OP7F1/MC, 得 OB:MCO= 40:420， 
五 0:BJ 一 O7:MO. 
BEM=MHCO。、.…，02 一 O7. 
1927 . 过 定点 O 引 任意 直 线 与 给 定 的 
两 条 平行 线 全 、 工 的 交 
点 分 别 为 已 9 则 OP: 
0 是 定 值 。 

解 从 0 向 给 定 的 两 
条 平行 线 瑟 、 了 作 公共 
垂 线 , 设 交 点 分 别 为 4、 


而 


人 mw 人 ammir 玫 and 人 oa ware 和 viom 一 一 和 
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了 3， 则 OP:O0g=0O04:0B. 
而 04:0B 是 定 值 ,所 以 OP:0O98 是 定 值 。 
1028， 过 点 9 向 两 条 平行 线 引 三 条 直 
线 , 它们 的 交点 分 别 为 4、4， 妃 、B,，C、C， 
则 4B:4'B' 一 BC: BO. 
解 在 Ao4'B' 中 ,4B1/ 罗 
4B OFB 
记 下 “55 
又 在 AOPB'C' 中 ， 
BC1 BC， 
0B__30 
OZ 0 
4P BC 
Ce 
1029.,， 设 在 两 条 平行 线 上 分 别 取 点 4、 
互 、C，4 必 、 瑟 、0， 使 
4 妃 4'B/ 六 
- 末 瑟 训 (43+4B)， 
则 真 线 44'、BB'、CC' 相交 于 一 点 。 


解 设 CC' 与 BB' 的 交点 为 
BO SC 得 
5655” 5 


O,， 则 由 


即 直 线 CC 了 BE 内 分 或 外 分 成 两 条 
而 -BC _ 4B __4B+BC 4LC 

CI 3 dB 十 了 了 多 

由 此 可 知 ，44 和 CC 的 交 二 CC 内 分 

或 外 分 成 两 条 线段 的 比 ,， 也 等 于 百 5r -六 .因为 


一 条 直线 被 分 成 定 比 的 内 分 点 或 外 分 点 是 唯 

一 的 , 所 以 44' 与 CC' 的 交点 也 是 O。 这 就 

是 说 , 直线 44',，BB'，CC' 相交 于 一 点 0. 
1030. 几 条 平行 线 截 两 条 直线 工 Z、 

和 了 ， 所 得 的 线段 对 应 成 比例 

- 解 设 441/BB'/Co， 从 4 引 平行 于 

瑟 了 的 直线 与 BB'、CC (或 它们 的 延长 


的 交 ' 点 分 别 为 呈 、 马 则 在 人 4C 妈 中， 


证 明 题 


BD1CZ， 


而 4DB3'4'、DEBCO'B' 都 是 平行 四 边 形 . 所 

以 4D 一 4'B'，DZB= BO'。 
4D 4'B/ 

由 此 可 得 ， 也 玖 下 
4 48B 
人 丽 ”50， 

1031， 设 允 为 线 A 
段 4 上 的 一 个 点 ， 
且 4 万 :已 召 一 人 :72 
和 了 是 与 4 刀 不 相交 
的 任意 直线 、 由 人 4、 
召 、 怠 向 民 了 作 垂 线 ， 
垂 足 分 别 为 4、 五、 豆 ， 则 

(人 十 1) 五 厅 一 0.44 十 MDBPB'。 

解 连结 4B' 和 BA， 设 它们 的 交点 为 
卫 。 

由 BB'1/ 到 B，44' 1 BE 得 

4 奋 : 奋 万 一 4 币 :万 刀 / 一 4/ 奋 ': 瑟 甩 ' 一 作 :7。 


名 思 : 


六 E 一 BY 


又 BH':EB 一 4B:4B， 


“BT 一 (4 万 十 刀 B) :4 万 . 
而 (4 在 十 瑟 画 ) : 4 互 一 (mm 十 mn) :7 。 
敢 再 :五 太一 (了 十 了) 7 
MBB' 一 (和 十 乱 奋 刺 中 
又 .44 一 4B0BBI 
一 (4 如 十 盏 ) :到 :至 / 
一 《人 十 允 ) 27。 
“， 044' 一 (人 十 9) 五 厂 '。 国 
Q@T+@, 得 
倪 BB' 十 7444 一 ( 记 十 %) ( 瑟 柬 十 万 万) 
一 (和 似 十 ) 万 再 。 
即 (内 十 2) 互 历 ' 王 32.44 寺 和 BT 
1032. 过 梯形 4BCD 的 对 角 线 4O、3D 
的 交点 O, 作 底 BC 的 平行 线 与 4B、CD 分 
别 相交 于 一 、Z， 则 OZ 一 OF 。 
解 在 人 4BC 中 ， BC OZDB， 
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又 在 ADH5C 中 ，E5O1/ 
O7， 
OP DZ 
1 
而 BC/BB1/ 4D. . 


但 OZ 
由 此 可 得 ， 一- 和 


1033. 设 平行 于 
A4BC 的 一 边 BC 的 
直线 与 另 两 边 4B、 
4C 的 交点 分 别 为 也、 
巴 则 BP、CZ 的 交 
点 在 人 4BO 的 中 线 
4D 上 。 

解 设 BFB/ BC，B、OB 的 交点 为 G, 过 
8 引 BC 的 平行 线 与 4B、40 分 别 相交 于 
工 、. Mr, 则 忆 BCB 是 梯形 . 

根据 上 题 可 知 ， ZLZG=GM。 延 长 4G 交 
BC 于 也 , 则 

DD:DO=7ZG:GM =1:1， 
.了 DTD 一 DO， 

由 此 可 得 ，BB、CZ8 的 交点 G 在 中 线 4 

上 。. 


1034， 试 证 ， 在 梯形 中 ， 延 长 梯形 两 腰 
所 得 的 交点 ， 对 角 线 
的 交点 ,以 及 上 下 两 
底 的 中 点 在 同一 条 直 
线 上 。 

解 ” 设 梯形 4BCD 
的 上 底 4 厂 下 底 BC 
的 中 点 分 别 为 MK 、N， 
对 角 线 4O、BD 的 交点 为 互 ， 则 

44:NO=4DD:BC= 4 万 :BO， 

连结 M 玉 EN， 又 M 4 万 一 人 NO 
， 人 M4ZBcpANCTE. 
477M 一 -NEO 
所 以 ,点 M、 怪 、N 在 一 条 直线 上 。 

又 4D1Y BC, 点 M、N 是 上 、 下 底 的 中 点 ， 
由 此 可 知 4B、CD 的 交点 刀 在 MX 上。 

所 以 , N、 瑟 、M、 万 在 同一 条 直线 上 .。， 

1035.， 在 人 43C 中 , 引 平 行 于 BC 的 直 
线 了 8， 与 4B、4C 分 别 相 交 于 瑟 、 囊 又 


BF、C 召 的 交点 为 G， 
则 和 A4GB 与 A4GB 
等 积 . 


解 设 4G 与 BFB 个 
的 交点 为 也 ， 根 据 上 /六 
题 可 知 ， 刀 古 一 BF. SN。 
从 而 得 出 A4GZ 与 8 
人 4G 有 共 底 边 4G， 且 它 们 的 高 也 相等 。 

SA4opg 一 必 A4oF。 
-1036， 在 人 45C 入 
的 中 线 4D 上 任 取 一 
点 卫 ， 连 结 BP、CP， 
并 延长 BP 交 边 4C 于 
五 ， 延 长 CP 交 4 于 
了 则 BB 1 BC. 

解 从 到 引 CB 的 B 
平行 线 了 BB", 根据 上 题 可 知 C 了 、B 妞 的 交点 
在 中 线 4D 上 . 

因为 BB、4DD 相交 于 书 , 所 以 CH" 一 定 过 
点 书 。 而 CP 过 点 .由 此 可 知 ， 友 和 了 歹 相 
重合 。 也 就 是 TB' 和 互 7 相 重 合 ， 所 以 环 
平行 于 BC. 

1937， 在 人 480 的 边 4B、4C 上 上 分别 
取 点 到 、 吾 ， 设 从 刀 
引 B 好 的 平行 线 与 
40 相交 于 点 媚 ， 从 
也 引 CD 的 平行 线 
与 4 万 相交 于 点 G， 
求证 : GBF / BC. 

解 ”要 证 明 501 


4B _ 40 
6GF， 只 要 知道 蕊 5 一 配方 
计 4 ，4 甩 4 
2 而" 天， 
由 BB] DRF,， CD1 ZEG, 得 
4B_ 4 4D_ 4 
- 配 ” 芒 :一 配 . 


本 有 一 一 一 了 一 一 一 一 一 一 -一 ze 一 一 


从 而 得 出 BO1/FZG. 

1038， 在 人 4B0C 的 边 4 上任 取 一 点 
忆 , 从 引 20 的 平行 线 盖 刀 交 4C 于 点 加 
从 妃 引 4B 的 平行 线 BFB 交 BC 于 点 媚 继 
续 这 个 方法 引出 7G、G 互 、 互 IT、77, 证 明 万 - 
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与 v 重合 。 又 BF、DT、G 克 相交 于 一 点 时 ， 
求 点 了 在 43 上 的 位 置 。 


上 1 上 


解 由 501DB1JGHE，C41TG1HT7， 
4LB1/ BF1 IT， 可 以 得 到 

4D -4 _ EBP 。BG 。CZ 

DEF 本 训 64 互 4 
-CO -47 
7 7 
LD_47 
DB 7， 
。 4D+DB 47JT 二 7 及 
”5 了 五 ， 
4B _ 4 
7 
从 而 得 出 , 刀 8 一 了 7 盛 ， 即 忆 与 y 相 重合 。 
又 设 DT、 瑟 8、G 巨 相交 于 一 点 9, 因为 
DB] G 下 1 BO。G71]1 DT LO 
ET/ 了 1 4B， 
根据 平行 四 边 形 的 性 质 , 得 
也 瑟 一 GO=0 万 一 BT 一 7T 一 70. 
:所 以 刀 、 工 三 等 分 BC。 从 而 得 出 , DG 三 
等 分 4DB, 殖 、 玖 三 等 分 4C。 

1039. 设 四 边 
形 4BCD 的 两边 
4PB、CD 及 对 角 线 
4C、BD 上 的 中 点 
分 别 为 PR、S， 
求证 : 两 线段 PO、 
BBS 的 交点 0 是 线 
段 B9 的 中 点 。 又 
在 两 边 4B、CD 及 
对 角 线 4C、BD 上 
分 别 取 内 分 点 也 、 
.RS 使 4P:PB、 
CO:DO、4RIERBO、 
BS:SD 都 等 于 
和 :7 设 线段 PQ、RS 的 交点 0, 则 比 PO:O9 


即 


第 二 编 证 明 是 


一 一 一 一 一 -一 一 


的 值 如 何 ? 
解 因为 P、&S 分 别 是 B4、BD 的 中 点 ， 
所 以 


PSL 王 4D. 
同样 , 尺 、@ 分 别 是 C4、CD 的 中 点 ， 
人 I 
0 二 4D. 
所 以 PSLFQ。 


由 此 可 得 , PFAS 是 平行 四 边 形 .所 以 RES、 
Poe 的 交点 平分 P9. 2 

同 理 可 得 ,在 A4BC、A 人 DBC 中 ， 
”4P:PB=4R:RO， DBS:SD=0C9:9D， 

。 了 DR/ BO SO1 BC 

从 而 得 出 , PR] S9, 且 

已 及 :BC 一 12 (人 十 0) ， 

SO: BC 一 90: (人 2 十 2) 。 《问题 人 
"， 了 RS 一 2 :7 
PPO:O00 一 MX 

1040.， 若 四 边 要 
形 一 组 对 边 中 点 的 
连 线 过 对 角 线 的 交 
点 ， 则 这 四 边 形 是 
梯形 。 

解 在 四 边 形 
4BCD 中 , 设 ECO、4 了 的 中 点 分 别 为  、N， 
对 角 线 的 交点 为 0, 且 W、O、 政 在 一 条 直线 
业 。 四 

车 4D、BC 不 平行 , 过 4 引 BC 的 平行 线 
与 也 忆 的 延长 线 相 交 于 也 ， 则 4BCD' 是 梯 
形 。 设 MO 的 延长 线 与 4D' 相交 于 X'， 则 
"是 .47 的 中 点 ， 

又 由 4 太一 人 了, 可 知 WN' 1 DD'。 

而 WX' 和 DZD' 在 点 0 相交 。 这 就 和 和 
NN 1/ DD' 相 耶 盾 。 从 而 得 出 , 4 与 47 
相 重 合 。 

即 4D1/ BC。 

1041. 在 梯形 
4BCD 中 , 设 4C 和 
3D 相 交 于 点 已 DB4、 
07 的 延长 线 相 交 于 
点 世 ， 刀 的 延长 线 
与 4DP、BC 的 交点 分 
别 为 过、M, 则 
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了 7:M 一 FT:FM。 
解 过 妃 引 直线 平行 于 BC, 设 它 与 4B、 
0 了 的 交点 分 别 为 G、 瓦 , 则 
了 BG 一 也 。( 问 题 1032) 
从 而 得 出 , 艺 、 分 别 是 4D、BC 的 中 点 。 
而 


TFT:FM 一 DZD:MC. O@ 
又 ABDIcABBM. 
"， DIMB 一 也 也 :1 网 


而 忆 互 一 MO 由 人 @、@, 就 得 到 
殖 卫 : 瑟 M 一 丰 :1 

1042.， 在 人 4BC 中, 边 BC 的 中 点 为 
也 ， 边 4OC 上 一 点 五 ， 及 C 安 
过 4 引 BC 的 平行 线 
与 也 至 、 忆 刀 的 交点 分 
别 为 环 、G, 吾 

4G 一 G， 3 一 6 
问 : 直线 4B、 了 及、CF 是 相交 在 一 点 吃 , 还 
是 互相 平行 呢 ? 

解 在 梯形 4BCF 中 , 互 是 对 角 线 的 交 
点 ,也 是 BC 的 中 点 ， 所 以 4 丸和 也 刀 的 交 
点 G 是 4 的 中 点 。 从 而 得 出 , B4、DG 和 
CO8 不 是 互相 平行 , 而 是 相交 于 一 点 。 

其 次 ， 如 果 4 吾 / CF, 那么 4BOZB 是 平行 
四 边 形 。 这 时 ,4G 一 GF, 从 而 得 出 ， 4BDG、 
GDCP 都 是 平行 四 边 形 。 所 以 

4DB1GD1FC. 

1043， 在 人 4B50 D 
中 , 引 直 线 平 行 于 中 线 
4 到， 设 此 直线 交 4 万 
于 也 , 交 40O 于 马 则 

4D:4 万 = 45:4C.。 

解 设 忆 与 2 的 B4 

交点 为 人 。 


。 了 D 刀 1 41， 
*"。 4D:4D 一 MN:MXB， 
4 万 :4OC=MNIMC， 
而 人 是 BC 的 中 点 , 即 允 忆 一 MC。 
"， 4D:4 刀 一 41:40.，. 
4D:4B 一 4B:4O0。 
1944.， 设 有 共 底 边 的 两 个 三 角形 4BC、 
4BD。 从 当 B 上 任 一 点 五 引 两 条 直线 分 别 
平行 于 LOC、4D; 且 与 20、 .已 也 分 别 交 于 点 
了 .9 则 FTG1ACD. -: 
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解 在 人 4PBoO 中 ，C4 1 TBP， 


召 甩 万 太 
54 五 
又 在 AD4B 中 ， 
4D1/ BEG， 1 
3 甩 BEG 
43” 7 
DBH  BG ， 
由 此 可 得 ，“FG1/ CD. 
1045， 设 书 是 人 A4BC 的 中 线 4D 上 一 


点 ， 过 三 引 平 行 于 4B、4C 的 直线 , 与 BC 
分 别 相交 于 到 丈 , 则 


也 必 一 OF 
解 … 2Z1]/ 4P， 
.。_BD _ 4 
五 有 4 
“PP 1 4C， 
.CD _ 4D 
” (万 44， 
BD CD 
瑟 万 CF 
而 BED=CD， …， TB 一 COF. 
19046， 设 也 是 
A4HFcC 的 交 边 BC 
上 一 定点 ， 又 在 4 
上 任 取 一 点 已 ， 从 忆 


引 4B\、4C 的 平行 线 
PEX、PY， 与 BC 分 
别 相交 于 点 生 、 了 ， 则 五 并 : oz 是 与 点 卫 的 
位 置 无 关 的 定 值 。 
解 ' EX/4B,，PZ1 40， 
BZ_4P CY_ 4P 
5” 5 7 1， 


DBPX:ICTZ 一 BDIOCD。 
而 也 是 BC 上 的 定点 。 所 以 。BD:CD 是 
定 值 。 由 此 可 得 ，BX:CY 是 定 值 
1047. 在 B0 的 同 侧 有 两 个 等 积 的 
人 A4B AD5o, 若 4C、BD 的 交点 为 好 
五 有 /4PB， BGA]CD, 万 丰 FIG 与 再 C. 的 交 
点 分 别 为 下 G, 则 CF=BG。、 
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解 ”由 题 设 条 件 可 

OF _ OZ 

BO 0C4， 

DG 

BC DBPD” 

又 局 A48Cm 一 全 ApBo。 

…，4D1 BC。 
CPP TB 刀 

从 而 得 出 ， TI 方 7 

由 此 可 得 ， -5= 
OF 一 BG。 


1048， 在 人 45C 中 , 设 平行 于 50 的 直 
线 4N 与 4B、4C 的 
交点 分 别 为 到 、N，, 在 
C4 的 延长 线 上 取 一 点 
D, 过 X 引 ZD 的 平行 
线 交 B4 的 延长 线 于 
点 忆 则 CD. 
解 由 MXN/ BC, 得 


又 N 卫 1/ DBD。 


两 等 式 的 两 边 分 别 相 妥 , 得 
.41 了 生 4 _4D 
4 了 、M40O ”4 .4 
由 此 可 得 ， ”0 刀 /MD， 

1949， 过 已 知 点 - 
O 引 三 条 直线 04D、 
OBBE、OC7 , 截 两 条 平 . 
行 线 分 别 于 4，B，C、 
也 ,了 刀 , 了 , 设 4 万 、BD 
的 交点 为 屋 ，CB、B7 二 
的 交点 为 了 ， 则 了 与 这 两 条 平行 线 平 行 。 

解 由 40/DF， 得 4B;DD 一 BO:EF. 
(问题 1028) 

而 4B:D 刀 一 万 忆 : 卫 D， 

BO: 娓 1 一 巨 六 :7 
了 :万 一 BFZ:Z。 

由 北 可 得 ， 忆 了 1 DZ/ 4C.。 

1050. 过 榜 形 4B5CD 的 对 角 线 交点 O 
引 两 底 4 也、Bo 的 平行 线 ， 与 两 腰 分 别 相交 
于 了 N, 则 .…- | 


第 二 编 证 


明 题 


-1 -1 -_2 

4 TO” 了 
解 由 0 是 梯形 的 对 角 线 的 交点 ， 
MON 1 4D, 得 


NO _、4N NO ”DM 
DZ .4 BO 7 
MN 27DM 
”” -三 
由 此 可 得 ， 
1 2DM 
0 MXWNNDO @ 
@TQ@, 得 
_ 工 1. 工 。2(MKC+DM)》 
D4.， Z 有 .DC 
32DC 2 
2 六 .D5 到 
1051， 过 .人 4FBC 


内 的 一 点 卫 引 平行 于 从 
4 万 、BOC、C4 的 直线 ， 
与 BO、C4、4 妃 分别 


了 DG 
解 延长 4P 与 BC 相交 于 点 G,， 则 
C 了 。 2PG 、Sapac 


LO 4G SAyBc” . O 
同 理 可 得 ， 
48 Sap4o 四 
4B Sapho， 
TD SAphp 
BC .Sec4a” @ 
四 + 四 +@@, 得 
(CB ，4 丰 ，DD 
207+2357 讽 
一 .SePao 十 SaPdc 十 Sap4a 。 Saiao 1 
SaaBo ea450 


1052， 从 A45C0 内 的 一 点 0 向 三 边 引 
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直线 OP、O 有 、05， 又 从 顶点 4、 至 C 分 别 
引 平 行 于 OP、O、 
OF 的 直线 4D'、B 瑟 、 


CF， 则 
0D .9 
LD” 了 787 
OP 
+ 
解 设 延长 40 与 BC 交 于 点 G, 则 
0D _ 0G .Sooig 
4D 4QG Saaao" 
同 理 可 得 ， 
0OB 、SaocoA OP 。 Seo4B 


忆 殖 ' 加 OAaca 7 人 aoaaB “ 
把 上 面 三 个 等 式 的 两 边 分 别 相 加 , 得 


OPD -， OO 了 OO 
4 也 已 五 本 CE 
一 aoage 十 Saccs 十 8ao4B 。 Sa4sc .1 
ae4ac 心 A4BO 


注 当 点 〇 在 三 角形 的 外 面 时 ， 上 面 三 个 
式 子 中 一 个 为 正 , 两 个 取 负 ， 

1053。 设 人 A4BO 内 一 点 PE，、 过 王 在 三 
角形 内 引 BC、C4、 
4 的 平行 线 ， 它 们 
分 别 是 了 BFG 五 7， 


一 2。 ， 
解 …” DBE=DP+P 一 BTFC，， 
FG _ BF ETI_TIC 
G4 了 4 妃 瑟 )， 
。 DB ，PFG ， 克 7 
”天 +6+27 
《BT 二 TO) 上 BF ATO 
BEC 8 
而 ”了 BZ= BT 二 7TF，7C 一 7 二 TO。 
。 DB ，2G ，BFT7 
”本 (101 
__BT 二 PC 二 BT 上 TI 上 7 克 上 TO 
六 
~ .2(37+IF+ZC) _ 23C _， 
-0 0 1 


1054. 设 也 为 A4BC 的 边 4 刀 上 一 点 ， 


过 忆 引 直线 平行 于 3C, 在 这 直线 上 取 点 九 ， 
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在 40 上 取 点 闷 ， 使 BD 一 OF 一 TZ。 又 延 
长 了 CO 4 瑟 , 它们 
相交 于 点 王 。 从 
己 引 2 的 平行 
线 P9 与 4C 的 
延长 线 相交 于 点 
久 ， 则 
BP=Q9P 
一 90， 
解 ”人 9CP 一 BC= CBE 
一 POCO， 
9P90. 
CF CE 3BD. 
6 
COCF 一 BD，…，C9 一 BP.。 
BP 一 QPGC. 
1055,- 从 A4BO 的 顶点 C 和 .4 姻 的 中 
点 引 任意 的 两 条 平行 线 CH、D 召 ， 分 别 与 
边 4 的 延长 线 .4C ， 人 A 


二 1 ” 
Se4zz 一 王 人 Aaac。 


解 DB/ OF 下 
4 了 :4 万 一 417 :4C， 
即 4 妞 .4 一 4 万 .40. 


而 4D= 记 4 


又 


. 4B.4F- 豆 4 了 .4C。 


由 于 A4BCO 与 A4ZF 共 角 4， 
SAapp 4 盏 .4 太 


Gasc 4B.40 3” 
即 Sa4az 一 避 SA4zBo。 

1056， 设 有 两 个 CE 
共 底 边 虽 在 底 边 局 侧 工 - 攻 
的 三 角形 ， 若 平行 于 上 
底 边 的 直线 被 两 三 角 
形 的 其 他 两 边 所 截 得 


线段 长 相等 , 则 这 两 个 三 角形 等 积 。 

解 ” 设 直线 也 FGT 平行 于 4B, 县 也 8 一 
GE, 则 

CO 万 :04 一 古 万 :4 也 ， 

也 石 :DD=G 刀 :4 
"。 08:04 一 :DB。 


证 上 明 题 . 
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… 由 此 可 得 ， 

CB:(04- CBE) 一 D 五 :(DB 一 DZ)， 
即 0B:E4 一 DZ:ZB. 


， CDJ/ 4B，Saapc 一 Sa4sp- 
1057. 在 平面 内 设 有 两 条 不 平行 的 直线 
Z2、Z2'， 不 同 的 三 条 平行 线 44'、BB、 
CC 与 ZW 的 交点 分 别 为 4、B、C, 与 二 2 
的 交点 分 别 为 4、B'、C",， 试 答 : 
GD 车 直线 4B' 与 BC 互 根 平行， 则 
44、BB'、CC 成 等 比 数列 ; 
(2) 若 直线 4C0' 与 BB' 的 交点 DO 是 了 BB， 
的 中 点 , 则 44、BB'、CC 成 调和 数列 ; 
(3) 若 44、BB、CC 成 等 差 数列 ， 则 这 


三 条 平行 线 的 位 置 如 何 ? 
解 (个 … Ad4'BroABB'O 
'， 44':BB' 一 4B':BO'。 @ 
又 入 4BB'coABOC, 
BFB':CO' 一 4B': BC 四 


由 四 .四 ,得 44':BB' 一 BB' :CC . 
由 此 可 得 ，44、BB、CC 成 等 比 数列 。 
AL 


CBA 
BO _40O 0B'_ 00 
【70 
， BO ,05' _40+00' _ 
电 自 一 十 一 一 一 一 ”2 工 。 
又 BOmODB+ 
2 
”” CC 44' .DO DB “ 
由 此 可 得 44、BB、CC ' 成 调和 数列 。 
L 


一 AL 


《3) 从 可 9 各 引 4C 的 平行 羡 分 别 与 
44' 相交 于 环 、 吾 ， 则 
4' 一 44' 一 BB0 万 一 BEB' 一 CO 


C 一 惑 ArL 


4 一 了 BE 一 44 一 2BB' 二 CO 
而 44、BB、CC 成 等 差 数列 , 即 
44'+CO' 一 2BB'。 


"“。 了 4 一 下 . 

由 此 可 得 ， 4 一 BIO。 

纪 . 角 平 分 线 的 比例 线段 

1058. 三 角形 的 内 角 平 分 线 分 对 边 所 得 
的 两 条 线段 和 
这 个 角 的 两 边 
对 应 成 比例 ; 
它 的 外 角 平 分 9 ， 
线 外 分 对 边 所 Dp 
得 两 条 线 及 和 这 个 角 的 两 边 对 应 成 比例 。 


解 设 4D 是 4 的 平分 线 , 4 召 是 外 角 
0O4 刀 的 平分 线 ,， 4D、43 与 底 边 的 交点 分 别 
为 肥 , 吾 。 从 C 引 4D 的 平行 线 与 B4 延长 
线 交 于 也, 则 

人 1 一 人 B4D，-~40O8 一 “D4C。 

而 DB4D 一 DA4C，、 

一 人 .4408 4CO 一 4 万 
又 由 4D1/CB， 得 BD:DCO 一 BE4:4 了 7 
。， DBFDIDO4:40。 

对 于 外 角 平分 线 的 情况 ， 可 引 CG 平行 
4 刀 ,再 仿照 上 面 的 证 法 即 可 得 证 。 

1059， A4BC 的 边 5C 被 内 分 或 外 分 或 
两 线段 ， 它 们 的 四 
比 都 等 于 其 他 两 
边 的 比 ， 设 内 分 
点 、 外 分 点 分 别 
为 P.Q@, 则 P4 8 
和 @4 分 别 平分 上 _ 

4,、 与 <4 相 邻 的 外 角 。 

解 从 0C 引 4 忆 的 平行 线 与 B4 的 延长 线 

相交 于 点 D, 则 
BP_B4 
ZOLD， 
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5 BP 4 
。 .4B 4 四 
”35 人 


由 此 可 得 ，~4DCO= 人 4CD. 
而 人 4DO= ~PB4P，A4CD= 一 P4C. 
…，B4P= AP40. 
即 4 已 是 4 的 平分 线 。 
间 理 可 证 得 外 分 的 情况 . 
1060. 设 人 A4BC 的 边 BO C4、4 万 分 
别 为 CD、c，~ 4 和 外 和 角 C4 召 的 平分 线 分 


别 与 BC 相交 _ 尼 
于 九 和 也 ， 则 有 
_2abc 
2DP 一 0 8B 让 D' 
解 由 上 题 ， 得 二 
DBD:DO=c:2。 直 


设 BD=z 则 DO=a 一 z。 


由 中 ,得 zi- 切 一 c:0。 
0C 
0 @ 
当 2<c 时 , 设 BD 一 由 则 CD 一 9 一 a- 
010 一 0) 亚 C2D。 
由 此 可 得 ， 
CO 
C 一 0” @ 


当 8>c 时 , 设 瑟 刀 一 /, 则 CD' 一 /十 ca。 
1: 十 C) 一 C:0。 
由 此 可 得 ， 
CO 
2 人 
@@ 一 @ 或 @' 二 @, 得 


， ”2apc ， 2 
人 


1081， 在 人 4BO 中 ，~.4 与 人 4 相 邻 
的 外 角 平分 上 
线 分 别 交 
2C 和 它 的 
延长 线 于 
也 .万 , 设 万 刀 De 0 世 
的 中 点 是 O, 则 04 是 人 4BC 的 外 接 圆 的 切 
线 。 

解 在 A4BO 中 , 设 4D 4? 分 别 是 一 4、 
与 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 , 则 
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DBD 了 如 
DO EC 
根据 题 设 条 件 ， 得 DO=OB、 设 BO 玉 
CO= DO 一 > 则 
Zl 二 2 。 0 十 2 
3 一 信 8 ”9 - 
(0 一 坊 (5 于 功 一 (Z 二 功 6 
2 
即 DO 一 BO.CO_. 
而 DO=4O，(… .D4 万 一 90")。 
"，402= 5FO.0CO. 
部 O42 一 0.O0， 
这 就 是 说 ,O4 与 A4BC 的 外 接 贺 在 点 4 
相 切 。 
1062， 人 4FO 中 ，~ 4、B、~C 的 平 
分 线 以 及 相应 的 外 角 
的 平分 线 与 对 边 的 交 
点 分 别 为 卫 P, 及 、 
五 ,万 下。 当 DD、 
奋 再、 万 1 与 BO(= 
0 、C4( 一 六 .4B(=o) 
同 向 时 取 正 值 , 反 向 时 取 负 值 , 则 


人 


有 六 有 
Q2 22 C3 . 
万 7 十 了 二 0- 


解 . 也 ' 在 BC 的 延长 线 上 ,所 以 DD' 到 正 
值 。 如 图 ,DDP'>0，BB'>0, FF' 一 0. 


根据 问题 1060, 得 
_ 工 -c 一 并 02 一 c? 
DD' 2cbpe ”五 本 255， 
工 22 一 02 
也 ， 2 ” 
国 “ 工 也 
和 十 万 了 二 T3m 一 0， 
辣 理 可 得 ，-77r 一- 开 人 一 切 ， 


过 _ 2z2(c3? 一 co ， 


72 2cbc 
C? c2(03 一 a2) 
了 2apc “” 


2 DZ2 
J 了 项 +- 语 -=0. 
1063， 设 人 4BC 的 L4、 -及 AC 的 
平分 线 分 别 交 它 的 对 边 BC(=a@) .COC4( 一 功 、 
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4B(=c) 于 也 至 刀 ， 试 证 六 条 线段 BD、 
了 DO，C 吾 、 妃 4，4、 克 中 每 贤 一 个 取 三 条 
线段 的 积 为 ， 
C202C2 
《二 6) (十 c) (CC 十 G) 

解 ”根据 题 意 , 可 
知 4D、B 肋 、OZ 是 
人 A4B0C 的 三 个 内 角 
的 平分 线 , 则 由 问题 
1058; 得 

CQG 一 4 万 :EO， 

.cc:(C+a) 一 4B:(4 有 十 BO)， 
ci(c 二 a) 一 4 万 :0。 
DPC 


人 


同 理 可 得 ， 了 B= 一 必 


0 

2 CQ2D2C2 

。 B4.FB.DO 一 [5T 末 布 01OTO， 

1064， 在 人 4HBC 中 ， 引 平行 于 BC 的 直 
线 DZ, 交 4LB、4O 
分 别 于 点 刀 、 点 也 ， 
设 BO 的 中 点 为 双 ， 
且 MD 是 4MB 
的 平分 线 , 则 2 至 是 . 
4MC 的 平分 线 。 

解 假设 LNMC 的 平分 线 与 二 的 交 玫 


为 百 ， 则 
4B3ECO= 4M:MC， 
4D:DB= 4M;IMD. 
而 允 是 30 的 让 点 , 即 这 B=MC. 
47 五 O 一 4D:DB。 
.…， 了 ZI 1 50. 
而 忆 如/ BC， 所 以 点 到 与 点 召 相 重合 . 
即 M 刀 是 人 4MC 的 平分 线 
1065.， 在 A4FC 中 ， 设 一 有 -的 平分 线 
交 4C 于 点 D, LAC 的 平 
分 线 交 4 好 于 点 如 且 
5Z=COD, 则 4= 4C， 
解 因为 CB、BD 分 
别 是 CC、 一刀 的 平分 
线 , 所 以 “ 


人 


有 
4B:BZB 一 40:B0， 
4D:CD=4DB:EC. 


而 BE=OD， 


:Aceere-rem -rssmearvrvor 


证 


明 题 


4 忆 :4D 一 OA 万。 
4 卫 :4C= .47 三 :4 万 。 
4 万 :40=4D:4P, 所 以 人 A4PDoA 人 人 40 


Ad4BPD= 4OB。 
从 而 得 出 ， 一 4BO= 4CB。 
，…。 4B= 40. 

1066， 在 入 45C 中 ，L4 及 与 过 4 相 

0 
》 线 分 别 交 对 

边 BC 及 其 和 
8, 设 线段 P9 了 。 


的 中 点 为 DO, 则 COB:OC= 452:402。 
解 ”根据 问题 1061, 得 


和 。 
04?=0B.00. 即 计 ， 
由 此 可 得 ， AO4PcAOCO4。 
。， ,Sao4m 


万 2 
”Seoo4 04 
Sao4e _O 万 
Baoc4 00 
4 巷 _ DB ， 轩 


O4. 0O0 


又 
.405 OOC OC ” 4035， 
1087. 设 人 4BC 的 顶 角 4 的 平分 线 为 
4D， 它 的 内 心 为 0， 、 
则 


OA 


.CN 


解 由 0 是 人 A4BO 内 心 可 知 , BO .CO 分 
别 是 开 B、 C 的 平分 线 

.40 .4 LO0 4LC 

”… 有 配 ， 而 “区 ， 


LO .4 亡 “ 4C 

”0D 了 区 

4 万 _4O 4 万 +40C 
” 一 亢 ”DT7， 

即 4 万 LO _ 4 二 4C 
ED 5 有， 

。 4B+40_ 40 
”5 了 07 


1068、 人 4HO 中 , 4O> 4B, 在 Z.4 的 ， 


上 .平分 线 4 上 取 一 点 已; 则 
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若 点 也 在 D4 的 
延长 线 上 , 则 
EC 4C 
五 玉 “ 24D。 
解 如 图 (4 在 LB 
的 延长 线 上 取 C，, 使 “ 
40 一 .40, 则 
A40PE2A4CP. (dd) 
从 而 得 出 ，CPD= CO'PD. 
-。 ~ACPD<BPD， 
引 人 BPC 的 平 
分 线 忆 D, 则 忆 在 
站 与 召 之 间 , 即 


” 卫 有 

若 点 已 在 D4 的 延长 线 上 (图 2 , 则 也 ' 在 
C 与 忆 之 间 。 - 

.Ze Lo 
B 45 ” 

1069， 如 下 图 ， .405B=28ux，00 是 
一 .40 的 平分 线 。 设 一 直线 与 04、.OB、OC 
分 别 交 于 式 、 工 、 和 4， 且 0O 一 人 OF 一 外 
OZ 一 2， 证 明 父 外 2 之 间 有 人 下列 关系 : 

二 疝 工 二 2cosc 
2 2 名 


解 由 Saxoz+Seroz 一 Saxor 可 得 ， 
言 OX.DZsimna+ 寺 OF.OZsina 
一 二 OZ.OZsin2a， 


即 (ze 十 ge)sgina 一 zy.2sinaacosa。 


】 为 直径 的 上 任 
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,02 十 2 一 27Vco8w。 
等 式 两 端 同 除 以 zye, 得 
工 下 工 _2coscw 
了 1 2 “ 
1070. 在 四 边 形 
4207D 中 , 设 人 4、 
<C 的 平分 线 的 交点 
在 对 角 线 BD 上 ， 则 
另 一 组 对 角 吾 、 刀 的 
平分 线 的 交点 在 对 角 
线 4C 上 ; (4 
解 设 人 4、AC 的 平分 线 的 交点 卫 在 
BD 上 ， 则 
4BI4D=B3P:PD，BO:OD== BEP:PD. 
4PB:4DBO:CD， 


… 4B:BC 一 D4:CD. ” @ 
设 人 中 的 平分 线 与 40 的 交点 为 @, 则 - 
PB4:5C=-49:90， @ 


由 四 、@ 得 D4:0D 一 .49:90. 
由 此 可 知 ，Z@ 是 一 的 平分 线 ,“ 杂 AB、 
乙 刀 的 平分 线 的 交点 在 对 角 线 LO 上. 一 

1971,， 若 动 点 乙 到 两 定点 4、 妃 的 距离 
P4、 PB 的 比 等 于 定 比 和 :0 则 点 卫 在 把 线 
段 48 内 分 和 外 分 成 定 比 轻 闷 的 两 个 点 的 
连结 线段 为 直径 的 园 上 .。《〈 但 双 汪 2) 

[阿波 罗 尼 斯 定理 ] 

解 . 设 在 A4PB 中 , P4:PB 一 Mr:2， 作 
~ 如 的 平分 线 . :Po 
2ZC, 则 
4CICB 一 人 :72 

又 作 与 二 己 相 
邻 的 外 角 的 平分 
线 PDP, 则 


A: 


4:D 站 一 Mr 10。 

而 CDPD 一 90".. 所 以 点 卫 在 以 CD 为 直 
径 的 圆 上 ， 即 在 以 把 4 呈 3 内 分 和 外 分 成 定 比 
豚 闷 的 两 个 点 C、 呈 的 连结 线段 CD 为 直径 
的 圆 上 .. 过 = 

1072. 设 把 
给 定 线段 4 刀 3 内 
分 和 外 分 成 定 比 
?2: 锡 的 点 分 别 为 
CD, 一 为 以 CD 


re 一 一 一 一 一 
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意 一 点 , 则 P4:P 刀 3 一 mm:。( 上 一 定理 的 道 
定理 ) 
解 过 点 五 引 PC、ZPD 的 平行 线 与 4 
的 延长 线 、4 忆 的 交点 分 别 为 了 刀 , 则 
P4:PE 一 4OC:ICDB 一 和: 
P4:PF 一 D4:DB 一 人 7:1。 
。 PP4:P 如 一 P4: 也 了。 


了 PE 一 忆 BF. 
又 己 是 以 CD 为 直径 的 加 上 的 点 ,所 以 
_ACPD=90。. 
…。 BB] POCO，B7 1 PD， 
FE 一 90。， 
而 PR 一 P 太 、.…。 了 PDB 一 六 一 P7 
-由 此 可 得 ， 4:P 一 P4:P 百 、 


即 “ P4:PB=4C:CB=m7 
这 就 是 说 ， 以 CD 为 直径 的 圆 上 的 任意 一 
点 了 都 必须 满足 条 件 
忆 4: 忆 刀 一 和。 
”1973. 设 人 4BC(4B+4C) 的 Z4 的 
平分 线 与 边 BC 
的 交点 为 D，BC 4 
的 中 点 为 冯 , 过 F 
点 4.D\M 的 圆 E 
与 4B,、4C 的 交 38 
点 分 别 为 到 也 
则 : BR 一 CF 
解 '…… BM.BD= BZ.B4， 
CD.OM=C7.C4， 
而 CM = BMX， 
. BD、，BB B4 
“” 面 古 ”05 
因为 4 是 4 的 平分 线 , 所 以 
-34_23D 
C4 “07 
和 五 刀 
由 此 可 得 7 e 内 
1974.. 设 人 4BO 
的 项 角 4 的 平分 线 与 
底 边 、 外 楼 圆 的 交点 分 
别 为 刀 \ 五 则 . 
4B， 40C= .4 刀 ,4 刀 . 
解 连结 -5. 在- 
了 了 2C- BA AD40O，. .，u. 


后 C 


了 五 二 0 
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-，A4BBoA4DO. 
从 而 得 出 ，4.B:48=4D:40. 
即 .4 也 .40 一 4 也 .4 也. 
1075.， 设 人 4BO 的 边 BO=a C4=z 
4B=o e+b+c=2s， /4 的 平分 线 与 BC 
根据 上 题 可 得 


0 点 也, 则 [ 帮 
LA 
4B.4O= .4 了 .4 刀 . 


42csG 一 q) 
(8 十 c)2 “ 
即 4B.4O 一 4D(4D 十 DZE) 
一 4D2 十 4 万 .五 也 ， 


解 延长 4D 交 
人 4BC 外 接 圆 于 点 马 ， 
而 4D， 0 


-2 
轩 2 2 十 6“ 
(问题 1060) 


C2bc- 
CO 一 4D2 上 十 二 可 呈 


zc[(b 十 c)2 一 Ga3] 
(2 十 0)2 


_ 42cs (sS 一 0) 


。…。 4D2 一 
人 二 co ， 
1076.， 设 人 4B0O 人 
的 顶 角 4 的 平分 线 与 中 
底 边 交 于 点 P， 延 长 
4P， 并 在 4P 的 延长 | 
线 上 取 点 @, 使 以 4P、 5 
49 为 边 的 矩形 与 4B、 SN 2 
40 为 边 的 矩形 等 积 ， 四 
则 点 @ 在 人 A4BC 的 外 接 加 上 (问题 1074 的 
逆 命 题 ) 。 
解 ”由 假设 ,得 4B.4C=4P.49， 即 
4B:4P=49:40, 
在 人 4BP、A490C 中 ，L 人 B4P 一 -CO4q 


4B:4P=49:40， 
人 A 人 4DPepA 人 人 490C.。 
."… 4BFP=460， 
由 此 可 得 ,点 4、B、9、C 共 加 .也 就 是 点 @ 
在 人 4BC 的 外 接 况 上 
19077、 设 4 是 半径 为 的 贺 0O 的 直 
径 , M 是 .48 的 内 分 点 , 且 4LMU 一 7:1 


二 We 
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过 2 引 弦 Pe9, 则 人 4P9e 面积 的 最 大 值 是 名 十 -人 一 
了 4 4O 
一 CQ3 
2 .…。 _ 工 + 二 一 工 _〈 定 值 ) 

解 人 A4P9 与 AOP@ 公有 底 边 P9， 4 万 4 有 双 

Sanozo_OM 1979.。 如 图 ， 车 OP、O8、OR、OS 的 长 

本 Sae4Po 4M 分 别 为 2 G、7、S)， 

"4 UDP 一 7:1，.… 44:OM 一 7:3，| 且 

所 以 ， Saopo 一 了 了 SaeaPC。 荆 十 工 

2 4 


由 此 可 知 ， 要 使 R 人 8 
和 A4P@ 的 面积 取得 2 六 3 ES 
最 大 值 , 只 要 使 AN 又 RS、PQ 相交 
Seore 的 面积 取得 最 SAVW8 | 于 7, 证 明 07 是 <POQ 的 平分 线 . 

大 值 即 可 ， 而 OP、 \ 解 设 人 POS 的 平分 线 与 PB8、BRS 的 交 
09 都 是 圆 O 的 半径 ， 点 分 别 为 刀 、 马 , 则 由 上 题 可 得 
它们 都 等 于 ca, 是 定 值 。 又 人 


Sa。 roo= 也 OP.09sin 一 PoOq. 
所 以 , 当 /人 PO9=-90" 时 ,APOg 的 而 积 取 |、 1 ,1 _ 1 1 


得 最 大 值 ,这 时 ， 站 
0 而 m=-- 了 Sec <， 
人 (问题 1069) 
由 此 可 得 ， A4PG@ 面积 的 最 大 值 or 0 so <a0S 
71/I 7 
一 可 于 四 一 二 吧 .DO= 2 了 0， 


1078. 若 人 450 的 顶 角 4 的 大 小 及 其 因此 , O. 厂 在 点 了 处 相 重 合 , 从 而 得 出 TO 


于 是 09 的 平分 总 
平分 线 4 的 长 度 一 定 , 则 顶 角 4 两 严 边 的 | 是 [GE 了 分 线 :4 和 人 仆 


工 工 
倒数 的 和 万 方士 去 7 是 一 定 信 。 角 的 平分 线 与 三 
解 过 卫 作 4C 有 角形 的 外 接 加 的 
4 的 平行 线 ， 它 们 另 一 交点 为 刀 ， &A 
分 别 交 4B 于 点 刀 ， E 局 与 边 BC 的 延长 
交 4C 点 巴 则 线 的 交点 为 也 ， 人 上 D 
.25 -DC @ 8 C 则 
4 也 20 p 4 万.40 一 4D 万 .4 万 ， 
2 _ BFD @ 4D2 一 DBE.DO 一 4B.L4O. 
40 20 解 设 4 瑟 是 与 .4 相 邻 的 外 角 平 分 线 ， 
JIZ1IB_DO+rEBD_EH_I @ BT4B= 人 D40. 
“4B 49 20C 2 “ 又 四 边 形 妃 403 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
又 4 是 4 的 平分 线 ， 且 也 /4P .…。 也 一 407D. 
DB 1 4 总 , 所 以 4 万 D7 是 菱形 . 根据 题 设 条 .Ad4BEBwAd4CD， 
件 , 可 知 ，4D、~4 的 大 小 是 定 值 。 由 此 可 上 从 而 得 出 ， 4B:4ZB 一 4D:40. 
得 , 凌 形 是 一 定 的 ,所 以 也 瑟 一 站 PP, 且 其 长 一 .， 4PB.4O=-.4D.4。 


定 , 设 为 ro， 由 让 全 可 知 ， 把 4 页 一 已 局 一 47 代入 上 式 , 得 
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4B.40=4D(DB 一 4D) 
一 4D.D 刀 一 47a。 


而 4D.DB=DB.DO， 
"4.40=DBE.DO- 472. 
4Da= DB.DO- .4.40C. 

1081， 在 人 A 人 4250 中， 从 至 C 向 与 4 
相 邻 的 外 角 的 平分 线 了 
引 垂 线 ， 设 垂 足 分 别 
为 必 五 则 两 直线 
BE、CD 的 交点 在 
4 的 平分 线 上 . 

解 设 延 长 BD 与 
C4 的 延长 线 相 交 于 
点 已 。 因 为 4D 是 
B4 万 的 平分 线 , 且 BB' 14D 刀 所 以 

DB-~ DB' 

车 ~.4 的 平分 线 为 4M， 则 4M /BEBB 
设 DC 与 4 的 交点 囊 则 有 

47:TM 一 B'D:BD. 

而 B 了 =BD 所 以 下 是 4 的 中 点 ， 即 
CD 过 4M 的 中 点 卫 。 

同 理 可 得 ，2 刀 也 过 44 的 中 点 下。 这 就 
是 说 ，B 刀 、CD 的 交点 ( 刀 ) 在 一 .4 的 平分 线 
4 了 上， 

1982. 设 直 线 4 刀 被 点 C.、 也 所 内 分 ,县 
4B:40O=40:4D， 


过 4 引 等 于 40 的  ， 忆 

另 一 线段 4B， 则 

忆 C 

0 是 /BRBD 的 平 A 全 、 
分 线 . 


解 设 过 CO 引 有 如 如 的 平行 线 与 4 如 的 交点 
为 环 , 则 
4B:4O 一 4 瑟 :4 柬 。 
又 4B:40 一 .40:4D， 
“。 4 了 :4 万 =40:4D. 
而 4 到 =40.,…，47=4D， 
由 此 可 得 ， CD 一 五 
又 AL4OBE 一 了 4BEO， 
，AcBDPEAZCOF。 
.ALDBO= TOB. 
BA FFO， AZOB-= ACEBB。 
…， DECO= -CBEB。 
即 了 OO 是 一 BZBD 的 平分 线 。 
1083， 在 人 4BC 中 ，-O=3AB， 设 


证 明 题 


CC 的 平分 线 交 对 边 于 也 , 则 
CD= 吧 


生 


其 中 2D、e 分 别 是 A4E0O 的 边 BC、O4、 
4 的 长 .。 

解 设 50=a, 40=5，4B=c，2B= 
CCD 是 ~C 的 平分 
线 , 则 三 角形 BCOD 是 等 
腰 三 角形 。 所 以 

BD=0OD. 


又 
BOD= 40D 
一 人 .45C， 
…， 4HO=40D. 
由 此 可 知 ，4C 是 人 30 的 外 接 夯 的 切 
线 。 所 以 ， 
4C3=-4D.4B。 即 29 一 4D.e。 
福 4D:BD 一 2:9， 


.，DFD- 刀 .4 
CC 2 C 


而 BD=CD， CD= 殖 . 


1084， 在 人 4BC 中 ，4B=n4C， 由 台 
向 ~4 的 平分 线 作 垂 线 ， 
设 其 垂 足 为 PP，BC、4 忆 
的 交点 为 久 则 
Pe:94= (一 了 :2. 


有 
解 过 C 引 4LP 的 平行 IN 
线 ,与 B4 的 延长 线 、BP 


一 
的 延长 线 的 交点 分 别 为 2 


至 、 刺 ,又 因为 4P 是 4 3 PE 一 有 
的 平分 线 ， 所 以 4 百 = 40。 

在 4B 上 截取 4D 使 4D=4C. 
Do 1/ 5P. 

-。 FPQ:Q4= 0O:0 刀 一 BD:DT. 

而 4 一 7zL4O。 
DDNDEBE 一 人 一 人 40:324O。 
PPe:44 一 人 一 1 :23。 

1085， 在 人 450 中 , GD 是 CO 的 平分 
线 ,CD 的 垂直 平分 线 与 4 妃 的 延长 线 交 于 点 
五 ， 则 五 4 .五 呈 一 万 2D0、 

解 ” 由 题 设 条 件 可 得 ， 一 BCD= 一 DO， 

LA 人 BOD 一 CBA BCD， 
BFDC= 4 二 40D， 


这 


显然 ， 
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且 ECD= 40D， ， 理 BoODp-LC 
.DOZ 一 一 4 / 风 2 
从 而 得 出 ，C 是 圆 4BC c 由 此 可 得 ，AOBDwAcoOz。 
的 切线 。 所 以 刀 D:O 了 =OD:O。 
“， 卫 4.B 一 TO2。 而 OD=O， . 
即 古 4. 刀 了 一 歼 Da， “， TDIOD=O0D:0O81 (或 BDIO 了 7 


1086.. 在 A4BC 中 ， 
40=-24B5B，~4 的 平分 线 
与 底 边 BC 交 于 也 过 Da 引 王 ， 
4D、40 的 平行 线 DF、D 也 , 与 4DB, 40O 的 
交点 分 别 为 豆 、 九 ， 又 T、C 的 延长 线 相 


Sazae 一 避 SA4Bc。 


解 由 -4 是 太 
LA4 平分 线 且 八 FE 
40=2.4 万 可 知 ， We 
DB DC C C 
一 4 六:40C 一 1I:2。 
又 DZB1 4C, DB 1 4B, 所 以 
人 了 BD 万 cp 和 人 DO. 
也:D 太 一 BDIDPCO=1:2， 
而 GB:GD= 3B:DT. 
“， GDEB:GD=1:3. 
.GDPB 一 PBD. 必 AzBG 一 SAEED。 
”AZEBDooA4BEO， 
BAzgppISe45c 一 另 D2:.BCO2 一 13: 3 一 工 : 9. 


。， Sazap 一 卫 必 s4BC， 


即 Serso 一 人 A48O。 
1087.，， 设 A4BC 的 4、 一 巨 的 平分 
线 相交 于 OO， 过 0 引 40 的 垂 线 与 边 4B、 


4C 分 别 交 于 忆 、 五 ， 人 


则 0OD 是 BD、O 刀 的 
比例 中 项 ( 同 理 O 了 8 人 N 
也 是 BD\、C 刀 的 比例 D__ 站 E 
中 项 )， RS 
解 ”由 题 意 可 知 0 B 人 SC 
是 A4BC 的 内 心 。 连 结 00,， 则 
/CoB = (18o"- 写 L4 -全 )- 90。 
克 ， AQG 了 B 
ug 


一 O 厂 :CO7) 
即 OD 是 BD 与 02 的 比例 中 项 (0 至 也 是 
DBD、C 姻 的 比例 中 项 ) . 

1088， 若 人 4BC 的 顶 角 4 的 平分 线 交 
DO 于 D,， 4DB 的 平分 线 交 边 4 于 卫 ， 
4DO 的 平分 线 交 4C 于 忆 ， 则 

Sessz:Sacsz 一 4 也 :40C. 
&szr _3 媚 
人 aczgr 4 
由 也 妃 是 一 4DDB 
的 平分 线 , 得 
.BE 。、 厂 刀 B 
<- 瑟 “ 27 了 C 
人 ApEP 
心 AhBER 


二 一 


而 .4 是 一 4 的 平分 线 。 
.3BD _ 4 
CD 4 


代入 @， 人 
作 spmr: :Seczz 一 4: 4C.。 
4 的 平分 线 


1089.， 在 人 4BC 中 ， 设 
交 对 边 BO 于 点 也 
BC 的 中 点 为 戏 , 从 
C 向 4D 或 其 延长 
线 引 垂 线 CPP 与 4 双 
或 其 延长 线 的 交点 
为 由 则 4D 平行 于 
4C. 

解 设 延长 C9 与 4B 交 于 C， 则 40= 
4C， 因 为 好 是 BO 的 中 点 ， 书 是 CC 的 中 
点 ,所 以 


MP 4P， 
.…。 40:P149:937. 9 
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由 引 4C 平行 线 与 4 的 延长 线 交 于 | 4B"=4'B'，40" 一 .40 连结 "CO ， 那 么 


2QD2D4 
点 也。 
而 DB4P 一 人 P'LO。 
由 此 可 得 ”MPP' 一 MP'P。- 
"“， 于 已 一 MP 
又 
LO:MP 一 DO:MD， 四 
由 @、@, 得 49:9M= DO:MD. 
…，9D140. 


1990， 在 A4HFC 中 , 设 边 BC 的 中 点 为 
女 . 由 4 向 30 引 垂 线 4 互 ， 4 的 平分 线 
4G, 则 


M 克 .MG 一 子 (4C~4B)2. 


解 由 歼 引 有 
了 3 1 4G, 设 重 
足 为 卫 , 5 太 的 
延长 线 与 4C 忆 
的 交点 为 殖 , 所 
以 也 太一 万 刀 . HCX C 
.， MK 4C. 


且 MB 一己 OB 一 (40~4B) 


又 四 边 形 48 已 瑟 是 圆 内 接 四 边 形 ,所 以 

LABFFG 一 人 B4 达 一 人 74 万 = GMA. 

由 此 可 得 ,8 是 圆 互 FG 在 点 下 处 的 切 
线 。 


.。 MT.MG 一 1( 瑟 = 了 工 (4C~4B)a 


刀 。 相 似 三 角形 、 相 似 多 边 形 、 
位 似 中 心 
1091， 如 果 一 个 三 角形 的 三 个 角 和 另 一 
个 三 角形 的 三 个 角 对 应 相等 ， 那 么 这 两 个 三 
角形 相似 。 
解 在 A4BC、A4'BO 中 , 设 
A4 一 4， -了 一 -DB'，AO= 0. 
如 果 在 4B、4C 上 分 别 截取 4B、40， 使 
及 
2 


A4B"0E2A4'B'O 
AAA4PB0O" 一 ABRBI 一 B， 


BO 1 BC。 
。 4B_ 4 BO 
ee 467 CC7 吾 2CY e 


A4FOooA4B"C"。 
从 而 得 出 ， 人 4BOwwA 人 4 BO 
1092. 如 果 一 个 三 角形 的 两 条 边 和 另 一 
个 三 角形 的 两 条 边 对 应 成 比例 ， 并 且 夹 角 相 
等 ,那么 这 两 个 三 角形 相似 。 
解 在 A4BC、A4'B'C' 中 ， 

4 Ad .4B _ 4L0 


5 Br， 
在 4B 上 截取 4B"= 4'B, 从 3" 作 BC 的 
平行 线 交 4C 于 C 则 在 A450、A4B'O1 


中 ， 4 公有 ， 一 一 人 1， 0O=-0， 


人 4POwmA4BO。 中 
虑 
Re 
K [人 NN 
B C 节 


又 40:40" 一 4DBIL4DP1， 
4B:4'DBI 一 40O:4O/ 
.40O:400 =4O:4C。 

40 一 40O， 
人 4BO0O 22A 人 4BC。 内 ) 

由 四 、 四 可 知 ， 人 4BCA 人 4"B'O1。 

1093.。 如 果 一 个 三 角形 的 三 条 边 和 另 -- 

个 三 角形 三 条 边 对 应 成 比例 ， 那 么 这 两 个 三 
角形 相似 . 
及 


解 在 A4BC、A4'B'C' 中 ， 
4 BO cd 


BT 
在 4B、4C 上 分 别 截取 4B"=.4'B LO" 
一 .4C, 则 4B:4B" 一 4O:4O"。 
.…。 BC 1 BC。 
因 雍 人 4FC 与 人 4B00 的 角 对 应 相等 , 且 
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三 组 边 对 应 成 比例 ， 当 ~ 人 4 一 了 且 人 D>4 时 , 设 
.人 A4POwA4D"CO。 O 了 BDE 一 一 4， 
,。 4B BO 由 人 4BCcADBK. 
广 ” 6 0 。 4LB  DD 万 
4B BO 2 ” 46 玩 - 
了 0 
BO 一 BC 站 2245 一 了 胰 - 
"，A 人 4B"OE22A4 BC @ 从 而 得 出 ， 一 DKT 一 DPK 


由 @、@, 得 A4BOwA4'B'C'. 
19094.， 三 组 对 应 边 分 别 平 行 或 垂直 的 两 
个 三 角形 相似 。 
解 如 图 人 ,在 人 A4BCO、A4'B'C 中, 设 
4B1/4'B'， BO BO CO41C4， 则 
A4=- 4, DB=B，A0O= 0 
"，A4BOwA4'IBO 


人 (2) 
如 图 (2)， 在 A4BO、A4"B"0O" 中， 设 
4B 4 BOL BC CO41C4 则 
.4 一 -4 -= BC= 0 
A4BCoA4"B"O"。 
在 A4BC、ADZ 克 中 , 设 


4 刀 DB 
一 3 一 忌 5” 也 7， 


则 ~C 与 人 歹 相等 ,或 与 人 交互 补 . 
解 当 .4=~ 刀 时 , 则 两 个 三 角形 由 于 
两 个 角 对 应 相等 而 丰 似 , 所 以 CC= 了 。 


> 
人 


1095. 


所 以 ,， ~ 人 DTE 召 即 ~C 与 DFT 互补 。 
. 1036，， 求证 : 若 人 4BO AL4'B'C' 适合 
于 下 列 两 个 条 件 , 则 这 两 个 三 角形 相似 ， 

(i) 4B:DBC=4 BO 

( 衬 ) .4=A .4 且 .4>90。". 

又 若 条 件 (这 ) 改 为 下 面 的 条 件 (i 刘 )， 上 面 的 
丝 结论 是 否 成 立 ? 

(证 ) 4 一 .4 是 了 4<90。. 、 

解 假设 人 4=~4， 且 4'>9%0。 则 
C、-C 都 小 于 90". 这 时 ~C、~:C 不 能 


构成 补 角 , 所 以 ~C= 一 C'。 (根据 上 题 ) ,可 
得 
六 A4EFOoA4'BO- 

堵 ~4=4， 且 .4'<90"， 则 ~C、 
ACG ' 必须 构成 补 角 关 系 。 这 时 这 两 个 三 角形 

不 一 定 能 相似 。 

1097. 过 人 A4BC 的 顶点 4 引 适 当 的 直 
线 把 A4BO 分 成 入 
两 个 相似 三 角形 。 

则 人 A4BC 是 等 腰 
直角 三 角形 。 

解 引 直 线 4D  B 
把 人 A4BC 分 为 两 IT 上 


个 相似 的 三 角形 4BD、4CD. 下 面 分 /如 
一 C 或 者 人 了 3 一 C4D 两 种 情况 来 讨论 ， 

《i) 当 一 妃 =A0C 时 。 则 可 以 就 <B4D 
一 AKC4DD 还 是 人 B4D=~4DC 两 种 情况 
进行 考察 。 当 4DC>B4D 时 ， 得 
一 B4D=C4 刀 此 外 不 可 能 还 有 其 他 情 
训 , 从 而 得 出 A4BC 是 等 腰 三 角形 。 

〈 主 ) 当 号 = CO4D 时 ,得 

A.B4D=-0, B4OC=B 上 LAC， 

所 以 人 4 一 90"， 因 此 A4B5OC 是 直角 三 角 
形 . 

1998. 在 两 个 四 边 形 4BOD、4'B'O'T 
中 , 若 角 按 相同 顺序 对 应 相等 ,对 应 的 两 邻 边 
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人 


4 刀 ， 
解 设 配 太 7 3 =-D， 
则 人 A4BCwmA4' BO 
。 BC 40O O 
4OPB 一 人 4IODB 
而 AC=(C 
由 此 可 得 ， 4CD 一 .40D， 
又 LD= 了 DA40DwmwA4OD 
从 而 得 出 ， 
40 _、 CD _、D4 g 
20 TD TI 
由 全 、@ 可 知 ， 两 个 四 边 形 的 对 应 边 成 比 
例 . 因此 ,这 两 个 四 边 形 相似 。 


第 二 编 


D 
妥 TD， 
大 
了 C 7 2 CC 


1099. 相似 多 边 形 能 分 成 个 数 相 同 的 相 
似 三 角形 。 从 而 得 出 相似 多 边 形 的 面积 的 比 
等 于 相似 比 的 平方 。 

解 在 相似 多 边 形 4i4s4s…4。 与 

.42…44 中 ， 设 41 与 41 4 与 -42， dr 
与 4o 为 对 应 的 顶点 ,连结 4i4s、4144、…、 
414，-D 414?、 4444、 人 431494-T 把 两 个 多 
边 形 分 成 个 数 相同 的 三 角形 。 


As 4A-- A2 AN- 
A 大 
4 入 从 
从 
已 


在 人 A414?4s 与 A414345 中 ，A La 一 一 L 
-4142: 4243 一 4L: 424g， 


人 ALi4s4scoAL44。 
La4s4 一 二 才 省 全 
因为 .434344 一 一 44024542， 


414s44 一 一 .41435424。 @ 
又 424s:4243 一 414o:4149， 
4243: 4424 呈 L344: .4541 四 
.44 一 43444 和 0 国 


证 明 题 


由 @@、@, 得 人 4143s44o 人 414343， 
局 理 可 以 证 明 其 余 对 应 的 两 个 三 角形 都 相 


似 。 设 相似 比 为 去 , 则 


个 A44.4。 。 SA .。 


Se。 人 sh4i4r4， 

必 、4140-140 ” 琵 ， 
G2? “ 
五 


BA444 十 SA44w4 于 … 十 SA 4。 
人 Ahh4 二 人 AL 人 十 …… 十 SA446-: 全 

二 .多边形 41t4o4-…4。 的 面积 
多 边 形 414243…4n 的 面积 “ 

1100. 根 似 多 边 形 的 局 长 的 比 等 于 相似 


. 比 。 
解 ” 设 44243…4" 与 414243…4% 是 相 
似 多 边 形 , 且 
Li14。 0 4248 _ 4a44 _。 
44 有 44 
41 C 
404f bb” 
于 是 


CC。 4142 十 42>43 十 4344 十 … 十 4 41 
0 .4144? 十 4243 十 4343 十 … 十 441 
_ 多 访 形 ht4o…4。 的 周 长 
多 边 形 4142…4n 的 周 长 ” 


1101. 设 了 两 个 凸 四 边 形 4BCD.L'BAOITDP， 
则 这 两 个 四 边 形 相似 是 

瑟 COD _ -Da4 ， 
成 立 的 必要 条 件 吗 ? 充分 条 件 吗 ? 必要 充分 
条 件 吗 ? 娜 一 个 正确 ? 

解 ”车 两 个 凸 四 边 形 4BCD、4' BOD' 相 
似 , 则 


”第 四 章 比 “” 例 
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是 这 两 个 凸 四 边 形 相似 的 必要 条 件 。 


A 
人 
全 
B 
“站 W， 


4B BO _ CD 
X 壹 志 可 “再 5 DT 一 万/ 
4, 连结 BD、B'D', 则 
… A4=L4 4B:4B'=4D:4D1 
A4EDoA4'B'D'. 
“， 4B:4 刀 一 下: 万 也 ， 
LA4BD= ~4B'D1， 
BD:B'D'= BO0:BC' =CD:CD'。 
.ABCDwABC'D'。 
由 此 可 得 ， 


-3 》 2 


OPD 一 DT， 
AC=C 
而 这 两 个 四 边 形 都 是 凸 多 边 形 。 所 以 
4BO=4BD 二 DBC， 
2L4 BC 一 -4 BTDTATADBC。 
4BO= 4BC 

于 是 在 这 两 个 四 边 形 中 ,因为 4 一 4， 
AB=~B，-0=-0， 所 以 CD= 一 了 . 
又 由 假设 对 应 边 成 比例 ， 可 知 这 两 个 多 边 形 
相似 。 

所 以 ， 这 条 件 也 是 两 个 凸 四 边 形 相似 的 充 
分 条 件 。 由 此 可 知 , 它 是 必要 充分 条 件 (条 件 
都 正确 ) 。 

1102- ”相似 三 角形 的 对 应 边 上 的 高 的 比 
等 于 相似 比 。 对 应 的 中 线 的 比 也 等 于 相似 
比 。 


及 
D 
ER 人 
解 设 Ad4BCOwADBEZB， 4 BO， 
DG 了。 
TB 一 一 也， 


LA.4TFB= DG 万 一 90。， 
.Ad4BEowADZEG。 


.…， 4 万 :DG 一 4D:DD。 

又 设 BC 的 中 点 为 ，2B 的 中 点 为 内 

局 理 可 证 得 
A4BMooADZEN 。 
.4M:DN 一 4B:DPR， 

1103， 相似 三 角形 的 内 切 圆 半径 的 比 等 
于 相似 比 。 

解 设 人 A4BOwmwA4'B'O1 0B、 0OC 分 别 
为 人 妈 、~C 的 平分 线 ，O'B'、O0'0 分 别 为 
B、~C 的 平分 线 ,ODP、O' 分 别 为 这 两 
人 


人 


由 大大 和 可 疯 2 2 
LOC=-AC . 


OHO 一 AO0'BO'，AO0B 一 00B' 
人 . 
BC 
从 而 得 出 ， 这 -=- 订 高 5r。 
又 AODB= 0O'D'B'=-90"。 
AOBDwAO'BD。 
.0OD _0B .0D _H0 
”07 0F 07 56 
11904,， 两 个 相似 三 角形 外 接 贺 的 半径 的 


比 等 于 这 两 个 三 角形 的 对 应 边 的 比 。 


BIN 2 
解 设 A4HCwoA4B3C， 它们 的 外 心 分 
别 为 0 与 CO, 则 
BOC=234,， BIOC' 一 4 
而 4= -一 4 BOC= 一 BOC 
又 OB=00, 0B=O00' 
A 人 OBEBCcwAOBC'. 
0OB:0'B' 一 BO:BOC。 
即 人 4BC、A 人 4BC 的 外 接 加 的 半径 的 比 
等 于 这 两 个 三 角形 的 对 应 边 的 比 。 
1195,， 两 个 相似 三 角形 的 重心 到 对 应 顶 
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点 的 距离 的 比 等 于 相似 比 ， 
. 解 设 A4BOwwA4'BO'， 它们 的 对 应 中 
线 分 别 为 4DP、4'D'， 重 心 分 别 为 G、G7。 
由 人 4BCcA4'B'O', 得 
1 一 DB 4B:4B 一 BOTBO 
又 履 卫 分别 是 边 BO、BC 的 中 点 。 
BO:BO' 一 BD:BDI'. 
在 人 A45D 与 A4B'D' 中 ， 了 = 一 B')， 
4B:4B 一 TDIB' DY， 
“人 4PDcoA 人 4 BDI 
4D:4'D' 一 4B:4B'。 


人 三 
从 
了 C .B D  CG 


而 4G:4G' -号 4D: 好 4D'=4D:4D' 


B 


4G:44' 一 4BF:4BI。 
同 理 可 证 得 其 他 的 对 应 中 线 的 比 也 都 等 于 
相似 比 。 
1106.. 设 A4BC 内 接 于 定 圆 0, 则 不 论 
其 形状 如 何 。 过 三 边 


人 
中 点 的 画 的 大 小 一 
生 AN 
解 顺 次 连结 
人 4B0 三 边 的 中 点 全 
构 成 ADBFH， 则 SN 
和 人 DBB 与 A4BC 的 


对 应 边 互相 平行 ,它们 是 相似 三 角形 。 所 以 
这 两 个 三 角形 的 外 接 回 半 径 的 比 等 于 相似 
比 , 即 了 28:4B=1:2. 

和 人 480 外 接 加 的 半径 一 定 , 而 过 也、 取 、 
的 加 的 半径 是 贺 0 半径 的 也 ,因此 它 的 大 
小 也 一 定 。 

1107。 设 
0 与 加 0' 相交 


4 与、4Z, 4 瑟 与 
圆 0.O' 的 交点 ee 
分 别 为 C、D, 4 与 贺 O、;O' 的 交点 分 别 为 


第 二 编 证 明 题 


五 厂 , 则 人 BO 与 人 ABDF 相似 ， 

解 连结 4B. 在 人 BCB、A 人 5D7 中 ， 
OPB8= OO4 刀 一 DD48 一 DBF， 
BEBEO 一 APB4D 一 BFD， 

所 以 这 两 个 三 角形 相似 . 
1198.， 边 数 相 同 的 两 个 正 多 边 形 的 周 长 
的 比 等 于 它们 外 接 园 半径 的 比 . 

和 解 设 两 个 正 多 边 形 4442…4 
4142…44 的 外 接 园 的 圆心 分 别 为 O、O7, 则 
4142 一 4243 一 … 一 4n4i， 

4142 一 4243 一 … 一 49.41。 


又 _Z.404- 盏 , LL04= 吧 . 


在 人 A4iOd。 与 人 4404 中 ， 

4404 一 .410'42， 
且 它 们 都 是 等 腰 三 角形 , 所 以 

人 A4i04zwmA410D'4)。 

。 44_ 4O 

“”” 琐 有 40” 
多 边 形 444?…4。 的 周 长 
多 边 形 4142…4a 的 周 长 


1109.， 从 锐角 A 
A4BC 的 顶点 了 3、 
C 分 别 向 对 边 引 垂 到 D 
线 BD、0 刀 ， 则 
人 人 475 人 4BO。 
解 ” 因 为 
DPC 一 BDO 一 90"， 
所 以 也 BDC 是 圆 内 接 四  。 
边 形 。 
。 一 4 了 D 一 40B， 人 
.4DB=- 4BO. 
“Ad4D1coA 人 人 450. 
1110， 从 加 外 一 点 三 
向 圆 引 切线 P4， 引 割 线 
PBO, 设 PB5C 与 圆 相 交 G 


第 四 章 比 。 便 


于 点 B、C， 连 结 4B、40， 则 AP4B 与 
AP4C 相似 . 
解 设 忆 4 是 圆 的 切线 ,所 以 
PP4B=0， 

在 AP4DBE、 APO4 中 ,PP= PP, ~P4B 

.20， 
AP4BwAPO4。 

1111. 从 加 外 一 点 三 
向 圆 引 两 条 割 线 P4B、 
PCD, 分 别 交加 于 4、B， 
C\、D, 连结 4D、BC, 则 

APBowAPD4， 
A 人 P4C 人 PDB 
解 ”PHBC 
一 一 PD4， 
AP 是 APBC、APD4 的 公共 角 ， 
“"。 人 PBOA 人 人 PD4. 

同 理 可 证 得 AP4CwwAPDB. 

1112. 设 有 等 长 线段 4B、CD, 若 4C、 
BD 的 垂直 平分 线 相交 于 点 0， 则 


AoO4CcoAOBD. 
- 解 根据 题 意 ， 得  A 
0O4=00， 
OB=OD. 
又 ”46=CD， 
。…。 人 人 04 
综 AOCD. 
…。，A4OB= -COD。 
两 边 都 加 上 和 角 .BOC, 得 
.400= 50D. 


而 AO4C、AOBD 都 是 等 腰 三 角形 。 
。…m 和 人 0O040OA 人 0BD， 

1113. 一 直线 上 有 四 点 4、B、C、D. 在 
40、B3D 上 作 相 似 三 角形 4PC 和 BOD,， 设 
对 应 边 4P1V 38, OP De, PQ 与 4 了 相交 
于 点 0, 则 04.0D=0B.00。 


解 ……” P4/65， 
,04:OB=OP:Oq9， 
又 PC 1 9D， 卫 
OOC:ODD Q 
"。O4:0B ， 
<OC0:OD. 人 B CD 日 


兄 04.0D=0B.00。 


人 


斜 边 上 多 边 形 的 面积 


- 别 为 直角 A4PBO 各 
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1114, 车 在 直角 三 角形 各 边 上 分 别 作 对 
应 的 相似 多 边 形 ， 则 


与 其 他 两 边 上 多 边 形 
面积 的 和 相等 。 
解 设 PR QQ 分 


边 上 所 作 的 相似 多 边 形 。 如 果 BC 为 斜 边 ， 
Po@，BC 与 40 为 对 应 边 , 则 

五 _ BO? 或 五 本 

本 :或 57 


同 理 可 得 ， 一 作 一 -车 、 


LOC2 4P2 
- 卫 -e+2 
.2C3 LO3 十 4D2” 
而 4034DFa 502， …。，P=Q+R 
1115。 引 平 行 于 梯形 4BCD(4DDY1/ BO) 
的 底 边 BC 的 直线 BC'， 则 所 构成 的 两 个 馆 
形 4B'C'D、B'BCC' 与 原 梯 形 4BCD 相似 
吗 ?又 这 两 个 梯形 在 什么 情况 下 相似 ? 
解 由 BBC/ 1 BC， 口 
可 以 得 到 几 对 同位 角 
都 相等 。 但 是 ,由 
4B 了 4B', 得 
4D， 4D 
有 48“ 
因此 ,梯形 4B'O'D 与 也 
梯形 4B0D 不 相似 ， 同 理 ,， 梯形 B'BCC' 与 
梯形 4BCD 也 不 相似 。 
又 , 若 BC' 是 4D 与 BC 的 比例 中 项 , 则 
梯形 4B'C'Doo 梯形 BBCC 
事实 上 , 延长 B4、CD 相交 于 点 0, 则 
04.4D _3BO_OB 
OZ .BCI 2BC OB” 
4LD -BO 又 .BC 
呈 C/ DC“ DBCG 
,04 .0B' 
”” 0B' 085， 
04 08: 
OPB' 一 04 0 一 002 
O4 有 媚 / 
”5 一 5。 和 


假设 
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04_OB @ | 形 与 原 四 边 形 相似 。 
4D BC 解 从 四 边 形 
但 L4D BC 4FOD 的 顶点 4、C 
由 电 】 人 2 阳 
QQ@ ”人 人 向 好 D 作 垂 线 ， 设 垂 
周 理 于 二 足 分 兄 为 至 、G、 又 
2OC 从 吾 、 刀 向 4C 作 垂 
由 假设 -2 -号 9， 线 , 设 垂 足 分 别 为 五 、 刀 、 由 假设 ,得 
4D 4B' DO BC .BECO=90" 一 人 5G0. 
得 万 一 一 DFT 由 此 可 得 , 下、 豆 、G、C 四 点 共 园 。 
DGB= FECB. 
又 这 两 个 梯形 的 四 个 角 对 应 相等 ， 所 以 它 闻 理 可 得 ， 刀 、 点 共 欧 。 
们 相似 。 AHFBG= 瑟 4B， 
1116， 设 4 了 B3、0DD 是 定 锅 的 互相 垂直 的 .。 人 万 RGco 人 AB4O 
直径 引 任意 弦 人 又 同 理 可 得 ，AZFHGcA4DO. 
如 思 ， 设 C 了 8 、O 了 4B_ BO _ 40 
与 4B 的 交点 从 而 得 出 ， 瑟 六 一 五 5 一 有， 
分 别 为 O、 互 ， 
则 AcHO 与 . 每 =- 千 - 货 . 
人 AcCZBz 相似 ， 


_ 解 &B 是 翅 所 对 的 男 周 角 ，AO 等 于 
2C 与 4 履 的 盖 所 对 的 圆周 角 . 而 弧 BC、4C 
相等 。 所 以 
了 一 5304=40 一 54= 友 . 
由 此 可 得 ，、 ”AZF 一 0. 
又 LBOZ 是 ACHO,，ACNHT 的 公共 角 ， 
.，ACHOwACBT。 

1117。 从 网 
O 外 一 点 了 4 向 
贺 引 两 条 切线 
4B、40, 连结 
切 点 有 BC 的 弦 
与 04 的 交点 为 
也 , 过 0 引 任意 
弦 CB, 从 双向 0C 宇 或 其 延长 线 作 垂 线 ， 设 
垂 足 为 互 , 则 A4D 万 co 人 CH 

解 因为 4D1LBC，4 瑟 1C 互 ， 所 以 四 边 
形 4DC 克 是 圆 内 接 四 边 形 。 从 而 得 出 ， 


人 D4 五 一 BO wy 
又 4HD= /4CD: 
又 4C 是 圆 0 的 切线 ,所 以 4CD 一 一 五. 
:， /40D= “4FD， 四 
由 全 .@ 得 人 4D8voACB 了 . 
1118. 从 四 边 形 的 各 顶点 向 不 过 这 顶点 


的 对 角 线 引 垂 线 、 师 次 连结 垂 足 所 得 的 四 边 


4B_ BO_CD_4D . 
一 人 四 所以， 四边形 4BODcw 四 边 形 
卫 忆 GT 
1119， 设 从 人 A4BC 的 外 接 贺 上 一 点 也 
向 三 边 BO、C4、4 了 NA 
或 其 延长 线 上 作 重 六 SA 
线 ， 设 垂 线 与 圆 的 交 
点 分 别 为 刀 , 互 五, 则 
ADEZcA4HO. 
解 从 己 向 BO、 
COC4、4 好 作 垂 线 。 设 
垂 足 分 别 为 慷 \ 了 2Q， D. ， 
则 ~BZP90" 一 人 BXZP. 
所 以 , 丸 、 工 、 必 、 书 在 同一 加 上 。 
-， XBG= 和 XPGI， 
即 ACB4= ADP = 一 DB。 
又 己 、 并 、 C、 了 也 在 同一 圆 上 . 


BC4 一 也 PX 一 一 万 D。; 
由 此 可 得 ，~C4B 一 一 7D 刀 ， 
所 以 ， ADZEHcA4BO. 


1129. ， 用 三 角形 的 三 条 中 线 为 边 构成 一 
个 三 角形 ， 再 用 这 第 二 个 三 角形 的 三 条 中 线 
构成 第 三 个 三 角形 ， 这 样 地 继续 下 去 毛 得 到 
的 三 角形 与 第 一 个 三 角形 相似 。 
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解 设 4D、BZB、C0 刀 为 A4BO 的 三 条 
中 线 ，4 召 的 中 点 为 6, 在 ZG 的 延长 线 上 取 
点 互 ， 使 G 瑟 一 FG， 则 4F 历 五 是 平行 四 边 
形 。 所 以 

4 思 伙 万 媚 人 万 万 ,万 有 人 4 万 DO 

由 此 可 得 FB 太 、4DO 都 是 平行 四 边 
形 ，ACZ 克 是 
以 A4BO 的 三 
条 中 线 为 边 的 
三 角形 , 虽 CG 
是 它 的 一 条 中 
线 , 召 是 它 的 重 
心 。 ， 
: 又 延长 8 如 与 0 的 交点 为 也 瑟 荆 的 中 
点 为 信 , 在 GN 的 延长 线 上 取 一 点 开 使 

NM=GN， 
则 ACGMX 是 以 ACE 有 的 三 条 中 线 为 边 的 
三 角形 ， 
CM 1 五 刀 1] 4 万 ,MG TFTB1 BEC. 
而 6C 与 04 重合 . 因此 ,由 ACMG 的 三 个 
角 与 人 A4B0 的 三 个 角 对 应 相等 可 知 ， 
ACMGoA4CF。 

同 理 , 其 余 情 况 也 可 得 证 。 

1121， 设 人 4BC 的 各 边 中 点 分 别 为 4、 
五、 CO ， 和 王 心 为 五 ， 外 心 为 OO 则 人 万 4 刀 和 
Aco4'B' 相似 , 且 其 相似 比 为 3:I. 从 而 得 出 
重心 G 在 OBE 上 ，0G- 于 OH 


解 ”由 问题 500 可 知 ， 

4 万 :04' 一 2:1，B 克 :0ODB' 一 3:1， 

又 4 瑟 104) 

万 /OPB' 
.人 五 4BwmAO41B/， 
且 相 似 比 为 3:1。 设 
44' 与 瑟 O 的 交点 为 
G 则 

4G14 晤 一 万 G:OG 
一 4 万 :40 一 2:1。 

这 就 是 说 ， 44' 是 人 4BC 的 中 线 、 点 G 
内 分 中 线 44' 成 定 比 32:1 所 以 G 是 人 4BO 
的 重心 。 

而 自 互 G:OG 一 2:1, 得 09G:6 五 一 12:2。 


从 而 得 出 ， 


工 
0CG= 可 0O。 


1122， 过 人 4BC 的 三 个 顶点 分 别 向 把 
对 边 旋转 相同 方 ”. 及 
疝 所 得 的 对 边 引 
夹 角 为 w 的 三 条 
直线 4P、B9、 
CRE， 则 这 三 
条 直线 作出 也 
的 A4'B'C' 与 C 8 
A4BC 相似 。 又 当 人 ac=60" 时 ， 这 两 个 三 
角形 全 等 。 
解 设 DRCO= au 一 49B， 
则 4、@、4、 互 共 吏 。 从 而 得 出 ， 
DB40= BALO， 
LA.4PFO= Aa 上 + B4P 
一 ac 十 DLR 一 4PO 
由 此 可 得 ， 人 4B0OcA44B'O' 
又 当 ~ao=60" 时 , 设 人 4B0C 的 三 条 垂 线 
分 别 为 4D、B 玉 、CF,， 则 由 
AC'PO= AQC， 
可 知 C、 卫 、 纺 、C 共 圆 . 
-， 4P.4C' 一 49.40. @ 


B" 


同 理 可 得 ， 
4.4B' 一 4B.4R。 四 


4C.4 媚 = .4 万 .47。 @ 
四 + 四 + 加 ,得 
4P(4B'TT4O) 
一 4B5(4 厅 上 +4R) 二 4C(4Q9 一 4B) 
-，4P.BC'4B.RBAT4O.0B， 四 


因为 ae 一 60。， 
、 3 
所 以 4P-- 订 4D 
芋 工 
五 一 一 -一 CF， 万 一 一 一 ee 
全 wv 3 


由 图 ,得 34D.B'O' 一 4B.CFTLC.BP 
即 2.4D. PC' 一 48A4po 一 2 4 BC。 


BO 一 BO 
因此 ， A4PFC2A 人 4 BIO。 
1123. 若 两 个 & 
三 角形 的 三 边 分 别 B 
平行 ， 则 对 应 顶点 ， 0 
的 连 线 相 交 于 一 点 - 
或 者 互相 平行 。 A 


解 在 A4BO、A4'BO' 中 BO] BC 
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CO41fC4 4BE1f4EB 1124.、 把 一 
设 44 与 CC' 不 平行 ， 它 们 的 交点 为 C，| 点 和 多 边 形 的 各 
划 由 4C/ 4O 得 3 顶点 分 别 连 绪 成 
_40 -CO _ aq 线段 ， 再 按照 定 
40 50” 入 比 内 分 或 外 分 这 
设 0B 与 4PB 《C c"* | 些 线段 ， 则 顺 次 
或 其 延长 线 的 交点 连结 各 分 点 所 得 
为 召 ， 又 A 的 多 边 形 和 厌 多 
4B/4EB 已 边 形 相似 . 
LO _ BO 四 解 ”按照 定 比 
40 8380” 把 点 口 和 多 边 形 
CO _ BO 414?p4 的 各 
由 @、@, 得 这 训 关 二 带 让 内 
从 而 得 出 ， ”BC BO (外 ) 分， 设 分 点 A 
而 BC/ BC。 所 以 点 区 为 L4，42，…? 
3 与 妃 相 重合 ， 44;, 则 由 条 件 
吾 B' 也 过 点 O. 由 此 可 一 0O4 04 
知 ,， 4 瑟 B'、CC' 相 NS WU4di (4? 
交 于 点 0. | 可 得 ，4442V io，4243 AN Lo34a， 
若 44'1Co， 则 人 4 1 441， 


400'4' 是 平行 四 边 形 。 从 而 得 出 ， 
4 人 CO'. 
从 吾 引 44 的 平行 线 与 4.B' 交 于 B"， 则 
4BB'“ 4 也 是 平行 上 四边形 。 因 此 
DB" 一 44'” 上 且 DBB 一 OO。 
所 以 ，BCC'" 也 是 平行 四 边 形 。 由 此 可 得 ， 
BO BO 而 BO BC。 所 以 点 万 "与 
五 相 重合 ， 即 
4 1 .5BB' 
/cc' 
注 下 般 地 ， 
若 两 个 相似 多 边 。 G 一 必 
形 的 对 应 边 互相 
平行 ， 则 对 应 顶 
点 的 连 线 棚 交 于 
一 点 ， 或 者 互相 
平行 . 车 对 应 顶 - 
点 的 连 线 相交 于 
一 点 ， 则 这 点 叫 本 
做 这 两 个 多 边 形 
的 位 似 中 心 。 落 / > 
对 应 顶点 的 连 线 
平行 时 ， 则 这 两 
个 多 边 形 全 等 。 和 


由 此 可 得 ， .41 一 4 4 一 一 42， 2 
LA.4n 一 4， 


目 04 .44 .04 .44 
COL41 L14o2 CO4a L243 
即 .44 44 LI.4 
2 oo 441。 


所 以 , 这 两 个 多 边 形 相似 ， 

1125. 两 贺 的 公 切 线 和 连 心 线 的 交点 ， 
按照 两 圆 的 半径 的 比 
内 分 或 外 分 连 心 线 . 

解 ” 设 CD 为 两 圆 
4、 吾 的 一 条 公 切 线 ， 
连 心 线 4 与 CD 的 交点 为 0 或 0, 两 圆 
的 半径 分 别 为 玉 、7， 连 结 4C、BD, 则 

A40O0m=~BEDO，.… ， 401 BFD， 


最 
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4O0:0B 一 40C:BD 一 玉 :7。 
同 理 可 得 ，4O': BO 一 天 :7。 
注 4O0:083 一 40': BO' (一 忆 : 让 )， 
则 4、O\、 妃 、O' 四 点 成 调和 点 列 ， 把 两 个 图 
的 连 心 线 分 成 两 线段 的 比 ， 等 于 两 个 圆 的 半 
径 的 比 的 点 叫做 位 似 中 心 ， 如 果 这 点 是 内 分 
点 , 叫做 内 位 似 中 心 , 如 果 是 外 分 点 , 则 叫做 
外 位 似 中 心 。 简称 为 位 似 内 心 和 位 似 外 心 - 
1126. 若 三 个 圆 4、B、C 的 每 两 个 圆 的 
外 位 似 中 心 依次 为 一、 工 、 2 则 邱 、 了 工 、 2 在 
一 条 直线 上 。 
解 老 圆 4、B、C 的 半径 分 别 为 仆人 
和 ， 则 
4X_ 3 和 
六 ”7 7 


4 号 7 


Seozr“ 


由 此 可 得 ，- 艺 Seazz 一 2 


介 Sacxr 


. 因此 ,点 台 与 入 相 重 合 ， 从 而 得 出 了 、 
红 在 一 条 直线 上 。 

1127. 芳 两 个 相似 的 平行 四 边 形 4BCD。 
4'B0'D' 公有 DBD， 有 D 
则 4C'、4O、BD 
相交 于 一 点 。 

解 若 4CO、BD 
的 交点 为 O,， 则 点 
0 是 40 的 中 点 。. 
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。 DB4' BO 1 
”= 大，… 4 1 40。 

由 此 可 知 ,在 A4BOC 中 ,4C、4 避 的 交点 
在 中 线 BO 上 。 即 40'、4'O、B3D 相交 于 一 
点 。 

1128.， 若 三 个 圆 4、B、C 中 的 每 两 贺 的 
内 位 似 中 心 依次 
为 和 了 、2Z， 则 
47、BG、CXX 相 
交 于 一 点 。 

解 ” 设 三 个 加 
4、B、C 的 半径 
分 别 为 ro ， 
并 是 加 4、 吾 的 

N 上 4 
内 位 似 中 心 , 则 书 过 
怪 立 人 

同 理 -7728 了- 

设 B2Z、CZ 的 交点 为 机 , 连结 4 到 ， 并 延 
长 4 矿 与 BC 相交 于 了， 则 


0 9 
和 "00 Seawc 四 
分 4 语 ABPrA 
由 四 、@, 得 
7 _ Senmpe CT 
7 Sear4a BF “ 
CY CO7 


5 

由 此 可 知 立 和 了 ' 相 重 合 .所 以 ,4Y、BZ、 
2 相交 于 一 点 。 
1129. 设 O 为 两 圆 的 位 似 中 心 ， 过 C 
作 两 圆 的 公 切 
线 ， 设 切 点 分 别 
为 CC, 过 0O 引 
任意 割 线 与 一 个 
圆 交 于 PP、q9, 与 
另 一 圆 交 于 书 、 
9， 则 四 条 直线 CP、C9、CP'、C'' 是 每 两 
条 互相 平行 .这 时 ， 不管 割 线 位 置 如 何 

OP.O4' 一 OP 08 的 值 一 定 。 
解 设 4、58 为 两 圆 中 心 ， 由 忆 引 -4P 的 
平行 直线 与 PP 的 交点 为 已 ， yy 为 半径 ， 
2 LO 4P 
则 万 感 -一 万 E7 


他 3 


234 
。， 4 已 王 BP7 
”” ”多 9 “ 
由 此 可 得 ，2" 与 巴 相 重 合 。 所 以 
9 4O OP . 
又 AcCcdOcoA 人 GC' BO0， 
.， Lo 00 .OP _ 09 
"”” 05 00 ”OP 00 
而 COP= COP'. 
。。 人 OPOoAOPOC、. 
POCO PC 
， 0g -oo 
周 理 可 得 ， 4981/B9 9 0O9” OC' 拓 
史 C9@1CQ 


又 CCO=-Ocoqg 一 OPC。 所 以 C 


9、C、P 在 同一 加 上 ， 
Ge 


.OP'.09 一 0O0.00C(。 
.又 LGCOG 一 -0cg@ 一 -ACPq9. 所 以 C、P、 
C、 允 在 同 一 圆 上 ， 
。 OP.O9' 一 00.00 
OP.O4' 一 0P'.09 一 0C.00' 

而 00.0C' 是 定 值 , 所 以 OP.O9 人、 OP'O8 
也 都 是 定 值 . . .…， 

1130. 过 两 区 的 位 似 中 心 的 直线 ， 与 两 
贺 相 交 ， 所 截 得 
的 纺 的 比 等 于 两 
圆 半 径 的 比 。 

解 ” 设 过 相似 
中 心 O 的 任意 直 忆 
线 与 两 加 4、 召 的 交点 分 别 为 P、9,， 尺 、S. 
又 两 圆 的 半径 分 别 为 入。 从 4、 妇 向 PS 
分 别 引 垂 线 4C、BD.。 连结 4P、BS。 因 为 
9 是 两 圆 的 位 似 中 心 , 所 以 “ 


40O0_。 7 _ 4P 
0OB 7 BS 
又 : 4O _ 40 4P _ 40 
BO 7D 2 BOD 


由 此 可 得 ， 两 个 直角 三 角形 4PC 与 B9S 刀 
相似 。 
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而  P@=2PO，FS=25D7D. 


1131， 作 任 意 圆 C 与 给 定 的 .两 贺 M、N 
外 切 , 设 切 点 分 别 为 Q、 瑟 ,. 则 过 纺 、 玉 的 直 线 
必 过 两 圆 的 外 位 似 中 心 。 

解 设 延长 9BR 与 圆 六 的 交点 为 4， 则 
ACe98、AN4B 是 三 个 角 对 应 相等 的 等 帮 
三 角形 ， . 

0CgGR 一 R4N，.… 
即 MO@/N4. 

设 两 直线 WN、9R 的 延长 线 相 交 于 点 O， 
则 人 AMgoAN4o, 

'， MO:NO=MG9:N4。 


GCC/ N4， 


即 @ZR 的 延长 线 与 MX 的 交点 0 是 两 个 给 
定 圆 到 、 的 外 位 似 中 心 。 由 此 可 知 , 直线 
@R 过 两 圆 的 外 位 似 中 心 。 

1132. 设 两 定 阅 4, 互 的 位 似 中 心 为 0， 
从 O 引 与 这 两 贺 相 切 的 任意 圆 卫 的 切线 0C， 
则 CC 是 定 长 。 

解 ” 设 圆 卫 与 两 定 圆 4、 刀 的 切 点 分 别 为 
D、 刀 ，DB、4 互 的 交点 为 0， 由 上 题 可 知 O 
是 两 定 圆 的 外 位 似 中 心 。 而 4、 好 是 两 个 定 
圆 , 所 以 它们 的 位 似 中 心 O 是 定点 。 


,由 问题 1129 可 知 ，OZ.OD 一 定 们 。 
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设 C00C 是 从 O 〇 向 圆 己 所 引 的 切线 , 则 
O02 一 0 也 .07D 一 定 值 。 


从 而 得 出 O0 是 定 长 。 
1133. 从 A 人 4BO 的 顶点 4 向 边 IC 引 
垂 线 4 了 ,车 4 了 人 
在 三 角形 内 ， 且 
4 是 D、DCO 
的 比例 中 项 , 则 c 
_B4C0 是 直角 国 
解 由 4 是 BD 和 与 DO 的 比例 中 项 可 得 
DBD 4 
- 态 ” 老 
而 4DB 一 一 4DC=90". 


由 此 可 得 ，A4DBwACD4， 
4DBDe= -04D, 人 B4D= 40CD. 
.…， B4D+AO4D= -4CD+A4BD. 
从 而 得 出 ， 人 .B4C 是 人 A4BC 三 个 内 角 和 
的 一 半 。 所 以 ~.B4C 是 直角 。 


4134.， 在 直角 .从 
三 角形 4BC 中 ,从 
直角 顶点 4 向 叙 边 
BC 引 垂 线 4 有 则 8 和 C 
了 .42 一 BD.BC， 


C4?=0D.OB，4D3= BD.CD. 
解 因为 BE4C=90。 4D1 BO 所 以 
AB4DcoAEO4.， - 
.…， BF4:BD= BO:BL4， 
'。 B43 一 BD.BO。 
同 理 可 得 ，A4ODwAzBO4. 
.…，0C4:CD=COB:C4， 


， 0C43 一 0D.CB. 

又 A4BFDcoAC4D, 

… 4D:BD=CD:4D. 
.…，47a=BD.CD. 

1135,， 设 直 角 三 角形 4BC 的 两 条 直角 
边 为 G、D， 从 直角 C 
顶点 C 向 斜 边 4B 
作 垂 线 c， 则 

1 工 。 工 


t 


机 二 而 页， 4 

解 设 人 4BC 的 面积 为 8. 

40 一 28 一 cv/03 十 隔 
1 BT o 
0 48， 矶 ”453， 


| 4:C43 一 BD:DO.. 了 


的 平分 线 与 4D 
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1 02 十 2 人 人 
本 4 入 25 @， 
人 从 直角 人 
三 角形 4BC 的 直 
角 顶 点 4 向 斜 边 
BC 作 垂 线 4D, 则  B 


解 ，… 人 ABD4oA4DO， 


“.。， 4P3:043? 一 BD:DC， 
1137. 从 坟 角 三 
角形 4BC 的 直角 顶 
点 4 向 斜 边 BO 作 垂 
线 , 设 钴 足 为 忆 , 从 三 
向 边 4C、4 吾 分 别 作 
得 线 ， 设 三 足 分 别 为 
@、 羽 ,4C、4B、C@、BR 的 长 分 别 记 为 久 
c、q、y， 证 明 53:c3 一 927。 
解 ”人 4PC 是 直角 三 角形 ， P9 是 由 直角 
顶点 卫 疝 斜 边 所 作 的 垂 线 ，@ 是 垂 足 ， 
， CP3 一 CQ@.04.. 
同 理 , 在 直角 三 角形 4P5B 中 ， 
也 P2 一 BR.Bd。 
又 在 直角 三 角形 4BC 中 ， 
DBP.BC=45 COP.BO= 402， 
CO@ _CP ，P4 
BR 04 万 55 
2 
PP/ 0 NA4 
40Oa ”2 
”4 斋 ， 古 ， 
23 9 


.4 
25 


即 过， 0 一 9 


1138， 从 直角 三 角形 45C 的 直角 顶点 
4 向 斜 边 作 垂 线 人 


4D,， 又 引 ~BB 必 
40 分 别 交 于 至、 
, 则 5 
到 ，4 轴 
万 “7 


和 解 在 全 450 中 ,DB 是 一 万 的 平分 线 ， 


BD 7 
4 
B4 4 
天 ”5 

而 A4BDuACB4。 


1139. 从 直角 三 人 

角形 4.BC 的 直角 项 尼 

点 4 向 斜 边 BC 作 垂 

线 ， 设 垂 尼 为 也 边 / 5 

40 的 中 点 为 孔 直 

线 瑟 D 与 边 4 召 的 延长 线 交 于 点 如 证明 

LBILC 一 TD:47。 
解 …， 也 D= BC 一 姻 4， 
.LOCD 甩 一 了 TCD. 

又 BFDF = CDB,， ABCD= Ad4D， 
.人 BDF = 74D. 
.ADBBcoA4DT. 
DFI4 万 一 DPI4D. 

而 DB:4D=45:4C. 
4B:4O=DF:4Z 

1140. 直角 三 角形 

4F0O(4=90。) 的 一 如 下 

的 平分 线 与 4C 的 交点 ， 

为 也 由 4 也 向 BC 2 

分 别 作 垂 线 ， 设 垂 足 分 A D 

别 为 妃 、 瓦 ， 则 BR 是 BE、BC 的 比例 中 

项 

解 在 A4BDAKBD 中 ,一 4= DEC 

一 90"， .4BD= 开 BD, BPD 是 人 4BD、 

人 A 互 BD 的 公共 边 ， 所 以 这 两 个 三 角形 全 等 ， 

从 而 得 出 ，B4 一 也 K. 

在 直角 三 角形 4BC 中 ，4 万 是 直角 顶点 

4 向 任 边 作 的 垂 线 , 所 以 B42=- 了 B 事 .BC， 


"“， 23 一刀 刀 .BO， 
即 3FE 是 瑟 已 、B50 的 比例 中 项 。 
t441.。 在 直角 天 
三 角形 _ 4BC 中 ,从 己 
直角 顶点 4、4C 上 
任 一 点 马 向 斜 边 间 
吾 C 作 垂 线 -44D、 .也 下 Re 


五 万 ， 则 :43 一 刀 刀 .也 太 十 4 亡 . 百 刺 
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解 …”-C4B=90。， 4D1 BO， 
。…。 4B2 一 瑟 疡 . BO。 
即 
4B2 一 BD.(B8HTCZ) 
一 BD.BF8TBD.OT。 全 
又  A4PBPPpomACED 
.4D:PD=OF :DBP。 
 BD.OFB 一 4 也 .也 也 . 人 
由 @.@, 得 4B3= BD， BE+4D， 万 卫 。 
1142。 过 直角 下 
三 角形 4BO 的 斜 
边 BC 的 中 点 下 作 
直线 垂直 于 BC, 交 
4C、B4 的 延长 线 二 
分 别 于 下、 万， 则 以 
4Mf3 一 1 万 .了 历 . 
解 BEMO=90。= - 刀 40， 所 以 刀 、4、 
3M、C 四 点 共 圆 . 
.…， CO= 一 卫 . OO 
而 A48BC 是 直角 三 角形 ,下 是 斜 边 的 中 
点 。 
。， AO= Ma4C. 四 
由 个、 四 ,得 也 一 -人 M4C. 
由 此 可 得 ，M4 是 人 4 万 中 的 外 接 圆 在 点 
4 处 的 切线 . 
。 M43 一 了 政 刀 .有 万。 
14143. 从 直角 三 角形 
4BC 的 直角 顶点 C 向 斜 
边 4 引 垂 线 CD,， 设 忆 
为 垂 足 ， 以 4D 为 直径 的 


圆 与 边 4C 的 交点 为 吾 “ 

则 .4 瑟 :0 一 4C3: BO2。 “Ca 

人 解 …” /4BD=90"，…、DBE_L40. 
又 BOL4O0，.…， BO/DB。 

-4 万 :BO 4D:BD。 

和 而“ A4DcwACDB. 


“SA4apo:Sacpas 一 402:CD3a。 
又 SA4pc:Sacps 一 4D:DPB。 
4 也 :1C 了 一 403:CB2， 
即 ”4 也 :CO 万 = 4C2: BO2。 

1144.。 直角 三 角形 4BC 中 ， .4=90"， 
在 边 4B、40C 上 分 别 取 点 己 、@, 由 取向 直线 
P9Q 所 作 垂 线 4 五 与 BC 交 于 也 则 

EBD:CD 一 4P.4B:49.40， 
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解 从 五 作 3B] 40， 入 
设 BB、4 的 交点 为 如 
则 
BD:CD=BZ:4O0、@ B 
在 人 A4Pg 与 ABB4 


乡 


AP49=- 4BB=90。， 
L4PQ=90"~ AP4 厅 一 AQ4 忆 
一 一 BBA4， 
由 此 可 知 ,这 两 个 三 角形 相似 。 


"4P:49 一 7:B4， 四 


由 @、@, 得 


邵 DBDICOD=4P,.45:498.40. 
1145.。 设 直 人 
角 三 角形 LEBC 
的 斜 边 BC 的 中 
点 为 也 4 刀 的 
中 点 为 再 ,、4 忆 DM 
的 中 点 为 允 , 若 从 瑟 向 BC 、4D 所 引 垂 线 分 
别 为 MI、 万 IT 则 M :TD 一 3:1。 
解 在 A4FTI、ABFM 中 ， 
LTB 一 一 BMR 90"。 
又 刀 为 斜 边 BC 的 中 点 ,所 以 
万 B 天 一 一 747. 
人 BFMNA47D 
“了 MB 一 BFI4P 
而 BF :4 万 一 3:1。.…， 了 MX :太一 3:1. 
1146. 从 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 
C 引 两 条 直线 CD、CZ, 使 这 两 直线 与 BC 的 
夹 角 相等 ， 设 CD、O 姻 与 4 成 或 其 延长 线 交 
于 也 ,也 若 妈 为 
4 号 的 中 点 ， 则 
2 是 太刀 M 刀 
的 比例 中 项 . 从 MD ?8 王 
解 人 48C 是 直角 三 角形 , C 为 直角 顶 


AMCB= 了 HGC. 
由 假设 ,得 DODB= ECOP。 
所 以 MOCDem -COBM、 
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由 此 可 知 ，MWC 是 人 AZDOCZB 的 外 接 贺 的 切 
线 、 从 而 得 出 ，MC2 一 MK DIM 
。。 难 了 一 MD.MDR 
即 允 妃 是 政 厂 、 允 也 的 比例 中 项 。 
1147. 直角 三 角形 4BC 中 , 一 巨 =90。， 
4 的 平分 线 与 边 A 
2C 相交 于 也, 则 
4FH BO 
4 殉 ”30 万 ， 


足 ，2 妈 与 40C 交 于 丈 , 过 吾 引 .BC 的 平行 线 
与 LO 交 于 G 则 4B2? 一 4 万 .4D， 
BA4D 一 和 4 再 4 有 上 万， 
BFBB 一 BF 
又 ZBG1/ BC。 所 以 2BG= BO 


一 


… IT 17 417 一 
_ 3pG BO 
3657 一 站 万 、 
而 4B8 PC 
37 一 27， 
1148。 在 直角 E 
三 角形 4BC 的 斜 B 
边 4B 上 取 一 点 及 
也 4 刀 的 延长 线 有 
上 取 ee 点 五， 若 C 
BOD= BOB= 4 
则 D4:DB= 如 42:BOa。 


解 由 BCD= BOB 一 4, 得 
AL4CB= CD4=90*。 
.了 TD4:DB=402: BO 一 DO3:DB3， 
又 在 ACID 中 , 0 有 是 ~DO 召 的 平分 线 ， 
且 C41CPB， 
。 了 4:D4= BO:DO. 
。 卫 4:BO= 也 4:DO. 
又 D4:DO= DO:DB， 
。…， 也 4:ECO= DO:DB， @ 
由 @、@, 得 D4:D 一 如 42:0O3. 
1149。 设 直角 
三 角形 4BC 的 余 
边 BC 的 中 点 为 O， 
A4O0o0 的 外 心 为 
0， 从 4 向 BC 作 
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垂 线 ， 垂 足 为 互 ,， 4 万 与 BO0' 的 交点 为 ， 
则 4M:M 厂 2:1. 

解 设 48 与 圆 0 交 于 也 。 由 .人 .4=90” 
可 知 ，DOC 是 圆 0' 的 直径 。 

DO'00. 
又 BE0=00,， 560' 与 DO 的 交点 G 是 ADEBC 
的 重心 。 所 以 

DGIGCOm2:1。 

而 四 边 形 D4CoO 内 接 于 圆 0, 且 DO 是 加 
CO 的 直径 ， 由 此 可 知 ， DO 5C， 从 而 得 出 ， 
DO14B， 

441:1 万 一 DG:GO=23:1. 

1150。 在 人 A4BC 中， 为 直角 ， 设 

万 站 4C，CP 1 BO，BPD 


we 


的 延长 线 与 C 刀 交 于 及 
4D 4d 刀 PAY 
则 做 -( 盆 ) 
解 …” Ad4DB 
< 人 450， 
4DD :4 
5” 矶 ， 0 
.… ABDcwA4BEC， 
.，_BD _ 4B 
一 丈 
光 ACDEA4BO， 
CD _ 4 玫 
”7 5 
由 Ox@x@, 得 
-~( 人 ) 
.7 NE/ 
1151， 车 正 入 
方形 DBFG 内 
接 于 直角 三 角形 
LEBO(A4=90?)， 
边 BZ 在 斜 边 


BO 上 , 则 刀 丸 是 妃 、FC 的 比例 中 项 ， 
解 由 人 BBDPDAGFCO, 得 


.BRB _ GBF 
五 六 2O” 
。 DBB 巨 P 
人 ee 五 六 ” TC， 
即 马 及 是 下 百 、FC 的 比例 中 项 .。 


1152. 设 忆 为 直角 三 角形 4BC 的 斜 边 
40 上 的 一 点 ， 过 呈 点 作 4C 的 垂 线 与 4 已 
的 延长 线 ，BC 分 别 交 于 一 、 己 , 若 


证 明 题 


了 BD3? 一 刀 刀 .DF,， 则 刀 是 40 的 中 点 。 
解 在 人 DB A 
与 ADBBE 中 一 D 
是 公共 角 , 且 
也 Bo 一 D 万 .DT ， Se 
所 以 DB 是 太 
3BZBR 在 点 妃 处 的 


C 


而 LAC= -也 
从 而 得 出 , DC= DB 一 D4. 即 刀 是 40 的 
中 点 。 
1153。 从 直角 三 角形 4BC(B 为 直角 ) 
的 顶点 互 向 40 引 


有 
垂 线 已 D， 在 万 靖 pb 
上 取 一 点 也 ， 使 
BD _ 4 
4 万 万 万 
连结 CB, 则 
SA4BD 一 SApEc。 


解 在 A4DB、A 人 AZEDO 中 ， 
4DB=90* 一 一 DO， 
。 Sa48Dp _ 4 万 .DD 
” Srgno 万 万 .07 
BD 4D 
而 2 万 一 万 D。 
”人 3DCwA4DH， 


Se4sp -1 
本 
&apzgo 
Se4sD 一 SApgo。 


1154， 直角 三 角形 4BC 中 ， 敢 为 直角 ， 


人 4、LC 的 平分 线 4 力 、 0 如 的 交点 为 0, 则 
AO40 的 面积 一 总 四边 形 4BDC 的 面积 ， 


解 ” 设 内 切 圆 0 与 边 C4、4B、BC 的 切 
及 四 


点 分 别 为 E、G、 五 ， 
则 0OG/ EC 0F1/ 
-47。 


BD 4B 
0 
BB BO 
.BB BO B 
FEOo” 瑟 CO@ 
5D.BB 4B.B0 
OOx@, 得 60E0” .4555。 
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而 A4BO 是 直角 三 角形 。 所 以 


而 也 D.BZB=2A 人 BID 的 面积 ， 
GO, 玉 OO= 正 方形 O093 万 的 面积 ， 
4B.BO=2A 人 4H0 的 面积 ， 
4G-TC= 4F.FHCO=A4BC 的 面积 
(问题 822) 。 
.…。 人 了 BD 互 的 面积 
一 正方 形 OBE 的 面积 。 
从 而 得 出 ， 
四 边 形 4 五 DC 的 面积 
=(A4BC 的 面积 -- 正 方形 0GBB 的 面积 ) 
一 2( 人 0O4 的 面积 十 AOCz 的 面积 ) 
一 2 人 AO40 的 面积 。 
AO4C 的 面积 


王 四 边 形 4 到 DO 的 面积 。 
垂 足 ， 则 4D 把 人 A4BO 分 成 两 个 三 角形 的 
的 比 等 于 对 应 边 的 

US 
II 一 4D:L4C. 

"。 必 :S 一 DIDO。 
人 A4DC 的 内 切 圆 面积 的 和 等 于 人 4BC 内 切 
则 
.BO2 


内 切 贺 的 面积 的 比 等 于 BD:DO。 
比 。 设 这 两 个 三 角 
又 设 这 两 个 圆 的 面积 分 别 为 SS, 则 
115 全 ， 从 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶 
圆 的 面积 。 
了 2 92 
4 
ea 了 
”042， 


1155. 设 直角 三 角形 4BC 的 直角 顶点 
为 4, 从 4 向 斜 边 BC 作 垂 线 4 了， 设 忆 为 

解 因为 A4BDwAC4D， 所 以 这 两 个 
三 角形 内 切 圆 半径 人 
形 的 内 切 的 半径 2 
分 别 为 和 了， 则 

RS:S' 一 72:72 一 4B234C3. 
而 4B2:403 一 BD:DO. 

点 4 向 BO 引 垂 4D, 把 三 角形 4BOC 分 
成 两 个 三 角形 4BD 和 4DCO， 则 人 4BD、 

解 “显然 , A4BCOwADB4oADa40, 设 
这 三 个 二 人 尽 、 

2 本 

Ga BTOL 
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4DBP2+O042 一 BO2。 
。…。 02 十 I12 一 忆 2. 
由 此 可 得 ，I2 十 zI'2 一 T 82。 
1157.。 在 直角 三 角形 4BC 中, 互 为 直 
角 。 把 边 4 妈 三 等 分 ， 再  A 
过 各 分 点 引 4 的 垂 线 把 
A4BC 分 成 三 部 分 , 设 这 ”IDF 一 
三 部 分 的 面积 按 靠 近 边 
BC 的 顺 次 记 为 了、 Q， 荆 SG 
则 式 十 G 一 27。 
解 ” 设 三 等 分 4 的 点 8 C 
为 风 、 吾 过 了 如 引 4 的 垂 线 与 4C 的 交 
点 分 别 为 下 、G., 这 时 ,三 个 三 角形 4DF， 


4BG，4B0 相似 。 


Sa4pzr:Sa4zG:Sa4Bo 
一 4D2:4 万 2: 42。 
而 4D:4:4P 一 1:2:3， 
“。 SAapr:Sa4zgo2SaAasc 一 1:4:9。 


| 
Se4pF 一 可 SA4Bc， 


4 
SA4EG 且 SA4ao。 


设 梯形 BCGZR 的 面积 一 3 
梯形 BGHD 的 面积 了， 
A4DF 的 面积 一 2 则 

蕊 一 SA4Bo 一 Se4zG 


rm 和 aa4sc 一 了 GaAsaBe 瑟 Seapgo 
了 一 Sa4zG 一 SA4DZ 


=- 和子 SA4Bc - 记 Sasao= 子 避 A4Bc。 


2 X+2Z 一 了 Saaao+ 亏 SA4so 


一 号 Saaao。 

。 区 十 2 一 27Y。 
1158.。 在 直角 三 C 
角形 4BC 中 ,以 一 条 有 


直角 边 4B 为 直径 作 三 
圆 与 斜 边 BC 交 于 点 A 
D， 过 也 引 辆 的 切线 

了 刀 ， 则 切线 DZ 等 

分 另 一 条 直角 边 。 


mppelrmAee 多 和 mw enet citew<erewweerirr riveareere aoc 一 人 一 “一 -一 一 ~ 一 一 一 
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解 .…” .4B 为 直径 ，… ”4DCO=90。. 
又 了 ED、E4 分 别 为 圆 O 的 切线 ， 
ABD4= BR4D。 
卫 D 一 刀 4。 
从 而 得 出 ， 广 万 一 五 4 一 C 互 。 即 点 瑟 是 4C 
的 中 点 。 


1159. 以 43 为 直径 的 半圆 4COB 上 一 
点 0 向 423 引 垂 线 必 
C7, 设 也 为 重 足 . 在 


DB 上 取 一 点 吾 ， 从 
也 向 CB 引 垂 线 DZ 
D 互 的 延长 线 与 CB 人 了 
交 于 点 环 , 则 -CZ 一 4. 
万 玫 厅 ” 

解 由 也 引 CD 的 垂 线 与 C 瑟 交 于 G, 则 

G 是 ACDP 的 重心 。 
,DeLBC 而 401BC. 


， CPP _CG_ 4D 
外 DG1/ 40. 7 万 万 “6GF 也 瑟 ， 


扎 . 正三 角形 、 等 腰 三 角形 的 比 


例 线段 


1160， 设 以 等 腰 三 角形 4BC 的 底 边 BC 
为 半径 , 点 如 为 圆心 的 贺 
与 边 40 的 交点 为 D， 则 
BC 是 4B 与 CD 的 比例 
中 项 。 . 

解 A4HEO 与 ABDC 
都 是 等 腰 三 角形 ， 它 们 的 王 号 
底 角 C 是 公共 的 , 可知 4 和 3C 相等 . 
由 此 可 得 , 边 BC 切 圆 4DB 于 点 也。 

BCa=C4.CD=4B.CD。 
即 BC 是 4 巨 与 CD 的 比例 由 项 。 

1161. 设 菱形 4BCD 
的 对 角 线 吧 忆 的 长 等 于 萎 
形 的 边 长 ， 连 结 边 4 上 
的 点 吾 与 点 C 的 直线 与 
B4 的 延长 线 交 于 点 妨 ,又 
3 马 的 延长 线 与 DZ 的 交 
点 为 闪 , 则 

(1) 3F:BD 

一 万 万 :站 万 ; 
(2) 人 TBDcwA 人 PBD 万 ; 


证 


明 题 


(3) 人 BMDoATBD; 

(4 当 点 召 在 边 4D 上 移动 时 , 问 点 2 形 
成 什么 图 形 。 

解 (人 …” BIDB4CIOB 

一 忆 4: 也 万 ， 
“。 也 1:BD 一 也 D:DD 了 。 
(2) ”TBD 一 人 BD 万 ， 
且 瑟 太 :万 刀 一 刀 疡 : 万 万， 
。 人 1TPBDPDwA 人 DBDTB 

(3) 由 (2) 可 得 ， 

.DB1HD 一 DBBR 一 DBPBHM。 

又 EDB 一 BDIM 
.人 DGMDoA 人 也 BD。 

(4 由 (3) 可 得 ， 

.DJMD 一 7 了 DBD 一 B4D， 
所 以 四 点 4、B,、 刀 、2 共 圆 。 由 此 可 知 , 当 
动 点 召 在 4 上 从 4 移动 到 时 ,点 到 则 
在 驱 4 忆 上 从 4 移动 到 忆 ， 即 点 1 在 劣 弧 
4 了 上 移动 。 

1162. 设 过 等 腰 A4BO 的 顶点 4 引 直 
线 , 交底 边 BC 或 其 延长 线 于 点 也 , 交 人 4BO 
的 外 接 圆 于 点 。 则 以 4P, 49 为 邻 边 的 矩 
形 的 面积 是 定 值 。 

解 …… 4BC 一 .40CP 一 49P， 

… 4 刀 切 图 BP9 于 点 
了 

4P.498 一 42B2， 
而 482 是 定 值 。 所 以 
4P.4@ 也 是 定 值 。 即 
以 4P、49 为 邻 边 的 矩 
形 的 面积 是 定 值 . 

14163. 从 正三 角 
形 4BCO 的 底 边 BO 
的 中 点 卫 向 边 4C 引 
垂 线 忆 马 , 设 垂 足 为 已 
忆 ， 则 4 到 是 五 C 的 
三 倍 。 3 站 S 

解 … 4DPDCO=90", 且 了 情 1 40C， 

.人 人 4050DoA 人 人 DEC， 

四 SA4pD:SApEc 一 4D2;DO2。 
而 SaA4gFDISApgo 一 4 万 :BO。 

4B:EO= (Vv3DO)2:DO2 一 3:1。 

1164. 从 正三 角形 4BC 的 外 接 圆 的 劣 
弧 BC 上任 取 一 点 了 4B、CD 的 延长 线 交 


从 


第 四 章 


于 召 ，4C、BD 的 延长 线 交 于 丈 则 BO 是 
了 BCF 的 比例 中 项 。 
解 ”连结 4D。 
4DO 
一 人.4BO 
一 B4C， 
县 j4OD= “40B， 
AAA4BECO 
coAD4O.、 工 
,。 /也 = “D40= DBO， 
同 理 可 得 ， 了 一 一 BC. 
,AZBEHOwAEHCF. 
…。 瑟 BIBCO=EO:CN 
即 50 是 了 BOF 的 比例 中 项 ， 
1165. 从 等 腰 三 角 A 
形 4BC 的 底 边 Bo 的 
一 端 忆 向 4C 引 垂 线 bp 
3D, 设 刀 是 垂 足 , 则 
Dos 一 204.0D. 
解 作 4BLEO 则 8B EC 
在 A4EC 与 人 BDC 中 ，-C 是 公共 角 ， 
ABC BDO= AR 
A4EOwABDO. 
> C4 BO 
从 而 得 出 ， -和 =- 苔 . 
BC.BO=C4.CD. 


50.( 二 BC)-C4 .0D， 


即 


所 趴 BO2 一 204.0D. 
1166. 设 等 腰 三 角形 4BC 的 两 腰 4B、 
4C 分 别 在 点 BC 处 与 过 点 B、C 的 酌 相 
切 , 从 圆 上 任 一 点 书 向 边 BO、C4、4 瑟 或 其 
延长 线 分 别 引 垂 线 忆 D、P 互 、 忆 Bi， ， 也、 五 、 
也 是 垂 足 , 则 
PD2 一 P 刀 .PP 
解 连结 PE、PCO DZ、 
ZDF。 因 为 五 嫩 是 切线 ,所 
以 了 PHET= POP 
PP 歹 、 了 也 四 点 共 
园 ，… 人 PB7 一 PDF. 
APDH= PCOBE. 
又 也 刀 、C、 刀 四 点 也 共 圆 ， 
2 APCOD= PRD， 
.PDT 一 PPD。 
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ee PHD 一 一 PP。 
APFDooAPDZ。 
了 PPD= PPD:PPR 
卫 D3 一 三 万 .P7。 
1167. 设 在 等 腰 三 A 
角形 4BC 的 底 边 BC 
上 上 取 点 书 , 从 己 引 与 BC 
成 等 角 的 两 直线 ， 分 别 冯 忆 
交 4B、40 于 也 取 则 
人 Sepsas 一 SApPcp。 B .了 C 
解 …… DBPD= CPPD， 
DBPEB 一 -CPD。 
SApga 。， 厂 万 . 古 刀 
Apcp 了 DPCO 
APPBDooA 人 APOZ 
PB Po 
和 扫 五 站 瑟 记 
也 B .PR 一 PD.PO， 
.Appgs 一 SAPop。 
1168. 作 呈 站 友 角形 4BC 中 ， 过 召 
引 BM、BN 三 等 分 人 瑟 ， 从 直角 顶点 4 向 
BC 引 垂 线 4D, 4D 与 BUNM、BN 分 别 相交 


但 是 


于 M、N, 设 CN 人 

的 延长 线 与 4B 

的 交点 为 互 ， 则 

2UM 与 BN 平 

行 . 昌 0 
解 垂 线 4MX 是 顶 角 4 的 平分 线 ， 了 Bt 

是 /4BN 的 平分 线 ,又 
4ON 一 4BN， ALOM= 4BM， 
.Ca 是 /4CN 的 平分 线 


在 人 A4BC 中 ， 因 为 妇 是 4、~C 的 平 
分 线 的 交点 ， 所 以 下 是 人 .45EOC 的 内 心 ， 区 
此 忆 M 是 4EC 的 平分 线 。 

由 此 可 得 ， 

4 万 :了 EN 一 4M:MN。 
又 由 BN 一 CN 可 知 ， 
BTNB2ANEC- 一 瑟 BN。 
.:。 万 了 3 一 如 NT。 机 
4 再 :五 N 一 4 吾 : 鸠 也 。 

由 图 ,得 4 马 : 了 3B=4M:MN, 所 以 BM1 
BX. 

1169. 已 知 贺 的 甸 心 0 在 等 腰 三 角形 
4BC 的 底 边 SC 上 ， 县 与 4B、24G 相 切 , 作 
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圆 的 任意 切线 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 、 
古 则 了 BO -052. 

解 在 人 BEBO、AcCoz 中 ， 
又 四 边 形 BBC 的 内 
角 和 等 于 360") 而 

之 DBP 一 0， 

BEBO 一 BO， 

:CBEFO 一 :20OZO,: 
所 以 - 

地 直 2 礼 BO OO 

一 180。. 

在 ABREO 中 ， BT+TBEO+ BOF= 
180*。。 

由 此 可 得 ，~O7CO 一 BOB。 

APBEOcACOF 

从 而 得 出 ，BZB: BO=CO:OT 

， BFB.O7 = B0.00- 
BO=O00， …。 TB.CT 一 0D2. 

1170. 已 知 圆 的 
圆心 互 在 等 奈 三 角 
形 4B0 的 底 边 BO 
上 , 且 与 4B、4G 相 
切 , 引 圆 的 任意 切 
线 与 4B、4C 的 延长 
线 分 别 交 于 X 了 ， 则 
瑟瑟 .CY 一 DBB2， 

解 与 上 题 同 理 可 得 ， 

人 BEXcACOY 了 3 
“了 BIDPZBCB:ICO7 
瑟 和 .COZ 一 BO 

而 .85=CB 所 以 五 和 .OF 一 万 刀 ?. 

1171, 在 正三 角形 4BC 的 一 边 4C 上 到 
点 召 ， 在 BO 的 延 人 
长 线 上 取 点 了 、 卫 ， 

使 CZF=CB， E 
CD=C24， 


ADB=-C. 


0 3 已 下 了 


4O0 
点 为 G 则 -5 万 -小 本 om 


解 由 人 A40822 人 DO 可知 0CG 是 


.4CD 的 平分 线 。 
-，LGOZ=B。 … ，CG1 4B. 


由 此 可 得 ， 和 做 = 著 . 


| 行 线 ， 与 4C 的 交点 为 
互 ， 以 为 圆心 ， 召 4 


4B CG 
即 万 克 (， 包 

而 B8 一 BO 二 OP 。 即 万 四 一 40 二 CC 克 又 
4B 一 40,， 


LC CG  : 

由 @, 得 GTO7”05. 
1172， 过 等 腰 三 角 
形 4BC 的 边 4B3 上 的 
一 点 也 引 底 边 BC 的 平 


为 半径 的 圆 与 直线 CD 
相交 于 刀 ,. 引 DG 平行 
于 了 有 与 BC 或 其 延长 ， 
线 交 于 点 G， 引 GZ 平行 于 48 与 40 或 基 
延长 线 交 于 点 互 , 则 DG 一 6 万. 
解 … 6G 刀 1 4DP, DT 万 1 BO， BF 1 DG 
GDFEF:CO 一 4DB:BO. 小 
又 人 ADFBwADPOoG。 
DGIGO 一 刀 及 :也 盏 ，. 
而 4L 万 一 4 万 ,万 太一 4 刀 。 
DGIGO 一 4 万 :万 。 g@ 
又 4PBP:BO 一 4D7D:D 卫 ， 
4BIBCm 4 万 : 万 刀 四 
由 @、@、@, 得 
GE:IGOC 一 4B:BCO 一 DG: CC. 
G 万 = DG。 

1173。 连结 正三 角形 4BC 的 两 边 4B、 
4C 的 中 点 型、N， 卫 为 N 上 任意 点 ， 直 
线 BP.、OP 的 延长 线 
与 边 LC、438 的 交点 
分 别 为 至、 画 , 设 

C 五 一 C， 瑟 也 一 2 

DO-a， 


则 


解 从 了 引 4B、 人 
交点 分 别 为 G、 五 , 则 


BO BZ < BE 
< 下方 ， 即 万 一 五 广 ， 四 
3c 6Gc aa 6 

8， 即 y FT 9 


而 ，、 了 万 = PG=G 互 。 
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把 中 、@@ 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
BE 万 ，、GC 


二 + 


G DECGO 
最 人 人 


而 PG=MB= 王 oa。 
ee 了 五 万 二 GO 一 BOTGZ 


一 (1+ 豆 ja= 可 CQ。 


六 了 0 
1174， 人 角形 
C4 万 和 万 B4， 又 在 
DD 的 延长 线 上 取 一 
点 五 , 若 OZ、4D 的 
交点 为 六 ， 盏 玉 、4 万 


的 交点 为 G, 则 
4GB= 60*. 
解 设 延长 BCG、 
C4,， 它 们 相交 于 互 ， 
则 CC BT 
4O 也 万 
1 ”” 4 百 5 
而 LO 4D，PD 一 4D。 
4 一 了 也 四 
过 ” 4 万 
了 4B=130" 一 4DDP。 四 


-由 四 、@, 得 人 4HF 有 coA 人 DZB4， 
从 而 得 出 ~.D4B= 4 甩 B= 有 EBD， 

所 以 4、G、 刀 了 共 贺 . 

和 A4GPB 一 4DB= 60。。 

1175.， 在 等 腰 三 角形 4BC 中 ， 设 
4DTBO，0B14P，DB LOCBE，FGTL4D， 
则 -=-( 卫 2 ) 

4G .47 
. . 解 引 ZBELBC， 又 
GE 的 延长 线 与 4C 的 
交点 为 忌 , 则 
人 DGFHcwA4DP。 


中 点 为 也 从 C 了 向 


243 
7ZG _ BD . 


… 本 - 巧 . 9 
ACEFcA4DB. 本 
"7 
又 A4GEcA4DBE。 
SG _ 站 
6G- ”万 四 
由 @X@x@@, 得 
FFG 了 如 到 他 已 DA 
三 '` 硬 到 一 (又 ) "” @ 
而 五 一 GD 
又 四 边 形 GHEOCK 是 平行 四 边 形 。 
(万 一 有 G。 
FTG /1BDAs 
由 @, 得 4LG = 人 |) 


1176,， 设 等 腰 三 角形 4BC 的 边 BC 的 


过 4 的 任意 直线 引 垂 
线 CB、D 万 , 设 殖 、 思 
为 垂 足 , 则 
LO.ED 
一 DO. 万 刀 
十 2 万. 万 不 。 
解 ”由 4、 了 到 、D、C 共 贺 ,得 
0O4D= CCBD. 
引 DGCLDZB, 目 G 在 世上 , 则 
A4DCwABEDG. 人 


。 五 D 4 
3 即 LC， .BD=4D， 也 G。 


引 ZDKELZCO, 在 ZCO 上 , 则 
4D.EG=4D.(Z+EG) 
一 4D.T 克 T4D. 瑟 G。 
五 刀 一 也 万 ， 
.4D.BG=4D.DFT4D.EG。 
而 A 人 40ODwo 和 ADGT. 
4D “也 厅 
”天 
4D.EG= DO.D,- . 
也 万 一 刀 刀 ， 4D: 瑟 G 二 Dc. 万 7 
.。 LO. 了 D=4D.DFHTDCO. 厂 了 


人 6。 任意 三 角形 的 比例 线段 
1177， 若 一 条 直线 与 A4BC 的 三 边 
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BC、O4、4B 分 别 
交 于 了 愉 吾 、F,， 且 
这 直线 与 4B、4C 
的 夹 角 相等 , 则 
BDI:CD 一 BCBE。 “ 
解 从 B.C 疝 .DBP 分 别 引 垂 线 BZ、 
CU, 设 二 是 重 足 , 则 
LT 万 一 4 万 及 一 ]4 万 一 CBN， 
又 LBL8 一 一 CM 万 一 90"。 
.APBDPFHcA 人 OU 
BDIOM 一 BBC 
3BD1 CC 于 ， BTL:CM 一 BDICD。 
3BD:CD=BB:OB.。 
4178。 若 一 条 
直线 与 人 A4BC 的 
三 边 BO、C4、4B 及 
或 其 延长 线 分 别 交 
于 点 除 Z, 且 3 c ”了 D 
全 =- 元 复 = 荔 ， 由 481 一 BF。 
解 引 CG1/ 4B, 则 
4 及 4 妈 DBD  BPP 


4 思 
而 - 旬 _-.3 


4 一 BF。 
1179， 把 A4HC 上 
的 边 BC 延长 ,使 
CD= BC0， 
设 4C 的 中 点 为 玖 
延长 也 刀 与 边 4 已 的 
交点 为 则 


解 过 点 互 引 4C 的 平行 线 与 如 只 的 交点 
为 6 过 C 引 4B 的 平行 线 与 站 8 的 交点 为 
已, 则 


了 2 _CG 

万 万 07” 
三 ， BB 0G 
而 0D 一 了 四 
又 CG 47 TB 47. 
BO .4 万 万 ”2 


.4 一 .48 十 吾 丸 一 4 二 20 刀 


FF 如 _ 4F _ 工 

2 341 了 
1180， 过 A4BC 的 边 BC 的 中 点 也 的 

任意 直线 与 边 4B、4C 《& 人 

分 别 相交 于 吾 、P, 与 过 

4 且 平 行 于 BC 的 直线 ”了 Z 


人 


相交 于 则 AS 
也 G.FD 一 也 万 .FG。 
解 … 4G1 BO 
FD:PG= DC:G4， aq 和 
了 了 :EGG= BD:G4. @@ 


而 了 是 BC 的 中 点 ,， 即 DO= BD。 
由 @.@, 得 了 FD:TG 一 DT:BG。 
“。 DG.TD 一 D 了 .FTG. 
1181。 在 人 A4Bc 的 边 4 了 3 上 取 点 也 ,40 
的 延长 线 上 取 点 A 
刀 , 若 从 点 C 引 4 


则 SA4pgco= 一 Ss4pp。 


解 … 4D1/CF， 且 三 


4B _ 7 
ED ”05 
4 忆 _ 4D 4B 


十” 瑟 ” 声 
DO 了 BZ. 
所 以 Seapce 一 BFpc。 
由 此 可 每 ， Se4Bc 一 BA4DB。 


1182。， 在 人 4BC 的 
各 边 上 分 别 取 点 也、 也、 
思 , 使 

EBD 0zB 4 

0 -本 TFF D 上 
若 过 瑟 8 的 中 点 G 的 直线 4G 交 BO 于 已， 
则 BD=C. 

和 解 从 妃 引 4 的 平行 线 与 BC 的 交点 为 
已 ,连结 4 玖 。 

4 CB 0 
万 万 4 万 瓦 ， 
.401F. 

从 而 得 出 ，4 瑟 召 是 平行 外 边 形 。 所 以 
4 态 经 过 允 有 的 中 点 G。 

CH COC3  BD 

于 是 ”大 ”~ 巧 =. 
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CO 3BD 
由 此 可 得 ， 瑟 E 上 OA 十 5D， 
。 (0 BFBD 辽 . 
和 是 EC To” 四 昌 五 C 一 BD。 


1183， 从 人 A4BC 的 各 顶点 4、B、C 向 
对 边 引 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 万、 至 、 克 则 

(1) Se4pc:Ssspzr 一 4.B23DD?; 

(2) Sm 动 形 4ppc3SAspp 一 4D2:BD2. 
解 ( 在 A4HBC、ADBP 中 ，~ 已 是 公 
共 角 ,由 4FDC 是 国内 接 人 
四 边 形 ,得 

4ODP 一 BFD， 

…。 人 4BC 人 DB 了 ， 
。。 人 Shao1SApap 
一 4.B2:DBD2?。 

(2)》 由 (1， 根 据 分 比 定理 可 得 ， 
(SA4ac 一 Sasgpz):S.spzr 一 (4B2 一 BD3):BD2. 
又 4D2 一 4P2 一 万 站 2 

人 四 过 彤 4FDCSeapp 一 4D2BD2 

1184. 从 人 4BC 有 
的 顶点 4 疝 BC 引 垂 C 
线 4D, 在 4B 上 取 
点 已 使 4Z=4D， 忆 F 
引 .BC 的 平行 线 EF8 8B 5 C 
与 40C 交 于 点 了。 若 从 CO 作 4 的 垂 线 CG， 
则 CG 一 万 也. 


解 4D.BO=28。4aco=CG.4B. @ 


BF _ 4 刀 
5 4 
BO.4 刀 = 了 7 .4 
而 4 万 一 4D， 
BO.4 万 一 刀 7 .4 万 。 四 
由 @、@, 得 09G.4PB= 了 FF.4P。 
COG 一 刀 万 。 
1185， 在 人 45C 的 边 4B、4C 上 分 别 
取 点 履 五 使 -从 
也 妈 1 了 BC， 


,。 瑟 盏 1 BO， … 


在 4 下 上 取 一 点 也, 使 
也 
8&Ss4pDB 一 Sazc， 
则 4D?=4B.BFB。 长 > 
解 由 DZB1 BO, 得 人 A4DBcA4BC， 
。 Behpp 4] 
”” Shac 4 环 ” 下 


根据 假设 得 Sehpg 一 S-.arc。 
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。 BA4pB 人 aprc ， 厂 刀 四 
Saassco Sa4pc 4B” 
得 42 3P 
由 四 、@， 何 4B2 和 -4 万 四 
4D2 三 五 万 人 了 区 
即 和 4D7 4B' BF。 
1186， 在 人 4BC 的 两 边 4B、4C 上 分 
别 取 点 即 \、 刀 , 使 
4D 0 刀 
TFTF4' 
若 4B、4C 的 中 点 分 
别 为 五 、G,， 则 5G 必 
过 忆 刀 的 中 点 。 


解 设 B、ZFG 的 交点 为 五 , 引 了 已/ 4C， 
唱 
DB DR 


4 4G， 9 
4D 0 
而 王 ” 到- 


DB~4D _ 了 4~BC 
LIBTLD 瑟 4 十 BO。 
0 0G 

如 @ 7 [@ 

ZK _ 3G 

LG 4” 

.-。 万 六 一 也 G. 
由 此 可 得 ”人 五 DEE 人 万 BC。 
。。 少 万 一 互 刀 . 

这 就 是 说 ，FG 经 过 刀 殖 的 中 点 。 

41S87 . 设 人 4BC 的 边 BC 的 中 点 为 对 ， 
过 C 在 三 角形 内 引 任 人 
意 直 线 与 4LM、4B 
分 别 交 于 百 、F， 则 有 

4 万 .万 刀 ) 

一 2 .4 有. 

解 由 1 引 CZ 的 站 
平行 线 MN 与 4B 交 于 NW， 则 六 是 B7 的 
中 点 。 

而 瑟 P]/ MXN。 4 万 ;TBAM 一 47IFN。 

。，， 4 万 .FFN 一 4 万 TIMA 


.。 4 万 ， 全 一 .477. 瑟 MX， 


由 加 、@, 得 


C 


| 4 妃 . 了 7B 一 2 .4 柬 . 也 MK。 
1188， 在 人 4BC 的 边 BO、C4、4B 上 
分 别 取 忆 、 五 、 忆 ,使 
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ED_(CZ_ 4 仍 


则 和 A4BC 的 重心 与 
人 DBz 的 重心 相 重 - 人 
属 
局 。 

解 在 BC 上 取 点 
D， 使 BDP' 一 DO, 则 剖 
BD' 了 3 有 人 / 

万 Cd 人 里 姜 D 1 4C。 
忆 P' 4 媚 5 / 
又 35- 和 僻 .… 4B1DB. 
由 此 可 得 ，48D 妃 是 平行 四 边 形 . 从 而 得 
出 ，4D'、 了 如 的 交点 下 是 了 到 、4DD 的 中 
点 。 又 1 是 DD' 的 中 点 。 所 以 MI 4D， 
且 2MM' 一 4 也 
设 A4BC 的 中 线 4 与 DM' 的 交点 为 
, 则 
DNINM' 一 4NINM=4D:M 过 一 
由 此 可 得 ，A 人 4BC 0 与 了 证 
心 相 重合 口 。 
1189 


者 在 人 A4ZBC 的 边 BC 上 取 两 点 


了 了 此 C 
而 ]B4D= AC4 羽 
。 Sahgp 4BF.4D 
”” BSA4gc .4 万 .40， 
。、 BD_4B.4D q 
C 呈 4 瓦 .4OC ” 
Se4BE 一 .3B 人 SA4BB 44 厅 .4 忆 
民 王 宁 二 hp CD” Shipo 40.4DD 
。 了 如 百 4PB.4 了 3 四 
”66D .404 
四 X 四 ,得 
姜 万 ， DB 刀 4DB.4D X 4P.4 画 48B2 
万.C 瑟 40- 4 百 ”40. 4 万 4 琴 、 
1190.， 设 点 卫 、 卫 了 四 等 分 人 AA4BC 的 过 
4B; 点 G、 五 三 等 分 边 BC, 4 刀 、4G 分 别 
交 CD 于 到 、 忆 则 


4 开 =- 寺 4B， 4L7=- 王 4G. 
解 连结 孔 、_FGQ, 则 了 3 瑟 / TG1 DO， 


同 理 ， 


第 二 编 证 


明 题 


ZK/ 了 如。 
而 4D= DZ. 本 
ee 4 区 一 玖 玖 。 ， 


。 4 一 志 4 刀 . 
又 DZ1FG， 


C 


C 


AT ETF D3 
工 
4 一 可 LT。 
.。 47:4G= .4D:4B=1:3， 
即 4Z- 却 4G. 
1191、 在 人 4HBC 的 边 BC 的 延长 线 上 
取 一 点 乙 , 使 CP=B0. 设 4 互 的 中 点 为 必 


DB 与 4C 的 交点 为 
忆 , 则 刀 肌 : 妃 已 一 1:2， 


又 A4BC 的 面积 与 “ 
四 边 形 DBCZB 的 面 3B 
积 的 比 为 3:2. 
解 因 C 是 BP 的 中 点 ,了 是 4 也 的 中 点 ; 
可 知 台 是 人 A4FBP 的 重心 。 
.…。 卫 允 :了 殖 书 一 1:2. 
又 Sepos -4D-4B 4D .4 


从 而 得 出 ， 


AD 二 人 
A4D2E 一 了 A4BCe 


o Rumabtpaoz 一 己 心 A4Bc。 


1192. 在 A4BC 内 
取 一 点 0,， 设 40、BO、 
CO 与 对 边 的 交点 分 别 为 
也 、 瑟 、 刀 ,， 则 

O4 _ 4 页 ，4 召 

1 万 ”方太 (再 ， 了 < 

解 在 人 4OC、ABoC 中 , 0C 是 公共 边 ， 

。 Sa4oc _、 45 
了 NS 3 


_ SA4ao 一 Sagoc aaac _1 
心 AB2c Saagoo 
DD 
人 


O4 
人 0， 


第 四 章 ” 引 


邑 O4 4 妇 4 14 
万 T 太 ”5 万 

1193。 在 人 4BHC 的 边 BC 上 到 两 点 五 、 
@， 邯 以 点 卫 到 45B、 贡 
4C 的 距离 为 邻 边 的 和 矩 
形 的 面积 , 与 以 4 到 工 
4 、4C 的 距离 为 邻 边 D 
的 矩形 的 面积 棚 等 ， 则 证 一 
EBP 一 4C， 

解 设 从 P、9 到 4B 的 垂 线 足 分 别 为 卫 、 
五, 到 40 的 垂 足 分 别 为 妃 、G. 根据 题 意 ,得 
了 PD.P 万 一 97.9G。 
PPD:OB 一 4G:P。 

而 PD:49 一 BP:BQ， QC:P 万 =Q0O:PC. 

“， BPE:BO=490:PC， 

由 分 比 定理 ,得 

BEP:B9- BP 一 0O:PC 一 060。 
即 DBPE:PO=QG0:P9e. 
…。 BP=40. 

1194， 引 A4BC 的 底 边 BO 的 平行 线 
交 4B、40 分 别 于 了 、 
刀 , 使 

”Saayo 一 Se4ppy 
则 4D 是 BZ 与 4 的 
比例 中 项 .反之 也 成 立 。 

解 由 了 21/ Bo, 得 


卫 也 


又 C4DZB 一 FEBC， 由 此 可 得 ， 和 A4DZ、 
人 ABRC 是 一 个 角 相 等 的 等 积 三 角形 。 
.…，4D.DB 一 BF.BCO。 


。 玉 了 瑟 
@ e 7 一 了 四 
oa LD 2 
由 @、@, 得 8 一 万 
.4D2 一 4DB.BF。 
反之 ,由 4D2 一 4B.BB 得 
4D BF 
4 妃 .47D” 
人 _BB 一 了 如 
4B 2 4D BO” 
即 BF.BC 一 4D.DB.。 
又 AD= 了 . "， SA4pzg 一 Searc。 


人 A 人 4BO 内 一 点 。 把 顶 
。 4、B、O 积 O 〇 分 别 


包 册 信介 对 过 B 
交 , 设 交点 为 收 .到 Ri 证 明 


例 247 
1195. 设 O 为 


结 起 来 ， 并 延长 这 


0OD ,OP ,OP 
7 


解 从 4.O 向 30 分别 引 王 线 4、OK， 


则 Seazo= 于 4 万 .BO， 


Seoao 一 王 O.BC。 


。。 SaopolSa4zo 一 0O 开 :4 忆 。 
OK 1 4 瑟 ，.…，0OK:4 瑟 =OD:4D。 
。 0OD_ Saosc 
”DRSaac" 
OO 至 Saoca 
卫 误 海 交 2 
OP SanaB 
四 ”Baao” 
。 OOD 0 ，O0 太 
”… - 巧 + 葬 + 
SaoBc 十 Senca 十 SanpB 
六 AaBc 
一 3a4ac -1. 
A4BO 
11965.。 设 刀 是 人 4BO 的 边 BC 的 中 点 ， 
在 边 C4 上 取 点 卫 使 人 
AL4DB= 4BO， 从 


歼 引 BC 的 平行 线 与 


同 理 可 得 ， 


4D 交 于 点 马 则 C E 
4 万 .万 万 一 刀 万 2 
解 延长 BH 与 4B SB  D 


交 于 点 G, 根据 假设 ,得 4BD 一 人 TDF。 
CH BO，.… LA4BD= -4GF。 
…，ABDB 一 一 4GF. 
由 此 可 得 ,四 边 形 4GD 如 是 贺 的 内 接 四 边 


4.FD 一 GTFB。 
而 4 是 中 线 , 且 GZ1/ BO， 
.GT 一 了 至 。 
4 也 .BFD 一 刀 B2。 
1197， 把 人 4HBO 的 三 边 4B3、30、 04 
都 三 等 分 ， 设 分 点 分 别 为 取 囊 也、G, 羡 、 
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玉 ， 则 SApprB 一 Sezar。 
Sahpk 4 奋 :4 区 8 、 工 
SA4Bc 4DP.4O0 8 3 
心 AcG 天 


同 理 可 得 ，&ezag 一 2 SeceK 


Seamo 5 
.Se4zPK 二 Sezaso 十 Seoor -6 2 


Seadac 9 3 
ee 必 ABGK 有 
工 
可 SA4pc。 
同 理 可 得 ， 


SAprap 一 于 必 A4ac， 


。…， Saprg 一 SAzoK。 FF 
1198。 设 也、 鸠 、 也 分 别 在 人 A4BO 的 边 
BO、C4、4B 上 ,4D、BB、07 交 于 一 点 
0O， 若 40.0D= BO.0B=0C0.07 则 点 O 
为 A4BC 的 重心 。 
解 根据 假设 40.0OD= BO.OB, 可 知 4、 
也 忆 、 五 共 画 。 A 
。 .47DB 
一 4DB。 中 
局 理 可 得 ， 
.48H1OC 一 4DO， 因 
四 8B D 
BHO 一 BBC， G 
但 是 4DP+A4DO=180".。 
由 四 、 四 ,得 .4B 二 4FC=180"。 
从 而 得 出 ， 4、F、O、 允 共 圆 。 


。…。 BO 一 .4 万 万 。. 
由 四 .@, 得 人 BEO=4P。 
"40 PBB， 
同 理 4D1 BO。 


.所 以 , DO 是 人 4BO 的 重心。 

1199， 设 在 人 4BC 的 顶点 4 向 BC 所 
作 垂 线 4 互 上 任 取 
一 点 O， 延长 BO、 
CO 与 4CG。、4B 分 
别 交 于 忆 、 马 , 由 
.IDE4 一 一 FF4. 

解 由 马 、 了 向 


证 明 题 


但 是 了 MK: 盏 7 一 40:4 万 =DN:DG。 
了 MIDN 一 万 太 :DG。 四 
由 @、@, 得 FT:DG 一 也 1 :DG。 
.…， 人 FFEoADGE。 
FF 一 DEG。 
由 此 可 得 ， BE4= DRE4. 
1200。 在 人 A4HBO 的 边 BOC、4O 上 分 别 
取 点 刀 忆 ,使 BD 一 20D, 0 一 34 万 , 若 4DD 
与 召 刀 的 交点 为 己 则 


工 6 8 : 
解 由 允 引 4D 的 平行 线 交 BC 于 囊 则 
DBP ”DBD A 
达 再 也 刺 NN 
___PD SS 
五 下 一 尼 D 
又 DZ_ 4 _ 工 
755 本 3 B DEC 
工 
已 二 3 DC。 
又 BD=20D. .…。，BD=6D7。 
。 BP 6 
-"， 三 记 一 本 . 
本 PD 6 五 下 2 
从 而 得 出 ， 五 让“ 了- 又 2 万 一 3。 
， ED_PD B1 4 
”  - 厂 大 人 万 了 
。 4P 4D-PD 3 
"”” ED PPD 全 
由 此 可 得 ， 
人 ApP4 二 富 _ 工 gO 
Seapa _ 4P_ 3_6 四 
人 Aspp PP 4 8 
由 四 得 8 5 
ABP4 
Sa 了 @ 
Seaag -4 嫩 _ 工 -了 四 
SaesdBo 4O 3 3231” 


1201， 设 人 A 人 48 的 边 EC、C4、4 万 的 


BC 引 垂 线 BE、De, 与 50、CO 分 别 交 于 | 中 点 分 别 为 也 也 囊 过 4 引 任意 直线 与 


MK、N, 则 五 1/ 4 五/ DG。 


如 、ZD 或 其 延长 线 分 别 交 于 G、 互 ， 则 


.，8 克 ;号 G 一 MO:OD=EUIDN。 @ 上 CCG17 BT 


第 四 章 比 例 


解 设 4 互 与 BC 的 交点 为 也, 由 也 思 / .40 
DZ1/ 4B, 得 

P4 、 卫 B 

ZE “7， 

F 互 ”PPD 

1 @ 

候 x 轩 ,得 

FP 瓦 、 PPB 

5 一 TO 


.， BZ1cG。 

1202.。 设 人 4BO 的 边 BCO、C4、4 的 
中 点 分 别 为 4、B'\、C， 
在 BC 上任 取 一 点 书 
由 瑟 .C 分 别 引 4P 的 平 
行 线 ,与 4'C\、4'B' 的 延 
长 线 分 别 交 于 9、 则 
9、4、 开 在 一 条 直线 上 。 3 

解 延长 4P 与 4B'、 
C'4' 的 延长 线 分 别 交 于 
G、 豆 ,， 根 据 上 题 , 得 

GO 万 万 。 GD 

连结 48、42. 

而 4B' 一 BIO， 又 4G1 CR， 
由 此 可 得 ，4G--CB。 即 4GCF。 


2 
同 理 可 得 491 3 


四 

由 国 、 因 、 国 可 知 , 9、4、 尺 在 一 条 直线 上 ， 
1203. 设 人 4BC 的 边 BC、C4、4 媚 的 
中 点 分 别 为 4\、 隐 、 
0', 在 BC 上任 取 
一 点 P， .由 了 B、C 引 
42 的 平行 线 与 
4C'、4' 的 延长 
线 分 别 交 于 @、 了 BR 则 


Baron 总 人 SA4Bc。 


解 延长 4P 与 BC 交 于 点 D,， 由 4P1 
SA4P9 一 Se4sP 一 SApPBD。 
同 理 可 得 ， SaA4PR 一 SApcp。 
SA4Ppe 寸 SadPR 
一 SAPap 十 Sapcp 一 Sapago 


工 
ss 2 人 A4BC。 


4R1 G0. 加 |. 


249 


根据 上 题 可 知 ，49、4 刀 是 同一 条 直线 . 


.…， SA4P9 十 SA4PR 一 SAPoR。 
。 Sarop= 部 SA430。 


T204， 连 结 A4BO 的 各 边 中 点 得 到 
ADZBH, 又 连结 APDZB7 的 各 边 中 点 得 到 
人 万 羽 力 这 祥 无 限 下 
地 继续 进行 下 法 ， 

则 这 些 三 角形 所 成 

的 序列 收敛 于 
A450C 的 重心 位 B 
置 。 
解 设 边 4BP、40C 的 由 点 分 别 为 下 已 则 
A4280 的 中 线 4 必 过 如 8 的 中 点 吾 , 由 
此 可 知 , ADBZ 的 中 线 Z 在 4D 上 .从 而 
可 得 ，A 人 DBF 的 重心 G 在 D 互 上， 也 是 在 
4D 上 。 

同 理 可 得 ,人 DZBZ 的 重心 在 GB、OCF 上 . 
所 以 A 人 DB 的 重心 与 A4BC 的 重心 相 重 
必 


依 此 类推 ， 人 万 二 的 重心 也 是 与 ALBC 


的 重心 要 重合 , 等 等 。 
再 来 考察 这 些 三 角形 的 一 边 的 长 度 。 
1 】 


荆 


由 此 可 知 ,这 些 三 角形 的 边 长 是 公 比 为 立 的 
递减 数列 。 它 的 极限 是 收敛 到 一 点 G。 
注 在 本 题 中 ， 
人 一 Sapgp 二 Seamgkz 二 …( 无 限 ) 。 
根据 无 穷 等 比 级 数 的 求 和 公式 ， 这 里 首 项 
为 工 BSA4Bc， 公 比 为 艺 ， 


2 
。 3 一 天 Sehec+( 革 ) Sa4sc 十 ee 
芽 


人 
1 一 工 3 
4 


1205， 过 人 4BO 内 的 一 点 卫 引 边 BC、 
C4、4 忆 的 平行 线 , 若 各 线段 长 分 别 为 DM、 


FFG、 万 素 ， 则 
PE COCM 4G 
1+0T2351 


解 由 5c1/DP， 4C1GP, 得 
人 4BowAGDP， 


250 第 二 编 ”证 
24_DG 
37 
DP DG 
即 瑟 BF4 入 
而 BE 一 DP. 仿 
.BE _DG @ 3 全 
了 二 TB BC_ 人 、。 
又 DMU1 Bo， 人 下 
。 CM 5D 
… @ 


把 @、@ 的 两 边 分 别 相 加 后 再 同 加 上 3 


KE ，CM ，4G 
FT 
-De 3BD44G_4B _1. 


4DP 4B 483 4 


1206， 设 人 4BC 内 一 点 邓 与 顶点 4、 


BC 的 连 线 分 别 交 A 
边 BO C4、4 甩 的 点 
为 了 、 已、 也， 则 已 已 
4M  ， DBM 0M 
DT+E8+TOF 
一 2 
解 4 Sae4auB _ 人 Adwc 
2 Bep SA4pc 
Se4MXB 十 Sea4Mc 
GaA4BD 十 DA4pc 
SA4MB 十 SAhHe 
必 A4Bc 
及 于 SA4xa 十 Save 
下 3 人 A4Bc 
CU 一 .Se4Mo 十 Saaac ， 
4 了 玉 ，BM ，CM 


… -+ 


凋 理 


一 如 (SA4axaB 十 SA4MC 呈 SA4BPMN 
A4BC 


十 SaapMc 十 SA4Nc 十 SABpwc) 
一 29aazgc 。3 
人 A4Bc 
1207.。 过 人 4HBC 

的 底 边 BC 的 中 点 也 
引 直 线 垂 直 于 BC， 与 
边 B4 的 延长 线 交 于 
点 也 在 4 鼠 上 取 点 


明 题 


也, 使 BP 是 刀 、B4 的 比例 中 项 ， 过 三 引 
230 的 垂 线 , 设 垂 足 为 @, 则 


SAapo 一 豆 SA4Bc。 


解 由 PQ1/ DBD 可 得 。 
DT:BP 一 BD:DBQ. 

根据 假设 可 知 ，BB:BP 一 BP:B4。 
DBD:B9=BEP:B4。 
…。 DO.BP=D.P4。 


由 此 可 得 


1208， 若 人 4BC 的 底 边 BC 的 大 小 及 

位 置 一 定 ， 其 他 可 
现 边 的 差 即 
4B~4O0 等 于 
定 长 , 则 与 <.4 
相 邻 的 外 角 的 
平分 线 4D 在 

边 4C 上 的 正 投影 4 忌 是 定 长 。 

解 设 人 C 内 的 旁 心 为 0,0O78_L4C, 也 81 

OP,， 则 


Saapo 一 豆 人 as4Bc。 


4 五 了 如 
7 7 
.， 4Z3=- 伦 4。 a 
而 Sa4ac=Saozc 十 SaAou4c 一 Saoap。 
又 SA4Bo 王 SaA4cp 一 SA4DpB。 
SA4cp 一 SA4pB 一 SAogc 寸 SAokc 一 gao4a. 
@ 
页 0 是 A4BO 的 旁 心 。 从 0 到 边 4C、 


CB、4 的 距离 都 等 于 圆 的 半径 . 
。， SAo4c 十 SaAoagc 一 Sao4B 


C4. OF- 到 BC. OF8- 寺 4B. OF 


. 到 (C4 BO- 4B) .0O7. 四 
又 也 是 人 FE4B3 平 分 线 上 的 点 ， 由 了 到 
4 的 距离 等 于 它 到 4C 的 距离 刀 。 


Sa4cp 一 SA4BDP 
工 C4.DZ 一 工 4. 
一 可 CO4 隐 百 可 4 号 .也 吾 
= 亏 (C4 一 4B) .DZ。 四 


外 四、 四 、 鲜 ， 得 。 
(04-.4B)DB= (0C4T BO- 4B)OF， 
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.ZE _ 0C4 二 BO-4B _ 定 值 4FC9 的 值 一 定 . 
0 04-45 解 …… 4P1/OF，4 妈 109，P19P， 
又 4 刀 =O7 一 04 人 4BPoACQF。 
= 寺 (4B+BC 一 C4) 一 定 长 . LP -OP 
万 “09 
所 以 ， 0 从 而 得 出 ，4P.C9= 4 五 .CTF. 
4 一 一 2 一 而 及 刀 是 4D、CD 上 的 定点 . 所 以 4 妈 、 


x 王 (BBCO-CL4) 一 定 长 。 


1209. 设 人 4BC 内 接 于 圆 , 引 平行 BC 
的 直线 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 败 马 与 
外 接 匀 交点 为 五 G, 则 

疡 下 .DG: 了 8 .BEG 一 4B2:402。 

解 ”根据 圆 改 定理 (问题 1246) , 得 
DB .DG=D4.DPB， 刀 1 .BEG= 刁 4.Z0. 
DB.DG _D4.DB 


4 
而 _D 刀 1/ BC. 太 2 
汪 AL NAN 
有 
_ 4B AS 
4C 
届 2 
石 甩 .NG 4C 


7 了 7。 平行 四 边 形 的 比例 线段 

1210.。 设 两 个 平行 四 边 形 相似 ， 且 有 一 
组 对 应 角 是 公共 角 ， 则 这 两 个 平行 四 边 形 过 
公共 顶 角 的 对 角 线 在 同一 条 直线 上 。 

解 两 个 相似 平行 四 边 形 4BOD 与 
4B4O'D' 中 ， 4 是 公共 角 ，BC' 1 BO， 
CD' /CD. 这 时 ， D C 
连结 对 应 点 的 直  ，D， 

线 BBCO、DD/ 
同 向 相交 。 因 为 和 人 
点 4 是 满足 条 件 加 
的 对 应 点 ,所 以 相交 在 点 4 处 。 因 此 ， 过 点 
4 的 对 角 线 在 同一 3 

34121313。 设 在 平 
行 四 边 形 4BCD 
的 两 边 4D、CD 上 
分 别 取 定 点 及 也 
过 如 如 作 相 互 平 B 


行 的 直线 与 4B、BC 分 别 交 于 久 则 | 


人 ， 


28 的 长 度 一 定 。 
由 此 可 得 ，4P.C@= -43.O8 一定 值 。 


1212. 过 平 
行 四 边 形 4BCD 只 -一 
的 顶点 4 引 直 线 AAA 
与 对 角 线 了 D、 6 
边 BO 及 了 Jo 的 
延长 线 分 别 交 于 点 盏 及 G， 则 4 刀 是 了 F、 

上 BG 的 比例 中 项 。 

解 由 4B1/DG， 得 ADGBoAD4D。 
ZEG 了 DZ qg 
万 ” P， 
又 由 4D1 BF, 得 人 DBE4oABBT。 
。 .4 召 也 刀 @ 
”” 本 ” 语 
由 @、@ 得 . 
ZBG 4 如 
2 一 4 也 2 一 瑟 玉 .了 0G。 
这 就 是 说 ，4 是 BG、B 的 比例 中 项 。 
1213. 过 平行 Q& 
四 边 形 4BCD 的 和 人 D 
对 角 线 BD 上 -点 /二 
卫 引 一 条 直线 ， 与 
4 、4D、BO、DC OA C 
了 
或 其 延长 线 的 交点 SA/ 
分 别 为 @ RS、T， 了 
则 PPO.PR 一 PS.PT。 
解 由 了 91/1DT 可 得 , APBOA 人 PDT7. 
PPO:P7Z 一 忆 DB:PD。 人 
又 由 DBE1/ BS, 得 人 PSDcAPPFD。 
"。 PS:RR 一 了 BIDD。 四 
由 @、@, 得 PO:PZ 一 PS:PR。 
， PO.PR=PS.PT。 


1214.” 车 从 平行 四 边 形 4BCD 的 点 4 
引 直 线 与 BD、CD、BC 的 交点 分 别 为 有 9、 
R 则 28 -2D2 
2 


解 … 4B1/De， 
'。 APgDwAP4B. 


又 
AP4DPmA 人 PR 
。 P4 DBD @ 
"”” 8 
村 P9 五 D2 
由 @、@, 得 天 让 一 书 玉 ， 
1215. 设 从 给 定 
的 平行 四 边 形 4BCD 
的 一 个 顶点 4 引 任意 
的 直线 与 BC 或 其 延 
长 线 交 于 点 吾 , 与 DC 
或 延长 线 交 于 点 也, F 
则 以 五 及 、D 了 7 为 邻 边 的 和 矩形 的 面积 为 定 值 。 
解 人 B4 人 D8H4， 
又 DB=ALD，.… Ad4BDEA7FD4。 
3 了 4 二 47DD:DT 
.了 3 妨 .DT 一 4B.4D 一 定 值 . 
册 此 可 得 ,以 BB、DZ 为 邻 边 的 矩形 的 面 
积 为 定 值 。 具 了 


局 


1216. 设 平行 2 
四 边 形 4BOD 的 人 
一 边 BC 的 中 点 为 一 
取 , 直线 4M 与 对 也 忆 


角 线 DBD 的 交点 为 卫 ， 则 BP:DPD=1:2. 
解 … 4LD1BM， 
。…。 4DIBM=PD:PB. 
"，PD:BP 一 2DBMIBM 一 2:1. 
1217. 设 在 平 
行 四 边 形 4BCD 
的 对 角 线 4C 的 延 
长 线 上 取 一 点 P，， 
连结 ZZP 的 直线 与 
BC、B4 的 延长 线 
分 别 交 于 @、B， 则 
PD 是 PO、FR 的 比例 中 项 。 
解 …… BR1]CD， 
PRIPD 一 P4:PO 
又 .4D1 CQ9， 
PRP4:PO 一 PD:P9。 
RPRIPD 一 PD:IP9。 


站 
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| 的 交点 为 也 则 


明 题 


即 也 D2 一 PQ.PZR。 
所 及 ED 是 PQ、PZ 的 比例 中 顶 。 
121838.， 设 平行 四 

边 形 4BCD 的 两 边 

BO、DO 的 延长 ! 线 与 

圆 B4D 的 交点 分 别 ， 

为 至 、 了 万 ， 对 角 线 40 

或 其 延长 线 与 弦 如 8 


五 P:F8P=4DB2:4D2。 
解 在 A4C 妨 与 人 ALCN 中 ， 底 边 4C 是 


|」 公共 边 ,所 以 


Sa4cg:Saaoy 二 五 己 :TP。 心 
由 4D1/ BC 可 得 ， 
Sa4os 一 Sacpz。 @ 
由 4B3VACD 可 得 ， 
SAaoz 一 SAscz。 人 
CD 一 COBF， 
DOB 一 BO， 
人 CD ACSFP 
BAcpz:Saospz 一 OD2:BO2。 
而 4 一 CD，47D 一 BC 
&SaecpzElSacsFr 一 4DB2:4D2。 四 
由 四.@、`@、@, 得 
闻 忆 ;已 一 SAhoB:Sauacz 一 SAcpB:Seaop 
一 4B2:4D2。 
1219. 在 平行 四 边 形 4BCD 的 两 边 4B、 
47D 上 分 别 取 点 、 人 A 下 D 
古 , 使 4 妃 一 卫 B， 


4PF= 立 7D， E 


设 线段 如 与 对 角 
线 4C 的 交点 为 G， 忆 
则 4G- 寺 40. 


解 ” 设 两 对 角 线 的 交点 为 0 则 BO 一 OD， 


又 


卫 刀 一 4 卫 . 


…，BOAL4D， 且 Z0- 志 4D. 
…。 BO1 4 下 46:6O=47:BO。 


而 4Z= 亏 4D， Z0= 于 4D. 
447:ZO=2:3。 
从 而 得 出 ，4G:GO=3:3. 


ee mms 一 一 一- 一 一 一- 
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. 即 4G:2340=1:5,， 4G:4C 一 1:5。 


工 
R 3 一 -一 .40 
4LG CO。 


1220， 在 平行 
四 边 形 4BcD 的 
对 角 线 B 上 取 一 
点 已 过 召 引 4 
的 平行 线 ZG, 引 
2C 的 平行 线 妃 到 ， 
在 瑟 玉 上 取 一 点 忆 ， 设 PC 与 BFG 的 交点 为 
工 , 则 PD1/ BZ。 
解 延长 了 1 与 DC 交 于 点 戏 。 


5 .。 DMK_ 三 
人 
。 ,PPL7 
又 互 习 1/ BO， 多 II6 ”CC 
DiM PP 
本 77I se 已 1 ZUM， 
PD1/ BLI。 


1221。 设 平行 四 AH np 
边 形 4BCD 边 4B、 一 一 
BO、CD、D4 的 中 点 AS 
分 别 为 脉 、 了、G、 妃 ， /er 
连结 4 玉 、BG、CZ、8 上 C 
DZ, 则 这 四 条 直线 所 围 成 的 平行 四 边 形 
环 ZMN 的 面积 等 于 平行 四 边 形 4BCD 的 面 
积 的 霹 . 
解 “ 因 为 取 BR、G'\ 吾 是 各 边 的 中 点 ， 所 
以 
4 也 1 0 瑟 , DB 1 BG， 
′ 4N=N 瑟 一 ML 一 工 0， 
DMmMN 一 BE 一 玖 卫 。 


上 荆 1 
玖 一 一 一 一 一 一 一 -- 一 
又 万 开 互 本 4 5 4 太 5 C 玖 . 


.， KKN= 噩 4 矶 . 


同 理 可 得 ， ZM 一 号 CZ， NM= 己 DZ 


2 
一 一 了 旦 
忌 工 一 言 BG。 


连结 4C、ZN, 则 
Searc:Sxtz 一 4 万 :N 瑟 一 5:2。 


汉 
o Sawgz 一 巨 S<4zo。 


于 了 9、 忌 , 在 线段 


而 


Se4BF 一 SaA4Fc。 
心 A4ao 一 5SAwr。 
同 理 可 得 ，So4acp 一 5Soxkzww。 
所 以 口 玉 DZMN 的 面积 是 启 4BCD 的 面积 的 
工 


5“” . 

1222. 设 平 行 四 边 形 4BOPR 的 对 角 线 
夹 角 的 平分 线 与 边 4B、BO\、C7p、 D4 的 交 
点 分 别 为 召 、 五 、G、 互 ， 则 四 边 形 好 8G 巨 的 
各 边 分 别 平 行 于 40 与 万 也. 

解 由 0 是 一 .40 号 的 平分 线 , 得 

4 40 

五 万 0 万 

同 理 可 得 ， 

4 如 “40 

五 万 07” 

而 “5O=OD. 
4 召 4 万 
” - 盏 互 D， 

同 理 可 得 ，FG1/ BD,，BF /4C1/ EG. 

1223. 在 平行 四 边 形 4BCD 中 ， 取 平 
行 于 刀 的 线段 了 PH， C 
车 BB、CF 的 交点 为 人 
G，4 吾 、DZ 的 交点 
为 五 ， 则 线段 G 互 平 
行 于 4B.。. 

解 由 4D1/BB, 得 8 

4D 4 刀 
五 训 五 忆 ， 
又 由 BC1/ ET8, 得 
BC _B6 
五 万 9 ， 
而 42B3CD 是 平行 四 边 形 。 
ee 2D 一 BO。 
由 O.@, 得 做- 每 . 
。 4 万 -3 DBG-BG 
一 可 ”本 
4 妈 3 BFBZB 
逢 = 基 .… 6 1 4B。 
1224.， 过 平行 四 
边 形 4BCD 的 一 个 
顶点 妈 的 加 与 线段 
4B、4C、4D 分 别 交 


BF 1] BD。 


即 
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-40O 上 取 一 点 隐 使 C4DBE= 一 4G 万 , 则 一 4D2 十 DG.4D。 
47:4G 一 0OB:4， 又 GD.4D=BD.DO、. 
解 根据 假设 了 4DB= “4G， 得 万 、 4 也 .4 有 二 40.47 一 4D2 二 DBD.DO。 
五 、 有 到 G 四 点 共 圆 ， 1227. 在 平 R 
.DBEG= -~DHG= “4FG. 行 四 边 形 4BOD 
又 . ATF4G= 一 40D. 的 一 边 4 吾 的 延 
Ad4dGFHoACDE。 长 线 上 取 点 P， 
47:4G=0B:OD。 | 若 连 结 D、 忆 的 D 
即 宝 线 与 4O、BC 的 交点 分 别 为 吾 媚 ,从 如 弛 


4B:4G 一 0B:4B。 
1225. 若 过 平行 四 本 
边 形 4BCOD 的 顶点 4 
的 欧 与 两 边 4B、4D 的 
延长 线 分 别 交 于 点 一 、 
G, 与 对 角 线 4C 的 延长 
线 交 于 点 如 则 
4B.4 刀 HT 4D.4G=40.4。 
解 、 连结 BF、FZG。 在 40 上 取 点 五 ,使 
4BF 克 = 一 47B， 则 
LA4Be 人 4R 
so 4:4 克 一 .47 4 万 。 
4 了 .4B 一 .4.4 刀 。 
-BO 一 FF4G， 
APBEO= 7G4， 
.…、AEOBEwAP4G。 
BO:O 克 一 .47 :4G。 
DO.4G 一 -480 


又 


即 
4D.4G= .471.OF。 
把 @+@@, 得 
”4B.4dD.4G 
一 4F .4 万 十 47 .CT 瓦 
一 47(4 互 LOE) .… 
一 4.40. 


4226。 设 刀 是 人 4ZBCO 的 底 边 BC 荆 任 | 


一 点 ,过 刀 分 别 引 4CO、 A 
4 了 的 平行 线 交 4B、- 
4C 于 了 7 则 
4DB.4 妃 十 4O.4 刀 
一 4D?+BD:DC，、 
解 延长 4D 与 C 
人 和 450 的 处 接 圆 交 于 点 G, 由 上 题 可 得 ， 
4 有 .4 如 HL4O.4 了 一 4G.4D。 
醒 4G.4D= (4D+DG)4D 


过 三 点 B、 民 三 的 圆 的 切线 , 则 这 切线 的 长 
等 于 刀 刀 . 
解 由 A 人 4BDoACOZBB ,得 
了 万 :太一 4 万 : FEO. 
又 由 4P1/ Do, 得 A4BPACBD， 
…， 4 刀 : 了 CO 一 卫 忆 :D。 
万 :五 太一 万 厂 : 万 万 。 
了 卫 瑟 一 刀 太 .万 书 。 
但 是 从 召 引 圆 BTP 的 切线 了 3G, 则 
BFG2 一 BF.BP。 
由 久 、@@, 得 92= 了 D 琴 . 
FFG=D 


咏 ， 正方形、 矩形 及 其 他 四 边 形 
的 比例 线段 


1228.， 设 在 矩形 4BCD 中 引 对 角 线 BD 
的 平行 线 与 CD、20C 的 交点 分 别 为 PPO, 从 
己 引 0 的 平行 线 PEB， 从 @ 引 4 的 平行 
线 @F， 设 六 与 98 的 


中 


四 . 


交点 为 6, 则 4_GC 在 “人 和信 一 到 
一 条 直线 上 。 瑟 P 
解 连结 46、40, 则 

L 瑟 _DP 站 一心 

FE 有 


(… 4 瑟 =DP,， BEG=B9)。 
又 由 PDB, 得 


”2DP _ CD 
BF9 0 二 
即 2DP_LB，:，LB_LB 
2 50” ”本 5 
而 ~4EG=-4BO=90"。 
… 人 4HGwA4B0O。 


-LEL4G=- 了 B4G。 
即 4G、4C 相 重合 。 也 就 是 4、G、O 在 一 条 
直线 上 。 
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1229.， 设 直线 BB 内 分 四 边 形 4BCD | 的 交点 分 别 为 . 瑟 、 互 ， 则 人 
的 对 边 4ZP、CD 成 ZE 4 FFG HANNK 
4 至 DF 和 A_ 玉 长 内 5 -IT 
议 F 而 BEBD=DZ 几 是 
又 直线 G 互 内 分 另 1 .…， 瑟 7F=I7G、 @ 
一 组 对 边 BC.4D 成 辐 理 可 得 ，FG=GE。 
BG _ 4 万 人 取 B G 。。 万 万 一 G 玖 。 T 尼 
CG IDB 2 又 互 P1/ G 互 。 所 以 瑟 PGK 是 平行 四 


则 BF、 瑟 G 互相 内 分 成 两 条 线段 的 比 等 于 


入 


解 在 4D、4 巨 上 分 别 取 互 、 卫 使 
万 区 _B1 _ 侯 
EC 
则 尽 ZGZ 是 平行 四 边 形 。 
又 互 也 / BFD，N1G 1 BD,，… 万 1] TFG。 
设 妃 G、BB 的 交点 为 0, 则 
DO _ NO _ 了 2 
7 
GT 一 工 丰 。 
-也 互 _ 了 避 4 刀 4 本 名 


琵 现 4 互 FD 7 


而 


1230. 在 四 边 形 4BCD 中 ，4C= 2BD， 
则 各 边 分 别 平 行 于 对 角 线 的 四 边 形 了 FG 好 7 
的 周 长 一 定 - A_ RD 

解 … ”EBD， 


又 


由 假设 ,得 ”4C=BD. 
GO+@, 得 
了 本 十 了 7 4 奋 十 万 再 .4B 1 
CO 4 忆 4 
…，BFATEF=40. 

由 此 可 知 ,四 边 形 BFG 瑟 的 周 长 等 于 
2 .4C, 所 以 它 的 周 长 是 定 长 。 

1231。 以 A4BC 的 边 BC 为 一 边 向 外 
合作 正方 形 BDBC, 若 4D、4 与 BC 的 交 
点 分 别 为 了 、G， 则 KG 是 A4BC 内 接 正方 
形 的 一 边 . 

解 从 也 G 各 向 BO 引 垂 线 与 4B、4L0 


形 。 


而 人 豆 FG=90"， 且 互 8 一 7G， 所 以 四 边 形 


了 8GR 是 正方 形 。 


1232. 在 直角 三 角形 4BC 的 两 条 直角 
边 4B、 SC 上 ,向 外 侧 分 别 作 正 方形 B4D 卫 、 
BFGO, 若 CD、4B 与 D -人 A 
4G、B0C 的 交点 分 别 为 
五、 已, 则 B 刀 一 了 民 。 

解 …” BO1FG， 
DB _ 4 
EECG， 

即 
4B_ 4BTEO 
陀 ” 5 


DZ EC 
人 5 3 
印 


4 4BAEBG 
0 


由 O.@, 得 短 - 和 化 . 
从 而 得 出 ，。 BE 一 B 刀 
1233.。 设 正方 形 4BOD 的 边 6C 的 中 
点 为 到 ,4 妞 的 垂直 平分 Ap 
线 BG 与 4D 的 延长 线 交 
于 点 G,，FG、ZG 与 CD 的 
交点 分 别 为 忌 、 互 ， 则 
5 
DK= 于 0D， 
到 5D. 
解 六 4 DC 的 交点 为 轧 则 四 总 G 
D、 隐 、 工 共 网 ， 
:4D.4G= 47,4 


4D.4G 一 于 4 瑟 -34 了 一 4 


BE 一 C 


了 万 一 


即 


. 设 正方 形 的 边 长 为 o% 则 


第 二 编 证 明 是 


4 刀 一 人 / IF G。 
。 5 
ee 4D'4G= 本 0 


2 4G= 王 C。 


5 了 
DG 本 4 一 本 04。 


从 而 得 出 ， 
又 AGD 区 coA4B 万 4 也 一 2 万 也 ， 

和 一 工 一 工 一 工 
。 卫 民 本 DG 9 玉 CD. 


DG BE，.… 222- DG 


即 DBE- 亏 CD. 


1234， 设 梯形 4BOD 的 两 腰 4D、BC 
的 延长 线 交 于 点 0, 过 O 作 平行 于 对 角 线 
3D、4C 的 平行 线 与 4 万 的 延长 线 分 别 交 于 
到 、N, 证 明 AOBM 与 AO4N 等 积 。 

解 … BD1/OM,， 4O/ON， 


2 N 人 人 和 人 M 
由 @、.@, 得 .1 一 2 各 . 
BFMNXN4. 
在 AOBM、AO4N 中 , 底 边 BM、4N 相 
等 ,对 应 的 高 也 相等 ,所 以 
SAopx 一 SAokr。 
1235， 设 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 4C、 
了 3D 交 于 点 0O, 过 0 引 - 匡 
4B 的 平行 线 与 BC、 全 
ASBODR 


4 以 及 CD 的 延长 绥 入 
AN 


分 别 交 于 至 尺 6 则 
GO 是 GZ、Gz 的 比例 
中 项 . 
解 设 B4、0OD 延 长 交 于 点 媚 . 则 在 


ACB 万 中, G 如 1 万 ， 
GZ _ 媚 刀 ao 
“ 如 Ta， 
叉 在 人 DB 万 中 , GO / 3 甩 ， 


由 亿 、@, 得 


所 以 ,GO 是 G 瑟 、GF 的 比例 中 项 。 
1236. 3 引 平行 于 梯 
形 底 3C 的 直线 把 梯形 . 
。 设 这 条 直线 与 边 AD 

CD 的 交 扣 分 别 为 


为. 环 ， 则 己 
4Dz-L BO2 一 2 方 加 . 
解 延长 3B4. CD， C 
设 它们 相交 于 点 O, 则 由 4D1YEB1 BO, 得 
人 OO41DoAOBFco 人 OPBC. 


由 此 可 得 ， “全 一 - 放 区 疙 . 
设 这 个 比值 为 妃 则 
必 Ao4D 一 1.4D2，Saogp 一 有 姻 72， 
Saoago 一 8. .BO2. 人 
根据 假设 可 知 , 四 边 形 4B7D 与 四 边 形 
2ZBCF 等 积 , 即 


SaAosgz 一 SAo4p 一 Saopc 一 SAogr， 


Neo4p 十 SAoso 一 2Saozz。 
代入 @ 式 ,得 24D2 二 NBC2 一 3256BT2。 
所 以 . 47D2- 二 BO2 一 2 有 172. 


1237， 梯形 4BOD 的 对 角 线 把 梯形 分 
成 四 部 分 ， 设 相对 一 组 三 角形 的 面积 分 别 


为 m2 及 22， 则 寞 人 了 
面积 是 (mm 十 人 2 
中 公关 2。 

解 ” 设 对 角 线 4C、 

了 九 的 交点 为 O。 琶 
由 4D/ BC 可 得 ， 号 《 
SAa4op 一 SApoc。 

设 SA4op 一 M%2，SaAsoc 一 2， 则 
Baeaop 0OD2 222 
SAaoo 一 055 一 92 


OO 
从 而 得 出 ，。 蕊 计 = 郊 。 
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又 Sahop:SA4op 一 DO:DO 一 0 
2 
Se4oa 一 耿 SA4op 一 元 2 


Sacop 一 SA4o8 一 020。 
人 梯形 4BCD 一 SA40B 十 人 Acop 十 SAhaop 卡 Bazoc 
一 27202 二 722 十 %2 一 《712 十 区) 2。 
1238. 在 四 边 形 
4LBOD 中 ，G 是 4D 
上 的 点 ， 玲 是 BC 十 


的 点 , 县 


又 连结 4 
CD 的 中 点 如 囊 则 了 B 二 等 分 线段 G 琳 。 
解 ”4B- 了 3B， 
又 DB 一 TO， Sapzrz 一 Sacrg。 

设 4G:GD= BEF:ECO-m:m 则 
SA4BP 二 720SADz 

们 十 了 
2SAPE 十 IT2SArmm 
仿 焉 广 

egSAzgPO 一 SABz。 
"…。 GO=0O 万 . 

1239， 设 四 边 形  A 
4BOD 的 对 角 线 4C、 
D 的 交点 为 刀 从 4、 
到 、p 向 50 作 王 线 
44、DBEB' DD' 则 ， 


Gazgre 一 乡 


SAzgaz 一 


BA 王 DC 


8 BC 44 .7 
四 边 形 4BCD 一 -7 一 


解 .Sa43D 4 思 


人 ma 壹 形 4BcDp LOC 4 
SABcp ”一 瑟 克 


又 Saacp 一 忆 BOLDD 


. 4L4 
六 四 边 形 4BCD 到 3C、 站 万 . 二 


医 访 .44'.DD' 
3 ww  ， 


1240. 设 
四 边 形 4BOD 
的 对 边 4B、 
CD 的 中 点 分 
别 为 五 万 ， 则 
8 的 延长 线 


“， SA4zF 一 SABEF。 
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外 分 四 边 形 另 一 组 对 边 4 30C 所 得 两 条 
线段 的 比 相等 . 

解 ” 设 延长 D4.CDB 与 如 3F 的 交点 分 别 为 
CG、 已 , 又 从 各 顶点 向 瑟 P 作 毒 线 44、BB'、 
CC、DD'，, 设 4、B、C、 了 刀 都 是 垂 足 , 则 


G4 有 
<， Q 
万 有 ”PP 
55 一 Cr @ 
而 44' 一 BF ，OCO' 一 DD'。 
G4 五 B 
由 0.@, 得 .5 纺 = 絮 . 
1241,， 在 四 边 形 4BCD 中 ,DB4、CD 与 
CB、D4 的 延长 线 
的 交点 分 别 为 瑟 、 
友 ， 两 对 角 线 的 交 
点 为 G, 过 G 引 BO 
的 平行 线 与 4F、 


BE 的 交点 分 别 为 互 、 互 ， 则 G 态 一刀 妃 。 
解 设 4D、CD 与 G 区 的 交点 分 别 为 从 
歼 ， 财 
六 了 _ 交 有 她 记 


ZI 下 ”了 天” 天: 


。 罗 卫 -及 世 一 鸠 二。 五 厂 
”1 再” 62 


DB CQ 
久 0 0 
由 此 可 得 ， 本 -二 区. 
石 玖 一 G 万 。 
1242， 在 矩形 4BOD 的 两 边 4 及 、4D 
上 ， 并 以 这 两 边 为 对 应 
边 分 别 向 外 侧 作 相似 三 


角形 4B 妃 、.D45， 则 从 
如 向 4B、 从 万 向 4 


US 


解 从 将 向 4B、 从 3B 
环 向 4D 分 别 作答 线 , 设 垂 足 为 羽 、 妃 , 则 由 
人 人 B4wA 人 7 厅 47D， 由 台 疾 -L4DB, 厂 克 4D， 


从 4 开 : 真 B 一 DZE:Z4. 人 
设 2K 与 27D 的 交点 为 21, 由 LD1J BRf， 

得 
DM :MB=4K: 和 B。 @ 


Painpcicooaa 


25838 


第 二 编 证 明 是 


又 设 8 与 BD 的 交点 为 Mo 则 
刀 丰 /下 ' 吴 一 站 达 : 瑟 4。 地 
由 个 .@、@, 得 DM:MB 一 DMI 
由 此 可 知 ， 点 了 (与 1' 相 重 合 ， 即 妃 MK、 
FF 万 的 交点 在 BD。 
1243。 设 两 定点 4、 卫 分 别 在 定 角 O 的 
。 两 边 上 ,在 O4、OB 的 延长 线 上 分 别 取 点 瑟 、 
@, 使 4P.B9 一 04.0B, 则 直线 PQ 必 经 过 
以 04、OB 为 邻 边 的 平行 四 边 形 40BC 的 
顶点 C. 
解 ， 这 里 ， 只 须 证 明 连 结 @、C 的 直线 @C 
与 直线 PG 相 重合 即 可 。 
根据 假设 ,得 4P.BQ=04.0B。 所 以 
4P _ .0 
O4 .DO 
4P+O4 _、 OBEQ 
O4 DB 所 


即 -所 一 二 所 


而 
<CBq= 一 Poq. 
.AZBcewAoPa. 
Bo 一 09P.。 
所 以 09、P9e 重合 , 即 P8 过 点 C。 

1244， 在 矩形 4BOD 中 ,4D= 24PB， 
若 在 以 4D 为 直径 的 圆 上 取 一 点 PPBD、 
PoO 与 4 的 交点 分 别 为 召 、 忆 ， 则 

.472-DZE2 47D2. 
解 因为 4D2 一 (4 召 - 了 37 十 万 D)2， 
4F2 一 (4 万 十 本 72， 
也 8 一 (到 矿 二 有 7D) 2， 
所 以 , 要 证 明 4F2? 十 刀 本 一 472， 只 现 明 


(4 至 十 万 玉 十 不 D)? 
一 (4 有 十 盏 7)? CBN 本 
即 CN 


十 (到 十 万 D)。 
3 .4 万 .FD 一 12。 及 
设 延 长 4、ZD 与 BC 的 交点 分 别 为 M、 
六， 则 
AM=AP4D= “DO， 
AL4BM= DON=90。， 
.…。 人 4BMoANCD， 


，BM:4B=CD:NC. 
.BEBM.NC=4B.OD=47B2。 
而 4D=- 34P， 
即 4D2 一 2 4PB2. 
2BFM.NO= 42 一 BO2。 
又 由 4D1/ MN, 得 
MB:BO:ON 一 4 万 : 刀 刀 :万 站 。 
“。 2 4 刀 . 万 一刀 F2。 

1245. 在 凸 四 边 形 4BOD 中 , 若 在 4P、 
BC、CD、D4 上 分 别 取 点 P、Q、R、S, 使 
4LP_39 -CR2_DS_， 

FF 95 TD 4 ， 
则 四 边 形 PRS 和 四 边 形 4BCD 的 面积 的 
比 等 于 (>2 十 1) : (十 1 2。 


外 .… LP_B9_CB_DS _y 
” PPp8B 4640 ED dd 1 
SA4pg 
心 A4BD 
4P.4S 
LOD.4 肪 
 . 工 
9 十 上 9 十 工 
人 Q 

SacoR _ CCR CR 二 二。 人 
心 AaoD OO.0D 7 了 二 工 9 十 工 
-7 尼 
由 @、Q@, 得 
Sears 一 [1 “Sa4pD， 
人 5 
Secon 一 六 1 SAacp。 
由 此 可 得 ， 
Sa4Ps 十 Sacop 一 一 一 04SA4zp 十 Sascp) 
一 -28 
(十 二 
(其 中 8 是 四 边 形 4BCD 的 而 积 ) 。 
闻 理 可 得 ， SearoTSappe 一 Ti。 


设 四 边 形 PORS 的 面积 为 8 则 
2rS f(z 圭 功 2? 一 2718S 
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有 72 十 工 


所 以 ， 一 T 订 二 13 


号 . 切线 、 害 线 的 比例 线段 


1246. 车 圆 的 两 该 4B、CD 的 延长 线 相 
交 于 点 如 则 4 卫 , 五 B 一 0 了 .万 也 . 
[网 用 定理 ] 


解 设 两 条 弦 4B、CD 相交 于 点 刀 。 


GD 

如 图 (也 ，~AD= 4, AC=B 

“-，。 A4BOcoADBB. 
4 万: 五 0 一刀 万 : 刀 孔 。 
由 此 可 得 ，4 刀 .了 巨 一 0B3. 刁 D。 
如 图 ( 2， BBD= CO，A BEDB= 4， 
人 A 了 3BDAZO4。 
。， 4 万 :万 门 一 CO: 万 P。 
由 此 可 得 ， 4 瑟瑟 万 一 0 了 .0D。 
注 设 贺 的 半径 为 ， 
:in 若 点 如 在 贺 内 , 则 
4 且 , 刀 刀 一 72 一 OZ2， 
Ga) 若 点 马 在 圆 外 , 则 
4 刀 . 刀 也 一 OZ 一 72.- 

1247. 若 两 条 线段 4B、C 也 或 其 延长 线 
相交 于 一 点 也 且 .4Z.BEB=CZ.BED, 则 4、 
C\、8B、 共 加 , 

解 由 4 五 .了 B 一 0 姻 .3D, 得 

4 刁 “了 D 


C 万 万 B 9 


(1) 
在 人 A4ECO、A 人 DZPB 中 ， 
/4BO= DZEP. 
由 @@、 四 可 知 ， 人 4FOwADDB， 
LA 了 BFL4O= BRDD， 
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从 而 得 出 ，4、C、 丈 、 忆 四 点 共 圆 。 
1248. 在 线段 
34 的 延长 线 上 取 一 
点 己 则 过 导 的 线段 
ZT 与 过 三 点 4 BT 卫 
的 圆 相 切 的 必要 充分 
条 件 是 : ZIT 是 ER4、zP 忆 的 比例 中 项 。 
解 设 好 是 切线 CPI4 一 <PBT， 则 


下 


AP7T4oAPET。.… PP4:PT 一 PIT:PB， 
P72 一 P4.PPBF. 
反之 , 设 “P4:PT 一 PT:PB， 
而 AP4= 了 BPT， 
“所 以 API4coAPBZ。 
从 而 得 出 ”一 PT4=PBT。 


由 此 可 得 ，P7Z 是 加 了 4 号 的 切线 。 

因此 , PT 是 圆 74 的 切线 的 必要 充分 条 
件 是 : 27T 是 P4、PB2 的 比例 中 项 ， 

1249. 设 过 圆 C 上 一 点 了 所 作 切 线 与 直 
径 4B 的 延长 线 交 于 点 到 ,在 4 刀 上 取 点 吾 使 


CD _40 s 
LO 0 )， 
解 连结 PO, 则 AN 玉 
20=40. 
CD_4C CD_RPC 
LOC CC .CO CC 人 3“ 
在 APCD 与 APEC 中 /PCOD 是 公共 角 ， 
且 这 个 角 的 夹 边 成 比例 , 所 以 
和 人 PCDpooA 人 人 50OP， 
LOPDTD 一 PEO。 
而 OPD=90"。 
PPEO 一 90"。 。 了 万 | 4D 
1250， 在 贺 C 
的 直径 4 了 的 延 RN 
长 线 上 取 一 点 A o 
0, 过 0 引 加 的 
切线 , 切 点 为 C， 
过 C 作 4 的 垂 线 CM, 则 
4 40 
了 亚 ” 了 
解 设 4B 为 直径 ,0O0 是 切线 ， 
则 4405 一 90"， 


LjL4= BoO- AMOB. 
由 此 可 知 ，CB、0C4 分 别 是 ~2CO、 与 它 相 


260 


第 二 编 证 明 题 


邻 的 外 角 的 平分 线 。 

所 以 , CB、C4 调和 分 割 4 互 ， 即 

42M:DM 一 4O0:B0O。 

1251， 过 园 内 接 三 角形 4BC 的 顶点 芭 
的 切线 与 BC 延长 线 交 于 点 也 则 
DPDICD 一 4P2:402. 

解 设 47 为 切线 ， 

则 在 A4CP、A 人 DB4D 
中 ， D40O= DB4， 也 
又 一 忆 是 公共 和 角 ， 
人 4CDcoA 人 人 B4D. 
2 SA43D:ISA4cp 一 4DB2:4OC2。 @ 

又 人 4BDD 的 边 BD 上 的 高 、 人 4C 的 边 

C7 上 的 高 相等 ,所 以 
Sa4aD1Sa4cp 一 BDIOD。 人 

由 @.@, 得 BD:CD4D2:4C2， 

1252. 设 有 两 个 定点 4、B3， 由 4 向 一 
个 定 圆 0O 引 任 意 割 线 4MNN, 作 人 ABMWN 的 
外 接 图 , 则 这 个 圆 过 点 五 外 的 一 定 点 。 

解 设 延 长 4 与 
贺 24 的 另 一 交点 
为 C, 则 
4mT.4N 一 4B.40. 

而 较 O 是 定 园 , 4 
是 定点 ， 不 论 割 线 . 
4&WAN 的 位 置 怎样 变动 , 都 可 以 得 到 

41M.4N=402 一 ( 圆 的 半径 )2 
它 是 一 个 定 值 ( 问 题 1246) 。 

又 4B3 是 定 长 线段 。 由 此 可 知 ， 40 也 是 
定 长 线段 . 因此 点 C 是 定点 , 即 信 EMX 的 
外 接 圆 是 过 定点 C。 

1253,， 设 定 圆 0 外 有 两 定点 吾 . Ci 过 
23、C 的 任意 圆 与 定 
欧 C 的 交点 为 M、N， 
则 连结 MK、 六 的 直线 

解 设 CB 与 MN 
的 交点 为 4, 由 4 引 
网 O 的 切线 47, 则 

472 一 4M.4N。 

又 4M.4N4PB,4O， 

so 472 一 4 了 .4C. 
因此 ，47 与 圆 B7C 在 点 了 处 相 切 。 从 而 得 
出 , 图 B7C 在 点 卫 处 与 圆 0 相 切 。 


A 


由 此 可 知 ， 过 两 定点 及 9C 作 圆 与 贺 0 相 
切 , 点 4 是 过 切 点 了 的 公 切 线 与 C 吾 的 延长 
线 的 交点 。 所 以 4 为 定点 。 

1254. (1) 若 从 加 0 外 一 点 4 向 这 个 
现 引 两 条 切线 ， 设 切 点 为 五 、C, 直线 30 与 
40 的 交点 为 功 则 以 0D 与 04 为 邻 边 的 
和 矩形 的 面积 一 定 . 

《2) 若 上 述 的 点 4 在 给 定 的 圆 0 的 同心 
圆 上 变化 时 ， 则 直线 BC 总 是 与 一 个 定 圆 相 
切 . 


解 () … 人 A4HO 是 直角 三 角形 ， 又 
401EC， 
， 0OD.04= 一 0D52， 
让 
一 2 
有 SS A < 
C 


邑 OD.O4 等 于 半径 的 平方 。 

由 此 可 知 ， 以 OP、04 为 邻 边 的 矩形 面积 
一 定 。 

(2) 根据 (1)， 得 0D. 04=OP2. 
而 CO4、0B 是 定 长 。 所 以 0OD 也 是 定 长 。 

又 BO.J40， 人 BC 是 以 O 为 四 


心 * 半径 等 于 定 长 2 的 圆 的 切线 。 即 3C 


与 定 圆 相 切 。 

1255， 者 过 定 圆 4 上 任 一 点 刀 所 引 的 
切线 ， 与 过 4 的 另 一 定 圆 人 下 2B、C, 则 
43。 4G 是 定 值 。 

解 ” 作 另 一 定 网 的 直 
径 4B， 连结 了 局 则 站 

A4BEcA4Doe。 
“。 4B:4 呈 
一 4D:4C. 

"。 4PB.4C 一 4 万 .4D7. 上 

而 4D 是 定 圆 4 的 半径 ，-4 妈 是 另 一 定 加 
的 直径 , 所 以 4D、4 妃 都 是 定 长 线段 . 因此 ， 
48.4 刀 是 定 值 。 从 而 得 出 4 万 ,4C 也 是 定 
值 


1256.。 从 定 直线 上 的 任 一 点 卫 向 定 
较 0 引 切 线 P4、PB， 则 连结 切 点 4、 怪 的 
弦 过 定点 。 

解 从 0 向 ? 引 垂 线 00， 设 G 是 三 尼 ， 
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CO 与 4 嘱 的 交点 为 解 在 A4CD、A4F 玉 中， 4 是 公共 
D, 48 与 OP 的 交点 角 ， 
为 如 则 4B1OP， 4CD A4BD=90。_ APB4D= 了. 
怪 、D、C、 忆 四 点 共 人 4CDoo 人 4. 
名 罗 厂 机 AI 
.。 00.0D 从 而 得 出 ， 志 记 一 75， 
一 0B.OP=O4?(-- 定 ). 1260.。 由 线段 @B 本 


而 CC 是 定 长 的 线段 . 由 上 式 可 知 , OD 是 定 
长 的 线段 ， 因 此 点 乳 是 定点 。 这 就 是 说 ，4B 
总 经 过 这 个 定点 万- 

1257.。 从 加 0 外 两 点 P、@ 分 别 向 圆 引 
切线 ， 设 切 点 
分 别 为 4、B 


到 则 了 、@、 避 万 四 点 共 四 。， 
不 在 一 条 直线 上 . 

解 ……”P40=90。 4 刀 1PO， 
402 一 0 万 .OP. 

同 理 可 得 ， 002=0O8 .09。 

而 40=00，.…。OB.OP=07.09. 

从 而 得 出 , 及 、R、@\ 了 四 点 共 贺 。 

1258.。 设 贺 0 的 弦 4B， 过 人 的 中 点 
2C 引 任 竟 直 线 交 B4 
的 延长 线 和 圆 分 别 
于 点 PP.9, 则 C4 是 
CP、C9@ 的 比例 中 
项 


其 中 己 O、9 


解 由 4、B、C\、@ 共 贺 ,得 
0G4 一 180" 一 B . 
一 180" 一 人 B4C= “CO4P. 
.OCS 一 Pod4. 
e A 人 C49wmACP4. 
二 COC4 _ CO4 
”4 605， 
即 C4 是 CP. 08 的 比例 中 项 。 
1259. 从 浊 径 4 
的 一 端 4 引 两 条 该 4C、 
4D， 设 4O、4D 与 过 
点 五 的 切线 分 别 相交 于 A B 
点 瑟 而 则 
BB 47 
CPP ”LO 


又 


上 的 一 点 3 引 垂 线 
B4,， 从 互 向 4、4 忌 
分 别 作 垂 线 BO、BD， 


CA 
者 4 与 CD 的 交 肖 SS 


DBDBR. 4 忆 已 
一 DB2.DPP 
解 '…… .4H9=90",， BC1L4q9， 
。 和 人 4B9oA 人 人 40C5。 
_B9 。 BO 
2 LO 
同 理 可 得 ，A 人 4BRwA4DB。 
.BR 。BD 
”5 7 
@x 四 ,得 
BQ.BBE BO0.BD 
.2 LOC.4D” 
而 AO4D+ACBD=180*。 
Sepgo ， BO.BD 
Capio .4.4D” 
又 ADBCO、AD4GC 有 公共 边 DC, 所 以 
Sepac DBP 


让 DOP 也 P 
站 


又 由 @、@, 得 一 75 一 


.…。 B9.BR.4P= 4B2.BP. 

1261， 从 圆 0 外 一 点 4 向 画 0 引 切 线 
4C,， 从 04 上 一 点 巨 向 加 0 引 切 线 BR, 使 
B 刀 一 4B， 则 402 一 2 40.4B. 

解 设 过 已 引 
40 的 垂 线 与 4C 
的 变 点 为 刀 则 
0OD2?-D4ds 

一 0B2 一 4Ba. 


@ 


@ 


中 
根据 假设 , 得 4B= BEB， 由 @, 得 
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0ODe_D4?=-0B 一 BB2-OB2。， 四 
又 “00D=90。， 
0OD?_ DO? 一 002。 @@ 
而 O8 一 0C、 由 加、 四 ,得 D4 一 DO， 
而 O、B、 刀 、C 共 圆 。 
。 40.4B=4D.40- 玉 4C2. 


402 一 2.40.4P。 
1262， 从 加 
上 的 任意 点 己 向 
弦 4B3 引 垂 线 A B 
FPCO， 又 从 4、3 8 
”分 别 向 过 点 王 的 EN 
切线 引 垂 线 以 
44、BN, 则 4M.BN 一 PO2。 
解 设 延长 4B、MNX 交 于 点 DO, 则 
AONPoAOOPcoA 人 OM4L。 
0B_BNV OP_ PC 
”5 瑟 ”04 447 


而 PO 是 切线 。 
.…，。 FO2=OB.04， 
即 .0B -OP BN -20 
7 EC 27 
…。 41 .好 N 一 PCO2。 


1263.， 若 从 圆 外 的 一 
点 五 引 圆 的 切线 B4、 割 
线 BCD, 又 人 .4BD 的 平 
分 线 与 4O、4D 的 交点 
分 别 为 及 媚 ， 则 

4 万 .4 万 一 了 IO.TFD。 

解 在 人 DB40C 中 ， 姻 
是 全 已 的 平分 线 ， 

"。 4 万:TFO 一 DBP4:BOC。 中 

同 理 可 得 , 在 A4BD 中 ， 

DFI:4F 一 EBD:D4。 全 
又 34 是 圆 的 切线 ， 
TDF4:BO=BD:B4。 全 

.由 中 、@、@@, 得 

妇 刀 ;EC 一 厂 门 :4 万。 
.4 瑟 . 4 万 一 BO.7D. 

1264. 从 圆 外 的 一 点 一向 圆 引 切 线 , 设 
切 点 为 4,， 又 从 一 引 割 线 与 圆 的 交点 为 五 、 
C，~4ZB 的 平分 线 与 弦 4B、4C 的 交点 分 
别 为 刀 、 歹 ` 则 


第 二 编 证 明 题 


2DPF 1Z0_1 

4” 40 

解 从 卫 引 4C 
的 平行 线 与 BC 交 
于 点 万， 则 

4PD= ~DPT， 
ADPFP= -40P= D4P， 
APD4cAPDH.、..…。4D 一 DF。 

而 A4PDuawACP 姻 
， 4DP= PEBCO。 

4DZ= 一 4BD. 

-， 4 万 一 .4D= D7。 
又 4C1]/ DT， 
DB_ DZ _ 4 
”4 25 2 杂 7 
BO_4BLEZO_340_ 
4 4 245” ”240 

1265， 设 4B、 P 
CD 是 圆 的 两 条 平行 
弦 , 过 点 也 作 圆 的 切 D_c 
线 与 CD 的 延 长 线 
交 于 点 哆 在 CD 上 人 A 他 
取 一 点 也， - 沙 直 线 
P4、PDB 与 骇 CD 的 交点 分 别 为 互 、 刀 。 则 

7 瑟 .FG 一 不 D.FC. 

解 ，… BG 是 切线 ,，… 人 PBG= 4。 

又 45F1CG， A4= PEG. 

所 以 ， 王 、 瑟 、 呈 、G 四 点 共 贺 . 

万 刀 .7G 一 太 忆 .万 B 
PP 一 FOOD， 
ITG 一 不 D.FC. 

1266. 在 圆 的 直 
径 BC 上 作 锐 角 三 角 
形 4BO, 在 边 4 刀 上 
取 4D 等 于 从 4 向 效 
所 引 切 线 4F5, 若 过 
也 引 4 的 垂 线 与 
40C 的 延长 线 交 于 点 
忆 , 则 


由 此 可 得 ， 


工 。 


必 A4po 一 SA4DE。 
解 在 人 A4BC 与 A4D 妨 中 ,4 是 公共 
角 ， 、 
Saeaagc 4.4C 
Sopp 一 7 万。 Q 
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设 4B 与 园 的 交 点 为 @， 连结 GC. 由 47 
.是 加 的 切线 , 得 


482 一 4 有 .4G。 .…， -二 一 -一 二 


又 AcCGB=9%0。=- -BFPE， 
“。、 0CG1 EBD. 


由 @@、 外， 得 -万 一 4 


4.L4O 一 -4.4 万 。 

所 以 , 由 四 可 知 ，SA4aBc 一 Sa4pzg。 

1267 以 A4BC 的 边 BO 人 
圆 与 4B、4C 
的 交点 分 别 为 
沁 、 马 过 4 引 
了 刃 的 平行 线 
与 CB 的 延长 
线 交 于 点 书 
由 古 引 这 贺 的 切线 忆 F， 

解 … D41 DB， 

。。 4 万 一 站 4P。 
又 _A4DB= ZC- LAC= AD4P， 

由 此 可 知 ， 4P 与 贺 4BC 在 4 点 相 切 。 

。， 卫 42 一 忆 B.PO。. 

而 82 一 PP.PO. 

从 而 得 出 ，” 4 一 PF。 

1268 。 从 四 外 
一 点 书 引 切线 忆 4 
及 割 线 已 BO, 过 书 
引 任意 直线 卫 妈 ， 
使 忆 民 一 P4, 玖 妃 、 
忌 O 与 圆 的 另 一 交 
点 分 别 为 . 姜 、Z， 
则 刀 Z 与 2 区 相互 平行 。 ， 

解 由 24 是 切线 目 P4= BE, 得 


则 P4=PF。 


PPB.PO 一 P4? 一 一 瓦 2?. 
出 此 可 得 ,P 与 加 BC 忆 在 点 互 处 相 切 。 
， PKPB= AKCBE。 @ 
又 由 了 百 、 召 、F、O 共 圆 , 得 
LEOB 一 BEBB， 四 
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由 从 、@, 得 PK 一 人 BEF。 
了 忆 1 了 

1269. 从 定 

圆 外 一 定点 双向 
团 引 两 条 切线 ， 
设 切 点 为 S、7， 

过 4 引 任意 的 直 
线 与 圆 交 于 了 、 
9, 与 弦 87 交 于 已 试 证 明 ， 
2 

万 人 4 


寺 
解 欲 证 明 -5 十- 了 一 -了 5 只 须 证 明 


4R(C4P+49) 一 24P.49， 四 
设 P@ 的 中 点 为 到， 因为 
PT49 一 241， 
所 以 要 证明 中 式 成 立 , 只 须 证 明 
4 忆 .4 玫 一 4 了 .49。 @ 


-事实 上 , 设 融 心 为 0, 则 


AOM4 一 090 一 AOS4= 0O74。 
由 此 可 得 ，O、 歼 、S、4、7 五 点 共 圆 。 
ASM4= AST4= 一 4S7， 
。。 ASM4= 4SR. 
从 而 得 出 ,48 切 人 SR 的 外 接 圆 于 8S。 


.…， 482 一 4RB.4MX。 
又 4P.49 一 48? 

.4P.49 一 4R.4M。 
人 


1270,， 设 园 的 直径 为 
4 刀 , 过 4、 盛 作 切 线 与 贺 
上 任 一 点 玉 处 的 切线 分 别 
相交 于 P、9, 证 明 以 PR、 
9 为 邻 边 的 矩形 的 面积 
一 定 。 

解 设 圆心 为 O， 连结 OP、 OR、Cq9， 则 
OP、09 分 别 为 ~ 忆 、 9 的 平分 线 ， 

而 4P1/ 539， PRP+Q@ 一 180"。 


5 证 
本 LP+ 志 CQ@=90"。 


由 此 可 得 ， 。” POQ 一 90。, 
又 0O8PB，… 人 POPRwAO9R。 
卫 RR:OR 一 OOR。 
OF 一 万 忆 .9RR。 
而 08 是 定 圆 的 半径 。 它 的 长 度 是 定 值 。 . 
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因此 ，2PBR.4B 的 值 也 是 定 值 。 

1271， 设 过 圆 的 弦 了 
3C 的 两 端 所 引 的 切线 交 
于 一 点 4， 从 圆 上 任 一 点 下 
一 向 BO、C4、4 好 所 作 垂 
线 分 别 为 PPD、PZE、PF, 则 
卫 D2? 一 卫 万. 疡 了 7。 

解 连结 PB、PC、 
DZE、DF， 则 四 边 形 
PDB 及 PPDO 都 是 圆 内 接 四 边 形 。 又 因 
为 4BP、4C 是 切线 , 所 以 

APD- -DBP4= DO4= DPP. 

又 APHD= PBD= PCB 一 PD 


A 人 PDBcA 人 APFD， 
。 .PEB:PD=PD:PF， 
即  . 万 D? 一 媚 卫 .也有 
1272。 过 圆 上 一 点 
CC 向 直径 4 娓 作 重 线 


CD, 过 点 C 作 切 线 与 过 
点 4.、 互 的 切线 分 别 交 
于 点 允 、2, 则 47、BZ、 
CD 相交 于 一 点 . 
解 延长 BF、40, 设 它 们 相交 于 点 刀 ， 
则 BOB=90"， 且 0 一 了 了 PB。 
所 以 王 是 直角 三 角形 到 OB 的 斜 边 的 中 点 。 
而 CDP1 天 B。 所 以 4 与 GD 的 交点 G 
是 CD 的 中 点 . 同 理 可 得 ，BZ 也 经 过 CD 的 
中 点 。 
1273， 过 圆 上 上 一 点 所 引 的 切线 与 过 
直径 4 的 两 端 所 引 的 D 


切线 分 别 交 于 0、 D, 又 “ck 
四 边 形 4CDB 的 对 角 PK 


线 交 点 为 @, 则 直线 PG 4 B 
与 40 平行 . NU 
解 … 4015D， 


Ag4CoA9DFB. 
-， 94:4C=QD:BD。 
又 40=0P，BD=PD. 
94:COP=9D:PD. 

从 而 得 出 ， P@1/ 40. 

1274. .过 两 0 的 弦 4 的 两 问 引 4 已 
的 垂 线 与 4 已 上任 一 点 C 的 切线 分 别 相交 于 
瑟 、 卫 , 过 C 的 半径 与 弦 4 的 交点 为 也 则 
OZ3.07 一 D4.DDB, CD? 一 也 4.BFDB。 


第 二 编 ”证 


明 是 
解 因为 CD ZBP, 日 DBF=90。 所 
以 四 边 形 CDBZ8 是 圆 内 
接 四 边 形 ， 
AZ=-A4Do. 0 
又 0 是 圆 的 切线 ， 
ABOB 
一 AC4D，，  @ 


同 理 可 得 ，A4ZBOwACcDB. 
BC _DB _ CD @ 
机 45 
由 @@.@, 得 CZ.CFH=D4.DB; 
CD2-- ZL4.FP。 

1275. 从 轩 上 
的 一 点 己 向 直径 
48 引 重 线 ， 王 足 
为 @， 从 4、 歼 向 
过 之 点 的 切线 作 
垂 线 ， 垂 足 分 别 为 
奴 、 入 ， 试 证 
49.BQ@= 4M.BN. 

解 在 人 4MP、A 人 PPB 中 ， 

太一 8( 直 角 )，. 
AMP4=PBQ， 
人 4MPoAPOB. 
"4M:P9G=P4:PR， @ 
同 理 可 得 ，APBNwA 人 4PQ. 
PPO:BN 一 P4:PPB. 四 

由 中、@, 得 4M:PO 一 PO:SN。 

4M.BN 一 PO2. 

而 ”4PB=9%0。 PO14PF. 

P92 一 49.95。 
"，4M,.BN=49.9B。 

1276， 网上 及 
两 个 动 点 P、9， 
分 别 从 圆 的 直径 
4 两 端 4、 刀 
以 等 速 同方 向 沿革 甩 S 
阅 移 动 ， 4P、BQ 与 过 点 万 的 切线 分 别 交 于 
点 玉 、S， 试 证 BR 与 BS 是 按 反 比例 变化 

解 因为 民 、 9 是 以 等 速 同 方向 运动 的 点 ， 
所 以 4P= 569。 
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4BP= 一 B40. 
因为 4 刀 是 直径 ,所 以 /人 4PB=90"。 

从 而 得 出 ，P4B 上 + 4BP=90。， 

AP4DBTB4Q=90"， 
旬 BR4S 一 90*。 

由 此 可 得 ， A4BS 是 顶 角 4 为 直角 的 直 
角 三 角形 。 因为 4 了 是 斜 边 BS 上 的 垂 线 ， 
所 以 4 是 BRB 与 B8 的 比例 中 项 , 即 

4 万 2 一 已 .DBS. ， 
又 4 已 是 已 知 圆 的 直径 , 它 是 定 长 的 线段 , 即 
它 的 长 度 是 定 值 - 所 以 了 B 与 B8S 是 按 反 比 
例 变 化 。 


1277， 设 加 的 半径 04、 0B 互相 垂直 


懿 上 的 一 点 卫 的 -D 
切线 与 O04、OB 的 延长 局 
线 分 别 交 于 CD, 从 忆 EN 
向 0OB 引 垂 线 P9@, 从 9 

向 OP 引 垂 线 9BR， 则 wR 仆 

CD.9ROP2. 
解 ”显然 ， 
AcODcAOGZ. 
“CDIOPCC:09， 作 
又 AOPOwA9RO， 
OPIOR 一 0C:09， 四 
由 人 @、Q@, 得 CD:OP 一 OP:OR， 
CD.9RE 一 OP2， 

1278， 设 加 0 的 纺 4 瑟 的 两 端的 切线 
相交 于 点 P， 过 
4B 的 中 点 1 引 
任 一 弦 CD, 则 OP 
是 ZCPD 的 平分 
线 党 


解 由 双 是 4B 
的 中 点 ,可知 点 O、M、 书 在 一 条 直线 二， 
又 CO4P=90* 一 0OBP, 所 以 O、4、P、 
巨 共 四 。 
.…，O0M .MP=M4.MXB。 @ 


M4.MB=MC.MD. @ 
由 人 、@, 得 MO.MD=OM.MP. 
由 此 可 知 , 四 边 形 CODP 是 苏 内 接 四 边 形 。 
而 ”Co=0D，…。G 杂 -= 全 ， 
:~CPO= “DPO， 
即 0 是 <CPD 的 平分 线 。 


1279. 过 以 O 为 
中 心 的 定 圆 外 一 点 
4) 引 两 条 直线 4P9、 
48S， 使 它们 与 40 
所 夹 的 角 相 等 ， 并 分 
别 与 圆 相 交 于 已 9 
及 及 & 则 RS、9R 的 交点 是 定点 . 

解 由 一 940 一 340， 可 知 40 是 国 O 
的 对 称 轴 ，PS、9 刀 的 交点 在 04 上 。 

设 这 一 点 为 召 ， 则 

POR2PO5-2P9P。 

"~POB 一 PEB。 
因此 ， 雪 、 Q、 O、 刀 在 同一 圆 上 。 于 是 
4DB.4O=4P.4Q9。 

而 4249 等 于 从 4 向 圆 所 引 切 线 长 的 平 
方 , 设 为 m2 则 4 瑟 .4O 一 Mi2。 而 和 2 及 40 
是 一 定 的 ,所 以 4 妃 是 定 长 。 从 而 得 出 ,点 瑟 
是 定点 。 

1280. 4 为 圆 0 的 定 弦 ， 人 
乙 向 网 引 两 条 切线 POPD， 
落 弦 4B 平 分 纺 0D, 则 点 
己 在 一 个 定 圆 上 ， 

解 设 两 弦 4B、CD 的 交 
点 为 到 。 根 据 假设 ,得 

了 了 一 C。 
.MD2 一 ML4.MB，@ 3 
但 是 ， 在 APoOD 中 。 
AD=90。， 
TD 一 MP.MNO， 全 

由 @O\、Q@, 得 M4.MMBE=MP.MO.。 

由 此 可 知 ; P、4、O\、 五 共 圆 。 而 点 4、 也 
是 定 弦 的 两 丹 ， 点 O 是 定 圆 的 圆心 ， 所 以 下 
24OB3 是 一 个 定 圆 。 从 而 得 出 ,点 一 是 在 过 
三 定点 4、O\ 刀 的 定 加 上 。 

1281， 过 加 上 的 定点 4、 人 是 的 
切线 ， 又 引 割 线 
CD, 使 


则 这 两 条 切 线 和 
这 条 割 线 相交 于 一 点 。 

解 设 在 矶 的 切线 与 DC 的 延长 线 交 于 
一 点 如 则 . 
APdcwAPD4。， 有 
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40_4P_ OP 
75” TBP” 4P， 

40? ”COCP 
8 23 一 TB， 中 
同 理 ， 设 在 点 五 的 切线 与 DC 的 延长 线 交 于 
点 也， 则 


2 ”万 Br 
Bo 
根据 假设 ,得 - 艺 7 -4 条 = 
OP _ OP 
由 此 可 得 ,点 了 与 点 书 ' 重合 
1282.。 设 半 
贺 相 互 外 切 于 点 
2 引 两 加 的 外 QOS 
解 由 401 Bo 可 得 /4TB 一 90"。 
若 从 Z 向 4833 引 垂 线 7 互 ， 则 在 直角 三 角 
人 .42: 人 DB2 一 .4 万 :五 万 . @ 
ET LO BO) 
由 @、@, 得 742:PB2 一 R:7r， 
-。 7T4:7DB 一 / 斑 :v/ 
4.B2 一 7 .42 十 了 B2 一 72 十 ?792 一 〈( 民 十 了)7102 
4 也 一 加 / 丈 二 7。 
1283. 从 加 
O 外 一 点 4 引 两 . 
4C， 设 04 与 
BCG 的 交点 为 也， 


BOz ”CP， @g 
互 天 
由 中、,@, 得 帮 书 态 疡 ” 
径 为 尺 . 了 的 两 
人 4D， 
47:7B:4DB= 高 :V 了 : 0 
形 47B 中 ， 
。 4 瓦 : 互 了 一 07T :TO" 一 民 :7。 @ 
设 Z4 一 瑟 , 2B 一 MX， 则 
“，T4:7TB:4B 一 w 噩 :WVF ;了 二 7 
条 切线 .4 与 
以 4D 为 直径 的 “ 


圆 0' 与 加 0 的 一 个 交点 为 也 则 O 了 是 园 0 


的 切线 。 | 

解 .0OB4=90。 BD1LOL4， 
0FP?=OD.04， 

而 0B=OB。 .OZB2=0D.04， 

由 此 可 得 , OB 是 贺 0/ 在 点 卫 处 的 切线 。 


-COG:4 万 一 CD:4 万 . 


第 二 编 证 明 题 / 


1284. 设 书 
是 与 贺 O 垂直 
相交 于 闪 \ 瑟 的 
另 一 加 上 的 一 
点 ， 从 三 向 圆 0 
引 切 线 P4、ZB， 
若 OP 与 贺 了 BD 的 交点 为 CO, 则 4、C\、 在 
一 条 直线 上 。 

解 ”因为 两 圆 垂直 相交 于 点 也 所 以 


OD2=0O0.0P。 
设 4 姻 与 OP 相交 于 C 
.0O4P=90。 40'1OP， 
“，042 一 00'.OF. 


“00.0P=00'-0OP。 
由 此 可 知 C. 与 C 相 重 合 , 即 4、C、 在 一 
条 直线 上 。 
1285.。 车 从 一 点 一 向 圆 0 引 切 线 P4、 
了 B, 从 4 疝 过 点 如 
的 直径 BC 作 垂 线 
4 刀 , 则 
PPB _ 2D 
50 1 
解 ” 显 然 , 四 边 形 
PBO4 是 区 内 接 四 边 形 。 所 以 , 在 人 PEBO 与 
AD4 中 ， 
BPO= _]B4O= 4BO， 
且 PHBO=90* 一 DBD4， 
ee 人 BOA 人 人 BD4。 
PDB BFD 


和 ”一 一 一 zx 一 一 一 


BO .47D” 


1286. 设 人 4FoO 的 边 4C 切 一 网 于 点 
CO,， 又 4 也 的 延长 线 切 这 
圆 于 点 刀 ，BO0 与 圆 交 于 
点 G, 从 点 4 向 BO.CD 
分 别 作 垂 线 4 瑟 、 4 则 


解 连结 DG 五 了 . 因 
为 4C 是 圆 的 切线 ,所 以 
4COG= 287C. 

又 ”4 互 1BC， 
41LDO，. 4HO-90e LEC 检 
由 此 可 知 ，4、 互 ,五 .COC 共 两。 
以。 -一石 4 了 = 6GC 杷 
LT 一 AL4OG。. 
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.4 万 一 CDG， 

。 人 4FEcACGD.。 
CQG:OCD 一 4 万 :4 也。 

从 而 得 出 ， CGI4 万 一 CD:4 忆 。 

1287 . 过 定 圆 0 的 任意 直径 4B3 上 一 
点 也 引 与 4B 垂直 的 
弦 COD， 设 过 点 C、 卫 
的 切线 相交 于 8@8， 过 
已 的 任意 圆 与 定 
O 交 于 点 也 则 两 
圆 在 点 丈 处 的 切线 互 
相 垂 直 . 

解 因 为 AOD9 
是 直角 三 角形 ，PD_LO8, 所 以 

OD2 一 0OP.O09。 
而 OD=OE。 …，082 一 OP.09. 
由 此 可 知 ,，O0 刀 是 经 过 已.e 的 任意 圆 0' 的 


切线 。 

.…。 0O' BO=90*. 
从 而 得 出 ， 经 过 点 吾 所 作 两 圆 的 切线 互相 垂 
直 。 


1288. 从 圆 0 外 一 点 4 中 网 引 两 条 
切线 4C、4 万 . 连 
结 BC 的 弦 与 O4 
的 交点 为 刀 过 C 
引 任意 弱 CBE， 从 
4 向 0CZB 或 其 延 
长 线 引 垂 线 , 设 垂 
足 为 互 , 则 A4D5 与 相似 。 
解 由 40 是 圆 吕 的 切线 ,得 
/4OB= BBCO. 
又 4B 是 圆 0 的 切线 。 所 以 
4DO=-90。 
而 根据 假设 ,得 .4 玉 C=90"。 
所 以 4、 五、C、 忆 共 圆 。 
“， .4 刀 D= 40D。 
A4 万 D= BO O 
在 4C 的 延长 线 上 取 一 点 刀 , 则 
BOF 一 40 有 = -CBEZ 
4CH 一 4D 瓦 ， 
.了 4 了 万 = -CPP。 G@ 
由 @、@, 得 A4DBcACBD， 
1289. 设 04、 0O8 为 圆 O 的 互相 垂直 
的 两 条 半径 , 过 .4 刀 上 的 任 一 点 C 所 作 的 切 


线 与 04、OB 的 交点 分 别 为 卫 、 妃 ， 从 C 向 
OD 引 垂 线 CH, 则 AO4B 的 面积 是 AOC 丰 
的 面积 与 AODZ 的 面积 的 比例 中 项 。 

解 从 万 向 OC 引 . 重 
线 ZG， 则 


0 到 04. OP， 


区 一 


Saoor 一 喜 OCTFG.。 


、 RS 
Seoor _CO.FPG _FG 四 
gaAo ULU4:0OB 00 ” 
同 理 可 得 ， 
Seoi 04.0B 0OG 
SAopg ”CC . 轧 刀 一 万 末 - 


又 AOFGA 人 5OC， 


AOcFwwA 人 TDO， 


。 了 G OC 
” 06 万 “ 
由 〇 .@， 得 Seocr Seao4B 


Neodg 感 opz 
即 人 Oo4 刀 的 面积 是 AOCGCF 的 面积 与 AOD 卫 
的 面积 的 比例 中 项 。 

1290.，， 设 定 欧 O 外 月 两 定点 L、D， 过 五 
引 任 意 割 线 BCD， 
4C、4D7D 与 圆 的 另 
一 个 交点 分 别 为 
五 、 卫 ， 则 贺 4 瑟 
过 定点 。 

解 设 圆 4BP 
与 L 的 交点 为 
2 则 人 4MI= 万 FF DO 了 
由 此 可 得 ，C、 吾 M、 瑟 共 加。 

…， 4.4 灯 一 40.4 了 (一 定 ) 。 

由 此 可 知 ,，42《 是 定 长 。 所 以 开 是 定点 。 
即 圆 4 五 8 过 定点 驻 。 

1291.， 设 两 弦 4B、CD 垂直 相交 于 点 
马 ， 从 4 向 过 C 点 的 切 C 
线 引 垂 线 47， 则 

4 太 BF 
LO 00 

解 “ 因 为 

4FO=90" 一 人 .4EO， 证 
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所 以 四 边 形 4FCZB 是 圆 内 接 四 边 形 。 
一 4OC8 一 一 4 万 了 
又 487 了 一 40CD， 


人 47T71coeA 人 4DC， 
。 4 有 1 万 太 
从 而 得 出 ， 7 
1292， 设 4 为 
半圆 的 直径 ,半径 OC 
恒 直 于 4 已 , 以 0OC 为 
喜 径 作 贺 :0 ,从 4 引 
0 的 切线 4 刀 
延长 4 与 半圆 的 
5 4D 3 
交点 为 也 , 由 互 万 ”~ 世 . 
解 设 00 与 4D 的 延长 线 的 交点 为 也， 
OO 一 7 07m2 则 人 TOBwAT40O。 
OF _Z2 
CO4 也 0O， 
2 
27 人 


解 这 个 方程 ,得 < 一 所 r。 


3 
从 而 得 出 OF 一 己 。 


又 人 54OmA 人 54D。 


10. 直径 、 弦 的 比例 线段 


1293. 从 直径 4 的 一 端 互 引 圆 的 切 
线 ， 两 纺 4C、4D 的 延 


A 
长 线 与 这 切线 分 别 相交 有 
于 P、9, 则 
LO:4DD=49:4P。 B 
解 因为 A4BP 是 
直角 三 角形 ,又 BC 4P， iP 
所 以 40O.4P 一 472. 


同 理 可 得 ，4D.49 一 4B?. 
“， LOC.4P 一 .4.49。 
由 此 可 得 ，40: 4D 一 49:4P. 
1294. 设 点 也是 半圆 4CDB 上 两 引 
4D、BC 的 交点 ，4B 为 直径 , 则 
4P.4D+BP.BO=4B2。 
解 从 己 向 4B 作 垂 线 BE， 则 


了 


明 题 


.4D 万 =90*。 一 PZB. 
所 以， 已 六、 互 、 已 中 
在 同一 圆 上 ， A D 
…。 4.4 
一 4 万 .4 万 。 ( 作 . 只 上 
同 理 可 得 ，4、 以 
已、 豆 也 在 同一 贺 上 . 
。 DBP.BO= DB 克 .4P。 @ 
出 @ 十 @, 得 
4P.4D++BPP.EO 
一 4 刀 . (4 瓦 十 互 万 ) ， 
即 4P.4DTDBP.BO=4B2. 
1295,， 延长 圆 的 直 
径 4B 到 定点 C, 在 垂 
直 于 40 的 直线 上 取 一 
点 P， 设 4P 与 圆 的 交 
点 为 @,， 则 4P.49 一 
定 。 
解 由 4B 是 直径 ， 
得 -493=90", 
从 而 得 出 ，B9P 一 90". 
所 以 ， 妃 、C、 忆 、 避 共 圆 。 
由 此 可 得 4P.44= .40C.4= 定 值 ， 
1296. 设 以 30 为 直径 的 圆 上 Se 
4 过 BC 上 任意 一 点 也 
引 垂直 于 BC 的 直线 与 
3B4、C4 及 圆 的 交点 分 
别 为 百 、、G， 则 DG 


是 DZ 及 DZ 的 比例 中 全 
项 . 


解 为 四 边 形 G 
4DB8、4ZBDC 都 是 贺 内 接 四 边 形 ,所 以 
DG 一 BD.DOC= 5D.(BC- BD) 
一 BD.BO 一 BD2= BT.B4- BIDa 
呈 瑟 好.( 刀 刀 十 妃 4) 一 BD2 
一 万 肌 . 刀 4 十 及 72? 一 了 Da2 
一 也 及 - 思 万 十 刀 了 
一 也 ( 瑟 太 十 了 一 也 万 .D7 
即 DG2 一 万 万 , 太 。 
由 此 可 知 ，DG 是 刀 怒 、DF 的 比例 中 项 . 
1297 已 知 贺 0 的 纺 4B, 在 优 驱 4 到 
上 取 一 点 C, 设 BC 与 4 已 的 重 直 平分 线 的 
交点 为 D, 4C 与 OD 的 交点 为 台 , 则 
0D.OBE=O002， ， 


而 “BCP=90。. 
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解 
LLOB 一 到 .40F， 


LA.4OF 一 40B， 
由 此 可 得 ， 

Do4= -Do4. 

所 以 DO、O、 4 四 
点 共 圆 。 


2407- 亏 AL40B， 


…， 040= 一 0DO。 
04=00. 

004 一 <040=0OPC. 

由 此 可 得 ，OC 是 人 DO 瑟 的 外 接 园 的 切线 ， 

切 点 为 C. 


而 


.…。 OZB.OD 一 002. 

1298. 设 定点 工 在 定 圆 0 的 定 直 径 4B 
上 ,过 工 引 任意 弦 CD， 
过 工作 4 号 的 垂直 线 与 
BOC、5ED 的 交点 分 罚 为 
M、N， 则 DZM.ZN 是 . 
定 值 。 

解 ，… .40B 

”一 90。， 
MTB=90。， 
AM A4= AD 
由 此 可 知 ,四 点 内 、D、N、C 共 圆 。 
TIM.TN=IO.ZD。 
LIM.IZN=T4.7B. 

而 48B 是 定 直 径 , 世 是 4 石上 的 定点 ， 所 
以 Z4、Z 了 3 是 定 长 。 
因此 “ITM.IZN=ZI4.ZIB= 定 值 . 

1299， 从 园 上 的 一 点 乙 向 直径 43 引 
重 线 , 设 垂 足 为 9, 在 9P 及 其 延长 线 上 分 别 
取 点 愉 CO,， 使 Po:-9D， “9@C， 则 点 刀 是 
A4BC 的 重心 。 

解 因为 4 是 直径 , P@L4B， 所 以 

2 一 49.B9。 

根据 假设 ,得 

Po 一 9D.90， 
.49.B9=0D.9c0， 
即 49:9D=gc:5Q. 
-，A 人 4Q@DoACcgE. 
…，B4D 一 509. 
由 此 可 知 ， 若 4 的 
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延长 线 与 30 的 交点 为 召 , 则 
L.420 一 490 一 90"。 
所 以 , 了 是 A4B0 的 甜心 . 
1300. 设 4、 互 为 圆 上 的 两 定点 ， 己 为 
.人 记 上 的 任 一 点 ， 作 张 C 
EC 平分 /4PB,. 过 4 
引 PC 的 平行 线 与 3P A 8 
的 延长 线 交 于 点 D, 则 
DB 与 PC 的 比 是 定 
比 。 
解 在 A4DB、A4PC 中 ， 
了 B= -0C. 中 
又 PC 是 人 4PB 的 平分 线 , 目 BEC/ 4D， 


| 
2 LAD= -OPB= 4PO， 四 
由 @、@, 得 ^A4DBwwA4PC. 
BDIPO=4D:40O. 辐 

而 4B 是 定 纺 ，PC 是 人 .4PB 的 平分 线 ， 
C 是 .4 方 的 中 点 ， 从 而 得 出 ,4C 是 定 长 的 线 
段 。 所 以 ， 由 @@ 可 知 , DB 与 PC 的 比 是 定 
比 ， 

1301.， 设 圆 的 两 弦 43、4C 的 夹 角 B4C 
是 60", 连结 4 为 的 
中 点 除 与 49 的 中 
点 W 的 线段 与 
4B、4C 的 交点 分 
别 为 也.Q, 则 P9 上 
的 正方 形 与 以 MP、 
9 为 邻 边 的 矩形 等 积 . 

解 … ix = Bi， .4 方 一 困 2. 

.44 万 = 4NIf， 
.441P 一 一 N49. 
.4P9-= .49P. 
P49@=60。， 
.4P=P9=04. 
又 人 A4MPoAN48( 两 角 相 等 ) 。 
-，P4:MP 一 QN:49， 
因此 , 由 @ 可 得 ，PO: 一 MP.9N. 

1302. 设 圆 0 的 吉 
径 为 4B, 半圆 弧 4CB 
的 申 点 为 0， 引 任意 动 
纺 P8Q，CP、O0@ 与 4 万 
的 交点 分 别 为 世 马 则 

人 CDgwA 人 Ce9P。 
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解 在 人 C@P、ACD 下 中 。~C 是 公共 
角 ， 
LA- 二 (2+ 人 )， 


AD=- 亏 (把 +4。 


根据 假设 可 知 , C 是 4 方 的 中 点 。 所 以 
4CT4P 一 BCT4P。 
LAQ@= AD. 

“AcCDEcAC9P， 
1303. 在 定 圆 
0 的 定 直径 4 互 上 
取 一 定点 Q, 在 加 
上 取 一 动 点 己 ， 从 
CC 向 P4、PPB 作 垂 
线 ， 设 垂 足 分 别 为 
了 .也 则 直线 DB 过 一 定点 ， 

解 设防 、4B 的 延长 线 交 于 点 9. 

”PEB1]/ DO, CE1 4 已， 
P9@ _BB_ BB Fo ， 
”… 码 ” 丽 ”57 信 册 。 
由 此 可 知 , 点 外接 定 比 (5 ) 外 分 CB, 即 
B9 _ BC 
15 

所 以 , 它 是 定点 。 即 了 有 也 过 定点 @。 

1304， 设 4 是 圆 
”的 直径 ， 纺 0D 重 直 于 RAR 

4B. 潜 在 CD 上 取 -- 点 
MX, 4M、BM 与 圆 的 A 二 
另 一 交点 分 别 为 至、 本 
则 0 了 7 一 DTFC。 


由 此 可 得 ， 


解 ”因为 弦 0D 垂 直 
于 直径 4B, 所 以 40=- .4 六， 因此 ， 了 Mr 是 
COZBD 的 平分 线 。 
“，。 CBED 一 COM:MD。 中 
间 理 可 得 ， 
ULO:DH=OM MD。 9 
由 @、@, 得 CBE:BD=TCO:DF。 
所 以 ， OZ .DZ 一 瑟 D.T7C. 
1305. 从 半 贺 的 直径 4 下 上 的 一 点 C 引 


4 万 的 垂 线 , 这 垂 线 与 半圆 交 于 点 D, 从 C 向 
半径 0D 引 垂 线 CB, 则 CD 是 40 与 刀 刀 的 
比例 中 项 。 


-十 心 2 距离 相等 的 两 定 


证 明 是 


解 因为 DCO=90*， CBLOD, 所 以 


史 - 和 人 


0OD _CD 
”万 TD5 

而 04=0D. A 0 已 B， 
40 _ CD 


CD 力 万 ” 
即 CD 是 40 与 也 允 的 比例 中 项 ， 
1306 . 设 书 是 贺 巴 
0 的 半径 04 上 的 任 AAS 
一 点 ， 从 一 引 O4 

点 ， 从 己 引 0O4 的 A 泪 ， 
为 直径 的 半圆 的 交点 NU 
分 别 为 B3、C, 则 

4B2=2.40C2 

解 ” 设 园 O 的 直径 为 4D, 则 

.4DPD 一 90"” 。 
.42 一 4P.47D 一 2 4P.40. 

同 理 可 得 ,在 A40C0 中 ， 0C4=90。。 
CP1O4d， - 
.4LC2 一 4P.L4O。 
“。 4DP2 一 2 4C)2。 


垂 线 与 圆 O 及 以 04 
BP14D， 
1307， 在 半圆 4BB 的 直径 4 了 3 上 有 到 
区 


点 以、 卫 , 涛 从 C、 了 引 
互相 平行 的 直线 与 半圆 A 
的 交点 为 至 了 则 
CB.DZ 是 定 值 。 

解 ” 设 延 长 BO 与 圆 ， G 
交 于 9 连结 GD, 则 AODGCS2AOCZB。 


OZ0= “0GD。， 
DG1CZB。 
因此 , 点 了 也 G 共 线 。 
又 DG=CB， 


。 0T.DF 一 DG.D7 =4D.BD. 

由 此 可 知 ,CBE.DF 是 定 值 。 

_ 4308， 在 圆 上 有 定点 也 及 动 点 妃 纺 
40C、BD 或 其 延长 
线 的 交点 为 书 , 且 使 
4P.40=BP.FD 

4 万 2， 
则 点 妃 在 怎样 的 . 
位 置 上 ?点 三 是 
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在 圆 内 ， 还 是 在 圆 外 了 呢 ? 

解 由 假设 4P.40 一 4B 可 知 ，4B 与 
人 BCP 的 外 接 四 在 点 也 相 切 . 
LA4BO= AP。 

同 理 可 得 ，B4D= 2P. 

而 4、B、D,、C 共 因 . 

,…，AC4D= -CEBD. 
BEB4O= 一 DB4= PT+TACBD 
一 人 BC4， 

-而 二 2C4、 DB4C、-~ 48B7 分 别 是 太 坟 、 
5D0、 AD 上 的 圆周 角 。 

8DO=-4CD+ 全 ， 

所 以 , 当 人 小 于 于 圆周 时 ，BD 与 4C 
的 交点 在 圆 内 , 当 4 广大 于 己 圆 周 时 ， 点 卫 


在 加 外. 
1309. 设 在 圆 上 有 两 定点 4、B, 若 引 纺 


OPD, 使 4C.4D 与 BO， 
[及 
Cs 


五? 则 CD 的 方向 一 定 . 
解 设 贺 的 半径 
为 y， 作 441CD， 
23B-LCD, 则 
40C.4D=2r44/， 
B0.BD=27BB'，@( 问 题 1818) 

由 @+@, 得 互 2 一 2r.(44' 十 BB)。 

从 4 引 CD 的 平行 线 与 BB' 的 交点 为 到 
则 BB 一 4 人 小 BB/。 

.…。 2rB 太 一 玉 2( 一 定 ) . 

由 此 可 得 ，BZ 是 定 长 线段 。 又 .4BB 一 
90"。 可 知 4 瑟 的 方向 一 定 。 而 2 24， 
所 以 CD 的 方向 也 一 定 . 

注 若 C\、 了 在 4 的 同 侧 , 且 

40.4D~ BO.BD= 羽 2 
则 CD 的 方向 一 定 。 

1310. 从 直径 4 石上 的 一 点 也 向 四 在 点 
忆 处 的 切线 引 垂 线 PB， 
则 4B.P 

一 4.BP-PD2. 

解 设 贺 心 为 O， DO 
及 了 2 的 延长 线 与 圆 的 
交点 分 别 为 互 .G, 从 书 
向 DE 引 垂 线 BF, 则 


220 的 和 或 差 等 于 定 值 
B 
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PH 刀 = PG 五 =90。。 
所 以 , PR、Z、 囊 、G 共 圆 。 
从 而 得 出 ， 
也 到. DZ 一 DP.DG. 四 
而 也 古 一 4 也 ，D 万 一 刀 P. 
由 @@, 得 
4.BP 二 PP2=DP.PGd+DP? 一 DP.DG 
一 也 瓦 .也 和 一 4 也.P 历 。 
1311. 设 圆 0 的 直径 
为 4B， 半 圆 弧 40B 的 
中 点 为 C, 在 半圆 上 任 取 
一 点 也, 和 若 CD 与 4B 的 
交点 为 马 , 则 
0O3.OD 一 2042 
且 CI 一 Sm 40BD。 
解 …C 是 4 的 中 点 ， 
“， 4DO= 0C4B. 
由 此 可 得 ,40 与 贺 4BD 在 点 4 处 相 切 。 
0B.CD 一 C42 
又 0410CC， 
40C3 一 .402 二 OC2 一 2042。 
CD.OD 一 2043。 


其 次 ， 
CD2e 一 CD.(CB 二 DD 可 
一 CCD.0 有 二 CD.D7。 
而 CD.CB 一 402. 
又 DO 是 人 .4D 的 平分 线 , 根据 问题 1074 
得 CD.DZB= 4D.DB. 
.0OD2 一 402 十 4D.DB 
一 2Sao4B 十 2SAp4s 一 28S 四 边 形 40BD。 
1312. 设 圆 上 有 两 定 


-点 4、B，4 方 的 中 点 为 C， 


在 4 方 的 共 罗 缴 上 任 取 A 


“本 、 
一 点 卫 , 则 加 [il 
(P4 十 PB) :PC 一 定 值 . 
解 从 念 的 中 点 C 上 


向 PEB 引 垂 线 CD,， 由 问题 536, 得 
PD= 于 (4 二 PDB)。 


又 684P，.… 人 4OPcAPCD， 
PPD 4 刀 
OO 一 ”40 


2PD 34 局 
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加 P4+PB:PO= 定 值 。 
1313。 连结 直径 
43 上 的 定点 与 圆 上 
的 任 一 点 双 , 过 戏 引 
CM 的 垂 线 ,与 点 4、 万 
处 的 切线 分 别 交 于 点 
玉 、P， 则 ABCZB 是 直 
角 ，43.BZ8 是 定 值 。 
解 - 连结 4U、DM， 因 为 4B 4 
COM_LEF，4D7LBP， 所 以 四 边 形 40M 卫 
”BOMWDE 都 是 贺 内 接 四 边 形 . 
LA 人 BOM= 了 74M， 
AMCON 一 MBF. 
而 AMB8 一 Ma4B。 
LAMCOT 一 MX4B。 
LRCGM 十 LMCB 
一 二 41 十 人 MA4， 
即 BONH= 了 B4B3=90。*. 
其 次 ,在 人 40 了 BABTC 中 , 人 B4O=90" 一 
CEBF，BECOB 一 90。， 


BC 二 AL4CZ 一 90 
又 ~40B+A4ECO=90"。 

AL4BC= BO。 
从 而 得 出 ， A4CEBcABFC. 


“， 4 也 :4O 一 BO:B8。 
4 万 .万 万 mm40O.BO 
而 C 是 定点 ，4 刀 是 定 直径 ,因而 40、5C 


是 定 长 的 线段 .由 此 可 得 ,4 互 . BF 是 定 值 ，. 


1314. 已 知 线段 ca、 
2D、c。a 等 于 线段 P@， 
在 Pe 的 两 端 向 同 侧 引 
垂 线 PER、QS 分 别 等 于 R 
2、c 以 ES 为 直径 的 加 
与 P9 的 交点 为 羡 并， 

则 每 一 个 交点 分 PQ 所 成 的 各 部 分 都 满足 方 
程 双 一 az 十 bc 一 0. 
解 设 Po 与 圆 的 交点 为 刁 、 民 ， 连 结 
环 RB、XS， 则 RS--90。， 
/了 BRBP 一 90。 一 APXR 一 SZQ. 
又 ARPZX 一 90 一 人 9S， 
-，。 APRZcAGXS_。 


吾 次 WOX 


“， ax 一 太一 50， 
ZX2 一 00 十 DC 一 0。 
拓 汪 也 和 满足 上 述 方程 。 同 理 可 得 , 8 也 
满足 这 个 方程 。 又 民 ' 忆 、 屋 和 @ 也 满足 这 个 方 
1315. 从 半圆 上 的 一 点 C 向 直径 4B 引 
重 线 ， 设 和 一 足 为 也 ， 
作 圆 0' 切 BO、CD、 
了 DB 分 别 于 五 .FG, 则 
(1) 4 也、 马 在 同 
人 ) 过 < 召 、 卫 的 圆 与 4C 相 切 ; 
(3) 40= 4G。 
解 “ (1) 设 半圆 的 圆心 为 0， 则 CO、O'、 刁 
在 一 条 直线 上 。 
由 OF LOD, 得 0 了 1 4B。 
连续 了 F、4 互 , 得 


LFBO'- 豆 AHOOD 


=- 去 _]BOB= _AOB4. 


由 此 可 知 , 召 、 刀 、4 在 一 条 直线 上 . 

(2) … ”4CB=90。， CD14P， 

4O7= -4HFO= AL4FO. 

所 以 ，4C 是 圆 CBT 的 切线 。 

(3) 由 (2) ,得 40? 一 4 区 .4 万 一 46G2. 

-，40= 4G。 

1316. 过 圆 的 直径 
43 上 的 一 定点 0 作 任 
意 弦 盖 到， 它 的 两 端 与 
点 4 连 结 的 两 条 直线 
与 过 互 的 切线 分 别 相 
交 于 了、G 则 BF.DG 
是 定 什 。 

解 过 C 作 互 T/ FTG, 与 4 有、4G 的 交点 
分 别 为 和 克 , 连结 3 、3 妃 因为 人 BO 


一 90"， BE 万 一 90。， 所 以 四 边 形 CBRZ 
是 项 内 接 四 边 形 。 
FEO= BFO。 
而 ALBBD= B4D。 
.BET 一 DB4D。 


由 此 可 知 , 忆 、 已 、4、7 共 圆 。 
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"0.0 了 =40.0PB。 
” 人 40CTcA 人 人 43 了， 
。， .40O:4 甩 一 OCT: BF。 
区 人 A 人 40 万 人 4BG， 
40:4 有 一 CO:BG。 
"， 402:4B2 一 0T 0:BH.BG. 
由 @@, 得 402:4D2 一 40.CDBIDBP.BG。 


这 个 比例 式 中 的 前 三 项 都 是 定 值 ， 所 以 第 四 


比例 项 BF .BG 也 是 定 值 。 

1317. 设 人、 五 是 网 上 的 两 个 定 点 ，DG 
是 定 纺 。 在 关于 DG 与 4、 异 例 的 驱 上 任 
取 一 点 CC4、CB 
与 DG 的 交点 分 别 
为 五 忆 ， 则 2 


尼 1 
是 定 值 。 

解 由 4 引 2DG 
的 平行 线 47 与 圆 交 于 点 互 , 妃 了 与 DG 的 
交点 为 了 则 

ADTB 一 PDF。 中 
又 4、C、 刀 、 瓦 共 贺 ， 
、， LO 一 人 BRZ。 四 

由 四、 四 ,得 CC 一 DTB. 

由 此 可 知 , 如 、7、C、 五 共 加 。 

。 也 7 万 万 一 DTO 一 TD.FG。 
。 太刀 太刀 万 刀 一 天 再 帮 太 
” 更” 页 页- 到 页 
。 了 了 G.D 脏 
ee 再 ss 
而 4、 如 是 定点 ，4 互 是 定 长 线段 ， 因 而 


GT 是 定 长 线段 ， 所 以 ,一 六 是 定 值 。 


11L。 贺 内 接 三 角形 的 比例 线段 


1318， 车 A4BC 的 外 接 圆 的 直径 为 
4 刀 , 高 为 4 五 , 则 4.40 一 .4.4。 
解 在 A4BD、A4ZO 中 ，C=D， 
4BC 
一 90" 一 一 4 也 也 ， 
。… 和 人 LDBPDo 和 450. 
。 4DBI4D 
.4 万 : 40 
。 4 了 .40 
.4 卫 。 


人 


亡 ”T7 CD+5D7 
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1319， 在 人 4BO 中 , A 人 4 的 平分 线 4 了 
与 外 接 贺 交 于 互 ， BO、4B+40 都 是 定 长 ， 


则 4 至 :DZ 是 定 值 。 人 A 
AN 
卫 


解 由 4D 是 /B4C 
的 平分 线 , 得 
4C 4B 4C++4B 

根据 问题 1074, 得 4B.4C 一 4 站 .4 

又 BD.CD= 4D.D。 

.4 召 4B.4C 
02 ED.ODD 
BTT4C 
(二 二 生 ) (一 定 ) 

所 以 ,4 瑟 :DZ8 是 定 值 . 

1320.。 在 直角 三 角形 4BC 中 ， 直 角 召 
的 平分 线 与 斜 边 交 于 .D， R 
与 外 接 圆 交 于 五， 则 

也门 .DB2 一 2SA4pc。 

解 由 BZB 是 4BO 人 
DBD.BB 一 4B.BC，， 

而 人 A48BC 是 直角 三 角形 ， 刀 一 90"。 

…。 4B.40C 一 2Sa4Bc。 
o。 忆 .DB8 一 2SA4pc。 

1321.， 三 角形 4BC 的 顶 角 4 的 平分 线 
与 底 、 外 接 圆 的 交点 分 A 
列 为 必 允 以 4D、 
4 刀 为 邻 边 的 矩形 面 C 
积 等 于 人 A4BC 的 面积 
的 两 倍 , 则 项 角 人 是 
直角 ， 王 
解 从 4 向 BC 引 垂 线 4 则 

4F1.BOC=2SA4asc。 
根据 题 意 , 得 
4 忆 .4 瑟 一 2S、4Bo。 
…。 4 万 .4 及 一 4 媚 .BO @ 
连结 CB, 则 呈 
-4BO= 4HO,，ABT4O= BE4D. 
人 45CoA 人 4PFD。 
4:4O 一 4DB:4D。 
由 此 可 得 ，4 召 .4D=4C.4. 
由 @, 得 40.4B 一 .41.BOC=28aaao。 


_4C-H4B 
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4 一 4N。 


这 就 是 说 ， 以 4C、4B 为 两 邻 边 的 和 矩形 面 
积 等 于 A4BC 面积 的 两 倍 。 由 此 可 知 ， 
C414BF，…A-C4B=90". 
1322. 设 卫 为 正三 角形 4BC 外 接 婴 的 
劣 弧 BC 上 的 任 一 点 , 则 .人 
4P2 一 BO2 上 PEB.PCO.。 
解 由 34 = 40, 根 据 的 
问题 1074, 得 8 人 
PDB.PO=PD.P4， Sa 
.…。 4P2 一 忆 B.PO NA 
一 4P2 一 PPD.P4= .4P.4D 
一 4B2 一 BO2。 
.…。 4P2= BO2 二 PDF.EC. 
1323. 加 0 为 人 4BOC 的 外 接 圆 , 卫 为 弧 
B4C 的 中 点 , 则 
4P.40O= PPB2 一 了 42。 
解 从 一 向 4B、4C 分 
别 引 垂 线 PK、PN， 则 
AP4N 
一 PEBO= POB 
一 AP4B. 
.AP4NSeAP41， 
连结 PC。 

。，PM-=PN，PB4= PO4， 
:APBMNME 给 APECONY， .…。 EU=CMN， 
从 而 得 出 ; 

了 PPB2~P42 一 BM2 一 歼 42 
一 (BM-M4)(BM 24) 
=4DB.(CV 一 4N) 
一 48B.40. 
即 ”4B.4O 一 了 B2 一 一 42， 
1324.， 过 A4BC 的 顶点 了 引 外 接 圆 的 
切线 4D， 过 五 引 平 行 D -有 
于 .4 的 直线 B 盏 交 40 
于 点 互 ， 则 4 呈 是 4 五 
40C 的 比例 中 项 。 8 
解 .……” D41BZ， 
。 AD4B-= A4BB. 
又 也 4 是 切线 , 。… 人 D4B 一 C。 
由 此 可 知 ,4 了 3 与 人 BO0B 的 外 接 圆 在 点 刀 
处 相 切 。 


.4B2 一 4 了 .4G 风 
即 423 是 4 百 、4C 的 比例 中 项 。 
1325. 过 人 4BoC 的 顶点 又 引 外 接 贺 的 


切线 与 BC 的 延长 线 交 于 点 功 则 人 4BD 与 
A40D 的 外 接 
图 的 直径 的 比 等 


23C 引 垂 线 4 也 ， 
设 人 4BD 的 外 接 加 直径 为 % 则 
4PB.4D= 4 也.d。q( 问 题 1318) 
设 人 40D 的 外 接 图 直径 为 &,， 则 
40C.4DD 一 .4 万 .dr。 
4DPF 
可 自 TI 
而 4 是 切线 。 
“， 人 4BDwmwAC4D. 
4B 4D 
和 ET 人 @ 
ia 4D 
-由 @.@, 得 万 = 万 . 
1326. 设 定 圆 的 内 A 
接 三 角形 4BG 的 顶点 
又 是 定点 , 且 丙 边 4B、 
40 的 积 一 定 ， 则 底 边 8B C 
BC 是 另 一 定 柚 的 切 线 . 
解 设 人 4FBo 的 外 A. 
接 囊 真 径 为 44, 由 4 向 30C 作 垂 线 4D， 
则 


@ 四 


4B.4C=44'4D。( 问 题 1318) 
这 蛙 ， 4 了 .4C 是 定 值 ，44 是 定 长 线段 ,加 
而 4D 的 长 二 定 。 所 以 BC 是 忆 4 为 圆心 ， 
定 长 47D 为 半径 的 加 的 切线 。 

1327， 设 也 为 A4B0C 的 底 边 BC 上 一 
点 ， 则 A4BD、 
A4CD 的 外 接 圆 甩 
的 直径 的 比 等 于 
4 也 :40。 

解 设 两 咖 的 直 3 一 一 C 
径 分 别 为 4 妃 、4 玉 - 王 
由 一 万 =.4DB=~T， 

4FB 一 90? 一 了 LO ， 
" A4BBcoA4OB . 
4 刀 “4 万 

从 而 得 出 ， 2 一 0 

1328， 设 人 4B50 的 两 边 .4、4C 的 比 
为 3:2, 在 边 BO 上 取 一 点 也 使 4D= 40， 
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求人 A4BCO、A4B7 人 4DC 的 外 接 圆 的 直 
径 的 比 。 


解 从 4 和 商 BC 
作 垂 线 4 瓦 ， 设 .3 2 
A4BO、A4PBD、 
A4DC 的 外 接 贺 3 证 C 
的 直径 分 别 为 四 、a、ds，, 根据 问题 1818,， 得 
4B.4C 一 4 互 .0 @ 
4DB.4D 一 4 万 . 力 ， 国 
4D.4C 一 .47.ds。 加 | 
由 @、@, 得 
ai:03 一 4C:4 站 一 23:2 一 工 :1， 外 
-由 @、@, 得 
; c2:00 一 45:4O 一 3:2， [3 


SCRSE= 


由 @、@, 得 di:az:ds=3:3:2。 `、 

1329.， 设 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 的 交 
点 为 到 , A4BO、AEOD、ACD4、AD4 
的 外 接 圆 的 直径 分 别 为 了 
Qi、 22、 0o、 Qua， 则 A 

4 九 ,CB 0s 

古 万 -万 囊 男 : 丽 ， 

解 从 各 顶点 向 对 角 AN 
线 所 引 的 垂 线 分 别 为 
44BB'CO、DD', 则 B C 

4.BO 一 DBB'aQi， 
BO.CD 一 CC'a， 
CD.D4=DD'as， 
D4.4B=44'.0。 
由 @、@、@、@, 得 
1__BB'DD'oi0 
4476570 吉 ， 
。 .44'.00' ds 
”EBDP oa 
而 .44 _ 4 如 .CO -如 
DD DEF 7 
。 4 万 .CO 太 44'.C0' 而 -而 
"”” 万 五 .7 瑟 B.D 了 了 oa 

1330， 在 以 4 为 顶点 的 等 腰 三 角形 4BC 
的 外 接 苞 上 任 取 一 点 P, 则 PPB 二 POCO:P4 或 
PB~PCO:P4 是 定 值 。 

解 当 书 在 .4 所 对 的 弧 上 时 ,在 BP 的 
延长 线 上 取 点 了 使 PD= PC, 连结 CD。 
/CPPD= 了 PB4C0， 
和， AD= 人 4BO= 4PC。 


即 


.又 CDBD= 0O4P. 


"人 DCDoA4CP。 
3D _.23C 
FE4 一 0， 
PBTEPEC BO 
即 1 4 一 定 )。 

当 一 在 B4C 上 时 ， 在 BP 上 取 点 也 使 

了 也 一 PFC。 
.人 BODwA4CP， 
.，.3D _ BC 
”4 0 
PBAwPO BC 
人 
1331.， 过 圆 内 接 三 角形 4BC 的 顶点 4 
向 对 边 引 垂 线 4D, 引 直 径 4 到, 藻 瑟 、G 分 
别 内 分 召 B、CD 成 定 比 双 :2， 则 
人 万 4Gwm 人 万 4C.。 

解 在 A4B 刀 与 人 4DC 中 ，.4BB= 

4CB，LA4PZ=90。 一 一 4DCO， 
.人 4DEo 人 4DO。 

而 忆 .G 分 别 把 两 个 
三 角形 的 对 应 边 
3 、DC 内 分 成 定 比 
的 点 。 

人 47 万 cc 人 4GC。 
了 4 万 一 人 G4C。 
从 而 得 出 ， 


BF4G= 一 万 40. @ 
但 是 ,由 人 4B 如 ce 人 4GGC, 得 
4 :4 本 =.4G:40D， 


4B:4G 一 4 刀 :40. 四 
由 个、@, 得 AF4GwA 人 DT4C. 
1332。 从 人 4Bo0 的 底 边 BC 的 延长 线 
上 取 两 点 刀 、 召 ， 向 三 角形 的 外 接 贺 所 引 的 
切线 相等 , 则 刀 2 一 2C。 
解 ” 设 切线 为 DEF、ZBG, 则 
D1H2 一 DB.DO， 


即 
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BCG? 一 DO.BB. 
而 DZ 一 ZG DB.DC= BC.BB. 
.。 了 B -五 也 A 
5 死 
_ DB+B 4 
了 CT 区 
也 Z_1 D 也 6 
7 访 
所 以 ， DB 一 30O， 


1333。. 从 人 A4Z50 的 顶点 4 引 两 条 直线 
分 别 平行 于 外 接 圆 在 
点 了 BC 的 切线 , 设 这 
两 条 直线 与 BC 及 其 机 
延长 线 的 交点 分 别 为 
D、 也 则 三 也 
万 刀 .C 万 一 472。 
解 因为 CG 是 切线 ,所 以 
4DBD= 4CG。 
又 4 妈 1] cG， A40CG 一 04 了 3。 
/C4= -4BD，。 
同 理 可 得 ，/~4CB= “B4D. 
e 人 4PBPmA 人 C4 万 。 
.BD _ 4 
”4 0 了 
因为 在 点 3、C 处 的 切线 与 BC 交 成 等 角 即 
L 奋 一 .4DB， 所 以 4 万 一 47， 
由 此 可 得 也 刀 .CO 万 一 .42 
1334. 设 把 硬 
'O 的 半径 04 延长 
到 也 使 
4 一 ?0O4， 
从 五 引 辆 0 的 切 
线 BC， 则 人 A4BC 
的 外 接 圆 的 直径 等 于 (十 了 ,40. 
解 引 人 A4BC 的 外 接 辆 的 直径 4D, 则 
0D4=50， .40D=-00B= 一 90" .。 


。 。 CC 04 
1 ee = 而 
5 4D=- 厅 OO4d 
=-_+ 了 :04 .04- 
汉 C4= (2-1) .4C， 


1335. 设 等 腰 三 角形 4BC(4B=4C) 内 


2C 在 04 或 其 延长 线 上 的 交点 分 别 为 瑟 、, 


.是 等 对 三 角形 所 以 
4 BO， 


证 明 题 


刀 ， 则 OB、OF 是 与 双 的 位 置 无 关 的 定 值 。 
解 设 40 的 延长 线 与 
BC 交 于 N， 因 为 A4BC 


BON- /BOC 


一 全 BMWO. 
由 此 可 得 ， 
ATFOB 一 AFMB。 
因此 ,四 边 形 了 MOB 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
…，LMFO=-MBO=OMB. 
由 此 可 知 , OM .是 AFM 的 外 接 圆 的 切 
线 。 


0 万 .07 一 0303( 一 定 ) 。 
1336， 设 人 4B0 外 接 圆 的 直径 P@ 垂 


. 直 于 BC,， 则 它 的 两 边 4B、4C 调和 分割 直 


径 P9. D 

解 设 P@ 是 垂直 
于 BC 的 直径 、 所 以 ， 

一 一 人 、 

忆 9 分 别 是 BPC、 
BC 的 中 点 ， 由 此 可 
得 , 4P、498 分 别 是 
AC4D、~C4 也 的 平 
分 线 。 

设 P 在 4O、4 
或 其 延长 线 上 的 交点 分 别 为 吾 、 忆 , 则 


即 也 、P、 双 、9 是 调和 点 列 。 (问题 1058) 
1337.， 设 人 4BC 外 接 辕 的 弧 B4C 的 
中 点 为 D, 则 
4.4C 已 
一 万 ID 一 4D2 
解 在 B4 的 延长 
线 上 取 点 也 使 


LAB- 到 ZB4C- 玉 /BDC. 
又 DB=DO. 所 以 以 忆 为 圆心 ,也 B 为 半径 的 
冕 经 过 点 B、C、 瑟 . 根据 关于 点 4 的 圆 灾 定 


理 ( 问 题 1246) 可 知 ， . 
_、4B.4 刀 一 BDa-4Da。 ，! 
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4C 一 4 也 ， 


L 卫 BF 一 FCD=- FTPDPD， 


。 4DP.4C=BDa -47D2. 

1338. 从 人 A4B0C 的 顶点 4 向 边 BC 作 
垂 线 4D， 以 4 为 
直径 的 圆 与 4B、4C 
上 的 交点 分 别 为 允 、 
忆 4 或 其 延长 线 
与 直线 刀刃 及 人 A4BO B 
的 外 接 圆 的 交点 分 别 
为 G、 互 ， 则 4 是 
4G、4 互 的 比例 中 项 . 

解 因为 4EC= 4BHC=A.4D 刀 

一 一 4 万 万 ， 
所 以 四 边 形 互 CFG 是 圆 内 接 四 边 形 。 
.…， 4G.4 刀 =.4 万 .40。 个 

又 jL4DCO=90"。， DLL4C， 

“， 4Da=40.4 万 。 四 

由 @、@, 得 472 一 49.4 万 . 

这 就 是 说 ，4 刀 是 4G、4 互 的 比例 中 项 ， 

. 1339。 从 等 腰 三 角 
形 4BC 的 底 边 BC 的 
两 端点 向 对 边 作 垂 线 
BG、COB，, 设 BG 与 COZ 
的 交点 为 0， 延长 4O0 
与 外 接 圆 交 于 丈 , 过 O 
引 4 号 的 平行 线 交 4C 
于 也 , 则 DBF 一 90。. 

解 由 0 是 A4BC 的 垂 心 ,得 BO 一 刀 。 

而 0ODA4B， 所 以 

4LD _4D _ BO _ 3B 

2 万 6 To 

又 AL4=2L0O4 太 一 2CPB 太 一 17BG。 
-人 4 刀 DoAPGP， 
.4 万 D 一 BFBGB 。 
又 和 人 A4 刀 1cpA 人 4GF。 
BEB1= -COGF。 
.4 民 D 十 二 开 再 太 
一 人 BGF 二 CCGF 一 BGC=90"。 

由 此 可 得 ， 了 忆 下 一 90"。 

1340. 设 人 4BC 的 底 边 BO 的 中 点 为 
必 过 B、C 分 别 引 外 接 圆 的 切线 ， 设 两 切线 
的 交点 为 妃 , 则 人 .DB4D= 40. 

解 设 人 4BC 的 外 接 圆 与 妃 D 及 其 延长 
线 的 交点 为 妈 、G。 这 时 


1 


| 所 以 根据 问题 1058 可 


:| 的 重心 为 互 ，4 妃 与 


又 “APBG=90。， 

所 以 BF、BG 分 别 是 
全 BDD 的 一 吕 及 与 它 
相 邻 的 外 角 的 平分 线 。 


知 ， 马 、、 DG 是 调和 
点 列 。 又 TG 是 圆 的 直 
径 ， 所 以 这 个 男 上 的 点 
到 马 、 忆 的 距离 的 比 等 
于 瑟 8:7D。 所 以 4 
是 全 BE4D 的 平分 线 ， 从 而 得 出 ，4z 也 是 
.B40 的 平分 线 。 
APB4D= DB4C。 

1341， 设 半径 为 刀 的 圆 O 的 内 按 人 4B5C 

及 


BC 的 交点 为 刀 , 则 
O 瓦 2 一 R2 一 2.4 万 .五 也 。 
解 设 4D 与 圆 的 交 
点 为 召 ， 石 也 一 已 万， 《〈 问 
题 498) NS 
4 万 .五 国 一 3.4 刀 , 互 D. q 
又 根据 网 祖 定 理 ( 问 题 931) ,得 
4 万 . 媚 召 一 了 OF32。 Q@ 


由 @、Q@, 得 34 万 .万 万 一 弄 -0O， 
"。 0 万 ?一 瑟 一 2 .4 瑟 . 刀 D 

1342. 在 三 角 
形 4BC 的 边 4B、 
4C 上 分 别 取 点 了 、 

五 ， 使 

4 _ DB 

CA 4 38 
则 人 A4DZ 的 外 接 圆 过 定点 。 

解 过 C 作 贺 ,使 这 圆 与 4 刀 相 切 于 点 4， 
与 人 4 刀 妃 的 外 接 圆 相交 于 点 己 。 因为 四 边 
形 4DP 刀 是 贺 内 接 四 边 形 ,所 以 

COBP=4DP， 

又 4 是 圆 4PC 的 切线 连结 4P、PC， 
则 D4P= BCOP. 

AP4PcoA 人 PC 
4_.4D 
LHC (万 - 


根据 假设 ,得 区， 


从 而 得 出 ， 


4 _4DTDB 4 
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在 4 妞 上 的 交点 分 别 为 刁 、 了、2， es 了 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 。 


(及 CBE 二 4 LO ” 
P4 4B 
0 ， … 一 定 值 . 
是 定点 ， 从 而 得 出 ; 点 王 是 定点 , 即 圆 4 忆 卫 
恒 过 定点 三。 

1343， 设 在 三 角形 4BC 的 外 接 圆 的 弧 
2 上 和 任 取 一 一 点 卫 ， 
.4 为,40 的 中 点 分 别 
为 也 如 又 了 D、P 刀 
在 4B、49C 上 的 交点 
分 别 为 下 、G， 则 FG 
过 入 40 的 内 心 。 

. - 解 设 BZ 与 FFG 
的 交点 为 互 。 又 从 G 引 4 瑟 的 平行 线 与 召 刀 
交 于 点 瑟 ， 则 人 妃 BFcA 人 OKG， 
2 有 已 g 
”DG KG- 


又 BEG-= 4BB= /40Z， 所 以 四 边 


形 GORT 是 贺 内 接 四 边 形 。 
.AGOE=_ 人 GEBRK 一 POCOB。 
潭 . AGEo- AGEBO= PEBO， 


人 BPCwAEGC， 
Gc Po 
5 一 @ 


而 了 BE、P7 分 别 是 /4LPC、]L4PB 的 平 
分 线 。 
， PC _ cc 


” .24 .46 四 

P4 4 碟 

宙 B A， @ 
开 玉 ”47 


由 DOx@x@x@, 得 了 二 -和 5， 


由 此 可 知 ，4 豆 是 ZH4G 的 平分 线 。 又 
BZB 是 /万 的 平分 线 , 从 而 得 出 , 互 是 A4EC 
的 内 心 ,并 且 BFG 过 内 心 五 

3344.， 作 人 4BC 的 外 接 加 ， 又 候 .C4、 
.和 念 的 中 点 分 
别 为 刀 姻 .1， 
在 和 上 任 取 
一 点 了,; 若 PD 
在 BC 上 、 书 刀 
在 04 上 、FP 克 - 


G 在 一 条 直线 上 . 
解 由 上 题 可 知 , 7Z、ZX、XZ 都 经 过 
和 A4BC 的 内 心 . 所 以 和 .了 2 是 在 过 A4BC 
的 内 心 的 一 条 直线 上 。 
1345. 在 人 4BC 人 点 
也 , 过 九 引 .4B、40C 的 平 
行 线 与 4C、4 刀 的 交点 分 (内 
别 为 3、Z,， 则 
41.4PBT 4 万 .4O 
一 -472 二 BTDOCD。 
解 延长 4D 与 A4BO 本 的 交点 
为 G, 根据 问题 1225, 得 
FLdPB 二 4 了 .4O 
一 4D.4G= 4D.(4D 上 DG) 
一 4D2 十 4 也 .DG=- 一 4 下 十 BO DO， 
1346. 过 人 4BC 内 
任 一 点 0， 引 边 4B、 人 
BC、C4 的 平行 线 。 与 鸡 
三 角形 的 其 他 两 边 的 交 
0 
T、 开 ,过 0 作 A4BO 
外 接 园 的 弦 兰 忆 ， 则 
了 BO.07 GO.08TTIO.O 一 40.07。 
解 ” 由 问题 1225 可 知 ， 
40.47=4B.4KT+404B 四 
又 由 问题 1226 可 知 ， 
4O03 一 4G.4 区 十 4 万 .4 万 一 6O. OF ES 
串 


4@.07 一 40.(47T 一 40) 
一 40O.47 一 403。 四 
把 图 的 结果 代入 中 、@, 得 
40.07T 一 4PB.4KT4C.4ZB 一 4G.4E 
”一 4 万 .4-GO.O 
一 4 开 (4 万 一 4G) 
” 守 4B(4C--4 互 ) 二 GO.O 互 
一 4 已 .BGT4 妈 .GELGO.O. 


国 
而 是 
4 互 .BG 一 FFO.OB， 四 
477.0OZ= 人 OOT。 


把 加 .人 @@ 代 入 @@, 得 
.40.07 一 50.08+TI0.0 开 +60.0 万 , 
1347. 设 人 450 的 底 边 4B 的 中 点 为 
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也 ,过 刀 的 外 接 圆 的 直径 为 了 2, 过 顶点 C | 图 ,得 


引 底 边 的 平行 线 与 2 妃 交 于 二 则 
4D7T .BF 一 (40CD)2， 
解 从 也 向 4C、CB 
的 延长 线 作 垂 线 忆 、 
DJ， 连 结 D4、DB、 
QZE、Z7， 根 据 问 题 
665 ( 汪 摩 松 定理 ) 可 知 ， 
鼠 、.R JI 在 一 条 直线 
上 。 设 这 条 直线 与 DC 
的 交点 为 0 过 怀 引 DC 的 平行 线 交 记 
G, 因为 C 刀 是 C4CB 的 平分 线 , 所 以 


SGc 


HOC 一 于 (40+C) (问题 536) . 二. 


又 LADPRC 是 直角 ，DPO_LOZ, 所 以 
DC.CO= 瑟 02。 
”从 而 得 出 ， 
Doc.EFG= 瑟 3 @ 
。 因为 乙 DCOZ8 是 直角 , 所 以 CEBG8 也 是 直 
角 . 而 ZCZD 也 是 直角 . 又 DCY BEG, 所 以 
BFHG=IDO、: 
“。 人 DCOLoATPEG。 
， DO:D7=BB:TG。 
DO.FG 一 DIE-FZB. @@ 
由 @@、@, 得 了 7 .FT 一 五 C2。 
代入 @@, 得 4D7.3B 一 (40 二 CB)3。 
1348. 设 人 4BC 的 
外 接 贺 直 径 2 垂直 于 
453， 由 CC 向 2ZB 作 垂 
线 C7 若 4 的 中 点 为 
五， 则 
也 工 .万 


=| 序 CC _CD) | ， 

其 中 二 是 卫 与 丸 中 间 的 点 。 

。 解 从 卫 向 C4、BC 作 垂 线 D 了 、DJ7, 则 
CB=CT= 孔 (40 一 CB) (问题 586) 加 
设 2C 与 五 J 的 交点 为 O 则 DC OO. 又 

五? 1/ 05， 根据 西 摩 松 定理 可 知 ， 让 互 \ 卫 在 

”一 条 直线 上 。 
.， DEC=90。， 
CO.CD=CHa， g@ 


从 五 向 C 吾 作 垂 线 BG， 则 CO=ZG。 由 
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7FG.CD 一 CC 四 
又 DCB=90"， CTLDB 
/DOLZ= DEC. 
.。 ADICAFGZ. 
DO:DI 一 7B:FG。 
DT7.FB 一 DO.FG。 四 
由 人 中、 四 四, 得 
DZT.ZZ 一 CBa 一 [二 (4C 一 CB) | . 
3 
1349. 一 加 
切 A4Bo 的 两 
边 CO4、CB 分 别 
于 也 了， 同时 与 
AL4BC 的 外 接 : 
圆 相 内 切 ， 设 切 
点 为 吾 ， 则 从 顶 


点 C 到 一 边 的 切 点 的 距离 是 人 42ZBC 的 半 周 
长 及 C4、C 玉 的 第 四 比例 项 。 

解 ” 设 园 与 C4、CB 的 切 点 分 别 为 D、 本 
与 A4B0C 外 接 贺 内 切 于 点 互 。 连 结 C 互 .又 
引 圆 4BC 的 切线 互 J，C 互 与 贺 了 BT 万 的 交 
点 为 C, 过 G 引 贺 ZZ 瑟 的 切线 G7， 则 

JG=,JE， JEG= -JIJG 克 ， 
设 GJ 了 在 C4、C 上 的 交点 分 别 为 B'、4'， 
则 
JG 五 = LAGBIO BOG。 
JEG=_-GB'O+TB'IOG。 - 
又 豆 J 是 切线 ,所 以 人 .4 一 GCB' 
AGEHE4=AGBO。 
由 此 可 知 ， 四 边 形 GB'4 克 是 中 内 接 四 边 
五 0.CG=-40.0B'。 

而 CO.CG=CDa， 

。 40.CB' 一 CD2。 @ 

又 ACEHE4=-4B'O， 
而 CHE4 一 CDB4， 

LACB4 一 4' BO。 
-Ad4PBoeA4'BC， 
0 几 ; 4& 分 别 表 示人 A4BO、A4 BO 
8 S 一 一 BO: BC。 
.8S:S'.04= 50:B0O， C4。 ] 
二 8S:S'.04 一 BO:GCDa。” 
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而 CD2=S2， …，、8:8'.04= BO:S2。 

。 8S:04=BO:S1 
即 3S:04=BO:CD。 
即 CD 是 S、C4、CB 的 第 四 比例 项 。 

1350。 一 定 贺 内 人 
切 于 人 A4BC 的 两 边 
BC、C4, 且 BO、C4 
的 位 置 一 定 ， 当 第 三 
边 4 在 怎样 的 位 置 ，: 
上 时 ， 三 角形 的 外 接 
册 与 另 一 定 圆 相 切 ? 2 

解 设 A4E6C 的 工 
三 边 4 如 是 任意 位 置 。 证 明 人 4BC 的 外 入 
八 恒 与 一 定 贺 相 切 。 

设 定 贺 0 切 4C 于 也 切 BO 于 互 , 切 
A4B0 的 外 接 圆 于 过 。 连 结 OPDP、O 互 . 又 作 
BC 上 和 瑟 线 47， 引 4z 的 平行 线 DB， 从 O 
向 刀 刀 作 垂 线 OG。 菩 用 8 表示 A4BC 的 
半 周 长 , 则 根据 上 题 , 得 3S:CB=C4:C7D。 

又 C4:CD 一 4:DT. 

-“， 8S:0B 一 4 了:D 刀 。 

1 人.D 妨 一 OB.4 万 一 28A4so 一 278 
(是 人 A4BC 的 内 切 园 半径 ,是 定 值 ) 。 

即 忆 B8 一 27。 因为 和 是 定 值 ， 所 以 了 瑟 也 是 
定 值 。 

根据 很 设 , 可 知 人 C 是 定 角 . 又 ~CZBD 是 
直角 。 由 此 可 知 , ABCOD 的 三 边 及 三 角 都 一 
定 。 从 而 得 出 , 刀 是 定点 。 

同 理 可 得 ,点 豆 也 是 定点 。 因 此 , 圆 7 玖 
是 定 贺 , 好 人 48BC 的 外 接 贺 恒 与 定 园 DZ 瓦 
相 切 . 

1351， 过 定 圆 上 一 点 允 ,， 引 两 条 弦 MK4、 
好 五， 作 贺 与 定 圆 内 

. 切 , 且 与 4 MB 分 
别 相 切 于 C\ 忆 . 若 4、 
号 是 定点 , 当 点 2 在 
区 上 移动 时 ， 则 CD 
介 与 另 一 定 圆 相 切 。 

解 ” 设 定 欧 的 圆心 
为 0, 所 作 圆 的 圆心 
为 叉 ，MAW 与 CD 的 交点 为 囊 FFN 的 延长 
线 与 贺 O 交 于 点 豆 , 过 忆 的 圆 0 直径 的 另 
一 端 为 G， 过 两 圆 切 点 古 的 网 0 的 直径 的 另 


-ee 人 e- we -aroe qisaaeriiepotr wei wow veindrwrn vvrvn 、 一 一 


证 明 题 


一 端 为 9,， 则 
AMCON=9%0。 一 -MO。 
NF.NM 一 NO 
NM.NZB=NP.NG=NOC.N9。 
， NB.NMNTTNM.NDE 
一 NOCs+NO.VO. 
而 NE.NMTNM.ND 
一 NM (NB 上 NE) 王 NM.DP。 
又 Noz+NO.NG 
=NO.(NC+TNG) 
=-NO(NP+N9) =NCO.P9。 
NM.EF=NO.P9。 包 
又 AMCNoAG4BR， 
NM:NO=EG:DB4。 
，N 允 .BEB4 一 OBEG。 


即 
Na.BE4=NC.PG， @ 


由 @、@, 得 NM .BEP=NM Rd 
,…。 好 3 一 4. 
由 些 可知，C 是 以 定点 召 为 国 心 , 定 线段 
五 4 为 半径 的 贸 的 切线 。 


12. 三 角形 的 内 切 圆 、 旁 切 


的 比例 线段 


1352. 三 角形 的 内 心 与 各 顶点 连 线 所 成 
的 三 个 三 角形 ， 它 们 


及 
的 面积 的 比 等 于 三 角 
EN 从 
人 
几何， 内 
径 为 7， 则 ES 


SaraBol3arca:Sar4B 
一 于 7.BC: 工 yr.C4: 工 yd 
2 2 2 
一 BO:C4:4PB. 
1353. 人 4BcC 的 旁 切 圆 半径 0 号 等 于 内 
切 圆 半径 0 的 三 or 


倍 ， 则 三 边 长 成 等 差 A 
数列 . A> | 
解 设 A4BO 的 人 -所 \、 和 


内 的 旁 切 科 半 径 3 7 & 
为 0' 玉 ,内 切 圆 半径 为 OD。 根据 假设 ， 知 
0 本 =30D. 


从 而 得 出 ， ”BRB=3BD。 
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而 BFB 一 二 (4B+BO+C4)， 


BD- 训 (4B+BC- C4)， 
.4BTBO+C4=-3(4B+BO_Cd) ， 


即 404 一 2(4PBEBC)， 
204 一 (4BTBO) 。 

这 就 是 说 ， 三 边 4B、C4、BC 成 等 差 数 
列 . 

1354， 正 三 角形 的 内 切 圆 的 半径 、 外 接 贸 
的 半径 、 旁 切 圆 的 半 A 已 
径 的 比 等 于 1:2:3。 人 

解 设 正三 角形 
4BO0 的 内 心 为 0， [AN 电 
3 内 的 旁 心 为 妃 ，B< 一 


直线 BO 妃 垂直 于 40， 芳 BO 如 与 40 的 交 
点 为 也 则 思 刀 一 BD，BO 一 2DO。 
OODIOB:D 刀 7 
一 0OD:30D:30D=I:3:3。 
1355. 若 人 4B5C 人 A 
的 内 心 为 0, 则 


其 中 8 是 人 A4BC 的 
半 周 长 ， CC 一 .BC。 
解 设 一 .4 内 的 
旁 心 为 0 连结 
O'B.OC.OB、OC， 9' 
则 四 边 形 OBOC 是 贺 内 接 四 边 形 。 
.40O0=AO0F= 40 
又 0C40= DB40'. 
.人 A4COwwA40 万 。 
LO _40' 
2LO 4 
。。 4B.L4O= 4L40.4O" 
。 _4oa -40 _ 40 、 
” 45.45 .0.4 7 
从 0O、O' 向 4B 引 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 了 、 
也 则 


本 四 


40” 4 驴 “ 
LO2 一 4 
”” .46.40 人 “ 


1356. 设 人 4BC 的 内 心 为 O， 外 心 为 
.Oy， 垂 心 为 互 。 若 DO、O'\、 互 在 一 条 直线 上 ， 
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则 人 48C 是 等 胜 三 角形 。 
解 由 2 是 人 A 人 4BC 

的 内 心 可 知 , BO 是 如 

的 平分 线 。 3 垂直 于 

40, 由 0 是 外 心 可 知 ， 


LOBH= 0BO pp SNN 
(问题 529)， B EC c 
.BE _ 0O 
”BE 00” 
同 理 可 得 ， -9 =. 
2 
”EC0O7 
而 0 是 外 心 ,所 以 BO' 一 0O'。， 
-DT 一 0ODE 


由 此 可 得 , 垂 心 豆 是 在 BC 的 垂直 平分 线 
上 .又 外 心 0 也 在 BC 的 垂直 平分 线 上 . 加 
而 2O 互 是 BC 的 垂直 平分 线 . 

人 OBO= 000B。 
从 而 得 出 ， 


.4PO=- 4OB。 
:，4D5= 40. 
1357, 圆 D 是 人 4BFC 人 
的 内 切 圆 ， 忆 、 鸡 、 刀 是 切 

点 。 

(GD) 若 延长 B0 与 BF 中 。 
的 交点 为 G, 证 明 D、 羽 、 人 
G\、O 共 国 。 3 

(3) 设 BC 的 延长 线 与 BZB 的 延长 线 交 于 
点 互 , 4D 的 延长 线 与 BO 交 于 点 P, 过 书 
引 2 台 的 平行 线 与 BO、B4 分 别 交 于 9、 也， 
证 明 PQ:9B 一 和 CO:CD. 

和 解 (1) 因为 

600C= “0OBOT AO0B 
到 (Z4BOCLA4CB) 
一 90* 一 豆 ALB4C= ]4BR， 
所 以 ,点 G 在 加 00 刀 上 。 

又 

/0DC 


一 90" 一 了 OZ0O， 
所 以 忆 也 在 圆 OC 如 
上 


由 此 可 知 , G\ 肥 
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D、O 共 圆 - 
(23) 因为 玉 1 瑟 所 以 
PO:GR 一 KG:GF。 四 
由 (1), 得 D、C、 瑟 、 G 共 圆 。 
LOB 开 一 GDK。 
而 一 互 是 公共 角 。 
0 人 AECEcA 人 KGD， 
…。 开 O:0B 一 和 KG:GD. 
而 CEB=CD. 又 A 人 CBEDS2AGBF。 
“GD=GZF. 
…。 0:0D=KG:GZ。 @ 
由 @、@, 得 PO:9R 一 区 OOD。 
1358。 设 人 4BO 的 内 切 圆 与 4B、40 
的 切 点 分 别 为 也 轧 五 了 与 CB 的 延长 线 交 
于 点 了， 则 


下 ” .8B 忆 
解 从 互 引 BG140 交 了 8 于 G, 则 
32 __BG 
CU 5 瑟 ， 
而 /“BDG= 4DB-- 4BD=- BGD。 
.DG 一 DBD。 
BB _ BD 
由 此 可 得 ， 1 ”085 
1359. 设 三 角形 4BC 的 内 切 圆 0 与 BC 
的 切 点 为 也 则 
4 也 的 中 点 戏 、 内 
心 D 及 BC 的 中 点 
妊 在 一 条 直线 上 . 
解 引 直 径 
2DOB， 延 长 4 
与 BO 相交 于 点 
G) 又 作 G 瑟 上 BC， 
40 的 延长 线 与 
GT 交 于 瑟 , 则 
OP 40 
一石. 中 


作 于 ZL4C 又 0O 世 L4C 所 以 
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OK 40 
二. @ 
OP OK 
由 DG@, 得 -=- 乱 -. 
而 O8 一 0O 有 。 …。 万 G 一 万 工 。 
由 此 可 知 , 豆 是 A4BC 的 旁 心 。 
从 而 得 出 ， 0CG= 8D. 


财 此 可 得 , 如 是 DG 的 中 点 。 又 0 是 了 的 
中 点 ,所 以 了、O、 如是 在 一 条 直线 上 。 

1360. 设 A45CO 
的 内 切 圆 与 4 好 的 切 
点 为 卫 ， 从 4、 歹 向 
C 的 平分 线 所 作 的 


4 也 .万 站 一 4 万 .了 1。 

解 设 4 的 中 点 为 G, 连结 已 G, 并 延长 
ZG 与 B8 相交 于 点 了 。 连 结 FG。 

设 人 4B0C 的 各 边 BEC、C4、4 分 别 为 必 
2、 2 半 周 长 为 8， 根 据 问题 444, 得 

BD=S 一 2，4D 一 8 一 a。 
.…，BD 一 4D=2GD=a-5. 
设 4 刀 的 延长 线 与 BC 的 交点 为 五 ， 则 


0 五 一 C4， 
.0CB--0C4=BB=c-D。 
即 26D 一 3B 玉 一 2G 刀 . 
GD=GB，GD=GF。 
从 而 得 出 ， GD=G7T。 


所 以 ，G 瑟 一 GD 一 GE 一 打 。 由 此 可 得 ， 以 G 

为 圆心 ,GD 为 半径 的 圆 经 过 点 殖 、 忆 有、7。 
设 这 个 圆 与 43 的 交点 为 鼠 ,， 则 

BD.B5ZE 一 BB.BT。 g 

又 四 边 形 妃 BT7 吾 的 对 边 互 相 平行 , 它 是 平 

行 四 边 形 ,所 以 BT 一 妃 思 一 了 4。，B 开 一 4D。 


由 @@, 得 4D.BD= .4 刀 .BZ。 
1361。. 从 直角 人 A 

三 角形 4B0C 的 

直角 项 点 4 向 斜 

边 引 垂 线 4D,， 设 


AB4D、AcC4D D 
的 内 切 圆 半径 分 别 为 mm 又 人 A4BC 的 半 
周 长 为 8， 斜 边 为 c， 则 ?2 十 M2 一 (8 一 c)2。 

解 因为 A4BD、AC4DP、A4BO 都 相 
似 ， 设 它们 的 内 切 圆 半径 依次 为 入 妈 、o 所 
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以 斜 边 4B、4C、BC 的 比 等 于 八 o 和 的 | “，425:417= 一 40:40. 
比 。 即 4T.40O=4B.4C0， 
即 4B_40_E0. 1364. 设 人 4B0 的 内 心 为 厂 连结 4 了 
! 久 四 的 直线 与 外 接 圆 的 另 一 
Le 4B2 二 402 _ BOC2 交点 为 也, 则 
2 二 202 2 4T.TD=2Br. 
而 4 到 +40 一 BO 其 中 忆 了 分 别 是 人 A4BG 
人 的 外 接 圆 与 内 切 阅 的 半 
而 9 一 于 (4C 二 BO 一 4 司 ss 径 的 长 。 
全 车 解 “过 刀 作 直径 DB， 
又 内 切 圆 与 4C 的 切 点 为 了 。 在 人 BRBD、 
es 人 十 703 一 (8 一 C)2。 人 4 了 T 万 中 
DBD=90" 一 ~47T7， 
角 形 4.BC 的 ABRBD 一 B4D 一 ATIT4F 
内 切 圆 在 BO、 (区 D=Z) 
C4、43 上 的 AZBBDwA4HT. 
切 点 艰 别 为 -， DB:DE-TF:T4 O 
人 :DZ 一 7T7:T4。 
Re 但 是 了 是 A4BC 的 内 心 ,所 以 DB 一 DT ( 问 
DG 刀 咏 则 寺 二 一 志 二 
相 0 题 459) 


解 八 引 BF 的 平行 线 与 C 四 的 交点 为 
瑟 , 从 开 引 4C 的 平行 线 与 也 8 的 交点 为 
G,， 则 


而 C23 二 DO. 万 G' 一 五 D. 
BEBG'D= ADG- 

因为 DTEG' 等 于 .4 的 补 角 ,所 以 
LEGD=- 半 A4. 


而 豆浆 /4C0， 所 以 DG' 平行 于 LA.4 的 平 
分 线 。 凤 DG 平行 于 一 .4 的 平分 线 ,， 所 以 @ 
与 G' 相 重 合 。 

-0353D_37 
7 了 58 5 70 一 古 ， 

136:. 设 人 4BC 的 内 心 为 Z4 内 的 
旁 心 为 2， 则 人 

4T.4(I 一 4B.40。 

解 站 为 四 边 形 
ZEBOC 古 贺 内 接 四 边 
形 ,所 包 

LA4FT 一 AITBC 

一 一 10C. 
又 jLBzIT= 040， 
所 以 A4BTcoA40oC。 


又 也 鼠 一 2RB，7 万 一 7， 代 入 @, 得 
DT:2R 一 :74， 
4T.TD 一 2R.7。 

1365. 设 人 4FC 
的 外 心 为 D, 内 心 为 
7, 则 072 一 R2 一 2F7. 
其 中 及 7 是 外 接 圆 
与 内 切 圆 的 半径 。 

解 ”根据 上 题 , 得 

4T.TD=2Br。 @ | 

设 过 CO、 工 的 直线 与 圆 O 的 交点 为 如 、 刀 
则 


| 47.TD=BT.TH= (BO+O7) (OF 一 0O7) 


一 (-TOT) . (已 -07T) 一 瑟 一 072， 因 
由 @、@, 得 防 --072 一 2R.y。 
所 以 ， O72 一 了 一 2BR.7。 ， 
1366. 设 人 4B0 的 三 边 分 别 为 C、D、c… 
它 的 内 切 轿 半 径 为 zx， 外 接 圆 半径 为 马 则 ， 
三 
37 Gd zc ca 
解 设 人 4B0 的 内 心 为 0, 内 切 回 的 半径 
为 ”面积 为 8, 则 


Sa4ac 一 Seo4p 十 SAogco 十 Saoca 


一 王 (4B+BO+C4j， 
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网 3 一 瑟 (o 十 5 十 o) 。 @ 〇 


根据 问题 977， 得 8 一 -4 ， 代 入 @, 得 
00C 


捞 
。 1 _atbte 1 ， 1 1I 
”ro 太 cq 0 
1367. 在 人 4B0c 中 ,， 底 边 BC 的 大 小 位 
置 一 定 ， 4B 二 40 及 
的 长 度 等 于 定 值 ， 
则 4 的 平分 线 
4 了 在 边 4C 上 的 
正 投影 4 如 是 定 长 
线段 ， 


可 (二 0 十 o). 


万 
4 刀 忆 @ 


而 Sae4so 一 Se4ap 十 Se4pc。 
"4 是 了 B40C 的 平分 线 ， 


… Sahao 一 二 (4B 上 +C4) ,了 也 


义 easso 一 Sa4so 十 Saaco 十 Sachdo 
= 于 (4B+BO+C4) .OF . 


(4BTO4) .D 妈 
= (BC+O4- 上 4D) .OF 
肥 

.22 _ .30+CL+4B ( 定 此 )， 


0 47+O4 
又 ”47- 于 (4B+4LC 一 B0) ( 定 值 )， 


所 以 , 由 @@ 可 知 ,，4 马 是 定 长 的 线段 。 
1368. 从 人 4BC 的 外 心 O 向 三 边 引 委 
线 OD、OB OZ， A 
设 外 接 圆 半径 为 
达 , 内 切 圆 的 半 也 
径 为 扩 则 
OD-OBAOR 
一 忆 - 十 7。 BT 
解 过 4 引 4G150, 0 为 外 心 , 则 
4EO= 地 AL400= 40 也 


又 24GDB= .420. 
"， 人 456cA 人 40 万 。 
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4B.0B 一 BG.04 一 BG.R。 
同 理 可 得 ，40O.O7=- 0CG.R. 

把 上 面 两 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
4B.OB4O.OF 一 BO.R。 
同 理 可 得 ，4DB.OD+ BC.ON 一 4C.R， 

BO.OBT40.OD 一 4 
0D.(4B 上 40O) 二 0 瑟 .(4B+BO) 
二 OF .(BO+4O) 
一 (4 二 BC-Cd) .R。 
又 0D.BC+OZ.4O 二 OP。4B 
一 (4B 二 BOTOL) .7 
(… 等 式 的 两 边 都 是 人 4BC 面积 的 两 倍 ) 。 
把 上 面 丙 式 的 两 边 分 别 相 加 并 除 以 4B 十 
BO-+C4 得 
OD 上 TOBTOP 一 瑟 +7， 
1369. 若 ~XOFY 的 两 边 切 于 互相 外 切 
的 三 个 网 4、B、CO, 则 圆 召 的 半径 是 园 4、 
圆 和 0 的 半径 的 比例 中 项 。 


2 
解 ” 设 园 4、 妃 及 圆 B、C 的 切 点 分 别 为 
也、 五 ， 引 公 切 线 DBF、EG, 则 
LA 万 一 90。 一 BFGC. 
.人 4 太 BwABGO。 
45 _BG 
万 B 
而 根据 问题 1136,， 得 
1 4，_.BG? _ .3 
巨 72 万 7， 062 “5 万， 
4D BB  . 
，- 末 = … 4D.0B=- EBD.BB 
从 而 得 出 ，4 也 .CR= 也 D2. 
1370. 设 人 A4BC 的 内 心 为 也 重心 为 鼠 ， 
从 4 向 50 引 和 三 线 、 垂 足 为 卫 , 内 切 圆 半径 


为 m% 则 


TI 互 ?=- 272~ .4 万 , 互 也 
解 设 人 4 所 对 的 旁 心 为 ?Ti 

人 A4TBoA4OTL 

-，4T1.4T 一 4.4O. : @ 
由 问题 1318, 得 45.40 等 于 外 斤 圆 的 直 
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径 与 高 47 的 积 。 设 外 接 圆 的 直径 为 328, 则 
4B.4O=3R.4D。 四 
而 根据 问题 481,， 得 PT 一 Pi。 
47T.47T=47.(4P 上 +PT1) 
一 .4T.(4P+4P--47) 
一 4T.(34P 一 47) 
一 247.4P 一 472。 四 
由 @@、@、@, 得 
3.47.4P-472 
一 2B.4D， 轩 
设 ZE14D， 
则 A4T 开 APP'4。 
4T.4P 一 4 开 ,PP， 
一 4 羽 .2。 
所 以 ,由 @@ 可 得 ， 
4B.4K 一 472 
一 22.4DD。 轿 
又 在 人 47 互 中 ， 
TBE2 一 .472 十 4 万 2? 一 2.4 事 .4 碟 。 
两 边 局 乘 以 22, 得 
2 思 . 五 72 一 2 玉 .472 十 2 尺 . 4 万。 
一 4.4 瓦 .4 互 。 


了: 


由 @@, 得 
2 有 .万 72 一 2 有 .472 十 2 及.4 刀 9 
一 4 妃 (2BR.L4D 十 472)， 
32. 互 72 一 .472. (2 有 -4 万 ) 
一 2 有 .4 且 (4D 一 4 万 )， 
设 4 是 PP" 与 BC 的 交点 , 则 
3B.BT2 一 472. (PP' 一 2041) 


一 2 已 .4 万 . 媚 也 ， 
…， 2 有 R. 瓦 72 一 2.472.4) 刀 -2R,4 五 .五 也 ， 
从 7 引 直 线 77 垂直 于 4C， 设 垂 足 为 
工 。 
AAAB4'PooA4ZT， 
…， 4P.4T 一 7. 了 BP。 
又 AP'BPoA4Y7， 


P.47 一 2F7。 
所 以 ，4P.472 一 3Br2， 代 入 四 ,得 
2 中. 已 了 2 一 4272 一 2 及.4 克 .万 也 。 
五 忆 一 272 一 4 五. 五 也. 
1371. 在 人 4BC 中 , 内 切 圆 的 圆心 为 忆 
学 径 为 7 九 点 圆 的 圆心 为 人， 外 接 圆 闵 径 
为 防 则 


NT 一 号 一 r。 。 [ 费 尔 巴 哈 定理 ] 


解 设 0 为 外 心 ， 豆 为 重心 , 六 是 0 互 的 
中 点 ,根据 中 线 定 理 ,得 
已 72 十 7O2 


一 于 OHB2+2NT2. 


衫 据 问题 1365, 得 
O72 一 Re2 一 2Br。 四 

又 根据 问题 1370, 得 

T 互 2? 一 272 一 4 瓦 -万 也。 @@ 
根据 问题 1341， 

OB2 一 了 2 一 2.4 互 . 互 D。 人 @ 
把 凶 、@、@@ 代 入 由 ,得 

(272 一 4. 互 D) 十 (2 一 2 


一 王 (B2 一 24 瓦 . 瓦 D) 十 372， 
es 472 十 刀 2 一 4FR7 一 和 NIZ2 
2NT 一 了 一 2r。 


所 以 ， NT 一 双 一 7。 


注 由 NT 一 至 -7 可知, 以 W 为 圆心 ,也 


为 尘 径 的 圆 是 九 点 圆 .以 了 为 圆心 ,7 为 半径 
的 匀 是 内 切 圆 , 这 就 是 费 尔 巴 哈 定理 。 

1372. 设 人 4Bo 的 边 BC 的 中 点 为 到 ， 
由 顶点 4 向 BC 
引 垂 线 ， 垂 足 为 
互 ，L 人 .4 的 平分 
线 与 BC 的 交点 
为 到， 内 切 圆 与 
30 的 切 点 为 也 ， 
则 


到 思 . 五 也 一 下 五 站 开 。 
解 连结 07, 则 0D1A 4 五。 
”5 0 
又 BO、 0 分别 是 4BC、~40CB 的 平 : 
分 线 ,所 以 

BE 0OE OZ 
BEB4” 40 一 40， 

。 DIE BE CE 了 3K 二 CK 

"ED 一 54 40 一 BR4T40 
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BC BO.(4O- Fad) 
ET TO 13. 圆 内 接 、 外 切 四 人 边 边 形 及 


_ Bordc_B4) 2B0. 吉 (40-B4) 
402-45”” 055 一 52 
23B0.MXD MD 
”0.1 杞 订 、 
从 而 得 出 ， 双 刀 . 互 万 一 必 万 天。 
1373. 在 人 4B0 中 ,外接 锅 、 内 切 贺 及 
三 个 旁 切 圆 的 圆心 A_ 下 
分 别 为 忆 O、O+、 
Co、Os 半径 分 别 为 。 M 
盖 II1、72、73， 卫 
到 O、Oi、 O、 Os 的 B 
距离 分 别 为 Q、di、 
Go、ax 则 
忆 2 一 必 二 287 
一 怪 一 28Rx 
一 0 一 2 4 


一 昼 一 237 一 证 (BP 十 全 二 6 十 克 。 


解 ”连结 00 001 与 外 接 加 的 交点 为 也 
过 忆 作 外 接 圆 直径 DZ5,，OP 与 外 接 圆 的 交 
点 为 、N, 且 0B14C, 则 

A4POcoAPCD。 
40O _ 万 万 
77 
.下 也 .0 万 一 40.DC。 

由 问题 人 59, 得 DO 一 DC. 

.…， 了 BFD.OB=40.DO=OM-ON 
= (MKP-OP).(MKPTOP) 
一 MDP2 一 OP2 一 丈 2 一 人。 

2RB7 一 态 一 ， 即 瑟 一 好 二 227。 

又 ;由 0 向 4C 引 垂 线 0:230， 则 

~A4OIBrcoABDO， 

同 理 可 得 ， 

2B7 一 怪 一 22， 碟 一 肆 一 2R71。 
又 222 一 屁 一 2R7o， 72 一 唔 一 2Bro。 
” 上面 四 式 的 两 边 分 别 祖 识 ,得 
4 一 让 十 从 十 朋 十 加 一 2 有 (十 入 十 7 一作 。 
而 疙 十 和 2 十 7s 一 7 一 4 (问题 484) 。 
…， 1282 一 02 十 愉 十 性 十 过 


本 CPP 十 志 十 豚 士 G8) 。 


人 


其 他 多 边 形 的 比例 线段 


1374. 若 从 圆 内 接 四 边 形 的 对 角 线 的 交 
点 向 一 组 对 边 引 垂 线 ， 
则 两 垂 线 的 比 等 于 这 两 


边 的 比 。 

解 “ 设 辑 内 接 四 边 形 riAAN 
4.BCD 对 角 线 的 交点 为 “日 6 
0 由 0 向 边 45B CD 所 SN 


引 垂 线 分 别 为 O 了 、Oz, 则 人 BOBcACOF 。 
BO:CGO=O9 了 :ON 。 
而 A4OBwA 人 ADOC。 从 而 得 出 ， 
BO:CO=m 4B:OD。 
.OO08 一 4DPICD。 
1375. 设 圆 的 外 切 梯形 4B0D 的 两 底 
4B、CD 与 圆 的 急 点 


A_ 书 B 
分 别 为 及 也 则 4B: - 。 
BEB 一 7FC:DZ。 上 
解 设 圆 心 为 0， 
连结 OB:OP, 则 ZOB 
是 一 条 直线 。 又 4 忆 E 


与 圆 的 切 点 为 GB, 连结 09, 则 四 边 形 OGDZ 
是 圆 内 接 四边 形 ， 所 以 CGOZB = GDT. 

连结 40、DO， 则 A4GCseA4BO。 又 
人 ADOGS22ADoz ,所 以 40 是 BOG 及 4 
的 平分 线 。 

同 理 可 得 ，DO 是 GO 及 2 了 的 平分 

,…，40 刀 = 0ODP， 一 DBL40= DOP 
A4OPcAODP 
“。 4 万 :0 也 一 OP 
同 理 可 得 , 如 如 :0 如 一 0O:BC。 所 以 
4 已 :五 了 一 FO:D7. 

1376， 设 等 腰 梯 形 4BOD 外 切 于 加 0， 
则 圆 的 直径 台 有 
是 上 、 下 两 底 
4D、BC 的 比例 


47D、BC 分 别 根 
切 于 点 及、 丈 , 连结 0 如 、O， 则 OZ 是 一 
条 直线 , 且 瑟 太 上 4D。 


又 LCOD=90". … AL 人 OOCF = TOD。. 
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所 以 .AoBDcooAOFO, :: 
DZ OF 了 

… - 访 = 范 ， 即 DB.FO=0Z.0F. 


而 DB= 王 4D， F0- 王 BC. 


又 0B=-07 一 二 BF. 


.。 4D 疡 .DC= 了 FTF2。 
1377. 园 0 的 面积 是 它 的 外 切 四 边 形 的 
面积 和 与 这 个 四 边 形 相似 上 且 其 周 长 等 于 圆 O 


， 的 周 长 的 四 边 形 面积 的 比例 中 项 . 


设 四 边 形 4BCDcw 四 边 形 4B'OD1， 
县 2 的 周 长 等 于 圆 O 的 周 长 ( 尘 径 为 
7) 。 
设 四 边 形 4'B'CDP' 的 内 切 圆 C' 的 半径 为 
7'， 则 ， 
4B+FPO+TCD+D4 7， 
FTTFGCTCTTD47 思 ， 
. 而 4B TBOATOTD'TD4' 等 于 圆 0 的 
周 长 , 即 
4IB'TBO' 上 TOD'TD' 4 一 2mr。 
由 四 ,得 .4B+BO+LCD+D4 _ > 


2m7 了 
显然 ， O 的 面积 一 72 
四 边 形 4BC7 的 面积 
一 也 (4B+BOTCOD+ 态 才 三 -2 
Re 4BCDP 的 面积 
写 (4BATBCOATOD'TD41 


瑟 x 2r7 一 CII 


。 四 边 形 4BCDD 的 面积 _ 
IFI2 I 
II2 2 : 
四 边 形 4.BCD 的 面积 六。 
..。 四 边 形 4BCP 的 面积 
岗 C 的 面积 
二 圆 O 的 面积 
四 边 形 4.BCZD 的 面积 ” 
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1378. 四 边 形 4BCD 内 接 于 圆 ， 过 点 妃 
引 直 线 与 4BB 的 夹 角 等 于 人 D4C， 上 且 与 40 
交 于 点 刀 , 过 点 九 引 直 
线 与 4D 的 夹 角 等 于 
B4C， 且 与 40 交 于 
点 也, 则 4 万 一 0 了 。 

解 ” 连 结 了 五 D. 

"AOL4DD 
一 ACBD= 4PFP 
ALOD= A.4PBD= 万 BO， 
.4 万 万 = BOD 一 4FD， 

.… ADPBOwwAD4 思 。 从 而 得 出 ， 
BC:COD= 4 万 :TD， 
又 作 BBCATOD。， 从 而 得 出 ， 
BO:CD=0CZB:TD. 

“， 4411D 一 0ZB:TD。.…， 4 万 一 OP、 

1379. 车 四 边 形 4BC7D 是 较 的 内 接 四 边 
形 , 且 BC= CD, 则 402? 
一 BO2 二 .4.47D， 

解 根据 假设 EC= 
CD 可 知 , C 是 六 六 的 中 
点 。 由 此 可 得 ，4C 是 
B4D 的 平分 线 。 如 
果 4C 与 BD 的 交点 为 书 , 由 问题 1074 得 


4B.4D=4P.40. @ 
而 “了 =CDPD. … DBO- 人 B4C. 
由 此 可 知 ，BC 是 A4PBP 的 外 接 圆 的 切线 。 
BC2 一 ECO.40.。 四 
把 电 十 四 ,得 
4B.4DBO2= 40.(4PTPCO)， 
即 4B.4D+PBOz 一 40.40= .40C2， 
1380. 设 圆 内 接 四 边 形 4BoD 的 对 边 


D4、 CD 的 延长 线 相交 于 点 也 CBE 的 
延长 线 相 交 于 
万 , 则 卫 D.ZEOT 
万 B .TO 一 万 FF2。 
解 设 人 ZD4 
的 外 接 圆 与 吾 B 
相交 于 点 G。 因 
为 了 FG4= TD4=4PBo, 所 以 4G7B 
是 贺 内 接 四 边 形 。 
“， 了 TIG. 刀 7 一 也 4. 刀 了 B 一 刀 D.BO. @ 
又 ITG.7BE=Td4.ZD 一 DB.TO 四 
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把 @ 二 @, 得 
奴 玉 ?一 姜 D. BO 十 万 .FFO. 

1381. 4BCD 是 圆 内 接 四 边 形 , 设 了 4、 
C 了 的 交点 为 ，D4、 
CBE 的 交点 为 W， 了 
的 平分 线 与 4 有 .六 的 
平分 线 与 4 忌 的 交点 分 
别 为 及 妃 则 PN EBD. 

解 在 4 或 其 延长 
线 上 取 点 刀 ， 使 2D 一 
民 了 , 则 


AMD4cA 人 NB4， 
。 M4  N4 
… 五 7 证 
4 _N4 
LiD NE 
又 MB、NZ 分 别 是 人 MK、ZN 的 平分 线 ， 
4 4 万 


@ 四 


由 中 、@、@, 得 
4 妨 4 。 
互 一 也 8 os 殖 歹 1/ 了 了 D。 
1382， 过 圆 内 接 和 矩形 4BCD 的 顶点 4 引 
4P, 又 了 4 与 CB 


的 延长 线 相 交 于 点 
有 4B、CD 的 延 
长 线 相交 于 点 G， 
由 4G_B ， 反 
2 太一 4。 os 
解 4D170 … 和 =- 入， 
而 “4Z= 4B=CD. …， 和 DG- 三方. 
.…，AB4C= DO4. 
所 以 AG40C 是 等 腰 三 = 角形 。 


从 而 得 出 ，G7= 2 


1383， 4BOD 是 珊 内 接 四 边 形 , 若 从 4、 
C 引 切 线 与 2 的 延长 线 相 交 于 点 也 则 
4DP.OD 一 D4,.BC， 
解 因为 P4 是 切线 ,所 以 
AP4D 一 一 4PFD， 
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.人 P4DowA 人 PPB4。 
.4P:BP 一 D4:4PB。 四 
同 理 可 得 ， A 
APcPpwAPBC。 
.…。 COP:BP-- B P 
CD:BO。 团 
而 “P4=PC。 
由 四 、@, 得 
- D4:4B=-CD:BC， 
所 以 4B.OD=D4.B0. 
1384. 震 从 贺 内 接 四 边 形 4BCD 的 顶点 
C 引 对 角 线 BD 的 
平行 直线 与 边 4 妃 C 
的 延长 线 相交 于 
点 如 则 也 刀 .4 姜 = 
Bo.CD， E 
解 连结 4C. 由 
BD1 COZB, 得 
BOB = -CBD= 04D， 
又 ”~ACBDB=DPB4 一 DC4。 
ACEBEcA4DC. 
DFICD= BC:4D。 
了 3 了.4D= BO.CD. - 
1385. 若 圆 内 接 四 边 形 45CD 的 对 角 
线 相 交 于 点 0， 则 4B。 及 
4D:B0.CD= .40:C0. 


解 从 4、C 向 对 角 
线 B 了 作 垂 线 4Z、 OF， 
则 Sa4ap:Sasop 一 4 至 有 全 
:OF 。 

而 A4OBcAGCOR 


4 也 :07 一 40:C0。 
因为 四 边 形 4BCD 是 加 内 接 四 边 形 ,所 以 
一 B4DT_ 人 BOD=]180", 从 而 得 出 两 个 三 角 
形 42 与 650 的 面积 的 比 等 于 4、~C 
的 夹 边 的 积 的 比 , 即 
心 As48D:SABcp 一 4 也 .4D:BO.CD。 
“4B.4D:BOC.CD=40:CO。 
别 解 ” 设 圆 的 直径 为 &, 由 问题 1318, 得 
4P.4D7 一 0.4 刀 ，BO.CD 一 GCTF。 
44B.4D 4 万 
50.0 万 ”0 万 ， 
.。 A4ZOcACHO， 


第 四 章 


4 召 “”40 
” 环 = 矶 . 
。 .4B.4D _40. 
CC .OD CO” 
1386. 设 四 边 形 4BOD 的 对 角 线 的 交点 
为 0, 4B、BC CD 的 中 A 
点 分 别 为 隐 瑟 .G, GO 与 P D 
AR 
PEB 的 直线 与 DC 平行 作对 
即 PB1] DO。 
解 因为 及 G 分 别 为 B 和 
CCD 的 中 点 ,所 以 ,FGA BD.， 
设 00 与 BFG 的 交点 为 乙 则 ， 


0B:OD=ZZ:ZG。 @ 
同 理 ，…” 也 8/ 00， 

'，PO:0G=LZZ:ZG。 四 
由 四 、@, 得 


0P:0D=PO:0G …，PB1DC. 
1387， 辆 内 接 的 任意 四 边 形 4BOD 都 
满足 
4D.4PT+ODB.OD 4D 
64.B0C+D4.PO 7。 
解 从 4 C 分 别 向 
万 了 作 甜 线 4 妈 、CZ。 
设 殴 的 直径 为 妨 则 
出 问题 1318 可 知 ， 
4B .4D=d:47， 
CODE.OD=0.OT。 


人 时 


.，-45-4D+03-CD _404CO 
6.47 二 
-4C 
20。 
2 4B.4D+CB.CD--4C43 4 q@ 
同 理 可 得 ， 
DB4.BC+D4 


由 仿 、@ 得 
4B-4D+OB.OD BO .40 .4 
54.50+D4.D0O 40 TB FEO 
又 A4ODcABoc， 
。 4D 40 . 
”” 瑟 有 马 


_BD.B4.BO 
0 


人 
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4D.4B+CB.CD _ 40 
DB4.BCD4.DOC 闻 万 ” 

1388. 已 知 圆 内 接 
正方 形 4HBOD, 从 为 
上 任 取 一 点 一 , 则 
DO.DPD7 一 PP4.DP 二 

PPB.PO-P4.PD。 

解 ” 设 外 搂 圆 的 半径 
为 互 又 PR 1CD, 则 根据 问题 1318, 得 

PO .了 D 一 277. 一 厅 . 二 
而 PBZ_ 4P(COD)。.… PP 1 4 也 。 

由 此 可 得 ，P4.P 刀 一 2 了. 古 万 ， 

PP.PC 一 2 及 .也 B，P4.PD 一 23BR.D4。 

“， P4.PBTPB.EOTP4.PD 
一 2 有 (2 及 4PD) 一 28R.P7 四 

由 @、@, 得 

DPO.PD 一 P4.DPPBTPP.POC+P4.PD。 

1389. 设 4BCD 
是 半径 为 了 的 加 0 的 
内 接 四 边 形 , B4、CD 
延长 线 的 交点 为 到 
D4、0CB 的 延长 线 的 
交点 为 到 出马 782 一 
OZB2 二 0O72-272。 

解 设 A4BF 的 外 接 圆 与 五 允 的 交点 为 
M, 则 人 BM4= 1B4 一 4DO。 由 此 可 
得 ,四 边 形 妃 M.4D 是 圆 内 接 四 边 形 。 

.六 Mr .太太 一 四 4 .7D 一 0O772 一 7 
(问题 931) 
五 改 . 闻 盏 一 石 4. 厂 好 一 0 也 2 一 72。 
由 @+@, 得 
卫 万 . (了 1 对 十 FM 一 OZ2 十 DO773-272。 
刀 了 2 一 OPB2-O72_272. 

1390， 圆 0 的 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 边 
4B、DC 及 4D、BC 的 延长 线 分 别 相交 于 
允 、 而 , 则 以 五 8 为 直 R 
径 的 圆 允 与 圆 0 委 
直 相 交 。 

解 ” 设 两 圆 的 交点 
之 一 为 6, 连结 0G、 
GM、OM， 引 加 0 的 
切线 瑟 刀 、 万 玖 。 

在 AOB 中 , 因 也 
为 到 是 五 8 的 中 点 ,根据 中 线 定理 ,得 


@@ 日 
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2BM42? 十 20362? 一 OZB2 二 OF2， 
设 圆 0 的 半径 为 ”% 根据 上 题 , 得 


0 万 ?TO 克 一 万 2 二 272。 @ 
又 万 万 =- 3 万 一 2MG。 
由 @ 中 、@ 得 


23MG2 十 20M2 一 刀 古 十 272 一 43XG2 二 272. 
0OMX2 一 MG2 二 2 一 MG2 十 0G2， 
06G1=90。"， 

由 此 可 知 , 两 加 O、 克 是 垂直 相交 的 。 

1391. 4BOD 是 圆 O 的 内 接 四 边 形 ， 
O" 与 加 O 内 切 于 4， 
若 从 刀 . CD 引 圆 口 
的 切线 BP、C9、DR， 
则 BD.C@ 一 BO.DR 
二 0D.BP. 

解 若 4B、4C、 
4 忆 与 吏 0' 的 交点 分 
别 为 五 、C、, 则 

DBP2 一 BB"DB4， 0C92=-00'.04， 


也 有 一 DPI'.D4. 
_BP2 了 BB'.B4 
CC 60060624 
… 连结 BC'。 因 4 是 两 圆 的 切 点 , 可 得 
BO1 BO。 
。 BB'  B4 
个 全 65 Cd， 
。 BP?。 B4? 
”0 0 
即 .5P_B4 .2B4_C4 
CC 04 ” 丁 


同 理 可 得 ， 

_B4 _O4 _D4 
EBP CO DR 

设 这 个 比值 为 为 则 

D4 一 87.BP，0O4=709，D4 一 7.DR。 
又 四 边 形 4BOD 是 圆 内 接 四 边 形 , 则 

40.BD=BO.4D+CD.4PB( 问 题 1500) 。 
.。 BD.C9.N 一 BO.DR.XTCD.BP.N。 
所 以 . BD.C9= 50.DETCD.BP， 

1392， 从 加 上 任意 一 点 乙 向 圈 内 搂 四 边 
形 的 各 边 分 别 引 重 线 ， 则 以 两 组 对 边 上 的 垂 
线 (P 到 垂 足 间 的 线段 ) 分 别 为 邻 边 的 两 个 矩 
形 的 面积 相等 。 

解 从 了 向 4B、BC、OCD、D4 分 别 作 垂 


第 二 编 证 明 题 
@ | 线 PB、PF、PG、PZ， 


则 四 边 形 4 万 妃 刀 ， 
TPGC 都 是 圆 内 接 四 
边 形 。 
…， 二 再 万 忆 一 一 且 4P， 
ATFCOP= ATFGP. 
DB4P= BOP， 
/万 万 P= 7TGP. 

又 LAPZG=POG， 且 PCOG 是 贺 内 接 
四 边 形 4PCD 的 外 角 , 所 以 
APCG=-P4D, PHG=P4D。 

而 AP4D= PT 万 。 
PT 万 一 PHG。 
， 所 以 APB 万 和 人 PHG. 
"， 了 万 : 刀 一 忆 8 PG。 
.也 太 .PG 一 PP 万 .PP 万 
1393， 在 上 题 中 , 从 
己 向 对 角 线 4C、D 作 
垂 线 分 别 为 呈 瓦 、 书 忆 , 则 
也 万 .PG 一 三 民 .P7。 


解 
APBIcAPcG， 


由 @ X@@, 得 
P 盏 万 郊 
一， 即 PB'PG 一 PK.PZ。 
1394. 过 圆 0 的 内 
接 四 边 形 4BOD 对 角 
线 的 交点 到 引 垂直 于 
MO 的 弦 Po, 设 PQ@ 与 
边 45、DOC 的 交点 分 别 
为 如 . 友 , 则 开 妇 一 MB ， 
DZ 一 TO. 
解 从 0 向 4B3、DO 作 垂 线 OG、C 互 ,， 则 
G 卫 分 别 是 4DB、DO 的 中 点 。 
由 人 4BMcADCM 可 得 ， 
A4GMHcADEM 
LA4GM = MED， O 
又 OU EH， 0OG.14P 所 以 G、O、 了 下 五 共 
贺 ， 


1 人， von nairpp2dvegeay ed haie Aivg yo imr， ereew。 、 


.LABGMN= “BOM。 四 
同 悍 可 得 ， 

MO 万 一 了 肛 万 刀 。 @@ 
由 @、@、@, 得 

LABOM= -MO 

和 AZBOMeeAZFOM， 
从 而 得 出 ， 

MX 一 MP， @ 


2 民 是 弦 P9@ 的 中 点 , 由 图 可 得 , 天 妃 一 
4 

1395. 设 4BC7D 是 图 0 的 外 切 四 边 形 ， 
过 圆心 O 作 直线 怠 O28， 、 
使 BO 了 与 4B、OCD 所 
成 的 角 相 等 , 设 刀 OF 与 
4BCDD 分别 相 交 于 五 、 
万, 则 

4 万 :万 =TO:TD. 

解 设 BR4、7D 的 
延长 线 交 于 点 忆 ， 则 : 
APZZ 是 等 履 三 角形 。 由 问题 1169, 得 

4 如 .了 D 太 一 0B2， 
了 如 .0 了 一 O 了 2 
。。 4 刀 . 刀 万 一 了 万 .CT。 

所 以 ”4 也 :B 刀 一 7CO:TD。 

1396. 若 从 圆 0 的 外 切 四 边 形 4BCD 的 
各 顶点 向 任意 切 


线 作 垂 线 44/、 
BB' CO、DD， 
444 CC 
则 555TI 
_ 40-0C0 
0.DPO 
解 设 这 条 切 也 
线 与 4B、CD 的 交点 分 别 为 劝 、 了 , 则 
.44 -4Z_ Saoaz 中 
DB 了 万 心 Aazz ” 
CO' COB _ Saoor @ 
DDPD DH Seopp“ 


/BO= LCOR( ~ 吉 LB4 权 3)( 问 题 87)， 


 。 Seocr CO.OP @ 

”” Saosa 50.0 万 ， 

又 40 也 汪 DOB 一 2 一 刁 。 
e SAo4p 4O0.0 甩 图 

”” Seopz IO:0 丈 ， 
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由 @X 加 ,得 ! 
.44 ,00 Sao4p .Seaonm 
2B .OO 心 AOB 人 AoD7 和 
由 图 x@@, 得 
Seocr ,Sao4g 40.C0 
Saospg Saopp ”BO.DO 


4C0 __ 40.CO 
已 5 DD” 甩 ) DO 
1397 .四边形 4BCD 外 切 于 圆 ， 设 四 边 
4B、 BOCODD4 
上 的 切 点 分 别 为 


2Z9、7G， 则 直 
线 FE、BS 经 过 
两 条 对 角 线 的 交 
点 0. 
解 设 从 刀 引 BC 的 平行 线 与 9P 的 延长 
线 的 交点 为 五 , 则 
9ED 一 ~P9B.。 
而 .4454 一 Fo9DB. 
.PDTD 一 一 五 PD。 
。， 了 0 万 一 站 忆 王 DSS。 
同 理 ,， 从 召 引 CD 的 平行 线 与 8 严 的 延长 
线 交 于 点 也 , 则 BZ 一 B9. 
所 以 ,人 ADPENS 与 ABF9 都 是 等 又 三 角形 。 
又 也 1 59 DS1 BB， 
所 以 ， TD3 一 FFBDqg. 
人 D5SA 人 BFH9。 
从 而 得 出 ，BDP\ZEQ、SE 相交 于 一 点 0. 即 
2BD 经 过 2g9 与 友 的 交点 。 . 
园 理 可 得 ,4C 经 过 Pg 与 2 的 交点 。 从 


| 而 得 出 ，P9@ 与 ES 经 过 两 条 对 角 线 的 交点 。 


1998. 若 圆 内 搁 四 边 形 4BCD 的 三 边 
4B、DC、4D 分 别 经 过 一 条 直线 上 的 三 点 
五 、 刀 、 G， 则 第 四 A 
迪 BC 也 经 过 这 三 
点 所 在 直线 上 的 定 


点 。 

解 设 过 召 所 作 
巡 G 的 平行 线 与 区 
的 交点 为 五 , 直线 
玉 与 BG 的 交点 为 Z。 由 4、B 开 了 共 加 
可 知 ， 

DG 一 4DE。 @ 


aa 
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又 了 到 1 五 G， 

由 四 、@, 得 一 瑟 一 和 DG= TDG。 所 以 
427D 是 圆 内 接 四 边 形 。 


G8 .GT 一 GD.G4。 
因为 G 是 定点 ,所 以 GD.G4 是 定 值 ， 而 
.GZ 的 长 度 也 是 定 值 。 由 此 可 得 G 的 长 度 
是 定 值 , 即 点 工 是 定点 。 

义 , 设 50 与 3G 的 交点 为 互 , 则 
LTTD1 一 一 六 BO， 开 BO 一 0 万 忆 
“TD8H = CTF 了 。 

所 以 点 办、 C、 必 到 在 同一 圆 上 到 
也 也 .TO 一 了 7T.7 克 。 
因为 DB .EC 是 定 值 ,所 以 37.Z 互 也 是 
定 值 . 又 由 37 是 定 长 线段 可 知 , 六 开 也 是 
定 长 线段 。 所 以 ,点 互 是 定点 。 


14.。 两 个 (或 多 个 ) 圆 的 比例 线 


段 

1399. 引 互相 外 切 的 两 圆 的 公 切 线 , 设 切 
点 为 4、 已 则 4 人 B 
是 两 圆 走 径 40、 
2D 的 比例 中 项 。 

解 ” 设 两 圆 的 切 
点 为 五 连结 24、 ” 
五 B、 DTO 了 D, 则 必 
j4BB~ AL4BO- LOBD= /DBB-90。 
所 以 4、 吾 也 及 五 及 C 分别 为 一 条 直线 ， 
即 刀 P、5C 过 切 点 五 . 

4BC==-BD4， ~B4D= 40B， 


4C _ 4B 
BF TD 
即 4B2 一 4C. 门 。 


1400. 在 一 条 直线 4 了 的 同 侧 引 两 条 和 
直 于 4B 的 直线 
4C\、BD, 若 4B2 一 
40.BD, 则 以 4C、 
BD 分 别 为 直径 的 


两 贺 互 相 外 切 。 
解 连结 4D、 A 
BC, 设 它 们 的 交点 为 卫 . 根据 假设 ,得 
LOG.ED=4F2， 


re， ee， 二 rweeemerdeoeryaegnse me 下 were 


证 明 题 


即 4C:4 刀 = 4B:BD， 

又 AcC4B=9%0。= -4BD， 

“，AC4BooA4BD. 
。 A4BO= BD4。 

而 ~D4B+BD4=90"。 

由 此 可 得 ，~4PB=90*。 

所 以 , 书 是 以 4C、BD 分 别 为 直径 的 每 个 
圆 上 的 点 。 

设 4C、BDD 的 中 点 分 别 为 如 也 , 连结 也 卫 、 
7, 则 

了 BP4= BT4P= PDT 一 DPF. 

天 此， 刀子 卫 在 同一 直线 上 ， 即 以 4C、 2BD 
为 直径 的 圆 的 连 心 线 五 及 过 公共 点 三。 所 以 
两 圆 在 点 卫 处 外 切 。 

1401。 过 相交 两 圆 的 公共 弦 上 一 点 〇 引 
一 条 直线 ， 设 这 次 
直线 与 一 个 加 相 AL 生 。 、\， 
交 于 4、 了 , 与 另 7/ 
一 个 圆 相交 于 
刀 刀 , 则 4B:BO 《 

一 也 也 :DO。 C 

解 ” 设 公共 弦 为 
民 Z, 且 点 CG 在 公 
共 弦 XZ 上 。 枫 4 
为 Z、D4 是 加 
XDY4' 内 相交 于 人 
点 C 的 两 弦 ， 所 以 
XC.ZCO 一 40.DO. 

局 理 ,在 贺 并 BYZ 召 中 ,X0.ZCO= BC.EC. 

…，40.DC= BC.BEO. 
从 而 得 出 ， 40: BC= 3C:DO. 
(40- Bo) :50= (BO- Do) :Do， 
即 4B:BO= DZ:DCO.， 
又 , 若 点 O 在 公共 纺 MX 的 延长 线 上 , 则 
0C4.OD=CM.ON=0OB.OB， 
即 Cd4.CD=CB.O. 
.0C4:COB= CBE:OD. 
(CBE--04) :0B= (CD 一 0CB :0D， 
即 4B:BDC= DB:DC。 

1402. 过 两 
加 的 公共 纺 4 
上 一 点 G 引 一 直 
线 ， 与 两 圆 的 交 
点 分 别 为 CD 
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CT GOC.G 
及 五 、 五 ， 则 -五 72 人 DG 
解 由 4B.CD\、ZZB 在 点 G 相交 ,得 
GO.GD=64.GB=GZ.GF. 
。 GE 6D _ 6BAHGD 了 3D 
”6 


COCF2 _ GO.GT 
” 盏 D2? GD:G 本 ” 
1403. 设 过 两 
圆 公共 弦 4 上任 - 
一 点 尸 所 引 两 圆 的 
弦 分 别 为 CD BR， 
则 C、 吾 、D、 三 共 
区 


解 由 4、D、B、C 共 加 ,得 


P4.PB3 一 PC.PD。 @ 
又 虫 4、 刀 、B3、 丸 共 圆 ,得 
P4.PB 一 忆 了 .PP @ 


出台 .四 ,得 PO.PD 一 已 .PP 
由 此 可 知 ，C、 刀 、 刀 、 卫 共 贺 ， 

1404。 设 有 三 个 圆 两 两 相交 , 则 三 条 公共 
陀 4B、 CD 、 BF 要 
么 互相 平行 ， 要 人 么 
相交 于 一 点 。 

解 ” 若 三 个 圆 的 
中 心 OI、Oa、Os 在 
一 条 直线 上 ， 因 为 
两 圆 的 公共 弦 垂 直 
于 它们 的 连 心 线 , 所 以 三 条 公共 弦 互 相 平行 。 

现在 来 考察 DO、Os、Os 不 在 一 条 直线 上 的 

设 4B、CD 的 交点 为 乙 , 吾 为 圆 Oo、Oas 的 
一 个 交点 ,延长 妃 P 与 园 OOs 分 别 交 于 G、 
互 , 则 在 加 O1 中 ， 

P4.PD=Po.PD。 @ 

在 贺 0O2 中 ， 

了 4.PB=PE JPG。 四 

在 加 Os 中 ， 

PCO.PD=PP。 G 
@@ 


由 人 、@, 得 
PC.PD= PE.PG。 


由 @、@, 得 
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卫 召 . 忆 刀 一 P 刀 7.PG， 

所 以 了 =PG,， 即 G 与 互相 重合 。 而 且 
与 两 圆 0》、Os 的 交点 将 也 重合 。 由 此 可 知 ， 
三 个 圆 的 公共 弦 4B\CD、 吾 8 相交 于 一 点 。 

1405， 连结 半径 不 同 的 相 离 的 两 圆 中 心 
O、O' 的 线段 与 两 圆 分 别 交 于 4、 刀 ,过 4、B 
的 任意 圆 再 与 两 圆 分 别 交 于 PR、9, 这 时 直线 
2Z9 必 有 经 过 两 圆 O、O' 的 位 似 中 心 ， 试 证 明 
之 ， 
若 在 上 述 的 定理 中 ， 两 圆 O、O ' 在 点 4 外 
切 ， 过 点 4 与 连 心 线 00' 相 切 的 任意 圆 与 两 
圆 相交 于 点 P、9, 则 过 己 、9 的 直线 必 过 一 
定点 . 

解 设 00 与 Pe 的 延长 线 相 交 于 点 已 
OO0'、P9 与 圆 0 的 男 一 个 交点 分 别 为 瑟 、 
9, 则 人 4P9=A9BB 一 人 B9 刀 


…， 4P1/ 4 
AAAOP4AO4 ET 
从 而 得 出 ， CO= A0. … OP1O9 
FEO'EO 一 0O4':OP. 
因此 , 点 马 把 00' 外 分 成 两 图 半径 的 比 , 即 
点 五 是 两 圆 的 外 位 似 中 心 。 所 以 已 @ 经 过 这 
外 位 似 中 心 . 


同 理 , 当 圆 OO' 相 切 时 ,由 4B' 是 贺 P44 

的 切线 ,得 
L4P9=~049=-~ DOA， 
“， 41/ BIG 
从 而 得 出 ， AOP4cAOQ DB 
“， -0O=A0O。… OP1Oq 

所 以 FEO:EO=O' :OP。 

由 此 可 知 ，P9 经 过 把 CO 外 分 成 两 圆 半 
径 的 比 的 点 , 即 外 位 似 中 心 . 

1406,， 设 有 两 个 外 离 的 定 圆 4、B3。 作 
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圆 三 与 轴 4 内 切 
于 点 9, 与 图 互 外 
切 于 点 甩 则 直线 
人 98 必 经 过 一 定点 。 

解 设 贺 4 与 
9 的 交点 为 8,9BR 
与 4 的 交点 为 O, 则 

”PRB1LS. … ，40:0B=4S:BR. 

因为 两 个 定 圆 半 径 的 比 是 定 值 ， 所 以 ,9 五 
总 是 经 过 把 两 圆 中 心 距 离 4 内 分 成 它们 的 
半径 的 比 的 点 (0 是 内 位 似 中 心 ) 。 

1407， 设 
4B、CD 分 别 
是 圆 O、 圆 
的 直径 ,又 4 也 
/0OD， 则 连 
结 4C、BDD 的 
直线 相交 于 定点 。 

解 设 4C 与 00' 的 交点 为 一 , 则 

0 _04 
2O 00” 

因此 , 点 卫 是 两 吏 O、O' 的 外 位 似 中 心 , 它 
是 定点 ， 同 理 可 得 ，BD 也 经 过 这 个 定点 三 。 
所 以 , 40、BD 相交 于 定点 卫 。 

1408， 车 两 圆 OO' 外 切 于 点 4， 过 点 4 
引 哎 0O 的 弦 4B、 圆 0 的 弦 40, 使 ~B4O 
一 90”， 则 BC 必 过 定点 。 


CS 


解 过 点 43 引 两 圆 的 公 切 线 与 BC 交 于 


人 D4B- 亏 40B， AD4C- 瑟 400. 


把 上 面 两 式 的 两 边 分 别 相 加 ,得 
40B+ 40OC=180"， …，0B100. 
设 BC 与 00' 的 交点 为 忆 , 则 
ZEO:PO'=0B:00.。 

由 此 可 知 , 点 卫 是 两 吏 O、O' 的 外 位 似 中 
心 ，BOC 过 点 也 。 

1409， 设 两 圆 0O、O ' 的 连 心 线 与 外 公 切 
线 48 的 交点 为 书 , 过 三 引 直线 与 圆 0 交 于 
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、C、 也 ,与 图 0' 交 于 及 胞 则 
PCO.P8 一 PDTD.PD 万 = P4.PB.。 
解 ” 因 为 也是 两 圆 的 外 位 似 中 心 ,4 与 


甩 刀 与 互 是 对 应 点 ， 所 以 
AP4D=PBF。 


又 过 PEBZ 一 一 瑟 刀 克 ， 
“， APD4dcA 人 PDB。 
4 _ BR 
五 万 三 思 。 
即 了 PPD.PP=P4.PPB. 
同 理 , 人 APBBcA 人 APC4. 
POCO.P8 一 Pd4,PB， 
， PO.P 下 一 PD.P 刀 =P4.PEB. 

注 “把 外 公 切 线 换 成 内 公 切 线 ， 定 理 也 成 
也 。 
1410， 从 两 圆 OO' 的 外 位 似 中 心 C 引 公 
切线 ， 设 切 点 分 别 为 D、D', 车 从 C 引 两 加 
O、O 的 割 线 与 圆 的 交点 依次 为 妃 、B'、4、 
4 则 也 D'2 一 4 万 .4 万 '. 

解 用 和 7 表示 两 贺 的 半径 ， 


则 DOIDO 一 37 


DD?2:D'C2=4B.4B:BO.BCO。， 
、 而 Doz= BC.BC。 
ee DD2= 4B-4B。 

1411， 在 上 题 的 图 中 ,两 圆 O、0' 分 别 
与 贺 0” 内 切 于 4 了, 设 圆 0" 的 半径 为 为 
图 O、C 的 半径 分 别 为 和 7, 则 

2: (BR 一 六。( 有 一 六 ) 一 4B2:DD2。 

解 由 4O/ BO 得 
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407":00" 一 4B:4'PB. 
已: (及 一 站 一 4 .40B. 
邮 理 可 得 , 忆 : (及 一 7 ) 一 4DB:4B。 
2: (如 一 人 (再 一 ) 一 .44 万 ,44 历 '。 


而 由 上 题 可 知 ，4B.4B' 一 DD?. 

.。 瑟 2: (及 一 站 ( 玉 一 让) 一 4B2:DD'2. 
1412。 设 在 点 4 外 切 的 两 圆 的 外 公 切 线 
为 BC, 过 点 五 的 直 
径 的 另 一 端 为 卫 , 则 
从 刀 向 另 一 个 圆 所 引 
切线 D 等 于 DB.。 
- 解 因为 4 是 两 加 
的 切 点 ,所 以 


B4O=90*。。 
又 了 8B 是 直径 ,所 以 CD4 万 =90。。 
由 此 可 知 闪 、 4、C 是 在 一 条 直线 上 。 
在 直角 三 角形 了 BC 中 ， 
B41DO，.…，DPB?=D4.DC、 四 
而 闻 是 切线 。 
.DB2=D4.DC. 
由 @、@, 得 DB=-DBE. 
1413. 设 过 互 相 
外 切 的 两 闹 O、O 的 
切 点 4 引 直 线 , 与 两 
圆 的 交点 分 别 为 五、 
2, 则 图 中 的 两 个 扇 
形 04D 与 04BC 的 面积 的 人 
平方 的 比 。 
解 因为 O=0', 设 AO= 00 
所 以 


@ 


扇形 04DB 的 面积 
一 042 汪 一 全 042 
扇形 04ZEC 的 而 可 
一 0.42 042. 
。 .扇形 047B 的 面积 04? 


扇形 w 4 万 5 的 而 积 043， 
1414。 两 四 O、O' 外 切 于 点 4, 过 4 引 两 


_ 四 草 比 例 


条 互相 垂直 的 线 
段 BA4COC、D4 万 
与 两 圆 相交 ， 设 
疝 轿 的 过 心 呈 为 
ZE4G, 则 
4B.4OC4D.4 刀 = .4 也 . 9 辣 

解 设 BD、CZ 分 别 过 圆心 CO, 目 万 下 
/CC 妨 ， 设 4 刀 1 OZ, 则 由 一 五 = 一 D, 得 

人 4 万 品 人 有 D4d， 
.4 忆 :万 万 一 好 DPI4D。 
。， -477.4 万 一 万 刀 . 万 瓦 。 起 

A40C 瓦 人 DB4. 
"， .4400 万 =BD:4PB. 
4.4C=.BD.O。 

由 中 二 @@, 得 

4D.L4OAT LDL 万 一 到 BD， (C 忆 二 万 如)， 
即 4DB.4CT4D.4 万 一 BD.OPB= 和 4G。 


又 


@@ 


以 LO、 只 
2C 为 直径 分 别 
作 较 OO， 从 攻 
向 圆 0 引 切线 4 召 与 圆 O 交 于 点 也 从 好 
向 圆 0 引 切 线 BG 与 圆 0 交 于 点 巴 则 
2470.DB1 一 4 站 到 .17G， 


解 ”DC1JBO' 或 CPB1OG， 
4D_ 4 _ 2C0 
TB 060” 0 
BZ _ BO _200' 
ZQ CO CO “ 
4D.BB _400.G0' 
万 万 .32 60 0 ， 
4 也 .了 一 4D 刀 .TG. 
31416， 设 两 
圆 相 交 于 点 忆 、 
9,， 过 点 久 引 直 
线 43, 与 两 圆 的 入 人 
交点 分 别 为 4、 友 
也 , 则 AP4B 的 
面积 当 4 与 PQ@ 互相 伍 直 时 取得 最 大 值 。 


解 设 49BTP9, 4、4' 与 及、 也 分 别 在 
间 一 个 圆 上 , 线段 49B' 不 垂直 于 ZO。 

在 AP4P、AP4'B' 中 ， 

CAP49~ AP49, CPBG=PB9， 
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人 PP4'B'coA 人 AP4. 
而 ~PO94=90。， 所 以 P4>P4'。 由 此 
可 得 , Sap4p< Sap4p。 即 人 P4 的 面积 最 


1417 . 若 过 给 定 人 4BC 的 边 BC 上 的 任 
一 点 已 ， 引 直线 与 
4B、4C 或 其 延长 
线 分 别 交 于 点 愉 、 
五 , 使 刀 肌 :万 太一 入 
:2(2 包 是 定 值 )， 
贡 两 三 角形 孔 ZD 刀 
与 BCZ 的 外 狠 回 
的 另 一 个 交点 己 是 定点 . 

解 ” 设 两 三 角形 BDB、ZECZ 的 外 接 圆 的 
另 一 个 交点 为 书 则 人 A4BC 的 外 接 圆 也 经 
过 点 王 ( 问 题 651) 。 

连结 DPP、PCO、PB、PF。 设 ~DPD=- 
也 BF 一 ww， 一 PZ 一 40B=8。 由 假定 
已 一 双 泌 可知, 在 人 DP8 中 ,一 DPZR、 
PN 的 大 小 一 定 。 由 此 可 知 , ADPT 一 


所 以 ,PDBPZ 是 定 信 。@ 
"PP 一 一 也 DP， 
.BOP 一 一 万 8 也， 
人 DBPOcA 人 DPD， 
PPIPO 一 PD:PP 

由 全 可知 PD:P8 是 定 值 , 所 以 PP:PO 
也 是 定 值 。 因 4、B、 忆 、C 在 过 定点 BC 的 
加 上 ， 由 卫 瑟 :POCO 一 定 ， 知 刁 是 定点 。 

1418. 若 两 圆 内 切 ， 
则 过 切 点 的 大 加 的 弦 被 
小 圆 分 成 的 两 部 分 的 比 
一 定 。 

解 设 两 圆 4、 互 内 
切 于 点 乙 过 定 引 大 吏 
忆 的 纺 PR 与 小 圆 4 的 交点 为 @@。 显 然 , 连 
结 疯 心 4、 史 的 直线 过 切 点 也 .。 

连结 49、BR, 则 A4P9、ABPR 都 是 等 
肢 三 角形 。 

… 4P9 一 人 BPR， 
和 人 PQ4 一 PRTPB。 
六 L49 1 BR。 
POPR 一 P4:PPB。 
而 P4、P 分别 是 加 4、3 的 半径 , 它们 的 
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-一 一 一 -一 一 一 -一 一 


比 是 定 值 , 所 以 P9:Z 玉 是 定 值 . 

1419. 设 两 圆 内 切 
于 点 4, 大 圆 的 弦 OP 
与 小 留 相 切 于 点 也 ,4D  A 
及 40 与 小 圆 的 交点 分 
别 为 瑟 P, 则 4B:L4F 天 
一 万 妨 : BC. 全 

解 ” 设 在 点 4 的 公 切 线 为 4 万 , 则 

CD4= -0C4 刀 一 APBd4。 
CD1/ 了 万 。 
从 而 得 出 ， 
4 万 :4 万 一 4D:L4O。 
又 j]B4= 一 万 BFD=BB 厅 = 一 DB4P ,所 
以 4 瑟 是 Cd 的 平分 线 。 
“，4D:4C=DBDIBC。 

所 以 ， ”4 万 :4 有 一 BD: DO。 

1420. 两 吏 O、O' 外 切 于 点 4, 在 圆 外 取 
一 点 也, 使 COP4 了 
一 ADO'P4, 再 从 书 
引 两 圆 的 切线 也 DB， 
2PCO, 则 

P4? 一 PDB.PCO. 

解 假设 P4 与 

两 圆 的 交点 为 心 ! 
马 , 则 在 APO4、APO 吾 中 ，， 
OP4= OZ 
又 由 一 B4O' 一 4BO', 得 
AP4O=PZBO', 
人 PoOo4d4oAPO 万 . 
.Pd4:P 一 PO:PO"。 
同 理 可 得 ,P4:PD=PO':PO。 
万 :P4 一 忆 4: 了 PPDD， 
.。 一 刀 .PD=P42. @ 
由 书 B、PO 是 切线 可 知 ， 
书 B2? 一 P4.PD，PO? 一 P4.P 刀 
。…。 卫 F.PO2 一 P42- 刀 D.PP 
所 以 , 由 @@ 可 得 
也 B2.PCO2 一 P4?.P42=-P44。， 
PEB.PC 一 PP42. 

1421. 在 一 条 
直线 上 有 四 个 定点 
4、B、C\、D, 车 过 两 
点 4.、 瑟 的 任意 圆 
与 过 两 点 CQ、 忆 的 
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任意 圆 相 交 , 则 两 现 的 公共 弦 瑟 叉 过 定点 。 
解 设 王 8 与 4D 的 交点 为 卫 , 则 
P4.PB=FP 刀 .PPC.PD， 


和 人 五 DC 人 4 万 ， 
"， Sagpc:SA48B 一 瑟 D2: 瑟 42。 人 
而 0 4D,… ，4C=0D， 


.2D_ZD_PBPD ，。 人 azgpco 一 SA4cz。 
”BO 74 丈 +F4 Sapcp:SadpBB 一 SAdcBISA4PB 
了 BD ( 定 比 ) 一 刁 C :也 万。 
4C .Sagpo:gaaras 一 ECO:BB， 四 
而 B、C 是 定点 ， PP:PO 是 定 比 。 由 此 可 由 @、@， 得 


知己 是 定点 。 即 公 共 纺 五 叉 过 这 个 定点 卫 . 
1422， 在 任意 直线 4 下 上 取 一 点 开设 
尽 4: 开 有 一 3:1 以 4 人 、BZX 为 直径 画 圆 , 引 


万 C: 刀 了 一 瑟 D2:42。 
1424， 设 有 两 个 同 
心 圆 。 引 小 圆 的 任意 弦 


两 圆 的 公 切 线 与 4P, 过 点 4 引 大 圆 的 弦 
4 妃 的 延长 线 相 9BR 4P, 则 人 POBR 三 
交 于 点 0, 则 BO 边 上 的 正方 形 面 积 的 和 
等 于 小 圆 的 疮 是 定 值 . 
径 . 

解 设 4X、 PDB, 则 0 是 屯 吾 的 中 点 。 


.3X 分 别 为 网 OO' 的 直径 ， 愉 、 刀 是 两 圆 公 
切线 的 切 点 , 连结 0D、O 百 .假设 了 、43 
的 延长 线 相交 于 点 C, 根据 题 意 ,得 


由 中 线 定理 得 
2Q9: 十 952 一 2902 十 20P2。 
假设 OO 一 刀 OP=7， 则 


4 人 :DBX 一 3:1， P92 十 52 一 272 十 27'2。 外 
即 圆 0 的 半径 是 贺 0' 半径 的 三 倍 。 同 理 可 得 ， 
又 OO:00 一 0 号:O0D。 -了 P2 十 五 B2 一 2082 十 20P2 一 273? 十 2772， 团 
而 “CC=-0'B+BO=0 呈 十 BO， 而 9R2= (9B3 二 BR)2 
CO=20 卫 +TOD++ BC. 一 9.B2 十 BR2 十 29 思 .BR 
。… 《0 万 TBO) : (30BFTODT BO) 又 从 0 向 448 引 垂 线 OO 万, 则 
一 0O:O7D 一 1:3。 


092 一 0B 一 9 万 2 一 万 有 2 
一 (9 有 十 万 DB) (9 克 一 歼 D) 一 DB.OL4。 
DB.64 一 人 2 一 和 2 


(0 加 上 十 BO) : (50' 瑟 + BO) 一 1:3。 
解 这 个 方程 ,得 BC= 0 呈 . 
即 3C 是 等 于 小 圆 O' 的 半径 O 呈 。 


9B. BR 一 r2 一 2. 
1423.， 从 两 个 同心 @9FE? 一 9B2 十 BR2T3(02 一 rz2)。 加 
的 六 加 上 一 点 也 向 小 由 @+@+ 加 ,得 
引 切 线 4B、4C, 延 了 9g2 十 9 了 2 十 太 P2 十 六 B2 二 GOR2 
长 4C、BC 分 别 与 大 加 一 @B2 二 BR2 二 6r2427'2. 
交 于 点 了 丈 则 


， PG2 二 PR2 二 QZ2 一 6r2 十 2r'2( 景 定 值 )。 

1425， 以 半圆 40 
上 一 点 C 为 圆心 作 较 与 
4 相 切 于 点 也 , 与 半 
图 的 交点 为 五, 则 蓄 
BF 平分 线段 CD. 

解 把 CD 向 两 个 方 
向 延长 ， 设 延长 线 与 两 
圆 分 别 交 于 互 、 互 , 则 

GO.G 互 = GZ.G 一 9D.G 开 。; 


了 0O: 了 万 一 刀 Da: 如 42. 

解 延长 4BO 分 
别 交大 圆 于 一 \G, 则 弦 4 与 纺 4 克 , 点 C 与 
点 妃 , 大圆 与 小 圆 都 是 关于 4O 为 对 称 。 由 
此 可 知 ,点 下 与 点 马 , 点 五 与 点 G 也 都 是 关 
于 4O 为 对 称 . 

.4 访 = 和. .…，ABD4~ AL4BG. 
又 巧 = 纺 、 从 而 得 出 ， 芒 = 人 全. 

.了 B4F=AGBED。 


解 ” 设 局 心口 的 圆心 为 0， 引 小 贺 的 直径 
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Go _Gp 
GE G 万 ” 
_GCOC _-_ GD 
G 瓦 一 GC G 克 一 GD ” 
而 2 Ce 
OK 了 有 
而 CE=CD=-D 互 ，.-。，6GO=GD. 
1426. 设 加 0 和 
的 定 弦 为 4B, 过 
被 4B 平分 的 任意 人 
弦 .P8 的 两 端 引 切 2 
线 ， 两 切线 的 交点 
为 马 则 点 了 在 定 、g、 
加 上. 


解 因为 OPR 09BR 都 是 直角 ， 所 以 

点 O、4、 卫 、 书 共 圆 。 
“OCR=OP.O=04.0BF. 

由 此 可 知 , 4、O、 歼 、 歹 共 圆 、 而 这 个 圆 过 
三 个 定点 4、O、 忆 ,所 以 它 是 定 较 , 即 点 五 在 
这 个 定 圆 上 。 

1427. 者 圆 0' 过 另 一 个 圆 的 区 心 @, 从 
圆 O 上 任 一 点 忆 向 圆 0 引 切线 P4、P， 
则 4 呈 被 公共 弦 CD 
二 等 分 。 

解 ”本 题 的 解法 是 
上 题解 法 之 逆 。 不 过 
还 可 用 下 列 方法 来 解 
本题. 

设 OP 与 4 的 交点 为 妃 则 加 是 48B 的 
中 点 。 义 开 、 也 、 O、 也 是 同一 辆 上 的 点 ， 所 
以 


O, 刀 已 一 4 刀 . 刀 万 。 
连结 C 瑟 , 并 延长 C 妃 交 圆 0' 于 点 刀 , 则 
O. 历 PP 一 CD'。 
-4 有 .万 刀 一 OPD。 
由 此 可 知 ,了 必 是 圆 O 上 的 点 , 即 刀 与 忆 ' 
是 同一 点 。 所 以 CD 是 过 4 的 中 点 . 
1428.， 若 以 4、 呈 为 中 心 的 两 圆 垂直 相 
交 ， 它 们 的 公共 弦 
与 4 了 的 交点 为 C， 
由 呈 向 圆 4 引 人 割 
线 BEB, 则 4、Z、 
己 、C 共 园 。 
解 ” 设 两 贺 的 公 


证 明 题 


共 弦 为 Pe, 则 P9@L4B。 而 加 4、 了 互相 垂 
直 相 交 ， 即 .4PB 一 90"。 所 以 ,由 直角 三 


角形 的 比例 线段 竹 质 ,得 


BO.B4 一 BP?。 
而 BP 是 圆 4 的 切线 。 
…。 卫 且 .BT 一 BP2。 @ 
由 中 、@, 得 


BCO.B4 一 万 .了 BP 
所 以 ，4、C、 歼 、 万 共 贺 。 
1429， 两 圆 O、 . D 
O' (半径 分 别 为 全 
z) 相 外 切 , 由 O 向 < 
图 0' 引 切 线 与 圈 人 
0 交 于 4.、B, 则 
2 _ 1 荆 
FE 
解 设 00' 与 4 的 交点 为 C, 则 
AO4dCwAOoO'D. 
O' 刀 LO _ 2340 
C4 3204 


1430. 若 定 角 和 4Y 的 边 4 和 、4 卫 上 分 
别 有 点 OO 以 O、0 为 圆心 分 别 作 过 点 4 
的 任意 圆 ， 则 这 两 圆 的 两 条 外 公 切 线 的 交点 
在 定 直线 上 。 


葡 世 
解 . 设 两 贺 O、C' 的 外 公 切 线 的 交点 为 了 ， 
则 点 三 把 连 心 线 00' 外 分 成 半径 的 比 (参阅 


问题 1407) 。 


而 网 OO 的 半径 分 别 为 04.O'4。 
“，PO:PO'=40:401 
从 而 得 出 ，4 忆 是 与 全 总 47 相 邻 的 外 角 


的 平分 线 。 所 以 点 忆 是 在 这 个 处 角 的 平分 
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1431.， 设 点 己 为 圆 0 上 的 点 , 以 王 为 圆心 
作 习 ,车 贺 书 的 切线 与 圆 0 的 交点 为 4、 忆 
则 以 线段 P4、PEB 
为 邻 边 的 抢 形 的 
面积 与 切 点 位 置 无 
关 


解 ” 作 直径 了 CO， 
连结 乙 与 切 点 卫 ， 
则 APD4= ~P4O=90"。 

又 DBEP= 40P， 

。 和 人 OP4coA 人 PDBPD. 
。。 PCO:PBE=P4:PD， 

即 PEB.P4=PO.PD. 

而 PFC.PD 是 定 值 。 由 此 可 知 ， 以 线段 PC4、 

2 为 邻 边 的 矩形 的 面积 是 定 值 . 

1432. 若干 个 贺 
相交 于 两 点 4、B， 
从 4 引 两 条 直线 
4 刀 、 4 也 则 4 瑟 、 
4 九 被 这 些 贺 所 分 
成 的 对 应 部 分 成 比 
例 。 

解 ” 设 4 到 、4 妃 ' 与 各 贺 的 交点 分 别 为 C、 
CO 也 .7D, 丸 、 万 , 则 4DB 一 了 4D'B。 

叉 BOD+BC4=180*， 
.BODY BO4=180"， 
"BC4 一 ABC' 4， 
.BOPD=BO'DP'。 

。… 和 人 BOCDwADEO'D'。 


从 而 得 出 ， 
BO CD 
5 57 @ 
同 理 可 得 ， 
-2D -DZ g@ 
人 DP 万 万 “ 
而 BCC =~B4D7=BDD。 


ADD'B+TD4B=180。， 
0C'B 二 一 D4B=180。， 
,ADD'B= -CO'B. 


.人 ECOCpABDD- 
从 而 得 出 ， 
BO __ BD 
克 7 @ 
由 @.@、@, 得 


牛人 人 人 henanapasecringigt 直人 


eeeespragemereeenave aa om vv 人 一 
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CD _ DZ 
0 万 ”也 可 
周 理 可 得 ， 
-CD -DZ 
下 玉 了 瑟 / 
1433,， 设 两 圆 内 吕 


切 于 点 4， 它 们 的 加 
心 分 别 为 OO', 从 大 
OO 上 一 点 三 向 小 
圆 0 引 切 线 PZ, 则 
PT732:P4?=00':04， 
解 因为 4 是 两 圆 
O、O' 的 切 点 ,所 以 O、O、4 在 一 条 直线 上 。 
设 24 与 圆 0 的 交点 为 .9, 则 
LAO0Q4= 4=-OP4。 
.OP1OQ. 
。 PP _ oo0 
… 项- 9 
而 27Z 是 圆 CO 的 切线 。 
， PT72 一 PQ.P4. 
< 


-因此 ,由 @, 得 
人 
P42 CO4 
1434， 两 加 0、0' 内 切 于 点 4 引 过 心 线 
00 的 重 线 , 设 这 重 


D 
线 与 两 贺 O、O' 的 交 ZN 
点 分 别 为 人 忆 , 则 
4C: 4D 是 定 值 。 CS F 


解 显然 ，4、O、 
CO" 在 一 条 直线 上 . 设 
4OO' 的 延长 线 与 区 
O、O' 的 交点 分 别 为 互 、 九 ， 则 
402 一 4B.4 媚 ， 
4 De 一 .4 万 .4 也 ， 
”由 @@ 二 四 ,得 
40” 4 刀 
2 殉 ”47 
因此 可 知 ，40:47D 是 定 值 . 
人 两 圆 内 切 了 于 点 0 过 人 C 引 互相 委 直 
交 的 两 条 割 线 C4、CB， 设 C4 交 两 图 分 
人 4 0CB' 交 两 加 分 别 于 B、B3， 出 
442 十 Be 是 定 值 。 


田 日 
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解 ” 设 两 圆 的 圆心 
分 别 为 O.O, 连结 O、 
O，, 并 延长 CO 过 切 
点 C, 与 圆 O.O' 的 交 
点 分 别 为 必 妃 ， 连 
结 4 思 、B'D、4 五 
五 召 ,， 设 4 妃 交 也 
于 了 3 交 4 了 于 G 则 

OP 太一 OBE 一 90?。 
DBG1 DB'D。 
同 理 可 得 ，47 / 4 也. 
由 此 可 得 ，BB' 一 DG。 同 理 ，44 一 G 万 。 
。 442 十 万 有 2 一 G 忆 2 十 GD2 一 忆 万 ?。 

而 既是 定 值 ( 刀 是 两 直径 的 差 , 刀 刀 ?等 
于 两 直径 的 差 上 的 正方 形 ). 由 此 可 得 ,44? 
十 BB?2 也 是 定 值 。 

1436. 若 贺 0 的 纺 
43 是 圆 0 的 切线 ， 则 
连结 4 呈 的 中 点 与 切 
点 C 的 直线 经 过 一 定 

解 ”连结 两 圆 的 圆心 
O、O", 并 延长 00 与 DC 交 于 好 。 设 4 好 与 


OD 的 交点 为 媚 则 
.48HO=90。 一 FFOD-。 
人 ADOPBcpACO' 万 ， 


0D1OC.… 
.…， DO:C0O'=0O 了 :OZ 了. 
从 而 得 出 , O:O 呈 是 定 值 。 由 此 可 知 ，OO' 
:0 加 也 是 定 值 。 
而 00' 是 定 值 。 所 以 ,0O' 吾 也 是 定 植 。 叉 
CO 是 定点 ， 所 以 召 是 定点 ， 即 DC 是 经 过 定 
点 卫 。 


1437 .在 半圆 40C3B 的 直径 4B3 上 引 和 下 


线 0D, 若 在 半圆 的 网 

一 部 分 4CD 内 作 < 

内 切 吏 0, 与 4 [SRN 

的 切 点 为 也 则 :DB [Ap NS 

一 BC. A 忆 0D 号 


解 ” 设 内 圆 0' 与 CD 半圆 的 切 点 分 别 为 
三 .9 则 由 人 GO 有 cp AGOB 可 知 ，B、 隐 、 
G 在 一 条 直线 上 . 

妃 B2 一 妃 太 .BG， @ 

而 4 是 直径 ,所 以 /4GB=90。。 

又 /CD4=90"， 
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明 题 


… A4GB= TD4 一 90?。 
由 此 可 知 , BF、G、4、 也 共 园 。 
DBPGO.DB8 一 PB4.PD。 
又 LAL4CP=-90"，OCD 14P， 
DO2 一 B4.DPD。 
.…。 BG.BT= BO2. 四 
由 @、@, 得 BB2= 502，.…，BB 一 BO. 
1438，. 设 在 圆心 为 的 半圆 4F 互 内 的 
O' 与 圆 4 妃 在 点 卫 辣 


内 切 , 与 直径 4 也 在 点 人 AN 


C 相 切 , 若 延长 CO 与 
GL 


0O 交 于 也 则 不 
4B.OO'=CD2。， 
解 设 4B 为 圆 0 的 
直径 , 连结 OO' 并 延长 
与 圆 O 交 于 了 、G( 显 然 , 延长 09 过 公 切 点 
恒 , 延 长 OC 与 较 0O 交 于 也 则 
4 万 .CO'= 8G.NO'=(FO' 二 DGD .BO 
一 O2 二 OO'G.FO':。 q 
又 OG.THO' 一 0D.0'- 
= 一 0D.(O'D+200)。 @ 
把 四 代入 @@, 得 
4B.00' 一 7O2+O'D. (0O'D+2007) 
一 CO2 十 200'.0'D 二 0O'D2 
一 (00' 上 0'D)2 一 CD2， 


安 


| 人 


4 也 .CO 一 CD2. 
1439， 和 半圆 4DB 及 其 直径 43 相 切 
的 圆 的 直径 CZ, 是 半 
圆 的 直径 4 被 切 点 了 王 
C 所 分 成 的 线段 4C、 人 人 闪 
BC 的 调和 中 项 。 人 1 


解 ” 设 内 圆 的 圆心 全 
为 0, 它 的 半径 为 汪 过 O 引 直 径 CZ, 并 延长 
OF 与 半圆 4DB 交 于 点 刀 , 由 上 题 可 得 ， 

4 也 .7 一 CD2. 
而 4C.0B=0OD3。.…，45.7 一 40.OPB， 


。 元- 了 二 工 
让 

由 此 可 得 ,0C8 是 4C、CB 的 调和 中 项 。 

1440. 若 圆 PGD 与 圆 4BC 及 弦 4B 分 
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别 切 于 点 及 点 乙 设 弦 4B 在 关于 圆 PGD 


的 异 侧 所 对 弧 
4Z 巨 的 中 点 为 也 
过 也 引 .4 的 重 线 区 
了 BF, 则 以 如 与 贺 中 
PGD 的 直 德 为 两 AS 要 
邻 边 的 矩形 面积 等 NS 汉 
于 P4.PB. 、 

解 设 2G 为 


2PGD 的 直径 , 则 PG 垂直 于 4B. 所 以 PG1/ 
FC. 
从 三 引 CGP 的 延长 线 的 垂 线 8 万 , 则 
GDP=90" 一 了 末了 . 
由 此 可 得 ，G、 刀 、 互 、 下 四 点 共 贺 。 
PP 刀 .PG=DP.ZP. 
。 刀 及 =-P 克 ，.…， 也 1.PG=PD.PF_ 
而 D、4、 下 、 万 四 点 也 共 圆 。 
…，PD.PF 一 P4.PB. 
由 OO、@, 得 BB.PG=P4.PB. 
1441。 从 半圆 40OB 的 直径 4 了 3 上任 一 点 
B, 引 4B 的 垂 线 一 田 ,与 半圆 40B 交 于 点 
卫 , 若 圆 C9D 切 直 EC 
线 PZB, 且 与 半圆 


2 

更 有 
2 
与 以 闻 为 直径 的 四 


@ 


贺 外 切 于 点 忆 又 
GBR 为 圆 Cg 刀 的 直 
径 ， 则 S 
旬 有 .4 有 一 万 2 ， 
解 由 2 是 加 90P 与 圆 PDB 的 公司 
线 , 得 
9REPDB 一 P92，( 问 题 1399) 
又 根据 上 题 可 得 
9RB.4P=4P.9S。 
而 2 一 PS 
.0S=PSTP=ZD5TPQ. 
4 了 一 P5 一 PO。 
因此 , 由 四 ,得 
@R.4P= (PP9) (PPO) 
一 也 有 了 12 一 PC 
由 @@ 十 图 ,得 
QR.PB-TOR.P4 一 已 172. 
0RE.(PB 二 4P) 一 书本 2， 
， BR.4B=PZn， 


是 
四 


又 


1442， 设 点 卫 把 半圆 40B 的 直径 4B 
分 成 两 部 分 4D、5D, 在 半圆 4CD 内 , 以 
4D、BD 分 别 为 直径 ,在 43B 的 同 侧 作 两 个 


半圆 ,又 CDL4B， C 

在 CD 的 两 侧 分 别 CS 

作 圆 0、0' 与 CD AS 
相 切 , 且 圆 O. 加 0 


分 别 与 两 个 半圆 外 全 了 “ 
切 , 则 这 两 个 圆 相等 
解 ” 设 两 圆 0、0' 的 直径 分 别 为 &、_d。 根 
据 上 症 , 得 
4B.0 一 CD2， 
4DB.d 一 CD2。 
由 @、@, 得 4 一 。 所 以 加 O、O' 相等 
1443.。 设 以 48 为 直径 的 半圆 上 的 两 点 
了、 豆 , 从 闷 、 孔 分 别 


中 
@ 


向 4B 作 垂 线 BG、 BA 
J,， 作 圆 0 与 BG、 

如 7、 半 加 都 相 切 ， 从 

0 作 4B 的 重 线 OFE， 性 一 上 六 二 
则 OK2 一 4G. BT 


解 设 圆 O 与 缴 40B 及 了 Gy 的 切 点 
分 别 为 C、 忆 、 卫 ,连结 OP、OZ、CPD、C 厂 , 则 
CD、(C 召 的 延长 线 分 别 经 过 点 4、 妃 ,其 理由 
是 。 2ODG=90" 一 DG 万， 

"0OD14B, OP 1 4B. 

由 此 可 知 , OP、OZ 吾 是 一 条 直线 、 并 且 它 与 
直径 4 妈 平行。 

又 LDO 玉 =90"。 设 COD、O0 刀 的 延长 线 分 
别 与 缴 4CPB 交 于 4、 DB, 则 4CB' 一 90"， 
所 以 4 号 为 直径 , 且 4 平行 于 直径 了 也 。 
由 此 可 得 ,4 号 与 4 重合 。 

又 /4GD=9%0" 一 了 刀 JB， 

又 L4DG=- 了 DO=0CBD= -也 BTJ， 
人 4DPDGomA 人 万 BJ. 
.4G:GD 一 爵 T:JB。 

GD 一 万 7T 一 OK 

由 四 ,得 4G:OK=OEX:7DB。 

“， OK2 一 49.BJ。 

1444. 在 上 题 中 ， 
若 圆 0 与 半圆 4CB 
外 切 , 则 

OA2 一 4J.BG. 

解 因为 CDG4 


人 
而 
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一 90。 一 DO4, 所 以 了 DC、G、4 四 点 共 
页 。 
A4= GDC. 
.人 A4JZcoA 人 DGD。 
4J:J 万 一 DG:GBE。 
而 GD= 刀 7=OK。 
由 图 , 得 4T:OKE=OE:GPB. 
“。 OK? 一 .4J.BG。 


中 


证 


1445， 设 两 条 直线 CB、D7Z 与 半圆 的 直 


径 4B 垂直 。 如 果 画 两 个 圆 与 CB、DP 相 
雪 ， 且 其 中 一 个 圆 与 半 现 4BZ 内 切 , 另 一 
个 圆 与 半圆 4ZF 
外 切 ， 则 从 两 圆 的 图 
心 O、O' 向 4B 作 两 
条 三线 ，、 以 这 两 条 垂 
线 为 邻 边 的 矩形 的 面 
积 等 于 0 至 .7DB。 

解 因为 圆心 O 
0 到 0CB 和 也 8 的 距 
离 相等 ,连结 0 并 延长 OO 与 4 交 于 点 
G, 则 Z4GO=90"。 若 延长 EO、D, 分 别 与 
圆 交 于 互 、J, 由 前 面 丙 题 可 知 ， 

40.DB=002， 4D.CB 一 O'G2. 
.…，40O.0B.4D.BD=O0G2.0'G2. 
40.0PB= 0 万 .0 有 也 一 CT2， 
4 也 .DB 一 刀 D.DT=D72. 
OZB2.D12 一 0G02.0'G2。 
“。 0 了 .DZ 一 0G.0'G， 
1446. 风 等 
的 弦 4B、 4 2B, 则 
过 4、 .4 的 切线 
47、4 了 的 比 等 于 
两 加 半径 的 比 ， 
. 解 设 两 贺 的 加 
心 为 O0、.O,， 连结 
0O4.O'4 又 0OC、 
0O0' 是 44 的 垂 线 。 洲 作 44' 的 垂 线 了 D， 
在 两 个 三 角形 4CO, 7D4 中 ， 
400=90"= 4DT， 
由 了 4 是 圆 0 的 切线 ,得 4OC 一 74D， 
…。 人 4COwA7TD4. 
。 04:42 一 40:DT。 
同 理 可 得 ， 
04'; 


而 


放 


@ 


4 一 40:DD， -四 


| 直线 OX、OY， 


明 题 


而 4C=4C( 4DB=4B， 
4 了 BO00C 4 BOO) 。 
.4O:TD=4OTD。 
由 @.@、@, 得 04:47=04:47。 
47:4 和 9 一 04:0'4/。 
1447. 已 知 两 
个 圆 O、0? 引 割 绥 
4DFB'4 与 圆 0 交 
于 4 了 ,与 圆 0 交 
于 B、4, 由 4、 
4 分别 3 引 两 圆 的 
切线 , 设 交点 为 了， 


即 


一 -一 一 一 一 


解 从 OO 向 44 作 垂 线 OO OO , 则 
A4TDeooA040 A4TDoAO4C 


47:TD-=40:04， @ 
TDIT4=004240 @@ 
由 @、@, 得 
47Z:T4 一 40.0.404.40。 


= -个 Cd 


1448. 有 
藻 干 个 互相 外 
切 的 贺 ， 它们 
切 于 两 条 相交 


则 这 些 圆 的 半 
径 的 比 依次 成 等 比 数 列 。 

解 设 人 ZXKOF 的 平分 线 与 圆 01\Oz、Oa… 
的 交点 分 别 为 4、41、4?、…。 与 OZ 的 切 点 
分 别 为 P、PL、P2、…， 则 由 

AOliP4lcA 人 OoPi4 
OP:O2P1 一 P41:Pi4 
APdiPico 人 Pi42P2， 
41:P14) 一 41P1:42Pa， 
人 41Pi0 人 4oPoOo 
41Pi:4doPo 一 OzPi:OsPo2. “四 
由 中 、@、@, 得 OP:OzP1 一 OP1:OsP2， 
即 贺 O:、O>、O0s 的 半径 成 等 比 数列 。 
同 理 可 得 y 若 依次 作出 贺 CO4、O5、 


得 中 


得 @ 


得 


相 则 网 
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第 四 章 比 


O4、 O5、 的 半径 的 比 成 等 比 数 列 . 


沁 | __ ON.O. 了 7 末 .EG 一 2.0ZB2 


1449. 设 动 圆 0 与 两 个 等 圆 4、 刀 中 的 
一 个 内 切 , 与 另 一 个 外 切 , 从 动 圆 的 中 心 C 向 
两 个 等 圆 的 两 条 内 
公 切 线 作 垂 线 ， 垂 
足 为 到 、 五 ， 若 两 
条 切 . 线 交 于 点 0， 
则 OO 人 .OK' 是 定 
值 。 

解 设 园 C 与 图 
4 在 点 了 外 切 , 与 Q 
了 在 点 召 内 切 。 过 入 4、2 作 圆 ,过 O 〇 引 
4 瑟 的 垂 线 交 所 作 圆 于 必 、G, 则 FG 是 这 贺 
的 直径 。 从 C 向 2G 引 垂 线 0 延长 C 蕊 
与 9 的 平行 线 吾 妈 交 于 点 内 , 又 从 豆 向 
2Z9 引 委 线 互 ， 设 2 与 圆 五 的 切 点 为 A， 
又 AOBN 的 各 边 SN、ON、0B 分 别 用 w、 
& c 来 表示 , 则 
40=4D4+DO，BO=0O- BB=CD- 44 万 . 

"40 一 BO=247。 


.4D= 瑟 (4C-BO，， 


即 a 一 也 (40O- 50)， 


根据 问题 1848 可 知 ， 
a? 一 07.G 万 。 

而 40=50. ,。40.BO=07.0G， 
即 OPB2 一 c? 一 OZ.0G.. ， 
.ON2?=OB2 一 五 N2--07 .0OG 一 0O7.G 万 

一 0O8(0G-GE) 一 OZ.O， 


ON? 一 02=OF.O. 四 
又 AONBcAHMC, 
0:0 一 O:CAI。 
。 五 M 一 I 碟 ，.。 I 开 = 了 2 
而 AONFPBcAEIO. 
2 8 OZ 一 wo.OZ 
曙 CC 】 
。 CE 一 ZE4OD2 人 4 于， 
，_ 3.REOC BC _a.0 如 
， ; 同 理 可 得 ， OO 区 "一 和 
国 7 OO 一 人 TO2 os Q2.O 瑟 2 
人 一 0 C2 
由 @@, 得 
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OK .OO 
C2 
由 人 @, 得 
O 开 .OZ 一 Q2.O 万 乱 万 厅 一 02.O 万 2 


C2 
02.0 瓦 - (5 瓦 一 0 五) 
和 


02-O0 厅 -OP 有 


0O2 


15. 面积 的 比例 线段 


1450. 两 个 矩形 的 面积 的 比 等 于 它们 底 
边 的 比 和 高 的 比 的 


复 比 。 
的 高 为 底 为 饭 心 且 此 
卫 | 


2.22 
一 一 一 ( 定 值 ). . 


移 形 @ 的 高 为 o 
底 为 4。 作 两 条 垂 
直 相 交 于 的 直线 
BID 4O， 在 人 
上 取 04' 一 0 00/ 
一, 在 3D 上 取 
0OB' = 六 0D' 一 2 作 和 矩形 4BBIO 和 矩形 
OD' 玉 4 人 算 形 00GD', 使 矩形 4 和 BOD 的 面 
积 一 忆 , 算 形 00G7D' 的 面积 =@， 又 设 矩 形 
OD' 了 4' 的 面积 =4, 则 
了-_OB'_5 4_-04_a 
cd 9 65 0 
卫 6 Q 


1451. 两 个 平行 四 边 形 的 面积 的 比 等 于 
它们 的 底 与 高 乘积 的 比 。 

解 ” 设 平行 四 边 形 一 的 高 为 c、 底 为 驴 平 
行 四 边 形 @ 的 高 为 c 底 为 4。 因 为 平行 四 边 
形 的 面积 与 等 底 等 高 的 矩形 的 面积 相等 ， 所 


以 。 作 和 矩形 P'、@" 使 它们 的 底 分 别 与 了 .9 
同 底 , 它们 的 高 分 别 与 PP、 的 高 相等 , 则 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


1452. 设 卫 为 A4BC 内 任 一 点 , 连结 
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4P、BP、CP， 又 
延长 4P 与 BC 


相交 于 点 卫 ， 则 

SAiap  BD 

站 7 有 了 
解 从 B、C 向 了 


47D 作 垂 线 BZ、CZ， 则 
Sauap 一 王 4P.BB， 


Saucp 一 二 .CT 


多 必 A4BP 3B 
“” Saop 6 9 
而 人 A 人 DBDEACDP 。 
BZ _BD 加 
”” (CC CD ” 
二 
由 @、@, 得 So 一 TCD。 
-1453. 设 A 人 4BC 
的 两 边 4 刀 及 4C 的 
中 点 分 别 为 九 及 卫 ， 


直线 0D 与 号 刀 交 
于 点 O， 则 Sea4pzg 一 
3Sezoz。 

解 因为 了 是 4 的 中 点 ,所 以 


SeaapB 一 SAgpB。 


又 0 是 人 4B0O 的 重心 ,所 以 了 3 刀 一 30 万 ， 


由 此 可 得 ，Sapag 一 3SApzoz。 
…。 Sa4pzg 一 3SaApoz。 


1454。 从 人 4BC 的 顶点 C 向 42B3. 引 垂 


线 ， 设 垂 足 为 妈 .。 若 C 
人 auhcx:Saepox 一 402 
:BC2， 则 4OB = 

90*. 其 中 40O 关 BC. 到 


解 设 4X=-ow KW 
BM 一 0 CM 一 ji 则 SAacx:Sascox 一 0:D 
4C2: BC2 一 (G2 十 7]2) : (22 十 太 2) 。 
而 Se4sox:SaAacx 一 402: BO2。_ 
册 此 可 得 ca:29 一 (a2 十 j2) : (22 十 72) 
0(02 二 了 2) 一 2(a2 十 j2) ， 
(c 一 0) (ca 一 了 2) 一 0. 
所 以 _a 一 2 一 0， 或 ” 叱 一 1 一 0。 
而 4: 5C，.…。 cg 了。 
…。 叱 一 了 2 一 0， 即 a:p 一 RD， 
AhOMWHMwmACBM 。 


A40M= CPM。 
从 而 得 出 ， .4CDB=90". 
1455. 若 人 4FBO 中 有 一 点 O, 使 AO4B、 
AOHCO、AOQO4 三 A 
个 三 角形 的 面积 的 


比 等 于 下 列 各 个 人 
比 , 问 : 点 O 的 位 置 一 忆 
() 4B:5C:04; 2 


下- .1。 

2 矶 :DT 8) 1:11 

解 人 设 OD、0B、O08 分 别 是 从 O 向 
PC\C4、 4DB 所 引 的 垂 线 , 九 丈 了 是 垂 足 , 则 


Seous 一 亏 4B-OP， Saoso 豆 30.0D， 
Baouo 一 二 40.OB. 


根据 题 意 ,得 
Saoas:Seoasc:Saokio 一 4B:BO:O4。 
“， 08 一 0OD= OF， 
这 就 是 说 , 点 O 到 三 角形 的 三 边 等 距离 。 由 
此 可 知 点 0 是 人 A4BC 的 内 心 或 旁 心 。 
G@) 题 设 Seoas:Seopo= 3: 志 则 


Saoaa:SAosco 一 0O42:O00。 
若 延 长 B0 与 4C 相交 于 点 玖 , 则 
SAoap:Saeoaso 一 4 瑟 :EO。 
oO0O4:00 一 4 万 :ECO。 


由 此 可 得 , BO 是 人 40C 的 平分 线 。 

同 理 可 得 ， 4O、CO 分 别 是 人 BOC、 4O0B 
的 平分 线 。 

所 以 ,点 0 是 使 

40OB 一 BO0= -CO04 一 130"， 

或 者 使 C40DP、 一 BOC、~CO4 中 有 两 个 是 
60”、 一 个 是 120"” 的 点 。 

3) 设 延长 4O、BO、CO 分 别 与 BC、C4、 
4 号 的 交点 为 二 2、N, 而 30 是 人 04B、 
AOBc 的 公共 底 。 所 以 这 两 个 三 角形 的 面积 


冰 王 1 启 研 、 


0 


的 比 等 于 它们 的 高 
的 比 . 由 此 可 得 ， 


?3 Saoao 一 到 
420:C2M。 


人 Beo4B 

根据 题 意 Sao4z: 
Saoso 一 1;1， 可 知 
区 是 4C 的 中 点 ，BM 是 中 线 . 

同 理 可 得 ，CN、4 层 也 是 中 线 。 因 此 , 它们 
的 交点 O 是 人 4ZBC 的 重心 。 

1456. 若 两 个 三 角形 中 ,有 一 个 角 相 等 或 
相 补 ， 则 它们 的 面积 的 比 等 于 这 个 角 夹 边 乘 


比例 
BA43B0:SApBp 一 4 局 .BODD 厂 .五 忆 。 


1457. 两 个 相似 
三 角形 的 面积 的 比 等 
于 对 应 边 的 平方 的 
比 。 

解 设 A4BO wo 
和 人 了 DZ, 则 

一 B 一 一 忆 。 
根据 上 题 , 得 
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SA4ac 4.PBC 
心 AD 力 古 .互感 


积 的 比 。 又 24B_3C 
解 在 A4BO、A4'BC' 中 , 设 3B= 2 
ADB', 由 4、4' 分别 向 BC、B'C 作 垂 线 .4DD、 代入 上 式 ,得 
4D', 则 在 A4BD、A4'B'D' 中 人 B= _Saase __ 3C? 
]B,，LA4DB=90* 一 LID'B,， apgy 必 有 
， 1458。 相似 多 边 形 的 面积 的 比 等 于 对 应 
入 和 边 上 正方 形 的 面积 的 比 . 
解 ” 两 个 相似 多 边 形 总 可 分 成 个 数 相同 的 
相似 三 角形 ， 又 两 个 相似 三 角形 的 面积 的 比 
c， | 等 于 对 应 边 上 正方 形 的 面积 的 比 。 根 据 合 比 
D D 


定理 可 得 ， 两 个 相似 多 边 形 面 积 的 比 也 等 于 
这 些 三 角形 的 面积 和 的 比 ， 即 相似 多 边 形 的 
面积 与 它们 的 对 应 边 上 的 正方 形 的 面积 是 成 
比例 的 。 


A: 人 
AL A 
Az 及 
A: As A> A4 


1459， 两 个 相似 三 角形 面积 的 比 等 于 它 
们 的 外 接 圆 半径 的 平方 的 比 。 


A 人 4PBDwA4BEDTD 。 
4D 4 开 
TAB 


而 Sasao= 瑟 BO.4D， 
卫 PP， 
SA4'Bre: 一 王妃 CC/ 4D1 


BC .4 


Se4ac 
BO 4 鱼 


心 A4“B'C/ 
把 @@ 代 入 上 式 , 得 
Sanpe 、 BO.4 
Rd2o ”BC FT 
又 在 人 4BC、 人 A 刀 瑟 玉 中, 了 巨 与 一 已 万 不 
互补 ,延长 互 玉 使 妃 8 一 互 ， 则 


A 
Sapzz 一 SApgz。 ( 确 册 
为 下 
BC EC 2F 


解 设 A4BCwA 人 ADD 则 

QQa4sc:SApzz 一 C2: 万 72。 矣 

设 A4BCO、ADZz 的 外 心 分 别 为 CO、O， 
则 了 人 BOC=24, IEO 万 一 2 D。 


旬 


“。 SA4BoiSApzE 一 4DB. BC:DD 万 .万 请， 
从 而 得 出 ， 四 
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而 4 一 也 ,所 以 人 BOC 一 BO 了 

又 AOBO、AO 人 3B 都 是 等 腰 三 角形 ， 
.0ODB:0 石 一 BO 了 了， 

由 四 、@, 得 SA4ac:Sapgr 一 0B2:O' 万 2。 

注 ”因为 两 个 相似 三 角形 的 内 切 圆 的 半 


@ 


径 、 外 接 圆 的 半径 、 对 应 的 中 线 、 对 应 角 的 平 
代 夫 ,问题 也 成 立 。 入 
1460. 若 两 个 平行 
四 边 形 4.BCOCD、 瑟 FFG / 
C 
积 的 比 , 即 
SAsao _，B4.BO 
Seaag ，4 记 .BO 
线 分 别 与 4B、4C 交 四 
B- 
解 因为 人 BP 


分 线 . 对 应 的 高 的 比 都 等 于 相似 比 ,所 以 如 果 
本 问题 中 的 外 接 圆 用 内 切 圆 、 对 应 的 旁 切 加 、 
中 线 、 角 平分 线 ,高 等 来 T 
有 一 个 角 相 等 , 设 ~B B 
一 7 则 它们 的 面积 
的 比 等 于 这 个 角 夹 边 乘 
4 甩 ,BO REG。 yy 

解 根据 问题 1456， . 

得 下 G 
人 AgFG EGG ” 昌 

设 吕 4B0O2 的 面积 和 口 BPG 克 的 面积 分 

别 为 St、S2, 则 SI 一 2Sa4ac 3 一 2Saagze。 
必 人 ABzG 五 有 11G 

1461. 在 人 4B0 中 , 从 底 边 BO 上 一 点 
己 引 4C、4 呈 的 平行 A 
于 六 、 了 ， 则 Seaxr 
是 Sesgpz、Sacpyr 的 蕊 
比例 中 项 。 
与 A4ZXY 的 底 边 都 在 4B 上 ， 根 据 假 设 可 
知 ， 它 们 的 顶点 都 在 4 刀 的 平行 线 PZ 上 ， 
所 以 这 两 个 三 角形 的 高 相等 。 


C 


Saapr:Sa4axy 一 刀 X :4 工 。 @ 
局 理 可 得 ， 
必 A4kxy:Sacpy 一 4Z:CZ，. 


四 

民有 1 人 40 DR:I4X 一 DBP:OP. 

又 PPY1/4B, …，P:OP 一 47:OY7. 
。 DBDX:4X-4Y7:IO7， 

”由 四 四 ,得 - 


Sappz:Sa4zy 一 SA4xy:Seopr。 


1462， 设 梯形 4BOD 的 对 边 B4 CD 的 
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延长 线 交 于 点 也 忆 

若 在 边 BC 上 取 任 移 ， 

意 点 万， 则 四 边 形 人 D 

Sezg4Dp、 Sezac 的 人 

比例 中 项 . ec 
解 4D1/ 了 

BC …， Saarp 一 Se4sp 四 边 形 如 4 万 刀 


的 面积 一 Seapz. 


区 Sapap3SAzspD 一 万 4: 万 刀 ， 中 

BApap:Sapac 一 局 D:EO， @ 

而 人 DA BC .…， 了 BR4: 卫 了 BTED:DCO， 四 
由 OO.@、@， 得 . 


人 eg4D:SaAzaDp 一 SApBpiSagao。 

这 就 是 说 ，Sazgsp 即 四 边 形 了 4 的 面 
积 是 Segam SAsao 的 比例 中 项 ， 

1463.， 和 芳 人 4BC 
的 面积 是 定 值 ， 则 以 
它 的 三 条 中 线 4D、 
28、CZ 为 三 边 的 三 
角形 面积 也 是 定 值 。 

解 设 人 4BC 的 
重心 为 G, 延长 GD， 
使 刀 一 GD 则 四 边 
形 BECG 是 平行 四边形. 


人 AeB 一 Saeac 一 也 人 As4ac。 全 


而 BG 一 呈 也 了， G 一 全 4D， B 刀 =GC 


=- 习 CF. 若 从 召 引 G 克 的 平行 线 与 B 互 的 


延长 线 交 于 点 内 则 AZBM 的 三 条 边 与 
A450 的 三 条 中 线 相等 。 

而 AGB 瓦 > 人 A 人 刀 3BM， 它 们 的 相似 比 是 
DG: B8, 即 3:3。 又 相似 三 角形 的 面积 的 比 
等 于 对 应 边 的 平方 的 比 ， 

“"， Secaa :SAzBM 


由 四 ,得 
工 
Sepay 一 拉 ( 读 Seaao )-- 宇 Seaao. 


-由 此 可 知 , 由 人 4BC 的 面积 是 定 值 , 可 以 
得 到 以 它 的 三 条 中 线 为 边 的 三 角形 妾 刀 M 的 
面积 也 是 定 值 . 

1464. 以 人 4B5C 的 三 条 中 线 作 
A4iBiCu 再 以 A4iBICi 的 三 条 中 线 作 ” 


一 22:22。 
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Ad4sBs0o 则 人 A4BCOcA4?5:C2 且 
Sa4Bc: SaA4piOi 一 16:9。 

解 设 人 A 人 4BC 
的 三 边 中 点 为 也 、 
可 、 画 ,延长 到 再 到 
G, 使 瑟 G 一 了 万 ， 

则 A4DG 是 以 
A4BC 的 三 条 中 
线 为 三 边 的 三 角形 . 3 

又 如 是 人 4DG 的 重心 , 所 以 A4DG 的 
三 条 中 线 是 A4BC 的 三 边 的 于 售 ， 由 此 可 
知 A4B40? 的 三 边 是 人 A4BC 的 三 边 的 工 
恤 ， 从 而 得 出 ， 人 4BOw 人 42B20， 它们 的 
面积 的 比 等 于 相似 比 的 平方 , 即 

必 A4BC 小 也 . 
hpxc。 3 


ww， 
、、 
q 
wa, 


1465. 设 卫 为 正方 


形 4BOD 的 边 4D 上 
一 点 。 对 角 线 4(C 与 
BP 的 交点 为 49， 则 
人 4PQ 人 APEQC ABCO 
的 面积 成 等 比 数列 。 B 
49 _Pe 
解 由 AgeP4wA9B0， 得 < 5， 
Sepe 。 49 。PQ 
又 RN ”00 95， 
SaePoco _PQ 
Seeaco 9B 
。 _SA4Fo Sepoc 
NAPec 心 se8o 


这 就 是 说 ,人 A4FQ、APeCAg50, 它们 的 


面积 成 等 比 数列 。 

1466. 在 人 4BCO 六 
的 一 边 BC 上 取 点 E 
了 , 若 由 己 引 4B、4C 
的 平行 线 与 4B、4C 了 
围 成 的 平行 四 边 形 
DPB4 的 面积 是 汪 电 
角形 4BC 的 面积 的 邓 则 点 也是 5C 的 一 
三 等 分 点 。 

解 由 BPD14C,P 刀 /4B, 得 . 

人 4BOwmADEPwA 人 万 PO。: 
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设 BP:PO 一 jh， 则 
必 A4Bc:SApap:SAzgPC 
呈 BO2: DPP2:PO2 一 (十 人 3: 72:712。 
又 设 口 4DP 丸 的 面积 为 8 则 
必 A4sc1S1 
一 (j 十 2 25(7 二 23 一 (2 十 22)]， 
Sa4ac: SI 一 (十 太 2227N。 
.3 4 
(PP 二 23 9” 
《25 一 从、 (一 20) 一 0。 
解 这 个 方程 中 的 奴 思 得 
:8 一 1:2 或 jp 一 3:1。 
所 以 书 是 BO 的 三 等 分 点 之 一 。 
1467. 设 点 也 .五 三 等 分 人 4BC 的 边 
BO， 即 万 刀 一 也 万 A 
一 了 0O,， 边 4C、4 万 
的 中 点 分 别 为 万 、 
GDPF、BG 的 交点 
为 O， 则 Saopz: 
人 SA4Bco 一 二 :15。 
解 设 过 4、O . D M 叫 
的 直线 与 GF、BC 的 交点 分 别 为 二、 红 ， 时 让 
AOBD、AOGE 相似 , 得 


即 


C 


OM:OZT 一 DB:GT， Q@ 
而 DZ 一 于 BC， GZ 一 到 BC. : 
ee 力 互 :GT 一 2:3。 
由 @, 得 ”DOM:OI=3:3。 
从 而 得 出 “COM:IZM- 3:5。 g@ 
又 ZTM 一 瑟 420， 
由 @, 得 0OM:4M=1:5. 


设 DB、BC 分 别 是 AODB、A4BO 的 底 
边 , 则 它们 的 对 应 高 的 比 等 于 OM 与 4 巡 的 
比 ， 即 等 于 :5 又 底 边 DB 与 BC 的 比 为 
1:3。 

。 _Saopg _ 工 . 工 _ 工 
和 

1468. 在 人 450C 

的 三 边 BOCC4、4B 久 


上 分 别 取 点 愉 豆 7， 已 


第 二 编 证 明 题 


308 
Capgm zxgTmpr -1300m .02 一 Im 十 他 
心 s4BC (7 十 72) (9 十 D) (G 十 人“ (隐士 力 3 ( 双 填 罗 3 
解 在 人 4FC 与 人 4 玉 z 中 , 人 .4 是 公共 1470. 在 人 4BC 
角 ， 和 的 边 4B、4C 上 分 别 


.Sakrg ，、4 古 .4 加 
”Sadao 5.45 


129 
TDGCHTT 外 


同 理 可 得 ， 
人 Appzr 从 四 
人 SAdao 人 十 入 ) (Q 十 妃 ， 
人 Acpzg 二 ] 筷 @ 
Sa4ao 《十 7 (十 D)“ 
由 开 -(@T+Q@+@@), 得 
作 ApRP 
心 A4BC 。 
。_SeA4ac 一 (SA4Br 十 SAspr 十 SaoFDp) 
SA4pc 
1_ CO 十 了 (人 % 十 D) 十 9009 十 7 ) 
《十 0 十 2) (9 十 分 
和 Id 二 MY 
(十 7 (2 十 人 (9 于 7 “ 
1469. 在 人 4BO 的 边 BO .CO4、4 刀 上 分 
别 取 点 刀 五 了 ， 站 
0_03 
DO 也 4 双 
4 万 入 
本 请 一 信 (其 中 王 
2 色 是 不 等 于 3 C 
伶 的 定数 )， 则 
ADBF 与 A4BC 的 面积 的 比 是 
I22 一 02 十 72 
一 二 肌 5 
解 在 A48F 马 与 A4BC 中 ,4 是 公共 
角 ， 


。 SaA4pR 4 厢 .4 及 IN 
”Seao 4.405 (二 人 5。 
同 理 可 得 ， 
SaappP _ 71 
人 A4BC (人 十 多)2“ 
BAcpzg 7 
人 4Bo (十 2)2“ 
Sepzz 
心 s4B2 


人 SABpr 从 AcpB 


二 1- SA4rr 
信 s4B0 ah4Bo 


A4BO 


取 点 M、N, MN 上 
取 点 也, 使 BMI4M 
一 4NION 一 PM; 
PN， 则 Saspo 是 B 
&Sa4xr 的 两 倍 。 


在 A4MXN 与 A4BC 中 , 人 4 是 公共 角 ， 
。 SA4ww _ 4M4N Im 
国 人 Ad4Bc dB.L4C 《02 十 ?7 2 


若 设 Se4sgo 一 0 则 


入 
San 一 全 二 0Ta， 人 


必 s4PB ?12 
忆 AhBI  《〈02 十 102 


同 理 可 得 ， 
SaA4PC 1 
心 A4B0 (十 %)2 
SAaPe 二 722 二 1 
心 AaB0 (M2 十 2 《〈M 士 刘 
2727 
《22 十 多 ) 3“ 
，。 NApPc 一 本 由) 


由 人 @、@, 得 
Sa4uwmw _ 工 . 
ABPc  2 
1471. 在 人 4DBO 的 三 边 4DB、BC、0C4 
上 分 别 取 4D 瑟瑟 .COCZ ,使 


1 
4D= 末 4B， 


. 电 下 
设 4 盏 与 CD、BB 与 4 为 .CD 与 BZ 的 交点 
分 别 为 G、 互 、 玖 , 则 SA4po 一 TSAcmK。 

解 从 又 和 引 BC 的 平行 线 , 分别 与 4C、 
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C 了 相交 于 点 M、 忆 , 则 


旬 @@ 2 工 家 二 
.4D=- 可 4B, .4 一 避 40. 
又 OF 一己 40， .4 了 一 M[ 太 一 C。 
.BT= 工 DMK 
5 
又 DM 一 B0， 


二 
BT 一 豆 DM 一 于 60. 
.…。 六: 互 万 一 BO:T7 一 6:1. 


。 碟 B 一 二 BEK。 g 


本 Saspo _ BC _ 1 


T 


而 Sadc 53。 
: Saapo 一 豆 SA4Bc。 
由 人 ,得 
SAako _EKE _ 6 _6 
心 ABzc 屯 好 6 十 二 7 外 
So 6 x 工 8 
">eBKC 一 本 信 ABFC 一 了 关 襄 A48O 
一 了 Sasao。 
周 理 可 得 ， 


2 
SA4ce 一 SA4B 巨 一 了 了 作 A4BO。 


.aoBR 一 (- 子 X 3) 人 A4BO 


一 地 SAnao。 
SA4BC 一 TSAcEK。 

1472， 在 凸 四 边 形 
4B0D 的 各 边 上 分 别 取 攻 一 一 
点 P.G、E、S, 若 大 民 U 
B@ _ OF _ DS mn Q 
秃 - 苹 -页 -一 学 


则 四 边 形 FORS 的 面积 


7123 十 912 
等 于 四 边 形 4BCD 面积 的 5 售 。 


解 ” 引 对 角 线 4C、FD, 则 


Aapop ，RB9.BP BO . DBP 
心 spc4 一 TBT DLL ” 闷 瑟 


二 
说 十 久久 十 (隐士 和 了 


人 鲍 
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SApop 一 NABc4。 


同 理 可 得 
Sapsp 一 人 矶 下 0 “Saphc。 
设 四 边 形 4BOD Eee 则 
SapeP 十 Sapsp 一 全 Si 
辣 理 可 得 ， 
SA4Ps 十 SAcpq 一 3 1。 四 


设 四 边 形 PORS 的 面积 为 和, 则 由 人 @@ 十 
@@, 得 


Ma 
《2 十 多 )2 


272 思 
Si 一 SS 一 二 万 1 
从 而 得 出 ， 
2 
8 本 和 
IT22-722 8 


(二 人 
即 四 边 形 PS 的 面积 是 四 边 形 450DP 面 
7122 十 2 
积 的 mm 二 75 倍 。 人 
1473. 设 人 4HC 
的 内 心 为 0, 延长 
BO、CO 分 别 交 对 边 
于 愉 、 马 则 
_SApop 4 奋 .4B 

心 AcoDp 4D.4C 
解 在 人 BOZ、ACcoOD 中 ， 
ZOB 一 -DO0， 

。 Sazog 0B.0 刀 OPB  O 刀 
”Secoo ”07:05“ 0705 
而 40O 是 .4 的 平分 线 

0OB 4 万 0 4 加 
507” 4 万 -07 一 2 
-Sapor 。4 刀 .4 妈 _、4 且 -4 有 
Sacop LO LO 41.40 
1474. 由 人 4FC 人 
的 各 顶点 向 对 边 作 垂 甩 
线 , 设 研 足 分 别 为 已、 
Sedac 一 

人 人 Apaz 有 TD 一 

4Br ， 四 边 形 4FDC 的 面积 、 472 

ZBD2 ApBz 0 
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APZDD 一 -4CD，~BD1 一 DB4O。 
。… 和 人 4DBCoA 人 ADD 
。 SaA4ac dB3 

”” Sapar 了 5， 
又 ,在 这 个 等 式 的 丙 边 都 减 去 也 得 

四 边 形 4F .DC 的 面积 

心 ApBz 


45B2_BDa 4D2 
2 ee 
互 75 万 53 


1475. 设 锐角 三 角形 45C 的 甜心 为 瓦 ， 


顶点 作 吉 角 三 角形 AN 

DRAOC， 则 spac 是 人 小 
AN 

的 交点 为 互 ， 则 

也 DB 万 一 一 万 40， 


以 底 边 230 为 斜 边 ， 宙 
Sa4ac 和 SAagao 的 
比例 中 项 ， 
交 公 人 EPZcAC4D。 
刀 ”4 了 


在 4 互 上 取 点 也 为 人 
解 设 4 互 与 BC 
互 万 ”0 万 。 


由 此 可 得 ， 
4 媚 , 召 玉 一 媚 盏 .0O 盏 一 万 有 2， 
4 _ DZ 
万 瓦 的 盏 ， 
把 两 边 的 分 子 、 分 母 同 乘 以 王 BC, 得 
人 4Bc 
人 ADBC 
MG. 调和 点 列 
1476: 若 点 忆 .@ 调和 分 割 线段 4B, 则 两 


点 4、 卫 也 调和 人 一 一 起 一 
分 割 线段 E@。 人 人 


解 由 点 P.g 调和 分 割 线段 4B, 得 


人 Apac 
人 AHBa 


一 


人 荆 呈 


人 4、 了 调和 分 线段 Pq. 


“1477， 点 4、B、 一 一 一 一 一 
C、D 依次 排列 在 一 人 3 “ 
条 直线 上 , 设 点 甩 刀 是 线段 40 的 调和 分 
割 点 , 则 
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2 

BO OOD 40C” 
解 设 BO=z CD= 岂 40=a% 则 
由 4B;BC 一 4D:C7P 得 

(z 一 2) :2 一 (十 2) 9。 


02 一 00 一 200。 
工 _ 工 2 
O 2 2 
1 1 9 
即 PP (有 .40 


1478. 若 一 条 -~ ， 
直线 上 按 顺 序 排 列 人 8 2 
着 四 点 4、B、C、D, 而 B、 了 分 别 是 分 线段 
4C 成 相同 比 的 内 分 点 与 外 分 点 , 则 

人 
4 有 4 LO 

解 ” 设 45=2Z，4D=% 40C= 为 则 由 

dBP:BO 一 4D:CD 


得 z: (z 一 二 关 (一 纺 。 3270 一 05 十 20。 
2 0 1 
2 I 1 
即 2525+37， 


1479. 设 人 4B50 的 顶 角 4 与 它 的 相 邻 
的 外 角 的 平分 线 分 别 与 BC 及 其 延长 线 交 于 
PP、9, 则 吾 、 王 、C、4 是 调和 点 列 。 
解 ”由 问题 1058, 得 
4BF_BP_ BO 
2 讽 ” 二 


人 


B- 一 -一 帮 到 4 


所 以 点 已.g 调和 分 割 底 边 BCO, 即 B、P、C、 
@ 是 调和 点 列 。 

1480. 设 4、P、 政 、@ 是 调和 点 列 , 戏 是 
4 的 中 点 , 则 MB? 一 MP。MQ@。 反 之 也 成 
人 
P、 刀 、8@ 是 调和 点 列 ,所 以 

4P:PB= 49:9B。 
出 合 分 比 定理 ,得 
(4P 一 PPB):(L4PTPBD) 
m(49 一 0B):(L49 二 9DP)， 
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即 2ZP:241 万 一 23B:2319。 
PMADB 一 NB。 
MB2 一 MP.MGQ， 人 
反之 ， 设 4P=2 Re 4 一 2 则 


MB 一 一 人 


人 多 


28 一 X 一 9 
4 
代入 @, 得 % 一 (2 一 2 一 幼 . 
.…。 BP.49=4P.B39. 
.，.4P:BP=49:B9， 
即 4、P、B、4 是 调和 点 列 . 

1481， 若 4、D、 刀 五 为 调和 点 列 ,4 召 的 
中 点 为 D, 则 D4:DPO= 了 DBE:DB. 

解 ”根据 上 题 ,得 CO42 一 0 妃 .OD7D. 

两 边 同 减 去 
ODa, 得 

O43-ODa 一 0O.OD 一 0D2. 
(04+OD) .(04-OD) 
一 0D.(0B--0OD) 。 四 

而 0O4 二 0OD=4D， 

04-0DDB, 0 了 8-OD=DT。 

由 @, 得 D4.DB=DO.D 

…，D4:DO= ID:DB， 

1482. 在 不 过 点 书 的 直线 g 上 有 四 点 4 
BC 了 D, 点 C 了 分 别 内 分 .外 分 线段 4B 成 
相同 的 比 . 

(1) 连结 24、 
PPB、PC、PD, 过 
C 引 2D 的 平行 
线 与 直 线 P4、 
PB 的 交点 分 别 
为 如 、 环 ,证 明 点 
C 是 线段 瑟 8 的 
中 点 。 

(2) 不 过 点 书 
引 直线 轧 设 直 
线 加 与 四 条 直线 
P4、PB、PCO、PD 分 别 交 于 4B'、C'、D，,， 
证 明 点 C、 忆 分别 内 分 、 外 分 线段 4 成 
相同 的 比 。 

解 (人 因为 至 不 ] PPD， 所 以 

EC -4C 
上 万 .47 


守 一 -一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 
OOD 有 忆 


外 
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CB BC 
酌 - 二 @ 
根据 假设 ,得 
40 _ BO 
2 万 D。 
五 C OF 
因此 ,由 @O、@, 得 也- 巧 . 
。。 五 C 一 7. 


(3)》 过 C 引 2 的 平行 线 与 B4、PEB 的 
交点 分 别 为 召 、 王 ， 

由 (1) 可 知 ，C' 奴 ' 一 C' 克 '. 

因此 ,由 《1) 中 的 四 、 四 可 知 ， 


40 BO LO 4 
4 闻 ' 万 / 少 忆 到 站/ 电 
这 就 是 说 , 点 C、 忆 分别 内 分 、 外 分 4B 
成 相同 的 比 , 


注 上 题 中 的 4、B、C、 是 调和 点 列 ,可 
记 为 (4 B, CO, 功 ，P4、PB、PC、ED 是 调 
和 线束 , 可 记 为 也 (4，B,，C, 力 . 

1483. 设 点 己 、.9 分 别 内 分 、 外 分 人 4BO 
的 底 边 3C 成 相同 比 , 又 人 248 一 90", 证 明 
4P、498 是 人 B40 与 它 相 邻 的 角 平 分 线 。 

解 设 9 
的 中 点 为 O， 
由 问题 1480 
可 得 ， OF3 一 
0OB.OC， 四 

因为 人 AP4Qq 
是 直角 三 角形 ,所 以 OP 一 0O4. 

04a=OB.00。 

由 此 可 得 , 04 与 人 485C 的 外 接 圆 在 点 4 
相 切 。 


，。，AO4C 一 了 。 @O 

又 AO49= 一 人 0O94。. 加 
若 在 B4 的 延长 线 上 取 点 忆 则 

_R49 一 人 DT 十 LO94. 四 


由 中 @、@， 得 /CO449= ~R4Q. 

所 以 49 是 与 CB4C 相 领 的 外 角 的 平分 
线 。 因为 CP4@ 一 90"，, 所 以 4P 是 和 
的 平分 线 

1484， 直 琴 外 一 点 王 向 圆 引 两 条 切线 ， 
设 切 点 为 4、 了 ,连结 圆心 0 与 己 的 直线 和 弦 
4 相交 于 点 9, 和 吏 相 交 于 点 C、 忆 , 则 

4) 4C 是 CP4 忆 的 平分 线 ; 
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(23) PCO :GCC 一 PD: P 
QD; 

(3) 具有 性 质 (2) 的 
点 忆 CO 9、 也 叫 什 么 
点 ? 

解 (1) 因为 4 是 
在 点 4 的 切线 ,所 以 

P40O= 4BC. 

又 4BP9， 

44 一 49B, 所 以 ~C4D 一 45C。 
.…。 人 P4O= 04P， 

因此 , 4C 是 ~P4 咏 的 平分 线 。 

(2) 因为 “C4DP-=9%0", 40C 是 ~P4B 的 
平分 线 , 所 以 42 是 与 CP4B 相 邻 的 外 角 
的 平分 线 , 即 4C、4 了 分 别 是 人 P46@ 的 顶 角 
4 及 与 人 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 。 由 此 可 得 ， 

PCO:0O9@=4P:49=PD:OD. 

(3) 叫做 调和 点 列 ( 问 题 1482) - 

1485. 若 人 4BC 的 内 切 圆 在 边 BC、C4、 
4 互 上 的 切 点 分 别 为 也 \ 吾 、 太 ,8 与 6 的 
延长 线 的 交点 为 G, 则 Q、B3、D、C 是 调和 点 
殉 . 

解 引 如 五 
/4C， 则 由 


GO 0F 
C1 B， 


所 以 , G、B、 忆 CC 是 油 和 点 列 。 
1486. 设 4、 


P、B、9 是 调 和 C 
PQ@ 分 别 为 直径 A 4 


的 两 三 垂直 要 SS - 
” 交 


人 多。 
解 设 4 的 中 点 为 凤 , 两 圆 的 交点 之 一 
为 C, 根据 问题 1480, 得 
MP.MQ= 4M2- MXCa， 
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由 此 可 知 ，MC 是 圆 PC8 的 切线 , 且 MC 
」 垂直 于 CO. 


在 点 C 作 圆 4C 至 的 切线 ， 则 这 切线 必 垂 
直 于 半径 C,， 所 以 这 两 贺 垂 直 相交 。 

1487.， 设 两 贺 OO 的 内 位 似 中 心 和 外 位 
似 中 心 分 别 为 忆 9, 则 O、P、O、@ 是 调和 
点 列 . 

解 设 吏 CO.、O 的 半径 分 别 为 从 7。 


所 以 , O、P、O`、@ 是 调和 点 列 ， 

1488. 设 忆 .9、R、S 是 一 条 直线 上 的 四 
个 点 ;O 是 这 直线 外 Q . 
的 一 点 , 连结 OP、 
09、OFR、0S, 又 过 
刀 引 OP 的 平行 线 ， 
与 09、OS 或 其 延 
长 线 分 别 交 于 五 、 
吾 , 若 尽 殖 一 束 和 不， 则 
OP、09、OFR、OS 证 人 放 4、R、S 


是 调和 点 列 (问题 之 逆 )。 
解 由 OP1/ 万， 
PQ _ 0 
QQ 一 互 8， 中 
4 了 OP 
8 @ 
而 题 设 
人 2 
由 人 多、 人 @， 得 让 一 大 Pa 


由 此 可 知 , P、@、 五 、S 是 调和 点 列 。 从 而 
得 出 , OP、09、OZ、O8 是 调和 线束 (问题 
1482) 。 会 C 

1489. 过 人 4BOC 
的 边 BC 的 中 点 也 
引 直 线 , 与 4O、 8 促 一 5 
4 分 别 交 于 吾 、 

五 ,又 过 4 引 BC 
的 平行 线 与 直线 了 
FD 交 于 G, 则 环 、、 隐 、G 是 调和 点 列 。 
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D 有 CD 


和 旬 ”46150 … 基 = 委 ， 


而 题 设 3BD=CD. 
DZ DF 
” 和 荆 67， 
即 5 
LE EGG” 

所 以 ,也 、 刀 、 互 、G 是 调和 点 列 。 

1490- 设 4D 为 人 4BC 的 中 线 , 过 4 引 
2C 的 平行 线 4G, 若 直线 4B、4D、4LO、4G 
与 任意 一 条 直线 的 交点 分 别 为 工 P、M、g， 
则 这 四 点 是 调和 点 
列 . 

解 设 任意 一 条 直 
线 与 4B、 中 线 4D、 
4C、_BC 的 平行 线 4G 
的 交点 分 别 为 了、 书 、 
MX、@, 过 乙 引 BC 的 
平行 线 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 瑟 、 了 , 则 
) | 
天 - 条 , 这- 曙 . 


世 


由 此 可 知 , 工 、P、M、@9 是 调和 点 列 ( 问 题 
1482) . 

1491. 在 人 4BC 的 两 边 DBP、4C 上 分 
别 到 点 刀 \ 忆 使 DB 1 BC,， 设 BBCD 相交 
于 点 到 4、DB 相 
交 于 点 妃 ， 4 的 延 
长 线 与 BC 相交 于 点 
羽 , 则 4、 囊 、 刀 、 玖 E 
是 调和 点 列 。 

解 因为 豆 \ 互 分 ， 

别 为 DB、5C 的 中 点 长 R 
(问题 1033)， 互 瑟 / 了 3 开 ， 所 以 

万 也 :万 区 一 瓦 刀 :PB 瑟 。 
又 了 D 瑟 1 BE .…。 4 媚 :4 玖 一 D 刀 :BR. 
五 万 一 万 瓦 ，… 万 了 :五 民 一 4 万 :4 区 

所 以 ，4、 互 、 丈 、 羽 是 调和 点 列 。 

1492. 在 圆 0 中 ， 直径 4 垂直 于 过 
CD, 思 为 圆 上 的 任意 一 点 , 若 妃 D、BC 与 4 刀 
或 其 延长 线 的 交点 分 别 为 P.@, 则 4、P、B、 
@ 是 调和 点 列 。 


] OP 与 和 Z 相交 于 点 


PPBO 一 了 万 万 万 ， 
即 刀 也 是 ZCZBD 的 平分 线 . 

又 了 人 4 有 8B 一 90" ,所 以 妃 4 是 与 CEBD 相 
邻 的 外 角 的 平分 线 。 从 而 得 出 ， 4、P、B, 9 
是 调和 点 列 . 

1493. 若 4.C\ 了,、D 是 调和 点 列 , 过 点 也 
引 以 4B 为 直径 的 圆 的 割 线 刀 古 ,过 点 C 纺 
PQ 垂直 于 4B, 设 P@ 与 歼 下 的 交点 为 G 
则 站 、 五 、 G、 了 上 P 
是 调和 点 列 。 /站 呈 

解 设 4、C、A 入- TD 
了 B、 呈 是 调和 点 网 
列 ， 则 根据 阿波 
罗 尼 斯 定理 可 Q 
知 , 以 4 为 直径 的 圆 上 的 点 到 C、 卫 的 距离 
的 比 是 定 值 。 

"， 万 DEC 一 FDIFO。 
即 万 CO:7O 一 万 刀 : 了 万 万 。 

由 此 可 知 , CD 是 人 BOZ 在 顶点 C 的 外 角 
的 平分 线 。 而 PCLCD。 由 此 可 , 知 , CG 是 
L BO 的 平分 线 . 即 CG\、OD 分 别 是 ABC 
在 顶点 C 的 内 角 、 外 角 的 平分 线 , 因此 也 、 卫 、 
G、 克 是 调和 点 列 。 

注 设 DP 与 圆 0 的 另 一 个 交点 为 媚 , 则 
CD 是 与 ~P'CP 相 邻 的 外 角 的 平分 线 。 由 
PCD=90*" 可 知 ,PP' 重合 于 忆 。 所 以 , DP 
是 圆 0 的 切线 。 从 而 得 出 , 00.0D=OP?= 
《半径 )?。 这 时 , Pg 叫做 圆 O 关于 点 也 的 极 
直线 , 刀 叫 做 极点 。 六 


1494. 半径 为 7 
的 圆 0 关 于 一 点 卫 人 


的 极 直 线 为 交 Z, 设 
9, 与 圆 0 相 交 于 点 人 
4、B, 则 P.@ 是 4 的 调和 分 割 点 

解 因为 邢 7 是 贺 0 关于 点 也 的 极 直 线 ， 
乱 以 OP2? 一 OP.09。 

而 4O= BO。 根据 问题 1480， 得 4、 PE、 
@ 是 调和 点 列 。 所 以 忆 、@ 是 4B 的 调和 分 
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割 点 。 

1495. 和 若 半 径 为 7 的 圆 0 关于 一 点 卫 的 
极 直线 为 和, 过 己 纪 任意 直线 与 和 7 及 贺 
O 的 交点 分 别 为 @ 及 4 已 则 已 .@ 是 4 
的 调和 分 割 点 . 


反之 , 过 书 的 任意 直线 与 圆 的 两 个 交点 为 . 


4、B,， 如 果 点 4、P、DB、9' 是 调和 点 列 ， 那 
么 点 多 必 在 极 直 线 
XZ 上 。 

解 设 和 是 网 O 
关于 点 了 的 极 直线 ， 
延长 OP .与 圆 O 及 
人 Z 的 交点 为 C、 呈 
及 已 则 由 上 题 可 知 ， 
C\ 已 也、 忌 是 调和 点 列 ， 而 圆 OD 是 阿波 罗 
尼斯 圆 ， 

"。 也 PP:BR 一 4P:4PB 一 (PD:DP) 。 
，。 4RP 一 PRD (问题 1059) 。 

又 PREL9RB 所 以 9B 是 与 4RB 相 邻 
的 外 角 的 平分 线 。 

.…。 4P:PDP 一 49:59。 

所 以 ,4、 忆 DB、9 是 调和 点 列 ， 

反之 , 设 4P:PB 一 49 Bo， 由 4RP 
一 人 BEP 梧 知 ，E9' 是 与 4BE 相 邻 的 外 
角 的 平分 线 ， 所 以 B8'LPR。 由 此 可 得 ,点 
g 在 关于 点 三 的 极 直线 和 Z 上 。 

1496. 在 圆 O0 上 点 己 处 的 切线 上 的 点 
4 有 .COC 及 是 调和 点 列 , 从 4、、C、D 
分 别 作 圆 0 的 切线 4M、BN、CT、DT'， 则 


PPM、PNY、PT、 0 
PT" 是 调和 线 SS 
se 

解 设 4P、 
4M 是 切 线 ， 
有 UL 与 4O 的 交 


点 为 孔 则 ZPBO=90*。 又 BO 与 PN 的 
交点 为 孔 所 以 LPFO=90*。 

所 以 ,如 、 卫 都 在 以 PO 为 直径 的 加 上 。 

从 而 得 出 ，ZFP 玉 一 2FOZB， 邵 

PN 一 40P. 
同 理 , 连 结 OO0.OD、PT、PT'， 则 
BOC 一 -~NPT，-COD= ATPT 

而 4、B、C\、 也 是 调和 点 列 ， 知 04、OB、 

CC、OD 是 调和 线束 。 在 点 O 作 这 四 条 直线 
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明 题 


的 夹 角 , 和 在 己 上 作 PM、PN、PIT、PT 的 
夹 角 分 别 相等 ， 所 以 这 后 面 的 四 条 直线 也 是 
调和 线束 ， 

1497. 若 在 圆 O 关于 点 已 的 极 直 线 斑 也 
上 任意 取 一 点 忆 作 圆 0 关于 和 的 极 直线 
叉 ' 福 ， 则 王 袜 ' 过 
点 忆 . 

解 设 加 0O( 半 
径 为 力 关于 点 卫 
的 极 直线 为 和 了 ， 
由 问题 1495, 得 

OP.O4 一 2。 

又 在 了 了 上任 取 
一 点 9 设 四 O 关 
于 @ 的 极 直线 为 郧 'Z, 由 问题 1495, 得 

0DB.09 王 02， ，OP.O04 一 08.09. 

由 此 可 得 ， 点 4、 了 q、 妃 在 同一 加 上 ， 

人 94P 一 -DBP=90". 

但 是 瑟 了 经 过 点 吾 且 与 09 垂 直 , 所 以 
到 工 过 点 三。 

注 这 是 关于 极点 \ 极 直线 的 定理 。 

1498， 设 圆 O 关于 点 己 的 极 直线 一 了 和 
关于 点 久 的 极 直线 互 了 的 交点 为 玉 , 则 PQ 
是 圆 O 关于 点 刀 的 极 直线 。 

解 ”根据 上 题 可 知 , 圆 O 关于 点 忆 的 极 直 
线 是 经 过 点 书 , 也 经 过 点 驴 的 ,所 以 点 妞 的 柜 
直线 是 P9. 

1499. 若 P、 4 到 A4BC 的 三 个 顶点 
4、B、C 的 距离 的 比 都 是 7:7232 则 一.@ 是 
A4BC 外 接 西 直 
径 的 调和 分 割 点 。 

解 设 A4DCO 
的 外 接 圆 的 圆心 为 
0, 若 到 4、C 的 距 
离 的 比 为 天 允 的 点 
的 轨迹 是 加 G， 则 
这 个 网 经 过 己 及 
9. 4 
. 设 这 个 圆 与 4C 的 交点 为 买 . 世 , 与 圆 0 的 
一 个 交点 为 如, 则 4、 开 、C、 忆 是 调和 点 列 。 
而 G 是 五 也 的 中 点 。 由 此 可 得 ， 

GO.G4=GE3? 一 GZ2 (问题 1480) . 
，…。 AO7G=90。。 
所 以 08 是 圆 G 的 切线 。 
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同 理 可 得 , 若 到 也、C 距离 的 比 为 和 n:% 的 
点 的 轨迹 为 圆 M, 中 M 与 爽口 的 交点 为 互 ， 
则 0O 玉 1 一 90"。 ， 

由 此 可 知 ,O 克 是 圆 M 的 切线 。 而 0 互 一 
O8。 所 以 0 是 两 贺 G、M 棋 轴 上 的 点 (参考 
问题 1835) 。 

而 直线 F@ 过 两 圆 G、 取 的 交点 ， 是 两 图 
的 根 轴 。 所 以 点 0O 在 直线 PG@ 上 .由 此 可 得 ， 

O72 一 0 万 ?一 DOP.O9。 作 

又 OO 一 0 万 =OD=0O 了 了 
所 以 ,由 @ 得 ，OP.09= OZB2 一 0D?， 

因此 ，D、P,、 了 L、@ 是 调和 点 列 。 即 P.@ 是 
直径 D 双 的 调和 分 割 点 。 


17， 托 勒 密 定理 及 其 应 用 

1500. 于 内 接 四 边 形 4BCD 的 两 组 对 边 
乘积 的 和 4B.CD 上 BO.D4 等 于 它 的 对 角 
线 的 科 积 40.BD.[ 托 入 


勤 密 定理 ] D 
解 作 
了 B4B= D40， 
4 与 瑟 的 交点 为 妃 ， 有 C 
ADP4 有 一 人 0O4DD， 
ZL4FB= 40D, …， 人 4BBcoA4CD， 
.。 B4:BZB=C4:0D， 
即 4B.OD= 7.O4， @:|… 
又 ALC4DB=D4B A4CB= 4D 万 ， 
人 A4BOwA4D， 
"。 BC:4C 一 TD:D4， 
即 BO.D4= 40.DZ. 四 


把 中 、@ 四 的 两 边 分 别 相 加 , 得 
4B.COD 上 BO.D4= .40.(BZ 十 Th) 
一 4C.B5D， 

1501. 若 四 边 形 
42507 的 两 组 对 边 筷 
积 的 和 等 于 它 的 对 角 
线 乘积 , 则 4BC 了 是 
圆 内 接 四 边 形 。 [ 托 
勒 密 逆 定 理 1 

解 在 四 边 形 4BCD 内 到 一 点 孔 使 
AD4C=B4PB， DO4= 4BB 则 

人 A4HBcoA4CD。 
.4B:B 娓 =40:0D。 
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4.OD=4C.BB。 @ 

又 LB:4=40:4D。 

从 而 得 出 , 4B:4C= 4 万 :4D。 

而 ADB4O= 一 4 了 也。 

“.。 人 4BCc 人 4BD。 
4OC:PBOC 一 4: 万 也 。 

从 而 得 出 , 4D.BC= 4C.PD. @ 

4 了 .CDTL4D,.BC 一 .40.(B 刀 十 瑟 D)。 

根据 假设 ,得 

4B.0D+ 上 +4D.BC= 4C.BD、 
比较 上 面 两 式 ,得 妃 忆 一 刀 刀 十 姜 疡 。 
因 旨 点 马 在 D 上 。 

从 而 得 出 , 4BZB=4BD= 一 4CD. 由 
此 可 知 ， 4BCOD 是 圆 内 A 
接 四 边 形 。 

1502. 若 圆 内 接 四 8B D 
边 形 的 对 角 线 互相 垂直 
相交 ， 则 以 对 边 为 两 邻 
边 的 和 矩形 的 面积 的 和 等 
于 四 边 形 面 积 的 两 倍 ， 

解 在 圆 内 接 四 边 形 4BOD 中 , 设 4CL 
2BD. 根据 托 勒 密 定 理 , 得 

4B.CDT4D.BO= 40.BD， 

” 4C1LBD， 
40.BD 一 四 边 形 4BCD 面积 的 钠 倍 。 
“，.4B.OD+4D.BO= 四 边 形 4BCOD 面 

积 的 两 倍 。 

1503. 由 圆 0 的 4 的 中 点 C 引 纺 CD、 
CZ8 分 别 与 4 妃 相交 于 
点 LT、G， 则 DG ,五 忆 
一 五 刀 .G 万 十 万 万 .7G. 

解 因为 。 48D 等 
于 4 与 80 的 度数 的 
和 的 一 半 , 它 与 D4C 所 
对 的 画 周 角 刀 BG 相等 ， 
即 45D = DBC, 所 以 TDBG 是 圆 内 
接 四 边 形 。 

由 托 蒜 密 定 理 ,得 

了 DG. 歼 万 一 万 刀 .G 九 十 疡 刀 ,FG， 


1504， 睛 四 边 形 的 两 条 对 角 线 所 构成 的 
和 矩形 面积 是 不 大 于 它 的 两 组 对 边 所 构成 矩形 
面积 的 和 。 
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解 ”在 问题 1501 的 图 中 , 设 4BCD 是 凸 | 的 任意 一 点 ， 则 已 D2~ 

四 边 形 ， 了 PPB? 一 2P4,.PO. AA D 
若 4BCD 是 加 内 接 凸 四 边 形 , 则 根据 托 勒 解 ”根据 上 题 可 得 ， 

密 定 理 , 得 


4B.ODT+T4D.BO=40.BD。-′ 中 
又 车 4BCD 不 是 贺 内 接 凸 四 边 形 , 则 
4DB.CD 二 4D.BC 一 4C.(B 万 十 万 万 ) 。 
也 刁 十 厂 刀 > 她 站， 
“。 4B.OD 二 4D.BO>4OC.BDP， 四 
由 @@、@, 得 435.CDT4D.BC 关 4C.BD。 
1505. 设 4、 刀 是 定 加 上 的 两 定点 , C 是 
.全 的 中 点 ,也是 加 上 任 一 点 , 则 三 4 二 或 
书 4~ 卫 刀 
一 是 定 值 。 
解 若 点 己 与 点 C 在 
4 了 的 异 侧 , 则 四 边 形 
P4CB 是 加 内 接 四 边 
形 ,根据 托 勤 密 定理 ,得 
LO.PBT 二 DO.P4 
一 4B.PO. 
” 4O= BO， 
.， 40.(PBLP4) 一 PO.4F， 


PE 上 +P4 4B 
一 -和 (是 定 值 )。 


同 理 可 得 ， 若 已 在 40 方 上, 则 
玫 避 《是 定 值 )。 


1506. 设 也 为 正方 
形 4BoD 的 外 接 贺 的 
劣 驱 .447D 上 一 点 ， 则 
忆 4 二 PC 及 PB 二 PP 
一 
都 是 定 值 。 

解 由 Pd4B5C .是 加 
内 接 四 边 形 ,得 

P4.BCT4D.PC:=PB.4C. an 

而 4BOD 是 正方 形 , 设 4B= BC=w， 

则 40 一 /3u. 
代入 @, 得 P4.a 十 PC.a=2 了 .3a。 


P4 上 POCO _v 可 
一 全 计 一 冯 - 〈 是 定 值 ). 


同 再 可 得 ， 二 人 乙 一 《可 (是 定 值 )。 
1507. 设 了 为 正方 形 4807D 的 外 接 较 上 上 


卫 刀 十 PPB Re 
2 


又 PCODB 是 圆 内 接 3 
四 边 形 ， 
.…。 B.DOTPO.BD=PD.BO。 
设 正方 形 的 边 长 为 ao 代入 上 式 ,得 
PB.a+TPc.wvV23a=PD.a。 


所 以 ”了 D2~ 卫 帮 一 2P4.PO. 

1598. 已 知 圆 内 接 正 五 边 形 4BCD 克 .和 芳 
也 为 48B3 上 一 点 ， 则 
P4 十 PD 十 PB 一 忆 
士 POCO. 

解 ” 设 正 五 边 形 的 
各 边 长 为 正 五 边 
形 的 对 角 线 都 相等 ， 
设 为 。 

因为 PBD4 是 圆 内 接 四 边 形 , 应 用 托 勒 
密 定理 ,得 

P4.0 十 PDB.D 一 PD.a。 @ 
. 又 PCODZ 也 是 圆 内 接 四 边 形 ,应 用 托 勒 密 
定理 ,得 


PR.a 二 PCO.a=PD.D。 @@ 
同 理 ， 对 于 四 边 形 4.BC 吾 ， 应 用 托 勤 密 定 
理 , 得 
4.0 十 a2 一 达 。 
由 @, 得 P4+PB+PD=PD( 2 二 2 ). 


由 国 ,得 PB+PC 一 PD. 了 . 


包 CQ 十 D 已 
而 击 外 ， 得 了 有 
。，DP4 二 PPBTPD=2 了 二 POCO. 

1599. 在 平面 内 有 园 O 及 与 圆 0 不 相交 
的 直线 作 垂 直 于 7 的 吏 O 的 直径 , 设 这 直 
径 离 7 较 远 的 一 个 端点 为 了 4 

(人 车 过 4 的 任意 直线 与 加 0 相交 于 点 
呈 ,与 7 相交 于 点 B, 证 明 4 也 .4B' 是 定 值 ; 

《2) 孝 连 结 4 与 圆 上 其 他 两 点 互 、C 的 直 


线 交 ! 分 别 于 忆 、 3 证 明 
BCO' = 50. ( 设 4B， 人 


态 25 

(3) 若 4BCOD 为 
圆 内 接 四 边 形 ， 直 线 
4B、4C\、4D 与 1 的 
交点 分 别 为 B'、C'、 
D', 则 由 B'D'= BC 
二 CD 及 (2) 可 导出 
关系 式 


4B.OD+E5C.4D=- 40C.BD. 
解 (人 1) 设 直径 4 互 垂直 于 直线 多 则 
AL4 瑟 一 90。， 


又 LA4 开 B 一 90"， 由 此 可 得 ，BB' 刁 如 是 
贺 内 接 四 边 形 . 
4 万 .4B'= 4 五 .4Z( 是 定 值 )。 


(32) 与 (1) 同 理 ,得 4C.40' 一 4 万 .4 羽 ， 
，4B.4B'=-40.40'. 
由 此 可 知 ，BB'CC 是 圆 内 接 四 边 形 ， 
“， 40OB= 4BCO 
从 而 得 出 , A4BCOwwA40' 
BO' -4B' _ 4B.4B 四 
互 5 4O 45.40 
设 4B.4 万 =a2。 代 入 @, 得 
BO 吧 
0 LE 


忆 必 一 


万 忆 ， 


在 4” 


而 了 3D'= BC 上 TCDD。 把 上 面 三 式 代 入 ， 


对 


C2 
BT+CD 0aD， 


.六 40.BD=BC.4DT4E.OD。 
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1 各， 中 外 比 ( 黄 金 分 割 ) 


1510. 若 4B、23C 是 两 条 互 根 垂直 的 等 
长 线段 。 以 BC 为 直径 作 圆 0, 过 点 4 的 直 
径 的 两 端 为 忆 、 

也 , 在 483 上 取 

4 一 4D， 延 D' 
长 B4 到 书 使 
4P' = 47， 则 
己 、 书 分 别 内 分 、 
外 分 4 成 中 外 比 。 

解 设 4B-= BC0=a, 4D=4P-w 

则 PPB=-c 一 7。 

而 423 是 圆 0 的 切线 。 

“， 48 一 4D.4D， 即 a2 一 2 (十 四 ， 

“。 0 一 42 一 40，22 一 4 (4 一 和)， 
即 4P2 一 4D.PP， 

周 理 可 得 ，4P'2=-4B.P'PB. 

所 以 忆 、 忆 分 别 内 分 外 分 4 屯 成 中 外 比 。 

注 若 点 己 把 线段 4 分 成 两 条 线段 P4、 
忆 B， 使 4P2= 4 也 .PB,， 则 称 忆 是 把 4 分 
成 中 外 比 〈 黄 金 分 割 ) 的 点 ， 己 是 内 分 点 . 
若 线段 4B 的 延长 线 上 一 点 书 使 4P? 一 
42B.4P, 则 称 吓 是 把 48 分 成 中 外 比 的 外 
分 点 。 

1511. 设 C 和 是 把 4 分 成 中 外 比 的 内 分 
点 ， 在 中 项 线段 40 上 取 点 了 使 0 盖 = 083， 
则 是 把 C4. 分 成 大 -一方 一 到 一 玉 
中 外 比 的 内 分 点 。 

解 由 C 把 48 分 成 中 外 比 的 内 分 点 ,得 

402 一 CDB.4DB。 

而 0B=CD。、 代 入 上 式 ,得 

4CO2 一 CD. (4C 二 COD)， 


即 402 一 CD2+T40.CD， 
CD?= 402 一 40.0D， 
CD 一 40.(4C-CD)， 

即 CD?=40.4D. 


所 以 , 妈 是 把 线段 C4 分 成 中 外 比 的 内 分 
1512. 设 线段 
4B = 书 是 把 
48 分 成 中 外 比 的 0 
内 分 《或 外 分 ) 点 ， 
求 4P、BP 的 长 度 。 
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解 设 4P=x, 则 BP-a 一 一 忆 。 
由 4P2= 4D,BP, 得 吧 =a. (一切 ， 
” 即  .， 史上 +ax 一 4 一 0。 
解 ”这 个 方程 ,得 
z=-C] 士 交 S) 4，( 合 去 负 根 ) 


。 2 


0 区 =-(2-: 3 一 VB ) 


了 PP 一 a 一 
又 , 设 己 是 把 2 点 ， 


) 


4 忆 一 0， 则 了 3P 一 xx 十 < 
本 
同 理 可 得 ，4P' 一 (2 革 > 


从 而 得 出 ， 
Bp- -Qt ata 


1513. 若 等 腰 三 角形 
48B0 的 底 角 是 项 角 取 的 
两 倍 , 又 忆 吕 的 平分 线 与 
40 的 交点 为 也 则 忆 是 
把 40 分 成 中 外 比 的 点 ， 
4PD=~4， DBPBO= 
4. 由 此 可 知 ， A42B7D 的 外 接 圆 在 点 召 与 
-20 相 切 。 


2 Bo 一 0D， 0O4d。 人 

而 4D=BD，PBD= BO …。，。 DO=47D。 

代入 四 ,得 4D2 一 0D.C4， 

所 以 , 呈 是 把 4C 分 成 中 外 比 的 点 。 

注 本 问题 是 等 腰 三 角形 43C 的 顶 角 了 
一 36", 设 以 4 为 圆心 , 4 召 为 半径 作 圆 , 则 边 
2C 是 这 个 圆 内 接 正 十 边 形 的 一 边 . 所 以 应 
用 本 问题 可 以 作出 正 十 边 形 来 。 

1514.. 试 证 圆 内 接 
正 十 边 形 的 一 边 长 等 于 
把 阅 的 半径 分 成 的 中 外 
比 所 得 的 较 长 的 一 条 线 
段 . P 

解 设 4B 为 加 0 内 多 末 
接 正 十 边 形 的 一 边 ， 则 
.4OPB=36”， _]O4B-72。， 设 04 已 的 
平分 线 与 0OB 的 交点 为 已 则 OP = 47 一 
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的 声 线 。 
.。 4 了 一 BP.BO， 而 OP= 4B. 
.…。 OP2 一 BP,BO， 
即 己 是 把 半径 0OB 分 成 中 外 比 的 内 分 点 。 
1515. 正 五 边 形 的 AR 
对 角 线 与 其 他 对 角 线 相 
互 内 分 为 中 外 比 。 B NE 
解 作 正 五 边 形 NV 
4BCOD 刀 的 外 接 圆 。 
了 =7 芒 ， Cs 一 D 
'， BP1 CD. 
导 理 可 得 ，BC / PD. 所 以 ,四 边 形 BPDO 
是 平行 四 边 形 。 
-。 PD=CB= 4BR 
又 人为 = 4 加, ， 4 了 BA 了 4DB， 
由 此 可 得 ,人 APZBD 的 外 接 贺 在 点 至 与 4 交 2 
相 切 。 


.4 万 2 一 4 忆 , 4 也 。 
而 4 怒 =PD。 代 入 上 式 ,得 
DPD2 一 4P.47D。 

因此 , 刁 是 把 4 也、B 瑟 分 成 中 外 比 的 内 分 
点 . 这 就 是 说 对 角 线 4LD、 FF  c 
2 相互 内 分 为 中 外 比 。 

1516. 设 豆 内 分 线段 
4B, 使 4B2 -4B.BB 
在 42 的 两 侧 分 别 以 4 克 
及 4 如 为 一 边 作 正方 形 
4BGZ、4BCD, 则 


| BG1 OF， D & 


解 由 4H?=.4B.BH, 得 


4H_ 4B 4 瓦 十 4 


ZE 4 DCT4 
而 4 五 士 4 呈 一 7D，B 万 十 4 万 = 一 DO、 


加 


CE _ 7HD 

代入 @， 得 五 亡 ”了 Oo 

| 又 LAGHB=90* 一 D， 
AGEHBwAFDO. 

而 DB81/ HEFG， DO1/B， 

。 OZB 1 BG。 


T19， 梅 涅 劳 定 理 、 乔 巴 定理 . 
1517。 一 条 直线 截 人 4ZC 的 三 条 边 4B、 


4D 由 人 .407 一 AP4 态 可知,B4 是 园 04P | 4C、BC (或 其 延长 线 )， 所 得 的 交点 分 别 为 


节 了 了 、2 和 ， 则 
人 
XB 2ZO 4 ” 


[ 梅 涅 劳 定 理 ] 


人 @ 


1518. 在 A4BC 的 边 4B、4C 上 分 别 
取 点 、 了 又 在 BC 的 延长 线 上 取 点 2 使 


一 二 则 开 、 了 、 妆 
在 同一 条 直线 
下 
[ 梅 涅 劳 逆 定理 ] 
解 设 延长 ZY 与 4B 相交 于 点 五, 则 
.4， 


而 根据 假设 得 4 
.4 _ 4 


这 就 是 说 点 互 , 互 ' 分 别 内 分 线段 4B 所 得 两 
条 线段 的 比 相等 。 所 以 点 区 与 点 区 相 重 
由 此 可 知 ,， 芯 A 

了 在 一 条 直线 上 

1519. 在 A4BC E 
所 在 的 平面 内 取 一 点 也 
O,，40，BO、CO 或 其 
延长 线 与 对 边 的 交点 
分 别 为 也 .了 巴 则 8 让 CC 


人 
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同 记 汕 oo 
也 丰 下 aoo， @ 
PS4oa 
ITC 0 Q@ 
CO 刀 _ Seaoc 四 
盏 4 六 4oa 
由 四 Xx 四 xx 图 ,得 
47 .DBDD.CZB_1 
EBP DO 歼 44 2 


1520. 在 人 4FC 
的 边 BOC.C4、4B 上 
分 别 取 点 愉 、 瑟 也, 使 
4F BD CO 
万 5 TO 4 
则 直线 4D、 了 3B 刀 CO 
相交 于 一 点 。 

上 乔 巴 逆 定 理 ] 

解 设 4DP、3B 刀 的 交点 为 O， 延长 00 与 
4 的 交点 为 卫 ， 则 


所 以 ,点 也 与 柬 ' 相 重 合 。 
注 应 用 这 个 定理 可 以 证 明 三 条 直线 交 于 


BEBO、 COC4、458 与 
内 切 圆 的 切 点 分 
别 为 D、 怒 、， 
则 4D、B 妈 、CF 相交 于 一 点 。 

解 ”因为 万 D 一 BB，4 刀 一 4 万 ,CO 万 一 C 刀 . 
所 以 


因此 ， 由 乔 巴 逆 定理 可 
知 ，4 忆 、BB、CF 相交 
于 一 点 。 

1522. 设 人 4BC 的 
一 个 旁 切 圆 与 BO\C4、 
4 刀 的 切 点 分 别 为 用 
丽 、 万 , 则 4D、 巨 瑟 、CB 
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相交 于 一 点 . 
解 设 愉 怠 忆 是 切 点 , 则 
4 卫 一 4 万 ,CO 万 一 0D， 刀 D 一 万 7。 
DC 41 
DC 五 4 下 B 
轩 此 由 乔 巴 逆 定 理 可 知 ，4DP、BZB、CF 相 
交 于 一 点 
1523. 设 人 4B0C 的 三 个 旁 切 圆 在 边 BC、 
C4、4 刀 上 的 切 
点 分 别 为 刀 、 也 、 
万 , 则 4Z、 了 3 万、 
CZ 相交 于 一 点 . 
解 设 BC=， 
C4=D 4 一 0， 
& 十 8 十 C 一 328 ( 问 
题 傅 7), 则 
卫 一 8 一 0， DO 一 8 一 DOC 耳 一 8 一 0 
万 4 一 8 一 C，4 太 一 3 一 bb 也 万 一 8 一 0G。 


1 T 
人 .3 一 4 .3 一 D 二 让 
8 一 C SS 一 儿 
因此 , 根据 乔 巴 逆 定 理 可 知 , 4D、D 妞 、 
@F 相交 于 一 点 .，， 
1524.， 设 A4BC 
的 内 切 圆 在 三 边 BC、 
C4、4 娓 上 的 切 点 分 
别 为 也 、 怠 、 卫 , 则 瑟 丰 电 
与 BO、ZD 与 C4、 
了 了 与 4 互 的 交点 在 ee 
一 条 直线 上 ， 
“ 解 由 人 450 被 
直线 人 BFZ 所 截 ， 
得 乙 


代入 上 式 ,得 


同 理 可 得 ， 


有 
引 
@ 


由 DOx@x@, 得 
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因此 , 由 梅 涅 劳 逆 定 理 可 知 ,点 人 了、G 是 
在 一 条 址 线 上 . 

1525， 设 四 边 形 4BC7D 外 切 于 圆 0, 各 边 
上 的 切 点 依次 为 百 、 媚 、G、 互 , 则 4O、BD、 
妃 G、 瓦 相交 于 一 点 G。 

解 设 34、 
CD 的 交点 为 
和 ,站 4、CB 的 
交点 为 了 . 

若 4C、ZG 的 
交点 为 G， 则 
由 允 25 是 截 
人 Ax4cC 的 直线 。 


又 设 石 5、4C 的 交点 为 G, 则 互 2 是 
截 人 人 Z4C 的 直线 。 


而 也 一 XG, 了 刀 = 了 P， 
4 刀 一 .4 万 ，CG 一 OF. 
CO 02G 


由 作 、@, 得 24237 7 


由 了 可 知 ,点 作 与 和 相 重 合 , 这 就 是 说 ， 
4C 过 五 F、BG 的 交点 G。 同 理 可 得 , BD 也 
过 这 个 交点 G. 

1526. 设 以 人 4PB0O 的 两 边 4B、LC 分 别 
为 弦 的 两 个 任意 圆 
的 交点 为 了 以 
BC 为 纺 的 任意 
与 前 两 圆 的 交点 分 
别 为 瑟 、 石 , 又 妃 F、 
FD、D 与 三 边 
BO、C4、45 分 别 
交 于 点 了 了、 
则 琶 、 了 、 2 在 一 条 直线 上 . 

解 由 问题 1404, 得 4 刀 、ZB3 玉 、C 相 交 
于 一 点 . 设 这 点 为 0, 则 直线 开 BF 截 
人 OoOBC， 


。 BX CPP OB ，， 
了 8 丽 | @ 


同 理 ， 了 DZ、23DZ 是 分 别 截 AQ40、 


AO4F 的 直线 ， 
CZ 4D OF 
5 矶 "证 @ 
4Z .BB.OD _)] 


3F 了 0 7T4 
由 四 x@@x 四 ,得 


因此 , 由 梅 涅 劳 逆 定理 可 知 , 和、 了、G 是 在 
一 条 直线 上 。 
1527. 设 四 边 
形 4BCD 外 切 于 
圆 , 切 点 分 别 为 至 、 
下 、G、 万 , 则 五 刀 、 
DB、GF8 相交 于 一 
点 M, 或 G 万 8 五 、 
C4 相 交 于 一 点 N。 
解 设 刀 怒 与 
DB 的 交点 为 2 则 五 BM' 是 截 A4BD 
的 直线 ， 


已 _1 q 


又 设 GZ 与 DB 的 交点 为 到 ， 则 GZM” 
是 截 ACDBDD 的 直线 ， 
CG . DMH'" .也 及 
CD 有 万 砚 
比较 @、@, 得 
BM' 了 BM7" 
歼 万 “天 万 ， 
由 此 可 知 , 邓 ' 与 妈 ”是 同一 个 点 , 即 五 妃 、 
万 也 、C4 相交 于 一 点 广 。 
1528. 在 人 4BO 的 边 BO Se 点 也， 
设 4DB、~4DC 


一 上 四 


的 平分 线 与 4B、4C 

分 别 交 于 也 丈 则 
4D、BZB、Cz 相 交 又 

于 一点 ， SS 


解 因为 DB 是 3 
一 4DB 的 平分 线 ， 所 以 

4 刀 _D4 

5 二 ， 

是 OP _ CD 
同 理 可 得 ， 互 厅 一 万 本 . @ 


把 @、@ 的 两 边 分 别 相 乘 , 得 
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寺 式 两 边 同 科 凡 .3D ,得 
4 ,DBD.CP_1 
万 万 Tc 4 站 
所 以 4D、B 刀 、CZ 相交 于 一 点 。 
1529. 车 人 4B0 的 两 个 角 B、C 的 平分 
线 与 对 边 的 交点 人 
分 别 为 到 、 克 ,与 
4 相 邻 的 外 和 角 忆 
平分 线 及 对 边 的 
交点 为 也 则 D、 3 忆 
瑟 、 在 一 条 直线 上 。 
解 ” 由 角 平 分 线性 质 , 得 


] 
@ 


所 以 , 、 五 、 在 一 条 直线 上 。 

1530. 设 人 4FC 的 三 个 角 的 平分 线 与 对 
边 的 交点 分 别 
为 也、 吾 、 卫 ， 
则 五 刀 与 BC、 
7 刀 与 C4D 刀 
与 4 瑟 的 交点 
并 、 了 、 了 在 一 
条 直线 上 。 

解 设 2FE、 
0 分 别 是 人 B、LC 的 平分 线 , 又 忆 忆 与 BC 
的 交点 为 互 , 根据 上 题 可 知 ,4Z 是 与 人 L4 相 
邻 的 外 角 的 平分 线 。 

BX 4B @ 

CC” 

OZ ”BO 

3 @ 
4 _C4 
E35 ”用 - @ 


如 和 OZ 4 
由 电 x@x 四 , 得 二 一 六 人 也 1 广 一 上 


辣 理 可 得 ， 
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1531. 从 人 4BC 的 顶点 4、 盏 、C 向 对 边 
引 垂 线 , 设 重 足 分 别 为 九 吾 、 闷 ,， 则 玖 太 与 
BO、BD 与 C4 DB  ， vv、z 
与 4 互 的 三 个 交点 
帮 了 和 在 一 条 直 A 
线 上 。 已 

解 ” 凡 为 4D、B 隐 、 

C 克 的 交点 是 A4BC 并 C 
的 垂 心 , 所 以 人 DBz 是 人 450 的 垂 足 三 角 
形 。 因此 4D、DB 分 别 是 一至 站 也、 与 它 相 
邻 的 外 角 的 平分 线 。 

由 此 可 知 ,， 如 图 所 示 ，DX、BTY、ZG 是 
和 ADB28 三 个 外 角 的 平分 线 。 所 以 根据 上 题 

1532. 在 四 边 形 4BCD 中 , 设 4B、DC 
的 交点 为 互 。BO、 刀 的 交点 为 了 40、BD 
与 人 站 的 交点 分 别 


A 
为 王 .QQ，4C、FD 
的 交点 为 马 则 下 作 
列 都 是 调和 点 列 ， Sb 
G) 、 忆 、 世 、 LA 
GO) 妃 玉 D、X 一 DY na 


G@; (3) 4、R、C、P， 
解 人) 因为 直线 BDqQ 截 人 4XT， 所 以 


灾 ' 责 玛 人 9 
而 在 A 人 4 中 ，4 忆 和 D、Z 忆 相交 于 一 
点 0。 


由 @、@， < EF， 


所 以 , (及 、 己 、 了 、9) 是 调和 点 列 。 

(2) 由 (、P 了 工 .9) 是 调和 点 列 可 知 ， 
4(Z、R 了 9) 是 调和 线束 。 用 直线 BQ 去 
裁 它 , 由 问题 182 知 (B3、B、D、q9) 是 调和 点 
列 。 

(3) 因为 ( 互 、 忆 、 刀 、@) 是 调和 点 列 ， 所 以 
琶 (D\、 玉 、 忆 、 细 是 调和 线束 。 用 直线 4P 去 
截 它 ,根据 问题 1482 知 《4、R、C、 忆 ) 是 调 
和 点 列 。 

1533， 设 平行 四 边 形 4BCD 及 形 内 一 点 
到 过 吾 引 4 号 的 平行 线 与 4D、2BC 的 交 
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点 分 别 为 瑟 、G， 
又 过 豆 引 -4 的 
平行 线 与 4D、 
CD 的 交点 分 别 
为 五、 五 , 则 三 条 
直线 万 、DBD、 
GZ 互相 平行 或 
者 它们 相交 于 一 点 。 

解 设 BD 与 2 的 交点 为 0, 则 直线 

OFK 截 人 人 4BD 
4 万 .BO .DZE _1 
也 方 万 " 冯 
而 4 也 一 也 囊 ,， 了 BRB 一 互 0， 
也 到 一 GC，4 天 一 BG。 
。 ID. 0CG BO 
五 5C 琵 7 

从 而 得 出 , G、 互 、O 在 一 条 直线 上 。 所 以 ， 
万 色 、DBD、G 互 相交 于 一 点 O. 

1534， 在 人 4BC、 
A4'BO 中 ， 连 结 
44'、BB'、CO' 使 这 
三 条 直线 相交 于 一 点 
S， 则 4 与 4.B'、M 
BO 与 BC ，40 与 
44 的 交点 环 、 也 、 刀 
在 同一 条 直线 上 。 

[ 笛 沙 格 定理 ] 

解 直线 T4'DP、 
BCO4'、DO'B' 分 别 截 AS4BE、AS4C、 
A 人 SEO， 


一 ]。 


这 表 明 A4BC 被 一 条 直线 已 DB 所 蕉 得 
的 结果 。 所 以 丸 、 刀 、 歹 在 一 条 直线 上 。 

1535.、 设 两 个 三 角形 4BC、DB 的 边 
BC\、 了 3 的 交点 为 忆 ; 边 4C、DF 的 交点 为 
了 ; 边 4B、Z 写 的 交点 为 2 若 X 了 GZ 在 一 
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条 直线 上 ,， 则 4 了、 
了 3 了 、O7 相交 于 一 
[ 策 沙 格 逆 定理 ] 
解 设 4D、B 刀 
的 交点 为 0。 由 : 
CBX 是 截 AZ4Y 的 直线 ,得 


一 一 


2 


这 表明 人 A4DT 被 一 条 直线 CFO 所 截 得 的 
结果 . 所 以 C、 歹 、O 在 一 条 直线 上 。 由 此 可 
得 ,4D、BZ、OP 相交 于 一 点 O。 

1536. 在 人 4BC 的 各 边 上 向 外 侧 作 正 
三 角形 BOD、C4 刀 、4B8， 则 五 马 与 BO、 
也 了 与 C4、D 刀 1 与 
433 的 交点 刁 、 了 、 
和 在 一 条 直线 上 ， 

解 根据 问题 
5S0 可 知 , 4DP、B、 
C& 相交 于 一 点 。 

在 人 4B0、 

人 ADE8 中 , 因 为 
4D\、B5B、CF 相交 于 一 点 ,所 以 B0 与 F、 
条 直线 上 (由 笛 沙 格 定 理 ) 。 

1537。 在 A 
人 A 人 4BC 中 ， 设 
4D 1 BO，P 
为 4 了 上 任意 
点 ， 延 长 
BP、OP 分 别 
与 4C、 4B 的 
则 4DZ= -4DR 

解 延长 3D 与 4C 的 延长 线 交 于 点 互 ， 


王 、 工 、2, 则 这 三 点 在 
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则 由 直线 7D 互 截 人 4BO, 得 


人 


as 万 CO:C 了 一 4 万 :也 4 
而 4DC=90*。 根据 问题 1483 可 铬 ， 
D4 是 A 互 D 刀 的 外 角 至 D 的 平分 线 。 
.4DT 一 人 4DF。 
1538. 设 圆 内 接 六 
边 形 4BCDEBP 的 对 
边 的 延长 线 相交 于 三 点 


一 条 直线 上 。 
[ 斩 斯 卡 定理 ] 

解 设 B、 CD 的 交 
点 为 也 CD、 4 五 的 交点 
为 M，5 瑟 、4 刀 的 交点 
为 人 , 则 也 瑟 、4 环 、BC 
都 是 ALMN 的 截 线 ， 
所 以 


.了 IX .MX4. 
文责 "4 了 7 


一 一 一 -一 一 -一 一 


把 上 面 三 式 的 两 边 分 别 相 乘 , 且 把 世 刀 . 世 
一 ZD.ICO MO.MD = MB,MN4 NB.N4 
一 NZ.NZ, 代入 后 得 


ee 


这 表明 在 AZMWN 中 ,点 和 了、 必 在 一 条 
直线 上 。 

别 解 ” 作 圆 4DX, 与 4G、2G 丸 的 交点 分 
别 为 G 豆 , 则 

AGE3ED= -G47D=-BND。 
“， G /BE。 
而 DZ 一 D4X 一 DBP， 
…。 石和/ BF。 . 
又 LEGX=- 了 EDX= 一 了 BT， 
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…，GZ1N BT7， 

由 此 可 知 ， AREGX、ABBT 各 边 相互 平 
行 ,从 而 得 出 , QB、 互 如 和 了 相交 于 点 2 
即 X、 了 了 、 乡 在 一 条 直线 上 . 

1539. 圆 外 切 六 边 形 4BCDZBZB 的 相对 
顶点 所 连结 的 三 条 直线 相交 于 一 点 . 

[ 布 利安 深 定理 ] 


解 设 边 4B、BC、CD、D 瑟 、 卫 、B4 
切 融 分别 于 PP、e、R、S、TIT、7, 则 六 边 形 
POORSTT 是 圆 内 接 六 边 形 。 由 帕斯卡 定理 
可 知 ，PU、FS 的 交点 瑟 , @B、VT 的 交点 
了 PQ、7ZS 的 交点 缚 在 一 条 直线 上 。 但 是 ， 
ZU 是 这 圆 关于 点 4 的 极 直 线 ，RS 是 这 
关于 点 忆 的 极 直线 , 4 是 这 圆 关于 点 丈 的 
极 直 线 ( 问 题 1498) 。 同 理 ，C2 是 这 贺 关 于 
点 了 的 极 直 线 ,，4D、C 的 交点 到 的 极 直 
线 在 羡 Z 上 。 从 而 互 了 上 的 点 纺 的 极 直线 
了 3 及 经 过 点 玖 (问题 1497) 

1540， 若 六 边 形 4BCDBZ 是 圆 内 接 六 
边 形 , 且 对 角 线 4D、B 互 、OF 交 计 一 点 , 证 


解 ” 设 对 角 线 4D、BB、O7 的 交点 为 @ 
则 
光 人 40BwA 人 BEODPD， 


。 4B 40 
”… 天- 区、 
同 理 人 DOCoA 人 7O 了 也， 
了 FEBO 
天 一 二 
…” ACODwA40P， 
0D _0o0 
了 4 4O 
4B BF CD 
所 以 ”天 ' 刘 " 王 


证 明 题 


即 二 太志 一 一 二 。 


1541， 设 三 
个 圆 O、O'\、0" 
(半径 分 别 为 入 
rz") 的 两 两 2 
的 外 公 切 线 的 交 
点 为 忌 、 了 、2， 
则 这 三 个 交点 
和 了 \、G 在 一 条 
直线 上 。 


解 显然 ， 


-OOX _ .020 和 
CAX 9 
OO 了 -和 
CO7 信 “ 
上 面 三 式 的 两 边 分 别 相 乘 ,得 
OX .00 .07 
0OX 07 -07 
这 表明 屋 了 2 是 截 AOO'O"” 的 直线 。 所 以 
和 了 和 在 一 N 
条 直线 上 。 
1542， 过 A 
A4BC 的 三 
边 中 点 也、 也、 B g 
帮 向 内 切 圆 引 
切线 ， 设 所 引 
的 切线 分 别 与 
妈 万 、 媚 D、D 刀 上 
交 于 人 六 好 则 天 二 到 在 一 条 直线 上 。 
解 ”如 果 能 够 证 明 在 人 妃 BD 中 ， 


ea 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 


那么 人 羽 妇 就 在 一 条 直线 上 了 。 设 2 
与 C4 的 交点 为 N, 则 N 瑟 1/ DEF. 


8 @ 了 责 一 万 刺 一 一 7 -一 中 
而 OBE 一 王 40=~DZ， 
设 BOC=aw 04=z 
4B=c, CD=an 


CN 一 5，DN 一 c， 


si 
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由 @, 得 -了 这 - 汪 & 四 


设 CD 与 内 切 圆 的 切 点 为 G, 在 人 4BC、 
人 NOCD 中 ， 


0CG-= 王 (o+2 一 c) 一 误 人 士 丸 一， 图 
又 ShaolSswcp=C4.OB:CN.OD 
=~a0D20'D1。 


而 这 两 个 相似 三 角形 的 内 切 贺 相同 。 
“， SAhac:SANwcD 
一 (& 十 2 十 c) : (c' 十 轨 十 c)， 
dl 十 1 十 02 g 
QG 士 D 十 C ( 思 “ 
在 @.@ 中 , 一 豆 o 求 出 思 ， 


2 一 22D. (一 D) 

Q 十 C 一 39“ 

Q 十 2 一 3 3c 
十 C 二 : 32“ 
十 c 一 3C 
”7 一 3 
_C 二 4 一 3D 
2 十 一 3c” 
2 


一 二 天 .一 一 上 


五 LO 万 忆 “ 


代入 @, 得 - 若 =- 


同 理 可 得 ， 工 卫 zz 
0 
7 


2O， 圆 、 正 多 边 形 的 比例 线段 

1543. 网 的 弧 是 比 国 绕 这 弧 且 具有 共同 
两 端的 任意 线段 都 短 。 

解 设 4KB 为 贺 
的 弧 ，4 呈 为 其 弦 . 
4 了 8B、4MB、 为 以 
4, 五 为 两 端 围绕 贺 
弧 4 互 的 任意 线 。 

引 弧 4 改 刀 的 切线 CKD, 则 线 LCKDZB 比 
线 4CDD 短 ， 从 而 得 出 4ZD 比 4K 了 3 长 . 
同 理 , 国 绕 弧 4 羽 召 的 一 切线 都 比 4 羽 了 3 长 
所 以 弧 4 瑟 刀 最短。 

1544. 半径 相等 的 两 个 扁 形 04B、 O'4'B， 
的 面积 的 比 等 于 弧 长 的 比 或 圆心 角 的 度量 的 
t。 

解 设 一 LO 为 0? 的 圆心 角 ，L 人 .LOD'B/ 
为 双 " 的 圆心 角 , 则 


_ IO0B2 
扁 形 04B 的 面积 ~ .2.4， 
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扇形 0.4/ 了 /的 面积 一 Da 人 
而 0OB=O'B'。 
_- 启 形 04B 的 画 积 _a 0 
扇形 0 的 而 入 人 态 ”  ， 
1.0 
而 全 的 长 度 = 0 


4 售 ' 的 长 度 一 2 四 


由 此 可 得 ， 
扇形 04 瑟 的 面积 _ 
扇形 54 的 面积 ”到 
_ 全 的 长 度 


1545. 
个 相位 匠 的 比 


4 的 长 度 “ 
等 于 它们 的 半 
径 的 比 。 两 个 


相似 扇形 面积 ， 3 
的 比 等 于 它们 的 半径 平方 的 比 。 

解 “在 扇形 04B、O'4'B' 中 , 设 4 方 、4 方 
是 相似 弧 , 则 Z0O 与 CO' 相等 。 设 0 为 


%"， 又 圆 O 的 周 长 为 2r .04, 则 


由 -4B_ ~_2 _ 可知 ， 


死 :OZ 一 860 可 
200.O04 
- 念 的 长 度 25:20<， 0 
同 理 可 得 ， 渤 
90107 4 
4 宫 的 长 度 一 -2 和 全 
(因为 CO 一 0O) 四 
由 中 、@@, 得 


。 4 的 长 度 :4 福 的 长 度 =04:0'4。 
又 “ 遍 形 04B 的 面积 ~. 人， 


IO .42 


扇形 O4BI 的 面积 一 一 550 一 . 7 
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扇形 04 刀 的 面积 0O4。 
扇形 0.4/ 忆 ' 的 面积 DT 
4546. 两 个 圆 的 周 长 的 比 等 于 它们 的 半 
径 之 比 ; 两 个 圆 的 面积 的 
比 等 于 它们 的 半径 的 平方 
比 。 

解 在 两 圆 内 作 相似 的 
内 接 正 多 边 形 , 设 忆 、 届 
为 两 网 的 半径 ,已 、 书 ' 为 
两 正 多 边 形 的 册 长 ,4、4 
为 两 正 多 边 形 的 面积 ， 则 1 N 
由 两 个 多 边 形 相似 可 得 ， 

忆 : 疡 一 玉 : 克 ， 
4d4:4' 一 忆 2: 玉 2 半 AAA 


显然 ,不论 多 边 形 的 边 数 如 何 , 这 两 个 关系 
都 成 立 。 而 当 边 数 无 限 增加 时 ,也 的 极限 是 
0 的 周 长 , 忆 ' 的 极限 是 圆 0 的 周 长 ， 因 为 
媚 :P' 等 于 定 比 玉 :R， 所 以 它们 的 极限 的 比 
也 等 于 这 个 定 比 R;ZR 

因此 , 设 尝 径 长 为 忆 、 到 3' 的 两 圆 的 周 长 分 
别 为 CC, 则 

CC 一 已: 

同 理 , 设 4 的 极限 是 8， 4' 的 极限 是 8 

则 


A 一 一 一 、B 


A 一 ~、B' 


8S:S' 一 R2:RB2。 
1547， 圆 的 局 长 与 它 的 直径 的 比 是 定 值 . 
. 解 由 上 题 可知 ，C:27 一 CI27/。 


人 
C 


这 就 是 说 , 圆 O 的 周 长 0 与 它 的 直径 的 比 
是 定 值 。 如 把 这 个 定 比 用 严 来 表示 ， 则 得 到 
以 27 为 直径 的 贺 的 周 长 C 一 2z7. 

1548、 以 直角 等 A 
腰 人 4B0 的 余 边 CO  D 忆 
为 直径 画 半 
BD4BO, 又 以 4 为 
圆心 ， 4 为 半径 画 
弧 BFHC, 则 弓形 BFC FE 
的 面积 等 于 两 个 弓形 BD4 与 CU4 的 而 积 
的 和 。 


证 明 申 


解 设 BC 的 中 点 为 0, 连结 40, 则 
DB4O=90" 一 40B， 

由 此 可 得 , 弓形 BHO 的 面积 : 形 了 3D4 
的 面积 二 .45B2:402 一 211。 即 弓 形 BD4 的 
面积 等 于 弓形 BBC 的 面积 的 一 半 。 

而 两 个 弓形 BD4 与 CB4 的 面积 相等 ,所 
以 引 形 BFC 的 面积 等 于 两 个 弓形 BD4、 
CB4 的 面积 的 和 。 

1549. 了 的 而 和 于 胃 甩 长 与 和 径 的 乘 
积 的 一 半 。 A_ 

解 ” 作 圆 0 的 一 个 任 人 | 
意外 切 正 多 边 形 ， 设 这 
个 正 多 边 形 的 面积 为 
刀 ,， 它 的 周 长 为 己 , 由 O 
向 一 边 引 垂 线 OD, 则 NA 
OD 为 圆 的 半径 妃 所 以 Z 一 亏 Pxz。 


即 7:P 一 亏 E:1， 


当 正 多 边 形 的 边 数 依次 以 3 倍 , 和 倍 ,8 倍 、 
16 倍 、… 2 售 增加 时 , 则 工 的 极限 是 圆 的 面 
积 3, 卫 的 极限 是 圆 的 周 长 C. 


而 和 与 也 的 比 是 一 个 定 值 言 马 所 以 它 
的 极限 的 比 也 等 于 这 个 定 值 却 卫 ， 即 


CD 工 普 。 
SI:C= 亏 忌 :1 
如 于 
或 稍 S 一 可 OCX 


1550， 过 圆心 为 0 的 圆 的 弦 4 忆 的 一 端 ， 
| 04 为 直径 作 
圆 ， 则 弦 4 分 割 两 
名 所 得 的 弓形 面积 的 


比 等 于 4: 工 。 AEC 
解 显然 /04 的 中 作 / 
点 0' 是 所 作 图 的 加 

心 。 设 4B 与 园 0 


的 交点 为 C, 连结 00.OB, 则 
054=~O4B 一 OO4。 
.人 40B= .400. 
由 此 可 得 ， 弓 形 4MB 的 面积 :弓形 4NC 
的 面积 一 042:0'.42 一 042:( 瑟 04)】 一 31， 


3551， 由 正 2n 边 形 的 各 顶点 向 不 与 多 边 


形 相 交 的 任意 一 条 
直线 作 垂 线 ， 则 这 
些 垂 线 长 的 和 等 于 
由 中 心 O 向 这 条 直 
线 作 垂 线 长 的 2 


点 分 别 为 MK、N, 从 4、B、U 向 任意 直线 环 
作 垂 线 44'，BB'， 下 戏 )，4、B'、M' 为 垂 
足 , 则 

44' 十 BB'= 2 中 

同 理 , 从 瑟 忆 六 向 X7 作 垂 线 刀 瑟 、 
DDNN'， 如 、D'、X' 为 垂 足 , 则 

也 刀 十 DD' 一 323NN'。 四 

因为 2 是 2N 的 .中 点 , 从 0 向 了 作 垂 

线 00， 则 
2MMNI'T2NN' 一 400'. 
又 从 五 C 向 和 了 作 垂 线 也 5、CO 开 、C 
为 垂 足 , 则 
也 下 十 CO 一 200'。 
固 十 国 , 得 
44' 十 刀 B 二 CO 十 刀 D' 十 丽 再 ' 十 万 万 
一 6 OO0'。 
同 理 可 得 , 当 边 数 为 3 时 , 则 
44' 十 BB' 上 CC 十 … 一 20.00'。 

1552， 由 边 数 为 双 的 正 多 边 形 4BCD… 
的 各 顶点 向 不 与 多 边 形 相 截 的 一 条 直线 尽 卫 
作 垂 线 44'、BB'、 
CC、… 的 和 ， 等 于 由 
多 边 形 的 中 心 2 疝 
双 了 工作 垂 线 00 的 多 
倍 。 

解 当 色 为 偶数 
时 ， 上 题 已 作 了 证 
明 。 

现 证 明 双 为 亲 数 时 的 情况 。 

、 了 LO _ 

设 CD 的 中 点 为 召 , 设 59， 则 
44' 一 00) 
OO" 一 再 万/ 

。。 0 万 刀 ' 十 qg444 一 (十 0 .0OD'。 

又 在 梯形 CDD'C' 中 ， 

CC 了 一刀 也 刀 百 :1] DD， 


Q@ 


一 一 一 一 一 一 一 
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we。 了 一 亏 (CC' 二 DD) ， 


.， 了 2 (CC' 士 DDD Ta44 
一 (+g:00.。 
同 理 可 得 ,把 % 个 这 样 的 式 子 相 加 ,得 
末 p(44' 十 BB'TCCT… 


二 44' 十 BFB'TOC' 二) 
十 9. (44' 十 刀 B' 上 CO' 十) 
一 2 (2 十 2) .OO 。 
(十 9 44 十 妃 B 二 CC 十 …) 
一 0 (2 十 9) .OO0， 
即 44' 十 BB' 二 CC 十 … 一 .OO'。 
1553， 圆 内 接 的 正三 角形 、 正 方形 、 正 六 
边 形 的 面积 分 别 等 于 这 c， -和 AA 旭 
个 圆 的 外 切 正 三 角形 、 
正方 形 、 正 六 边 形 的 面 


3 3 也 
积 的 24、 3、 ， 

解 设 4BC、4 BC 交 
是 现 内 接 与 外 切 正三 角 
形 ，4、B、C 为 切 点 , 则 外 切 正 三 角形 与 内 接 
正三 角形 的 边 长 的 比 等 于 2:1。 由 此 可 得 ， 
它们 的 面积 的 比 等 于 22: 12, 即 等 于 4:1， 

所 以 ， 圆 内 接 正 三 角形 的 面积 是 吏 外 切 正 
三 角形 的 面积 的 四 分 之 D 

又 ， 设 园 内 接 正方 形 
为 4BCD, 圆 外 切 正方 
形 为 4'B'C'D'， 切 点 分 
别 为 4、B、C、D, 则 加  A 上 
外 切 正方 形 的 边 长 等 于 圆 内 接 正 方形 的 对 角 . 
线 .4C. 

由 此 可 得 ， 正 方形 4'B'C'D' 的 面积 :正方 
形 4BCD 的 面积 二 .40C2:4D2? 王 24DB2: 4 及 2 一 
2: 芋 。 

所 以 ， 圆 内 接 正 方形 的 面积 是 圆 外 切 正方 
形 的 面积 的 二 分 之 一 。 

再 设 加 内 接 正 六 边 形 
为 4BODZ 友 , 圆 外 切 正 
六 边 形 为 4 BIO'D' 再 万 /， 
切 点 为 4、.B、C\、 忆 、 刀 、 
了 取 圆 心 为 0, 连结 
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04、0B、O4\O7", 设 04' 与 4 已 的 交点 为 
到, 则 AOLB、AO43 都 是 正三 角形 ,它们 
面积 的 比 等 于 高 的 平方 的 比 , 即 0O3X2:O4?。 
又 正六 边 形 4B'ODT 有 8 的 面积 与 
-4BCD8E8 的 面积 分 别 是 正三 角形 0O4 史 ' 的 
面积 与 04 的 面积 的 六 倍 . 所 以 正六 边 形 
4'BCTD' 画 7 的 面积 :正文 边 形 4BOD 历 罗 
的 面积 042:0M2. 
而 OM- 尽 E 
2 
。 04?:0M2? 一 042:3042? 一 3. 


所 以 ， 贺 内 接 正 六 边 形 的 面积 是 外 切 正六 
边 形 的 四 分 之 三 。 

1554. 把 正六 边 形 
4BCDZ 厅 的 各 边 延 长 ， 
并 把 所 得 的 交点 顺 次 连结 
起 来 得 到 一 个 新 的 正六 边 
形 ， 则 这 两 个 正六 边 形 面 
积 的 比 等 于 3:1. 

解 ” 设 正六 边 形 4BCODB5， 延长 各 边 得 
到 交点 4、 妃 、CO、D、 画 、F， 则 六 边 形 
4 BC 五 万 ' 显然 是 一 个 正六 边 形 .。 

而 人 4 487、ABB4、… 都 是 全 等 的 正三 
角形 。 由 此 可 得 B'4 一 4 万 一 万 克 ',， 

又 人 4 了 TFT、A43F8' 显然 是 相似 的 。 

' 忆 4 忆 一 4 
盏 五 :五 玉 一 4 也 2: 万 媚 2 
而 万 ' 万 ': 万 万 ' 一 3:1。 
TO .4431 

又 这 两 个 正六 边 形 的 面积 的 比 等 于 4 万 4 
:5 2 所 以 它们 面积 的 比 是 3:1。 

1555。 贺 内 接 KK 人 KR 
正六 边 形 的 面积 是 
这 圆 的 内 接 正三 角 
形 的 面积 与 外 切 正 
三 角形 的 面积 的 比 
例 中 项 。 。 

解 因为 人 GBS 玖 
的 面积 是 人 4O 刀 G 
的 面积 的 4 倍 , 正六 边 形 4BCDPZR 的 面积 
是 人 A4C 的 面积 的 3 倍 , 所 以 ， 

和 人 AG 万 忆 的 面积 
正六 边 形 4BCDH8 的 面积 


04, 或 O302? 一 子 042. 
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明 是 
正六 边 形 4BCDZF 的 面积 
和 A 人 40 万 的 丙 积 
1556. 正六 边 形 了: . 
4pCDzz 的 区 角 生 LA， 
4O、PBD 是 按 3: 于 瑟 
人 L 玫 
解 设 4C、BD 的 
交点 为 1, 连 结 4D， SSYAA 四 


则 4 是 这 正六 边 形 
的 外 接 圆 的 直径 又 贺 内 接 正 六 边 形 的 边 长 . 
等 于 半径 , 即 4 刀 =2BC. 

4B 一 CD … 

由 此 可 得 ， 

4M:MHCO=DM:MDB=4D:BC 
=23BC:BO=23:1. 
即 对 角 线 是 按 2:] 互 分 。 

1557. 根据 圆 内 接 正 六 边 形 和 外 切 正方 
形 , 证 明 圆周 率 普 的 值 在 3 与 4 之 间 。 

解 ”很 明显 ， 圆 的 局 A 
长 大 于 圆 的 内 接 正 六 边 
形 的 周 长 ， 圆 外 切 正方 
形 的 周 长 大 于 贺 内 接 正 
六 边 形 的 周 长 。 

而 虽 的 内 接 正 六 边 形 
的 周 长 等 于 圆 的 直径 的 1 
三 倍 , 图 外 切 正方 形 的 局 长 等 于 直径 的 四 倍 。 
所 以 圆 的 周 长 与 直径 的 比 的 比值 和 是 大 于 3 
而 小 于 4。 即 圆周 率 m 在 3 与 4 之 间 。 

1558. 圆 内 接 正 八 边 形 的 面积 是 这 个 圆 
内 接 正方 形 的 面积 与 外 切 正方 形 的 面积 的 比 
例 中 项 . 

解 设 贺 2 的 互相 
垂直 的 了 丽 条 直径 为 
4B、CG, 过 切 点 4、 6 
CO 了、G 分 别 引 切 线 ， 
这 四 条 切线 所 围 成 的 
四 边 形 9BRS7 是 加 0O SS 忆  R 
的 外 切 正 方形 .4C 是 内 接 正方 形 的 一 边 . 设 
098 与 红 40 的 交点 为 如, 与 弦 40 的 交点 为 
了 则 4 是 圆 内 接 正八 边 形 的 一 边 。 而 内 
接 正 八 边 形 的 面积 是 A40OB 的 面积 的 八 
倍 。 因 此 ,内 接 正八 边 形 的 面积 


8 一 8x 王 4P.OB=44P.OB 


4D1 BC， 
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一 24P.20B= 40.9R， 


设 内 接 正 方形 的 面积 为 Sr 人 的 . 


面积 为 S， 则 
Ai 一 402，S2 一 名 五 2。 
。 必 2 一 Si1.S2， 

由 此 可 得 ,Si1:S 一 S:8>。 

1559. 面 内 撞 正 人 过 形 的 面积 ， 等 于 以 贺 
内 接 正方 形 的 一 
边 与 外 切 正 方形 
一 边 为 两 邻 边 的 
和 矩形 面积 。 

解 设 4BOD 
与 4 BIO 分 
别 是 加 O 的 内 接 
与 外 切 正 方形， 
04' 交 4 于 点 N, 交 弧 4 方 于 至 连 结 了 也 
则 DZ 是 内 接 正 八 边 形 的 一 边 。 由 此 可 知 ， 
正八 边 形 的 面积 8 是 四 边 形 O.4Z3D 的 面积 
的 四 倍 , 即 


S= -4 二 4D- 0B)= -24D.OF。、 四 


、 而 47 是 内 接 正 方形 的 一 边 , 320 五 =20D 
一 4'.。 

所 以 , 由 @, 得 

正八 边 形 的 面积 3 一 4D.4 

1560. 设 半径 为 部 的 圆 0 的 内 接 正 m 边 
形 ， 它 的 一 边 长 为 sk, 又 这 圆 的 内 接 正 2% 边 
形 的 一 边 长 为 %， 则 

q2 一 尽 . (2 必 一 462 一 02)， 


区 忆 C2。 (一 22) 
解 设 圆 内 接 正 %” 边 形 
一 边 为 4B， 圆 内 接 Ac 一 [B 


正 2% 边 形 的 一 边 为 4C， 
根据 假设 , 得 4 一 ac, 4C 
0 

连结 CO, 并 延长 CO 与 
圆 交 于 点 已 又 设 4 
CD 的 交点 为 吾 则 4B 1 CD. 

连结 4O、4, 在 直角 三 角形 4CD 中 ， 

4 瑟 1LDO， 
…，402 一 CD.COE。 
而 0 如 =00-BO=C0--vVO4 一 4 三、 


下， nero moreygGIIHorypere WuyiagAoorcnigpeas 下- 
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一 忆 = 吉 = 0 
代入 上 式 , 得 
402-CD.(- 以 这 全 


2 人 忆 
Vz 条 ). 
“。 a'2 一 忆 . (2 及 一 /4 一 必 ) 。 
402 一 C 刀 .CD， 
CO2 02 
ED 一 束 ， 
代入 @ 四 式 ,得 
2 一生 一 
4 五 (2 各 ) 


四 2 a'2) 
4 


a'2 一 2 有 .人 忆 一 


2(0482 一 ar2) 
44B2 一 全 


La 2(482 一 02) 
和 碌 
1561.， 设 半 径 为 已 的 圆 O 的 内 接 正 多 边 
形 的 一 边 长 为 w% 边 数 相 同 的 外 切 正 多 边 形 
的 一 边 长 为 CQ 则 
到 2a 有 了 
衣 [4 一 ae 
解 设 站 内 接 正 多 
形 4BC… 的 一 边 为 
4 了 , 边 数 相同 的 外 切 
正 多 边 形 PR… 的 
一 边 为 FQ, 则 43= 
0 大 = 连结 04、 
OP、O0B8、O@， 则 
A048 与 AOP@, 因为 对 应 角 根 等 而 相似 。 
4DP:IP4U=O42:0OP， 
测 CI0' 一 忆 :OP. 
而 OP=O4 十 五 汪 


-VP2+ 生 4 人 


2a 玉 
AAA42 十 Q 


已: V 4242 十 0 0 
公 
2c 忆 
VE 
又 由 A40BcAOPe, 得 


。 03a “一 


即 
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4BIPOOM :OPB， 
部 QQ' 一 OM :R。 
而 OM=D47- .415 
-和 环 -v 


2 


人 :R 


9 02Q' 一 
全 2aR 
4812 一 丧 


本 人 :EEERe 人 


加 内 接 正八 边 形 的 一 边 为 SN >” 
oa, 则 ao 一 233 一. 


解 半径 为 刁 的 网 的 
G< 一 一 一 0 


内 接 正方 形 的 一 边 长 是 
/ 瑚 十 有形 一 V3R， 则 根 

据 问题 1560， 只 要 把 式 中 的 wa 用 3 玉 代 
入 , 即 可 求 出 圆 内 接 正 八 边 形 的 一 边 长 w'。 
所 以 ,正八 边 形 一 边 的 长 % 用 尺 的 表达 式 


了 即 CQ" 


是 


C02 一 六 (2BR 一 4 二 315) 
一 习 .《2 甩 一 RR 2 ) 一 瑟 . (2 一 3)， 
q 一 ZWV32-\/ 3。 
1563， 假设 半径 为 三 的 圆 的 内 接 正 十 二 
边 形 的 一 边 长 为 o, 则 w 一 BR.V3 一 V 
解 ” 因 为 圆 内 接 正六 边 形 的 一 边 长 等 于 贺 
的 半径 ,在 问题 1560 的 结论 中 , 用 4 一 忆 代 
入 , 则 正 十 二 边 形 的 一 边 长 2 可 用 羽 表 示 出 
来 。 与 上 题 一 样 ,得 
ai2 一 敢 . (2 有 一 348 一 7 
一 玉 - (2 有 R 一 389 一 瑟 . (2--V3)， 
di 一 BAwW2-v 了 . 
18564. 圆 的 内 接 正 十 二 边 形 的 面积 等 于 
半径 上 正方 形 面积 的 三 人 
信 ， 有 有 
解 设 4BC… 江 是 圆心 Ce 
为 0 的 加 内 接 正 十 二 边 
形 , 连结 OB、2BD。 从 也 
向 0D 作 垂 线 BM，M 9 六 
是 垂 足 , 则 弧 BC 是 圆周 长 的 六 分 之 一 。 


/BOD- 于 x360" 一 60". 
由 此 可 知 ，AOBD 是 正三 角形 。 所 以 ,2 
\ 
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是 OPD 的 中 点 。 而 OU 等 于 从 妃 向 CO4 作 垂 
线 BN。 
es 28SAo4p 一 04.0 和 1 


-0D. 工 DD~ 工 DDs 
OO 互 2D 二 0 忆 7 


由 此 可 知 ,， 圆 内 接 正 十 二 边 形 的 面积 就 是 
人 AO048 面积 的 13 倍 , 等 于 


6x 072- 30D2. 


1565， 以 正 % 边 形 外 接 圆 的 任意 同心 加 
土 的 点 ， 与 正 勾 边 形 的 各 顶点 连结 的 线段 为 
一 边 的 正方 形 面积 的 和 ， 等 于 以 这 两 圆 半径 
分 别 为 一 边 的 正方 形 面积 的 和 的 % 倍 。 

解 ” 设 疝 心 园 上 的 任意 一 点 G, G 与 正 儿 
边 形 4i4o43…4。 A 如 
的 各 顶点 的 连结 线 
段 为 2Dt，22， 2s， 站 
2n。 又 同心 圆 的 加 1 
心 为 O， 正 勾 边 形 Ae 
的 外 接 圆 半径 为 妃 ， A 
同心 丙 的 半径 为 放 
过 C 作 与 OG 垂直 的 直径 J7, 由 4 向 7I7、 
419i， 

双亲 由 问题 902 可 知 ， 在 人 AGO 中 ， 41G2 
一 04?+OG2 一 2.09.419i,， 这 里 ,用 gx 表示 
4xQx， 则 好 一 到 十 ?2 一 27.91。 

又 在 习 7 上 取 关 于 4i 的 异 侧 的 任意 顶点 
4 由 4 妈 向 7T7 作 重 线 , 垂 足 为 在 
AG4jO 中 

4hG2? 一 0O42 十 092 十 20G.4)GQ)。 
。 人 一 关 2? 十 72 寺 27 .91。 
从 十 爆 十 … 十 22 
一 ?2B2 十 72) 一 37 (91 十 go 十 … 
十 9 十 gx+l 十 … 十 gn) 
十 327 (qt 十 … 十 dh 十 … 二 dx) 。 

而 O 是 正 % 边 形 的 重心 ,7vy 经 过 重心 、 

“， 弓 十 9 十 … 十 对 十 QzH1 十 … 二 Gdr 
一 Qt41 士 … 十 gp 十 … 十 Gk， 
。 0 十 十 十 22 一 7 (Re 二 720 。 

1565， 设 作 一 个 圆 的 内 接 与 外 切 的 边 数 
相同 , 都 是 % 的 正 多 边 形 , 则 它们 的 面积 的 差 
总 小 于 内 接 正 多 边 形 的 一 个 边 长 的 平方 。 其 
中 %>5。 
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ABCB'\AC4R， 它们 的 外 接 圆 的 圆心 分 别 


解 设 4 是 圆 内 蒂 正 
义 边 形 的 一 边 ,O 是 圆心 . 
连结 04、0OB, 作 人 4OF 
的 平分 线 与 圆 交 于 已 ,OP 
为 圆 的 半径 , 交 4 妃 于 也 ， 
过 已 作 切 线 与 04、OB 
的 延长 线 分 别 交 于 4 克 , 这 时 4'3 是 外 切 
正 包 边 形 的 一 边 。 

设 内 萎 、 外 切 正 % 边 形 的 面积 分 别 为 S、S'， 


”出 


& 性 
SAo4B 一 元 Sao4'B' 二 人 e 


“。 SAao4B:Sao4'B' 一 SS 。 

而 SAo4BISAo4'B' 一 043:O04 2 

即 Saop4a:Sao4B' 一 OP2:OP 2. 
。 4IS' 一 OP2:OP2 一 OP2:042. 
(SS 一 习 :83 一 (942 一 OP2) :042， 
《S' 一 S) :8 = 4P2:042， 
(S "一 S) :S 一 44P2:4042。 
(S 一 S) :S 一 .452:02。 
〈 其 中 G 表示 直径 ) 

而 2 之 5.。 因为 外 切 正 % 边 形 的 面积 8 比 
直径 上 的 正方 形 面积 吧 小 ,所 以 & 人 -8 也 比 
4 小 。 ， 忆 

1567. 在 任意 
人 4BC 的 各 边 上 
分 别 向 外 侧 及 内 便 
作 正 三 角形 ， 则 连 
结 外 侧 正 三 角形 、 
内 侧 正三 角形 的 外 3 
接 贺 的 圆心 作出 的 瑟 
两 个 正三 角形 的 面积 的 差 等 于 人 4BC 的 面 
积 。 

解 设 外 侧 的 正三 角形 为 A4BD、 
和 人 5CB.AC47 它们 的 外 接 加 的 画 心 分 别 为 
G\ 玉 Je 则 由 一刀 5 万 =30" 一 45G, 得 

LABB4 一 万 BG. 
又 人 ABCOZB、A4BD 是 正三 角形 ,所 以 
也.D2 一 3 有 TD2， 4 及 一 3BG2。 

.…。 刀 B:4 一 也 :BG. 

.。 人 了 3Bd4cABGL 

.再 B?: 且 43 一 万 五 2: 甩 G2。 
而 罗 Be 一 3B 玉 3，…， 卫 42 一 3GB2. 
又 设 A 人 45C 的 内 侧 正 兰 角形 为 A4PD'、 


Te 
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为 G'\ 互 JJ, 则 与 上 面 完全 一 样 可 得 ，4 忌 ” 
一 3G' 万 2， 
。 4B2- .4 了 2 一 3(GE3 一 G' 石 可。 
设 正三 角形 GEJ、G' 有 7 的 面积 分 别 为 
已、 成 ， 则 
2 _AV3 


二 一 G 万 2?， 卫 一 G 厂 2 


.4wVS (PP 一 PPD) 一 3(G83 一 G' 万 2) 
又 设 A4B0C 的 面积 为 S&, 则 由 问题 888， 
得 


\/ 3 
4 


4、/ 38S 一 412 一 4 万 2。 
.…， 了 一 P=S. 

1568， 边 数 为 奇数 的 多 边 形 内 的 一 点 与 
各 顶点 连结 成 线段 ， 设 延长 这 些 线段 把 对 边 
分 成 两 段 ， 则 间隔 
取 一 段 的 积 等 于 另 
一 段 的 积 。 

解 设 4BCOD 刀 
为 边 数 是 奇数 的 多 
边 形 、 在 多 边 形 内 
任 取 一 点 O, 连结 
40、FO、CO、DO、ZO, 并 延长 这 些 线段 ,使 
分 别 与 对 边 交 于 4、B、C、D、 互 。 又 连结 


4C、4D, 则 
4 有 也 SAydnp 
IC~ 闷 4v( 问 是 1452) 。 
同 理 ,连结 刀 媚 、BD、CB、C4、D4, 得 
呈 ' 刀 SAzopB C'4 SA4oc 
瑟 也 Saop” 0 奋 Raoo 
刀 中 Sagop 一 O Sacog 


后 得 
4 疡 .BO4D'DPB. BIO 
一 4O.BFD.O TDL4. 了 PPB 

这 个 证 明 对 任意 奇数 边 的 多 边 形 都 成 立 。 

1569， 设 圆 0 ( 灶 
径 7) 的 内 接 正 五 边 形 
4BOCD 万 ,又 驱 .4 马 的 
中 点 为 书 则 (1) 4P 
,BP 一 72，(3) 4Pa 
十 鼠 P2 一 372; (3)4B2 
一 4.E2 一 和。 
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是 一 条 直线 。 又 设 PB、40 的 交点 为 卫 ， 则 
LAPEM= 志 了 POM= BO 


一 人 4OP=36”. 

由 此 可 得 ,PO 在 点 0 处 与 人 BO 的 外 接 
贺 相 切 。 

PP 一 OP2. 

又 5P=4P,.…，4P.DPP=73. 

(23) BP 一 4P 一 BF 一 BO=7。 

两 边 分 别 平 方 , 得 

DBP3a 一 2355P.4PT4P3 一 72.。 
。。 DBP2 汪 4P2 一 ?2 十 24 己 .万 己 
一 92 十 272 一 372. 

(3) 因为 4 是 正 五 边 形 的 一边 , 4P 是 
正 十 边 形 的 一 边 , 半径 4O 是 正六 边 形 的 一 
边 ， 根 据 问题 臣 74 可 知 , 这 三 条 线段 为 直角 
三 角形 的 三 边 。 而 4 中 比 4P、4O 都 大 。 从 
而 得 出 , 483 = 4P2 十 408。 所 以 ，4.B3 一 
4P2 一 73。 

1570. 设 欧 心 为 O 的 圆 内 有 互相 垂直 的 
两 条 直径 4B、CD,，OC 的 中 点 为 召 , 以 殖 为 


圆心 ， 以 将 4 为 半径 区 
所 作 的 圆 与 C 了 的 交 [ 直 
点 为 到 , 则 OZ 是 内 
是 全 放风 二 放 ， 汪汪 B 
2 
边 形 的 -- 边 长， 

解 设 半径 为 ”, 则 5 


1 \3 
23 一 3 2 一 mr23 Wi 
刀 43? 一 40? 二 OO 瑟 2 十 ( 亏 r) 。 
</ 7 
,BR4 57 
5 


而 五 太一 刀 4，O 太 一 也 1 一 0 万。 
所 以 ，O 达 一 忆 4 一 OO 万 


_-V5_ (5-Dr 
0 
由 此 可 得 O8 是 圆 O 内 接 正 十 边 形 的 一 边 
长 (问题 1571) . 


472= 40? 二 OZa 
1 V 百 _1 (10_2V 百 )ma 

一 IJ2 人 人 

2 坏人 3 7 ， 


4 万 =- 


yAV10 二 3/ 
了 


解 人) 设 戏 为 Z 为 的 中 点 , 则 了 B、O、 妈 


! 五 边 形 的 每 个 内 角 是 


明 题 


所 以 ,428 是 内 接 正 五 边 形 的 一 边 长 (问题 
1573) . 

1571. 求 半径 为 7 
cm 的 圆 内 接 正 十 边 形 
的 一 边 长 。 

解 设 0 为 正 十 边 形 
的 外 接 圆 的 圆心 ,4 
为 正 十 边 形 一 边 长 , 则 

圆心 角 4OF 
一 360* 二 10 一 36。。 
从 而 得 出 ,等 腰 三 角形 O4 巨 的 其 他 两 角 
LO04P= “0OB4=72。 

引 人 OB4 的 平分 线 BE， 在 人 B34K 中 ， 

L4BK 一 -号 一 36"， B4 瑟 =72。。 于 是 


O 一 丘 B4。 
由 此 可 得 ， 过 O、 忆 了 的 圆 在 点 玉 与 4 刀 
相 切 。 


.…， 4K.40 一 4P2， O 
而 4 一 BK 一 OK。 
由 @, 得 4 忆 .40=OKE3. 


所 以 , 设 04 一 ,4B=O 玉 =z, 则 
(人 一切 7 一 妨 ， 
即 22 十 和 0 一 2 一 0。 


o- 二 5.r- 人 卫 14 ( 问 
题 1514) . 

1572. 设 4BCD 
是 贺 内 接 正 五 边 形 , 古 
为 伺 的 中 点 ， 则 4P 
与 圆 半 径 的 和 等 于 PC. 

解 设 0 为 圆心 . 正 


一 72"。 又 OO0 是 


一 BCP 的 平分 线 ，…， 
又 , 己 是 4 瑟 的 中 点 ， 


。 FPCOB- 亏 OOB=18。。 


0OCP=36。. 
而 ~-CP4= -CCB4=108。， 
设 CO.P4 的 延长 线 相 交 于 点 则 PCEC 
一 36" 一 了 0COP， 所 以 , PG= PC. 
又 CG 过 弧 4 女 的 中 点 ， 


360” 
5 


OCB=36"。 
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.…。， 40G=36"= .4G0O。 
所 以 40 一 4G。 由 此 可 得 ， 
PC=PG 一 P4+T4G=P44T40. 
1573， 半径 为 总 的 圆 内 接 正 五 边 形 的 一 
边 长 & 的 表达 式 为 
a= 和 Vi0-3vV5. 


解 设 04= 妃 40 
为 内 接 正 十 边 形 的 一 边 
长 ,4 万 为 正 五 边 形 的 一 
边 长 ，4B3 OO， 因 为 4C 是 正 十 边 形 的 一 
边 , 由 问题 1571， 得 

40- SC 1) 环 ， 


ZN 


SB 


设 0D= 思 则 DC=BR-z. 


而 403- 40?=0D2 一 DO 
os 一 人 2 .五 ?一 22 一 ( 羽 一 2) 3。 
CE. 
又 472 一 042? 一 0D2， 
即 4D2 开 一 人心 瑟 十 12 ,机 
_ (10 一 3w/ 三 )z 


世 
二 LE 5 


,sap -avi 2 


1574. 设 半 径 为 互 的 加 内 接 正 五 边 形 的 
一 边 为 o, 内 接 正 十 边 形 一 边 为 ov, 则 co? 一 a2 
一 Fo. 

解 由 问题 1571、1573, 得 
- 卫 (VS 了 ， oo BVI0-3vV5 

人 


全 
\ 本 9 


C@ 


本 C2- 一 0C'2 


_ 了 (10- 3w 百 ) ， 瑟 (6~2VT) 
和 4 
ae 下 一 瓦 2 
EX4 一 有 


1575. 设 半 径 为 瓦 的 贺 内 接 正 五 边 形 的 
对 角 线 长 为 必 则 
1 RMVI10+23w 5 
=- 一 了 人 


比例 


解 ” 设 贺 内 接 正 五 边 
形 为 4BCDZ, 对 角 线 
4O、B 刀 的 交点 为 王 . 由 
问题 1515, 得 PC?= 4C 
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AN， 


.(40-PO)， 
设 EC=zm 则 
op2 上 4C.z 一 402 一 0。… .ao<40， 
on-F0-~- 人 CD4C. 


1 一 一 一 
又 Po-BD~ 忆 V 2 


。 (VE-TD40C FRVI073wvS 
四 ”3 0 


忆 VIJI0 一 3/ 
2 
人 CQ= 40 = -一 一 一 一 
/ 5 一 1 
3 


_ BAVI0-PBV5.(V 百 十 了 
(5 一 也 (V5 十 1 


_ BCG0-2V (VS5TD3 
公 人 
有 AVIOT+3A 
2 “ 
1576. 设 半径 为 瓦 的 圆 内 接 正 十 五 边 形 
的 一 边 为 gc， 则 


o= 呈 (Vi0+3V5+V 可 -V 启 )， 
念 - 衣 加, 则 3BD 是 正 


即 Q 一 


十 五 边 形 的 一 边 , 即 了 了 攻 
而 Ja 所 
LA4BD- 瑟 人 4OD=18"， 


B4D-= 序 CBOD=-12". 
设 BB14D, 则 
BB= 到 BD. 
和 而 48 是 正六 边 形 的 一 边 , 4 瑟 一 书 , 4 是 
正 十 边 形 的 一 边 ， 
4D- 作 5 了 马 (问题 1571)。 


又 4B?= 4D2+BDa+T24D.DZ。 gg 
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而 也 刀 一 人/ 万 55 一 万 55 
-V/z 亚 
因此 ， 由 中 ,得 
me[S35D2] re 
+[C3522]“ 


近 & 的 降 寡 整理 后 得 
人 


_(V5-DR2 
ET 


因为 wa>0， 所 以 这 个 方程 的 解 
a= 闻 (Vi0+3w5+WV3-V 王 )。 


1577. 在 半 辆 弧 
4 的 一 侧 ， 以 半径 
40、BO 为 直径 分 别 
作 半 现 ， 则 这 三 个 半 “人 A 
圆 之 间 的 面积 戏 等 于 两 个 小 半圆 面积 C、 卫 
的 和 CC 十 也 。 

解 允 = 半 圆 4B--(C+D)。 


而 半圆 4B 一 豆 xa04% 
又 CT 一 工 042. 


。 M=( 004? 开 04 一 开 04? 
M=( 瑟 04 了 O4?j) 一 工 042， 


“，M=OTD。 
1578. 若 C 〇 为 
O 的 直径 4 马 的 内 分 
点 ， 则 圆 0 与 以 4C、 
BC 分 别 为 直径 的 两 
圆 之 间 部 分 的 面积 S， 
等 于 以 4C、BC 的 比 
例 中 项 为 直径 的 圆 面积 的 两 倍 。 
解 设 己 .分别 为 以 4C、B0C 为 直径 的 
圆 的 面积 , 则 
一 圆 0 的 面积 一 乙 一 @ 


Z4B2 _ w402 mrBO2 
2 么 系 么 
一 二 (4 瑟 一 40? 一 BO9) 


了 明 题 
一 荆 {(40+BO)? 一 402 一 BO9 
m40. BO 1 
WO.FOY 
| 
1579. 设 线 咎 4B 被 C 点 二 等 分 ,，D 为 
4 上 任意 一 点 ， 


4D、DC、OB、BD / AAARN 


为 直径 分 别 作 半 圆 ， 人 了 
则 图 中 四 个 部 分 的 面积 P、9、 瓦 、S， 满 足 关 
系 式 

了 TS=Q 二 了 。 


解 PTAS 一 吕 (4D2 十 DB? DO2 一 OF2) 


而 4D=CB 一 DO DB=CDE+DC， 
。 4D2 十 刀 B? 
一 (CB 一 DO)2T(CBDO)。 
一 2DO2 十 20B?. 
所 以 ， PS 一 局 (DO2+CB2) 一 Q 十 已。 


1580. 在 圆 2 的 直径 4 上 取 一 点 2, 在 
一 个 的 下 侧 分 
F 


别 作 两 个 半圆 4DC、 
CEB， 则 由 两 个 半圆 
作成 的 曲线 4DCTB 
把 圆 O 所 分 成 两 部 分 A 
的 比 等 于 CB:4C。 

解 显然 4B、4C、 
CB 上 的 半圆 分 别 与 
它们 的 直径 的 平方 成 比例 。 而 曲线 所 围 的 
4FBZCD 的 面积 是 以 4 为 直径 的 半圆 的 
面积 加 上 以 CB 为 直径 半圆 的 面积 ， 减 去 以 
40 为 直径 的 半 贺 。 

又 曲线 所 围 的 4GZBCD 的 面积 是 以 4 
为 直径 的 半圆 的 面积 加 上 以 4C 为 直径 的 灶 
圆 的 面积 , 减 去 以 CB 为 直径 的 半圆 的 面积 。 

47BBOD 的 面积 :4GBNOCD 的 面积 
一 (4B2 十 OB2 一 4C2) 
:(4B2? 二 402 一 CB2) 。 
而 4B2-TCODB2 一 403 
= .4452 (CBAO4) (OPB-C4) 
m 王 4D? 十 4B,(CB-C4) 
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一 4B.(4BTCB 一 C4) 
一 24P.OD。 
又 4 及 一 0OB2 十 4C2 
一 4B2 一 (OPBT+4O) (C-40C) 
一 4B2? 一 4PB.(CB 一 4O) 
一 4B.(48--CBTTA4C) 
一 24P.4O 
LDPEOD 的 面积 
”” 465850D 的 面积 
.24B.CPB 0B 
TD 
1581， 设 园 的 直径 4 如 被 点 Po、P:、 
二 | 分 成 了 等 
分 ,在 4 号 的 一 侧 以 
4Pi、 4P、…、LP_i 
为 直径 作 半 圆 ， 在 另 
0 以 BP!、BP2、 
、BP。i 为 直径 作 
半 间 ， 则 图 中 4M2P2 
Ne2BNsPsM3s4 的 各 向 线 的 局 长 等 于 给 定 的 
圆 的 周 长 , 其 面积 等 于 圆 面积 的 双 分 之 一 
解 ”如 图 ,曲线 4M2Po2N?B 
一 半圆 421sP? 十 半圆 Po2N2 


到 r， (4P, 十 PoBD) 


一 也 r4B 一 半 加 4CB. 


岗 理 可 得 , 曲线 BENsPsMs4 一 半 较 BD4。 

因此 , 曲线 4WoPo2N?B 与 BNsP3Mas4 的 
和 等 于 以 4B 为 直径 的 圆 的 周涛 .类似 地 ， 
各 曲线 的 周 长 都 等 于 以 4 刀 为 直径 的 贺 的 周 
长 。 . 

其 次 ， 假 设 曲线 4MWMeP2N?BNsPsM3s4 的 
面积 为 SS 则 

8 一 半圆 4P; 十 半圆 BP， 
一 半圆 4P2 一 半圆 妃 P。， 
即 = 二 (4P8+ BE 4P3 一 BF8) 。 


又 以 4B 为 直径 的 圆 的 面积 4 等 于 卫 
4B2 所 以 
4:8= 24B2: (4P3-BP3 一 4P2- BF ，O 


而 ”4Pi-PiPa 一 PoPs 一 … 一 过 4B 


上 方 作 半 圆 , 从 好、 和 
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4P 一 PiPo 一 PP 一 …= 工 . 
从 而 得 出 , 4P=23，4P: = 3，BP2 一 4PB-- 
4Po: 一 人 一 2， 万 Ps 一 4 了 一 4P3 一 7 一 3。 
把 它们 代入 加 式 ,得 
4:8S 一 2m7i2:[32 十 (M 一 2)2 一 22 一 ( 双 一 3)9 
一 2722: (9 十 7112 一 4012 十 和 一 人 一 202 
十 6 一 9) 
一 2712:27 一 和: 了， 
即今 是 等 于 区 面积 的 勾 分 之 一 。 
也 完全 一 样 。 

1582.， 设 04 是 
玩 O 的 半径 , 在 04 
上 取 两 点 M、N,， 使 
4 一 MN=NO， 以 
0O4 为 直径 在 0O4 的 


对 其 他 曲线 


向 4O 引 垂 线 与 半圆 交 于 P、@, 则 以 O 为 圆 
心 、OP、09 分 别 为 半径 的 圆 把 圆 O 的 面积 
分 成 三 等 分 ， 

解 ”因为 PO* 一 MO.40, 902= NO.4O， 
且 4M=MN=NO， 

所 以 ”PoO2?=2NO.3NO=6NO2， 
Q@02= NO.3NO 一 3NO2， 

而 4O=3NO, 于 是 4O2 一 9NO2>， 

从 而 得 出 ， 以 40、PO、680 分 别 为 直径 的 “ 
三 个 圆 的 面积 与 9NO、6NO”、3NO2z 成 比 
例 。 由 此 可 得 ,以 0 为 圆心 ,以 OP、Og 分 别 
为 直径 的 两 个 圆 把 圆 0 的 面积 分 成 三 等 分 。 

1583. 在 圆 0 中 , 作 天 : 
互相 垂直 的 两 条 直径 M 
4 号 、CD, 以 卫 为 圆心 、 


.D4 为 半径 作 弧 4B8B， C D 


则 月 形 4CBZ 与 AD4B 
等 积 。 全 
解 因为 弓形 4B 
的 面积 一 弓形 4DM 的 面积 十 弓形 DBN 的 
面积 (问题 1548)， 所 以 
弓形 4BZ 的 面积 十 人 AD4 的 面积 
一 半圆 的 面积 。 
而 “弓形 4 如 Z8 的 面积 十 月 形 4CB 刀 
的 面积 = 半圆 的 面积 。 
月 形 4CB 的 面积 
一 人 DP483 的 商 积 。 
1584. 设 O4、00 是 圆 0 的 互相 熏 直 的 


所 以 ， 


336 第 二 编 证 明 题 


两 个 半径 ,在 4 上 取 两 点 B、D, 使 他 =~ 
CDP. 由 了 召 及 也 向 0C 作 
垂 线 , 若 垂 足 分 别 为 了 、 
到 , 则 图 形 巨 了 BFD 的 面积 
与 扇形 BO 的 面积 相等 . 

解 … .4 力 = CD 

BO 一 DOC. 人 

从 已 向 O4 所 作 的 垂 线 等 于 DB， 从 刀 向 
五 召 作 垂 线 DP, 则 0 万 = 了 7P. 

若 延 长 O 刀 与 BD 相交 于 点 了 x, 则 

LBOP- 王 x90*=45"。 

从 而 得 出 ， OM 是 人 BOD 的 平分 线 。 所以， 
O27 | 了 3DD。 


又 从 于 向 0OC 作 垂 线 MKN, 则 两 个 直角 三 
角形 OUMN 、PDM 相似 . 
…，OMIMWMN=-PD:DIM 
，OM.DM3N.PD 一 NB 
而 怪 是 吾 D 的 中 点 ,所 以 人 是 瑟 8 的 中 


百世 可 9 


点 
…，0M.DM= 和 AO5D 的 面积 ， 
好 人 .五 一 梯形 万 B 万 中 的 面积 ， 

由 此 可 得 ， 

人 AOBD 的 面积 = 梯形 了 DBBP 的 面积 , 

两 边 都 加 上 习 形 MBD 的 面积 , 则 得 

图 形 BBFD 的 面积 
一 扇形 BOD 的 面积 。 

1585. 在 四 分 之 一 加 04 的 内 部 , 以 半 
径 04、OB 分 别 为 直径 画 。 p 
半山 ,两 半圆 相交 于 点 刀 ， 
则 点 4 了 B\ 刀 在 一 条 直线 人 NSN 
上 。 又 半圆 .0OD4, OPDB 
以 外 的 部 分 OBDB 及 吧 MSN 
0O5D4 的 面积 都 等 于 O4 0 [9 人 
上 正方 形 面 积 的 四 分 之 一 . 

解 从 刀 引 OB 的 平行 线 DC, 引 O4 的 
平行 线 DG, 则 

OOD4 一 90"， OPDBE=90。， 

OPD4 十 <ODB=23x90* 一 180。。 

所 以 ,4 也 ,了 3 在 一 条 直线 上 。 

又 图 形 OFD4 的 面积 是 图 形 OFDC 的 面 
积 与 图 形 刀 4C 即 四 分 之 一 圆 的 面积 的 和 .而 
图 形 D4C 的 面积 等 于 图 形 DFOG 的 面积 


一 一 一 一 一 一 一 
四 
。 


(四 分 之 一 圆 的 面积 ) . 

于 是 ,图形 O8D4 的 面积 等 于 正方 形 
CCDG 的 面积 , 即 它 是 半径 CO4 上 的 正方 形 
面积 的 四 分 之 一 。 

同 理 可 得 ，OZ DB 的 面积 等 于 半径 OB 上 
的 正方 形 面积 的 四 分 之 一 . 

1586. 若 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 
4C、DBD 互相 垂直 或 
者 一 条 对 角 线 过 加 
心 ， 以 边 4B、BC、 
CD、D4 为 直径 ,分 别 
向 外 侧 作 半圆 4 B、 
FGCO.CHFD、DBF4, 则 
这 四 个 月 形 4FDB、 
BGC.CED、DB4 的 
面积 的 和 与 四 边 形 4BCD 的 面积 相等 。 

解 引 直 径 DZ, 则 DB 1 BLZ. 

又 DB14C，… 4C1 B7Z. 

47= PC， 
因此 以 4 二 ZIC 分 别 为 直径 ,在 人 4IC 的 外 
例 作 两 个 半 了 4MT、ZNO， 则 

月 形 42 民 的 面积 = 月 形 5GC 的 面积 ， 

月 形 世 NC 的 面积 一 月 形 47 刀 的 面积 。 

而 忆 忆 是 直径 。 所 以 ， 人 DOZ = 一 90"。 

月 形 ZNC 的 面积 
于 月 形 CD 的 面积 
一 人 AZCD 的 面积 。 
月 形 4FB 的 面积 
士 月 形 CD 的 面积 
一 人 2ZC7D 的 面积 . 
同 理 可 得 ,月 形 BGC 的 面积 十 月 形 DZB4 的 
面积 = 人 D4 的 面积 . 
月 形 4F 的 面积 十 月 形 BGC 的 面积 
十 月 形 CZBDD 的 面积 
十 月 形 84 的 面积 
一 人 DOZ 的 面积 十 人 AD4 的 面积 
一 四 边 形 刀 47C 的 面积 . 
而 2401 B7. 
A4ZC 的 面积 = 人 4B5C 的 面积 ， 
四 边 形 D4ZC 的 面积 
一 四 边 形 4BCD 的 面积 。 

月 形 47 的 面积 十 月 形 BGC 的 面积 

十 月 形 CBD 的 面积 十 月 形 DE4 的 面积 
一 四 边 形 4BCD 的 面积 。 


Netrs 1 Try 


本 


人 
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当 对 角 线 过 圆 的 中 心 时 ， 这 对 角 线 就 是 所 
要 引 的 直径 , 这样 就 可 以 直接 加 以 证 明了 。 


21， 杂 题 

1587. 设 以 ZXOZY 的 一 边 OX 了 上 的 一 
点 4 为 圆心 ,以 04 YY 
的 一 半 4 为 半径 
作 略 , 与 ~O 的 平 
分 线 相 交 于 点 C， 纸 : 
延长 4C 与 OF 相 
交 于 点 也 , 则 0O4+ 4、 
OD=24D. ， 

解 由 0C 是 407D 的 平分 线 ,得 

40C DO _ 4C+DC 4 


但 是 由 假设 ,得 


40O _1 

0O4 3 
4PDP II 
” 04 上 OP 232" 


和， 04 上 TOD=24D. 

1588. 设 人 4BG 内 一 点 0O, 点 0 关于 
A4、 了、C 
的 平分 线 的 对 称 
点 分 别 为 4、 
B、C, 则 44`、 
BB' OO' 相交 于 
一 点 。 

解 设 BD、 
CC 的 交点 为 已 连结 4P、44， 这 时， 
LA4OP= -500, -4BP= 0CB0, 所 以 
AP40 与 AOBCO、AOBO 与 AP48 的 面 
积 的 比 等 于 夹 等 角 两 边 的 积 的 比 。 

。 Sepac _ 4C.PC q 
aogo 00.05 ， 


要 和 


oopo ，OB.BO ，  D 
SaApaa 4B.PBP 
包 x 四 ,得 
Sepac CO4.PO.OB 
4Ap4pB ”4DP.BP.OO 
亲 理 可 得 ， 
Seo44 。C4 Seo -0OB.4 
必 AO4BB 4 万 心 APBo 及 纪 .BO 
把 上 面 两 式 的 两 边 分 别 相 乘 ,得 


Sapad CO4.O @ 
gapgo LOLDBP 
同 理 可 得 ， 
心 ApBa 这 : PO.PO 四 
心 ApBdd' 4B.CO 
@x@@, 得 
Sec 0C4.PO.OB @ 
Sepa 45-BFE-CO 
由 图 与 @, 得 


Ap4a 。 人 Ac44， 

必 AP4B 。 心 AB44 
这 个 式 子 表 明 点 4、P、4' 在 一 条 直线 上 。 所 
以 , 44、BB'、CC 相交 在 一 点 也. 

1589. 以 人 A4BC 
的 各 边 为 底 边 向 外 
侧 作 相似 等 腰 三 角 
形 4 BC、BCO4、 
C4B， 则 44、 
DPCC' 相交 于 一 
司 a 

解 ”因为 三 个 等 
用 三 角形 是 相似 的 ,所 以 

7 0025 

在 A4CC 与 人 A4BB' 中 ， 

040=B4DBI 


四 一 一 一 一 一 一 二 -一 一 一 一 :一 一 一 一 


到 和 二 二 
2 


(BO 一 04) 
.Sa4coc 一 SA4sB 由 
同 理 可 得 ， Sacsc 一 Sa4aa% 四 
Saoa4' 一 Sesca'。 他 
设 44' 与 BO、BB' 与 C4、CO' 与 4 中 的 交 
点 分 别 为 已 、@、 互 , 则 由 上 面 的 三 个 式 子 ,得 
P .0 4 
FEO 64a ERB 
一 .3e4a4k' .Sapsca' .Sac4o 1] 
必 Ao44， 心 s45B， Seoge 
所 以 44、3BB'、CC' 相交 平一 点 〈 乔 巴 定 
理 ) 。 
1590. 设 人 4B50(4 呈 <4O) 的 BAOC 
的 平分 线 分 别 为 BDP、C 召 , 它们 的 交点 为 五 ， 
试 比 较 8、 五 8 的 大 小 。 
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解 设 BC=ow 0C4=D 4B=c， 根 据 问 | P、9G。 PH 与 09、 
题 1060, 得 9M 与 OP 的 交点 分 
4 也 = ~-_ zc 别 为 瑟 、.S， 若 OP= 
QQ 十 cC” CQ 十 O“ 2，08@ 一 aq PS 一 力 
5 C<D， CTTC<CTD。 ER 力 ，g 
了 4D>4 卫 。 @RR 2 证 明 二 
又 下 是 A4BC 的 内 心 ， 是 定 值 。 0 
2 有 省 DUO AOMO 
DB 一 BFHC=90 十 可 Cd 解 0 
所 以 , 当 人 .4 委 60* 时 ， 人 DZ 万 委 120". 
由 此 可 见 ， 若 作 圆 4 了 D, 则 当 人 4 小 于 、 OA 
等 于 或 大 于 60" 时 ,点 卫 在 罚 外 (图 了 、 圆 上 、 ,- 各 Seowp+Sepao 
或 在 圆 内 (图 2) 。 APaMe 
Seaxwo 十 Sepx4 1 
人 Apare 
2 -了 19 BSA+SO ,OBEO 
AS 4 ES 刀 瑟 
YXsx SO ，PEO 
Le 0 
一 3( 定 值 ) 。 


(Hb) 


(2) 


设 47 与 国 的 交点 为 9( 图 1), 则 由 4> 
4 也, 得 CHFGD< ~FGB。 


由 此 可 得 ,在 AGZ 也 与 AGZ 克 中 ,GZ 为 | 差 是 定 值 。 


公共 边 ,G 了 =GE， 
。 也 及 < 万 下 
当 点 卫 在 圆 上 时 ,显然 症 7 一 五 
当 点 五 在 贺 内 时 (图 2) 时 ， 则 人 DG > 
LBGF, 又 了 G 为 公共 边 ,GD=GB， 


刀 媚 > 刀 下 。 
所 以 , 当 4 莹 60” 时 ， 忆 石 稚 瑟 忆 。 
1591. 在 圆 0 中 ， 


引 互 相 垂 直 相 交 的 直 
径 40OPB，COD， 以 如 
为 圆心 ，B4 为 半径 | 
画 弧 与 DO 的 延长 线 
交 于 点 五, 试 比较 以 
O 马 为 一 边 的 正方 形 
OZBG8 的 面积 与 阅 0O 的 面积 的 大 小 . 

解 内 为 O 瑟 2 一 好 万 2 一 OPB2 一 30D2， 又 圆 
的 面积 是 <O52 而 关 >3， 

。 OPB2>O72. 

即 男 0 的 面积 比 正 方形 ORGZ 的 面积 大 . 

1592， 设 线段 0O4 的 中 点 为 戏 , 过 4 的 
任意 直线 与 过 OO 的 任意 两 条 直线 分 别 相交 于 


rerrnvueenoee we 和 


注 假设 OP、09 是 具有 符号 的 线段 ， 则 
“和 是 定 值 " 就 表示 分 与 艺 的 和 或 者 它们 的 


1593. 在 ALBEC A 
中 ,BO>4B, 者 它 AN 
的 内 接 正 方形 的 一 吉 M 
边 在 边 BC 上 ( 正 KK 内 -N 
方形 DBFG) 或 在 B 人 [TS 


边 4 互 上 (正方形 人 
对 互 开 7 ,比较 它们 的 面积 的 大 小 . 
解 设 0.4N= 和 A4H6C 面 积 的 3 倍 一 8S， 
忆 且 一 思 4N 一 1，BC=a， 
六 一 9 信 
了 
同 理 , 设 瓦 到 一， CO 一 疡 ， 4 也 一 c， 则 


(& 十 2 一 < 一 ) .8 
(十 网 《2 士 帮 ) 
_ (ca 一 c) (一 snB) .8S 
(十 四 -二 闸 “ 
2 一 >0 4 > 纺 
即 正方 形 改 鼠 忌 工 的 面积 > 正方形 也 BTHG 


2Y 一 4 一 
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ee 


的 面积 。 

1594. 在 人 4FOC 中 两 边 4B、40 的 长 度 
一 定 ， 第 三 边 BC 的 长 度 与 .4 的 大 小 是 否 
成 比例 ? 

解 在 (图 习 中 , 设 48B=40C, 关 于 L4C 在 
4 刀 的 异 侧 作 2 人 C4C' = 人 C4B 且 使 40 一 
40, 显然 ,这 时 , BC'< BCTCC' (=2BC) , 即 
2C4 玉 所 对 的 边 BO' 比 3BC 小 ,所 以 , BC 
的 长 度 与 人 4 的 大 小 是 不 成 比例 的 。 


其 次 (图 2 中 , 设 4B3> 4C, 与 上 面 一 样 作 
CO40'=- BF40O 有 40'=40, 又 在 4 上 
取 点 C" 使 4O" 一 40， 

则 AdLdCCO 宇 AL4C0O'。.…，00 一 CC ， 

A4C0" 是 等 腰 三 角形 。 由 此 可 知 ， LALG C 

是 锐角 。 所 以 人 .BC C 是 钝 角 。 
BFO>CC"， 即 BO>CO 

由 此 可 得 , 设 是 BC 的 中 点 , 则 一 BMC 
是 钝 角 。 所 以 BC> BM, 即 32BC> BO 。 

这 就 是 说 ，2B4C ( 即 人 CB40) 所 对 的 
边 BC 比 3BC 小 ,所 以 BC 的 长 度 与 4 的 
大 小 不 成 比例 。 

1595, 设 在 欧 O 
上 依次 有 六 点 4、 卫 、 
CD 也 、 忆 、B, 且 4 
BO:OD 一 也 及 :万 : 
T4, 若 点 4，O, 万 在 
一 条 均线 上 ， 则 点 万 、 OO 也 ， 点 C、 O、 允 也 都 
在 一 条 直线 上 。 

解 若 4B3 一 D 刀 , 则 

人 AO04FcseA 人 0OD 万 . 
由 此 可 知 ,点 3B、O.、 台 是 在 一 条 直线 上 。 

又 由 给 定 的 比例 式 


可 知 BO 王妃。 与 上 而 一样 可 得 点 C、O、 卫 
在 一 条 直线 上 。 


3S39 


其 次 , 若 4B<D 九 则 BO 一 瑟 B, OD 一 
BF4。 从 而 得 出 ， 仿 < 芒 , 天 < 下 , 办 
< 

把 这 三 式 的 两 边 分 别 相 加 , 得 4BD< 
4 不 D。 由 此 可 得 ，42BDD 比 半圆 小 ， 因 而 点 
4、O、 沁 不 可 能 在 一 条 直线 上 。 这 就 与 假设 
相 矛 盾 。 

同 理 ， 当 4 妃 > 了 D 刀 时 ， 也 得 出 与 假定 相 
矛盾 的 结论 。 所 以 ， 本 问题 中 ， 仅 当 4 瑟 一 
也 妃 时 ， 点 已、 O、 五 点 C、 O、 了 都 在 一 条 
直线 上 。 

1596. 在 正三 角形 
42B0 内 任意 取 一 点 O， 
设 点 0 关于 三 边 BC， 
C4， 4 号 的 对 称 点 分 别 
为 4、DB、O， 则 44 
了 3B、C0' 相交 于 一 点 卫 。 

解 设 0 与 BO 与 0 分别 是 关于 4C、 
4 妇 的 对 称 点 ,在 人 4BB'、A 人 40C0C' 中 ， 

4B' 一 4O= 40'， 4B= 4C， 

B4B'TAC4CO' 一 23x90。 
(……” ~B4CO=60*)。 

“， SA4pB 一 SaA4co。 


名 
人 eco44' 一 SAcasa @ 
@ 
交 


同 理 可 得 ， 
人 As44' 一 SAsccr。 
设 44 与 BO BFB' 与 4O CO ' 与 4 的 
点 分 别 为 刀 、 五 也, 则 由 四、@、 国 , 得 
BD COB 4 


DO ZE4 7P 


因此 , 由 乔 巴 定理 可 知 44、BB、CC' 相 
交 于 一 点 卫 。 

1597. 在 梯形 
4BOD (4D1/ BO) 
中 ,从 4 向 CD、 从 
刀 向 4 分 别 作 垂 
线 4 妃 、DF， 则 当 B 
4 万 = 4 时 ，DB = DC. 

解 ” 设 两 对 角 线 的 交点 为 0, 从 O 向 CD、 
4 互 所 作 的 天线 分 别 为 093、O0 克 ,因为 4D1/ 
DO, 所 以 Seasos 一 SApoc。 

从 而 得 出 ， 023.4DB 一 09.DCO。 


wegeaimeeeeotr 一 wei tcinsatooomee 


34C 


4 0G 
册 丈 " 厂 . 9 
又 081 4 书 0 也 /DZ 所以， 
oOG _CoO _ FEO _ oO 
石 -5 二 -于 
-，.OG _ 4 


由 @O,.@, 得 -48-422 


又 根据 假设 ,得 4B 一 4 也 
DO 一 DF 
1598. 设 在 一 条 直线 上 有 五 点 4、B、C、 
D、o0, 且 04.0D=0B.0C, 若 以 0 为 圆心 ， 
以 O4、OD 的 比例 中 项 为 半径 作 圆 , 2 为 这 
加 上 任意 一 点 , 则 4PB= COPD。 
P/ 


解 由 04.0D=OPs 可 知 ,OP 在 点 卫 与 
圆 4PD 相 切 . 

同 理 可 得 ，OP 在 点 三 与 贺 BPC 相 切 . 

由 此 可 知 ,两 圆 4PD、BPC 在 点 王 相 内 
切 ,OP 是 它们 的 公 切 线 . 

所 以 ，A4PB= PBO_“P4O 

一 COCPO- “DPO- 2CFD. 

1599. 在 人 4BG 
的 边 4B 上 了 到 点 也、 
孔 ， 边 BO 上 了 到 点 D， 
若 PD1L4C，DB 1 
CP, 则 过 两 点 4、 马 
的 任意 圆 与 在 点 三 积 
4 刀 相 切 任意 圆 的 公共 驴 FG 过 定点 。 

解 因为 DB1CP, PD1/ 4C, 所 以 


,。 BP2 一 妃 刀 .B4. @ 
连结 BG, 设 BG 的 延长 线 与 圆 GP 太 的 交 
点 为 五 , 则 由 3BP 是 切线 ,得 
BG.BF' 一 有 Pa. 
又 延长 BG 与 圆 4BG 交 于 点 五, 则 
DG.BHI 一 BRB.B4=BPz( 由 @)， 
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BG .BF BG.B1 
因此 ,了 、 王 ”与 下 相 重 合 。 即 ZG 过 定点 
卫 . 

1660. 设 在 定 线段 B4 的 延长 线 上 取 一 
定点 书 , 车 有 人 从 点 书 出 发 沼 过 王 的 任意 直 
线 ( 与 4P 不 同 ) 向 C' 

前 行进 ， 证 明 到 线 ”ES 

段 4 所 张 的 角 最 8 P 
大 时 的 点 的 距离 一 

定 。 

解 设 某 人 沿 
PC 方向 行进 ,过 定点 4 及 瑟 , 直 线 PC 上 的 
点 C 作 与 PC 相 切 的 圆 , 则 点 C 对 线段 4 妃 
所 张 的 角 最 大 。 其 理由 是 ,在 直线 PC 上 除 
点 CO 外 任 取 一 点 C, 连结 4C、BO ， 设 BC 

4OB= 4 鼠 B，j 4 有 > 40 

.AL4OB> A4O'FB. 

完全 一 样 地 可 证 C 在 C 与 己 之 间 的 情况 

在 Po 一 P4.PB 中 , P4. 忆 是 定 值 ， 所 以 
PC 也 是 定 舍 。 而 PC 是 从 己 不 论 以 什么 方 
向 引出 的 线段 ， 它 的 平方 总 是 等 于 P4.PPB. 
因此 ， 人 从 点 书 出 发 ,不 论 以 什么 方向 行进 
到 4 所 张 的 角 最 大 的 点 的 距离 ， 总 是 一 定 
的 . D 

1601。 从 点 4 向  A B 
弓形 4DB 的 半径 
0B 引 垂 线 4C, 在 弧 
4 号 上 取 弧 4 也, 使 它 
的 长 等 于 线段 4CGC 的 
长 , 则 弓形 4DB 与 扇形 OPBDD 和 各 

解 ” 因 为 弓形 4DB 的 面积 

一 扇形 0O4 的 面积 一 人 AO4 的 面积 


=- 到 4TB .0B-- 王 40.OB 
- 到 0B. (LpB_4O) 


-~ 亏 0. 帮 六 一 扇形 OBD 的 面积 . 


1602， 设 直线 XZY 上 有 三 点 4、.B、O, 加 
O 与 直线 到 了 不 相交 .过 瑟 引 站 线 与 贺 O 的 
交点 为 愉 , 允 , 作 圆 CD 好 与 人 的 交点 为 
2 过 两 点 4 下 的 任意 圆 与 圆 0 的 交点 为 
G\ 司 吾 G 与 又 了 的 交点 为 忌 , 从 瓦 向 几 0 
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引 切 线 , 设 切 点 为 也 若 47、BD 与 圆 0 的 交 
点 分 别 为 M、N, 则 M、N、C 在 一 条 直线 上 。 


解 因为 4、 闪 、 互 .G 共 圆 , 且 五 忆 是 圆 0 
的 切线 , 所 以 ， 

区 4 .区 万 十 开 G 天 万 一 开 72 

由 此 可 得 , 忌 卫 与 A4Z78 的 外 接 圆 在 点 工 
相 切 。 

~.47 开 一 一 了 了 。 
又 DO .DB 一 BD.B 一 万 NBD。 
所 以 ,二 、 N、C\、 也 在 同一 圆 上. 
由 此 可 知 ,如 连结 N、NC, 则 
BNO= 一 8 = 47 一 MNZ。 
所 以 双 W 与 WC 是 一 条 直线 。 

1603. 在 人 4BO 
中 , 底 边 BC 一定 ,4 甩 
十 4C=7 若 从 已 、C 
分 别 向 与 人 4 相 邻 的 
外 角 的 平分 线 作 垂 线 
3BP、CO， 则 BP.O9 


为 内，C4 的 延长 线 与 BP 的 延长 线 交 于 点 
, 则 BP=PP'， 又 4P' 一 4 


.。PMAPO 且 PM = 二 PC- 
_ 1 _ 
.…，PM- 寺 (4B+4C) = 二 1 


同 理 可 得 ，M@ 一 亏 . 


由 此 可 知 ， 以 到 为 圆心 ，M9 为 半径 的 圆 
是 定 圆 . 

在 这 里 , 延长 4C 与 圆 到 交 于 点 也, 延长 
BC 与 圆 耻 交 于 点 及 .了 1, 则 由 APOD 一 90*， 
所 以 书 、 双 、 嘱 在 一 条 直线 上 。 

“。 CD= PP 
C 刀 .CH ( 定 值 ) 。 
1604.。 设 由 一 点 0 出 发 的 三 条 直线 O7、 


OM、ON, OF 在 MON 的 内 部 , 且 一 MON 
一 90". 在 OZ 上 任意 
取 一 点 己 , 过 己 引 另 
一 条 定 直线 又 了 的 平 
行 线 4B, 4 万 与 OU、 
ON 分 别 交 于 点 4、 
引 .由 4 向 OU 引 垂 
线 与 OZ 的 交点 为 
0, 则 PCO:PD 是 定 值 . 
解 因为 34 与 定 直线 了 平行 ,所 以 
Z4.PB 是 定 值 。 @ 
又 LOC40=90*,， -Co4 的 大 小 一 定 , 由 
此 可 知 COCC4 的 大 小 也 是 一 定 的 。 而 
A4PC 的 大 小 也 是 一 定 , 所 以 人 AP4C 的 形 
状 一 定 。 


.。 PCO:P4 是 定 值 。 @ 
P4 POCO 
由 @、@ 可 知 ,到 8 和 五 了 都 是 定 值 ,从 而 
得 出 这 两 式 的 积 五 5 也 是 定 值 
1605. 若 过 两 
定点 4 了 的 圆 与 定 
O 相交 于 点 刀 、 < 
9, 则 4P.49:BP， ， 2 
BQ 是 定 值 。 SA 
解 设 B4、 9P 
的 交点 为 C, 则 4、 


了 B、@、 书 共 圆 。 所 以 
ABCPwAG@c4,， AcC4PoACGB. 
LO _40O 4P_PO 
FB FE 05 5 
把 两 式 的 两 边 分 别 相 乘 , 得 
LP.49 _40 
PP 9 50 
而 4、 召 是 定点 ,O 是 定 圆 , 根据 问题 1253 
可 知 ,C 是 定点 。 因 此 4C: BC 是 定 比 。 
由 此 可 得 ,4 二. 48 
1606. 设 4 是 
位 层 一 定 的 线段 ,CD 
是 定 圆 0 内 平行 于 
4 互 的 动 弦 , 若 4C、 
号 与 圆 0 的 交点 分 
别 为 肋 巴 则 允 太 过 
4 如 上 的 定点 。 
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证 


明 题 


解 设 4B、BF 的 交点 为 一 , 由 一 向 加 OO | 个 顶点 为 顶点 的 三 角形 的 三 边 作 垂 线 ， 则 以 


引 [切线 PG， 则 人 4 玉 = 了 =PBD. 
因此 ，4、 刀 、 王 、 马 共 贺 , 由 此 可 得 ， 
P4 .PP 一 也 刀 .PP7 一 PG2。 

若 过 定点 4、 刁 作 圆 4B3G 与 圆 0 相 切 , 则 
点 乙 是 圆 4BG 和 圆 O 的 内 公 切 线 与 4 刀 的 
交点 ,所 以 它 是 定点 。 

1607， 若 有 四 个 圆 都 与 第 五 个 圆 内 切 ,第 
一 与 第 二 两 个 圆 的 外 公 切 线 的 长 用 12 表示 ， 
其 他 两 个 圆 的 外 公 雪 线 也 用 同样 方法 来 记 ， 
则 12.34 十 33.14 一 13.24. 

解 ” 设 四 个 圆 与 第 
五 个 圆 的 切 点 分 别 为 
4、B.C 沁 连结 4D、 
BO、CD、D4、4C、 
BTD。 又 设 四 个 圆 的 
半径 分 别 为 IT、72、 
3、274， 第 五 个 圆 的 半 
径 为 邵 ， 殷 据 问 题 1411， 得 

4B2:I22 一 72:( 忆 一 站 ) (一 ro) 。 


4D3=- 


了 22。 歼 2 
(及 一 7 (元 二 72， 
4P= 一 冯 权 
/7 (和 7 
同 理 可 得 ， 


4 


四 34.BR 
WA ( 再 一 ra) ( 巨 一 7 和” 
下 了 4 如 
V ( 坊 一 7) (有 一 7 
是 2353. 忆 
V 古 79 7 
因为 4、B、C\ 卫 共 圆 , 由 托 勤 密 定理 , 得 _- 
4BF.CD 了 +EO.4D=40.B5D， 
还 .5529 
”VC 三) 二 7 二 7 
训 33 .1422 
/ ( 尼 一 7 (再 一 72) (局 一 93) ( 吾 一 4) 
本 了 3.2482 
V 它 -7 7 区 一 7 一 7 
五 . 绚 十 下 , 到 = 瑟 . 下 . 
1608. 设 四 边 形 4BCD 的 四 边 为 we、 
CQ， 对 角 线 为 7、 210 从 任 一 硕 点 向 以 另外 三 


屠 


.等 , 则 垂 心 互 到 底 边 的 


这 三 个 垂 足 为 顶点 的 
三 角形 的 三 边 长 与 
三 个 矩形 的 面积 ac、 
22、2a 成 比例 。 

解 从 4 向 CD、 
DB.CDB 引 短线 , 设 所 
引 的 垂 线 分 别 为 4 刀 、 
4 、4G， 则 AL 也 D= 一 47DD=90*。 所 以 
四 边 形 4 已 DF 是 圆 内 接 四 边 形 , 4 为 这 个 
图 的 直径 。 引 另 一 条 直径 瑟 刀 ,又 引 人 BDC 
外 接 圆 的 直径 B7, 连结 7C， 则 

万 万 8 = 0DB， 

0ODPB=OC7DB。 

万 万 也 一 07DP。 

了 FF 万 = 一 ATIOCDB 一 00?， 
， 人 了 FTDABOT， 
"，。 克 :万 太一 BIDBO。 
'"， 五 囊 .BC 一 九 万 ,BT 

CC 一 万 万 。BT。 

2 一 FG.BT， 

7 一 FFG.BT 
由 中 四、@@, 得 


面 
又 


人 


同 理 可 得 ， 


四 昌 日 


一 一 二 一 一- 一 二 -一 一 


1609. 若 人 4BO 的 
高 CZ 与 底 边 4B 相 


距离 互 马 和 垂 心 到 底 边 
中 点 的 距离 瓦 忆 的 和 等 
于 底 边 4 刀 的 一 半 。 

解 设 A4BC 的 外 
接 圆 的 半径 为 罗 圆心 为 0, 底 边 4B 一 20, 高 
0 万 一 20。 延 长 DO 与 过 点 C 且 平 行 于 4 好 
的 直线 相交 于 点 下 , 则 

OF 一 2a 一 V/ 方 一 到 
oo。 万 2 一 FFO2 一 OOC2 一 OZ2 
一 40wV 瑟 一 号 一 3a2。 
五 五 王 2c 一 0 万 一 2c 一 207D 
一 24 一 2/ 7 访 二 05 ， 
刀 万 2 一 万 万 2 十 万 3? 
一 4(72 一 a2) 一 40WV 75 一 05 十 坟 
一 (2 公 一 02 一 0 


又 
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“， 也 瑟 一 3272 一 民 一 q。 
从 而 得 出 ， 鳌 D 十 万 B=a 
(了 DB2>0，…，23wV72 二 吗 一 a>0) . 
1610. 设 人 A4BC 的 底 边 BC 的 中 点 为 
五 ， .4 的 平分 线 4y , 高 为 4 疡 则 
4 万 ~4O \ 
BE7.EI=( 全 人 人) 


解 设 人 4ZBC 的 
外 接 圆 与 4v 的 延长 
线 交 于 点 也, 引 直径 
DB, 又 从 刀 向 4B、 
40 作 垂 线 DB 、DG， 
则 


D 
BP=CG= 玛 (4B~4C) (问题 536) . 
很 明显 , 车 能 证 明 妃 v 志 = 一 CG2? 就 可 以 


连结 刀 有 、G 瑟 、DO、C 有 、 瑟 4。 又 从 4 向 
DZB 引 垂 线 4M， 则 AZB4DD= 之 BFHJ 一 
90"。 所 以 ,四 边 形 五 47 互 是 珊 内 接 四 边 形 ， 
'，DB.DE=D4.D7。 
ECOD=90" CE D， 

,也 妃 .D 刀 = DO2。 

，D4.DT= Do @ 

又 L4GD=90", 设 4 与 FG 交 于 点 已， 
则 4DLGE。 


而 


。 D4.DE=DG2. @ 
Do? 一 DGz=CG2， 
，D4.DT-D4.DK=CG2. 

.，D4,.(DT-DE) 一 0G2。 
从 而 得 出 ，4.J 互 =CG2. @ 


又 人 4DMA 玉 IT 玉 ， 
"4D:4 好 一 万 7J:J 民 ， 
4 站 ,7J 开 一 克 J 41 一 五 J 万 工 。 


由 图 ,得 媚 J. 刀 =C62， 
rr_A 4B~ 4O Na 
,。 五 J. 工 (2 和 ) ， 


1611. 在 上 题 中 , 把 项 角 4 的 平分 线 用 与 
它 相 邻 的 外 角 的 平分 线 4N 代替 , 则 


EN.EI=-( 人 2 ) . 


B4 与 BC 的 延长 线 交 于 点 Y, 则 了 4 是 与 
二 .4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 ， 


即 


4 一 4G 一 二 (4B+4O) (问题 536) 。 
本 问题 中 如 能 证 明 互 六 , 到 一 4G2 就 可 以 


过 克 引 4 的 平行 线 互 玉 ' 与 吾 N 交 于 点 
玖 ， 且 与 4M 交 于 点 已， 又 4DP、FG 的 交点 
为 拟 ， 则 

AN 开 ' 瓦 = 47DD=90?"。 

又 4、 克 、 忆 、N 共 圆 ， 

MD4 一 4N。 
万民 'NcoeA4MD， 
五 y: 互 民 ' 一 4D:41I7， 
即 忆 N.4 了 一 4D. 万 民 "。 
而 4 下 = 五 Z。 又 所 ' 互 KK4 是 给 形 ， 
…， 玖 开 ?=- 4 区 
五 N .五 二 一 4 万 .4 玖 ， 
.4GD=90"。，G 开 4D。 
'。 4D.4 交 一 4G2。 
"， 五 . 互 了 = 46G2 


一 (- 生 妈 ) ( 辣 题 586). 


1612. 若 圆 C 在 两 条 定 直线 上 分 别 割 下 
给 定 的 长 ， 从 园 0 
心 C 向 这 两 条 定 
直线 的 夹 角 的 两 
条 平分 线 引 两 条 
垂 线 ， 则 以 这 两 
垂 线 为 邻 边 的 矩 
形 的 面积 是 一 定 
的 。 

解 设 圆 C 在 
两 条 定 直线 古 X、 
PZ 上 制 下 的 给 定 长 分 别 为 DD'、 妈 瑟 ， 从 加 
心 C 向 PXE、PY 的 夹 角 的 两 条 平分 线 所 作 
的 垂 线 分 别 为 CG\C, 从 C 向 DD'、 妈 轴 ' 分 
别 作 重 线 C4、CB, 则 

402 十 472 一 COD2，DBO2? 十 也 刀 12 一 CO。 
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而 C 卫 一 CD. 
.4402 十 4D2 一 BCO2 十 瑟 万 2 
4D2 一 万 Z2= BO2 一 40C2， 


而 4 了 、ZB 如 分别 是 卫 D、 五 吾 的 一 半 , 且 
它们 都 是 定 长 的 线段 。 


所 以 ， ”BC2 一 402? 是 定 值 中 
又 LO4P = ~ 人 CBP=90，, 所 以 四 边 形 
BC4 忆 是 贺 内 接 四 边 形 . 


作 四 边 形 BC4P 的 外 接 圆 , 则 这 个 圆 过 点 
G、 万 , 且 ~ 人 GP 巨 =90*。 由 此 可 知 ,G 是 这 
个 贺 的 直径 . 

又 人 LBPG = -4PG, 所 以 6C 瑟 是 B4 的 
五 直 平分 线 。 

设 G、B4 的 交点 为 0, 则 4O= 350， 

在 4B、G 互 上 作 垂 线 CHF、C7， 则 

BO2 一 了 五 ?十 CO2，40C2 一 4 万 ?十 1C2。 
BC2 一 402 一 吾 了 2 一 4 环 2 
一 (3ZP? 十 4 媚 ) (也 太一 4 万 ) 
一 4 刀 .20 万 。 
由 国 得 出 , BC2 一 4C? 是 定 值 . 所 以 44 甩 .20 己 
是 定 值 . 
而 CTP 互 是 矩形 。 
.OF 一 CT 
由 此 可 得 , 4B.C7 是 定 值 . 
又 由 4P 是 定 角 , 可 知 4 已 与 直径 G 互 的 
比 是 定 值 ， 因 此 4B.C7T:G 五 'C7 也 是 定 值 ， 
而 4B.CT 是 定 值 。 所 以 G 瓦 .CT 是 定 值 。 
又 AGC 豆 ACT 互 ,所 以 
GE.O7=GO.OT 

出 此 亚 得 ，GC.G 如 是 定 值 . 

1613. 设 把 线段 43 按 入 :9 (>>%>0) 
的 内 分 .外 分 的 点 分 别 为 CP 以 CD 为 直径 
的 圆 的 圆心 为 下。 证 明 下 述 的 (1 人 (3)， 再 
回答 ( 细 。 

(1 满足 4P:BP 一 四 次 的 点 一 在 圆 到 


(2) 满足 4P:BP> 吕 :的 点 一 在 圆 乓 
的 内 部 . 

(3) 满足 4P:BP< 加 :2 的 点 在 圆 瑟 
的 外 部 . 

(9 (GD)、(2)、(3) 的 逆 命 题 成 立 吗 ? 如 果 成 
六 ,说明 成立 的 理由 . 

解 人) 因为 CO、 分别 是 把 4B3 按 比 
4P:BP 内 分 .外 分 的 点 ,所 以 PO 是 AL4PB 


证 明 是 


的 平分 线 , P 了 是 与 C4PB 相 邻 的 外 角 的 平 
分 线 。 从 而 得 出 ，~CZD 等 于 直角 ,所 以 点 
了 是 在 以 CD 为 直径 的 圆 下 上。 

隐 


.入 < 


(32) 设 把 48 按 4P:BP 内 分 、 外 分 的 点 
分 别 为 C、 了 ，, 是 以 CD 为 直径 的 调 上 
的 点 。 

由 假设 4P: DBP> 和 :7 可知, 把 43 按 比 
入 ;内 分 的 点 C 在 4 与 C 之 间 , 外 分 点 已 
在 3D' 的 延长 线 上 ,CDP' 在 CD 上 , 圆 互 则 
在 以 C 了 为 直径 的 贺 的 外 侧 、 所 以 CD 为 
直径 的 圆 上 的 点 己 在 圆 到 的 内 部 

(3) 设 4P:BP< 人 加:， 这 时 ,把 4 瑟 按 比 
M: 和 内 分 .外 分 的 点 C、 呈 了 在 C、 了 的 内 侧 ， 
因此 以 CD 为 直径 的 四 上 的 点 了 在 以 CD 
为 直径 的 贺 互 的 外 部 

(人 因为 Q)、(\2) 、(3) 的 假设 包括 ~- 切 可 
能 的 情况 , 而 其 结论 是 互 不 相 容 的 。 所 以 这 
定 娃 的 逆 命 题 可 根据 转换 法 得 到 证 明 。 所 
以 , 这 个 定理 的 道 定理 总 成 立 。 

1614， 图 45BCD 刀 太 表示 一 条 折 续 ( 点 五 、 
C、 忆 、 五 是 折线 的 
直角 顶 ), 线段 的 
长 分 别 为 瑟 巨 一 0 
也 刀 一 0D，CD 一 cc， 
DO 一 Q，4DP=e. 
又 ， 作 另 一 条 直 
角 折 线 卫 开 了 GD， 
使 直角 项 芒 在 直线 第 二 
喜 线 CD 上 ,最 后 的 直角 顶 G 在 直线 BC 上 ， 
回答 下 列 问题 : 

(人 ABPXE ADXKZY AGOZZ、 人 AB2ZUT 都 
是 相似 的 , 为 什么 ? 


(9) 若 了 ww， 则 吾 入 一 qz，DZ 一 ax 十 


0. 设 4C 的 长 为 多 把 4 用 abcsa、e、\zZ 来 
解 (1) 在 人 A 万 ZXE、ADZZ 中 ， 
了 EX 一 了 DY 一 90"， 
L 卫 XB 一 90" 一 DZT 一 DZZ， 
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.人 BFXwADXTZ， 
同 理 可 得 , ADXZZcACZZcAB2ZD。 


C) 由 假设 兄 区 一 z。 可 得 ， 
zD 5Z50 DB 


二 0 人 
而 瑟 8=aw DB=D CD=o， 


BC 下 4DB=ec。 


由 此 可 得 ， 殖 和 一 aow， 


力 筷 一 万 大 十 万 万 一 az 十 D， 
也 了 一 2DXX 一 ao2 十 FEz， 
CO7Y 一 DZ 十 CD 一 aa2 十 LOX 十 C， 
CZ 一 207 一 003-TD2 二 cz 
DG 一 ao8 十 pz? 十 cz 十 d， 
BT=ZBIG 一 az 十 2o3 十 czZ2 十 Guw， 


LU -azt 十 bs 十 co2 二 az 十 e。 
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1。 基 本 轨迹 
1615. 什么 是 适合 某 一 条 件 的 点 的 轨 


解 ”轨迹 定义 的 方式 虽然 各 种 各 样 ， 但 

通常 如 下 所 述 : 

定义 “ 若 某 一 图 形 上 的 点 ， 都 适合 于 给 定 
的 条 件 ， 而 适合 于 给 定 条 件 的 点 都 在 这 个 图 
形 上 ， 则 把 这 个 图 形 电 做 适合 于 给 定 条 件 的 
点 的 轨迹 。 例 如 ， 到 定点 O 的 距离 保持 定 
长 的 点 移动 时 形成 的 一 个 圆 ， 在 这 个 圆 上 
的 点 到 O 的 距离 都 等 于 定 长 !。 反之 , 到 定 
点 O 的 距离 等 于 定 长 7 的 点 ， 都 在 这 个 贺 
上 、 拓 以, 圆 0 称 为 到 定点 O 的 距离 等 于 定 
长 1 的 点 的 轨迹 。 

注 在 证 明 时 ， 两 个 命题 都 可 以 用 它们 的 
逆 否 命题 来 代替 

1616. 求 到 定点 O 的 距离 等 于 定 长 的 
点 的 轨迹 。 

解 车 以 0 为 圆心 ，! 为 半径 画 圆 4BO， 
则 贺 4BC 就 是 所 求 的 软 
迹 


在 加 4BO 上 取 任意 
点 也 连结 OP. 因为 OP 
是 较 4BC 的 半径 , 所 以 匀 
OP 等 于 1， 又 在 这 国外 的 上 者 不 过 全 


和 东 件 ， 
因为 在 这 图 外 (或 贺 内 ) 取 任意 点 9,， 连 结 


09, 若 O98( 或 延长 09) 与 圆 交 于 部， 因为 刀 
与 - 龟 不 重合 ,所 以 0 六 OR。 可 是 OR 一 2 所 
以 CO:#2. 


因此 , 咖 45C 是 到 的 距离 等 于 ?的 点 
的 轨迹 。 
1617 . 
的 轨迹 。 
解 ” 设 到 定 直线 4 的 距离 等 于 4 的 任意 
点 为 @ 从 久 向 4B 作 垂 线 @M. 
与 点 台 的 同 侧 取 一 点 已 从 忆 作 4 的 生 
线 4P=d 则 4PL2M9， 


求 到 定 直 线 的 距离 等 于 定 长 的 点 


迹 


“，PO1 .4147 
因此 ,点 细 在 过 尸 而 乎 行 于 4 的 直线 上 。 
其 次 , 若 从 直线 P@ 


上 的 任意 点 至 , 向 一 了 一 一 
4B 作 垂 线 8S,， 因 | 
为 四 边 形 P4SR 和 
是 矩形 ,所 以 BS- 


Z4=0。 因此， 过 

忆 且 平行 于 48 的 直线 , 就 是 与 已 位 于 4B 
同一 俩 的 且 与 423 距离 为 & 的 点 的 轨迹 。 对 
于 4B 的 另 一 侧 的 情况 可 类 似 地 进行 讨 
论 


由 此 可 得 ， 从 4B 上 的 一 点 4 作 4 了 的 和 
线 ， 在 这 垂 线 上 截取 4P= .4P'= 得 到 两 
点 卫 、P', 过 一 、P' 分 别 平行 于 4B 的 两 条 
直线 , 就 是 所 求 的 轨 迹 。 

1618， 求 到 两 定点 距离 相等 的 点 的 轨 
迹 . 

解 设 4、 为 两 定点 , 也 为 与 4 如 距 
离 相等 的 任意 点 .连结 4B 的 中 点 O 和 PP, 则 

人 APo422 和 人 POB 
(三 边 相等 ). 
~PO4= 一 POPB 
0 
所 以 ,点 己 在 过 点 0 而 SN 到 
垂直 于 48B 的 直线 所 
(KZ) 上 . 
反之 , 设 @ 为 Z 上 的 任意 点 , 则 
Ag4CseAQ@BO (两 边 夹 角 相 等 )， 
…，Q@4 一 492， 

由 此 可 得 ,所 求 的 轨迹 是 4B 的 垂直 平分 
线 X7。 

1619. 
轨迹 。 

解 ” 设 0 为 两 直线 4B、CD 的 交点 , 一 为 
到 4B、CD 的 距离 相等 的 任意 点 ， 即 从 点 书 
向 4B、CD 作 垂 线 ， 设 垂 足 分 别 为 9、 马 则 
DO 一 R。 


求 到 两 相交 直线 距离 相等 的 点 的 
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连结 PO。 两 个 直角 三 角形 PO@、FOR， 
因为 斜 边 和 一 条 直角 边 对 应 相等 ， 所 以 它们 
全 等 . ie 
AQ& | 


因此 , 点 一 在 两 cm 
相交 直线 4B、CD Y 
所 成 角 的 平分 线 了 或 瑟 了 ' 上 . 

其 次 , 在 两 相交 直线 4B、CD 所 成 角 的 平 
分 线 民 了 、 闷 'Z' 的 任 一 条 上 , 例如 在 ZXZ 上 
任 取 一 点 Po, 从 书 向 4B、CD 分 别 作 矢 线 
PIGQ'、P'R', 则 在 两 个 直角 三 角形 PO9…、 
PIOR 中， 人 8OP' 一 AROP'，O0P 是 公共 
边 ， 所 以 ， 


R'"iD 


AP'O9'2AP'OR'。 
。。 万 全 一己 再 
因此 , 在 角 平 分 线 Y 或 民 了 ' 上 所 有 的 点 ， 
到 4B、CD 的 距离 相等. 

由 此 可 得 ， 到 4B、CD 的 距离 相等 的 点 的 
轨迹 ， 是 4LB、CD 两 交角 的 平分 线 XF、 
与 了。 

1620. 求 对 定 线段 张 定 角 w 的 点 的 轨 
迹 。 

解 设 在 4B 的 一 侧 ，P 为 对 4B 张 定 
角 a 的 任意 点 ， 即 假定 a 
LA.4PB=am 则 忆 在 以 N 
4B 为 弦 ， 所 含 的 圆周 
角 等 于 wx 的 弓形 弧 上. jp 

有 B 
.49B5 一 4PP 一 a。 
所 以 在 4 的 一 便 ， 
所 求 的 轨迹 ， 是 以 4B 
为 弦 , 所 含 的 贺 出 角 等 于 wx 的 弓形 弧 。 

同 理 ,在 4B 的 另 一 侧 也 可 以 得 到 同样 的 
结论 。 从 而 得 出 , 所 求 的 轨迹 是 关于 4B 对 

乙 . 线段 (或 弦 ) 的 中 点 或 其 定 
比分 点 的 轨迹 
1621. 一 直线 平行 于 三 角形 的 底 边 ， 且 
被 其 他 两 边 所 截 ， 求 所 截 得 线段 的 中 点 


又 设 @ 是 弧 4PB3 上 
的 任意 点 , 则 

称 的 以 4B 为 弦 ， 所 含 的 圆 局 角 等 于 % 的 两 
个 弓形 弧 。 


第 三 编 轨 迹 


的 轨迹 。 

解 “ 设 平行 于 人 A4B0 底 边 BC 的 直线 , 被 
两 边 4B、40 截 得 的 线段 为 妃 B， 又 忆 玉 的 
中 点 为 P。 连结 4P, 并 延长 4P 与 BO 交 
于 点 9 ，, 则 

二 ”和 ' 两 妈 
-2P _3P 
术 一 5 。 

而 也是 马克 的 中 点 ,所 以 瑟 P 一 ZP。 从 而 

得 出 ，B9 一 CQ9, 即 9 为 BC 的 中 点 。 


因 此 ， 点 书 在 A 
A4BC 的 中 线 49 
AAA 
反之 ，L9 上 的 点 也 F 
适合 条 件 。 兴 人 


因此 。 点 王 的 轨 8B & 
迹 ,是 连结 A4BC 的 顶点 4 和 底 边 BC 的 


中 点 台 的 线段 
1622。 连结 定点 与 定 直线 上 的 任意 点 的 
线段, 求 这 线段 的 中 点 的 轨迹 ， 
解 “ 设 了 为 定 和 
点 ，XZ 为 定 直 
线 , 4 为 罗 F 上 
的 任意 点 ， 连 结 
了 4  P4 
本 ER 


从 书 向 人 7 作 垂 线 PB, 设 0 为 PB 的 中 
点 , 则 O 是 一 个 定点 。 又 因为 @、.O 分 别 是 
P4、PB 的 中 点 。 所 以 , 90/ 48. 

因此 , 点 入 在 过 0 而 平行 于 人 的 直线 
设 为 MXN 上 . 

反之 , 若 在 于 上 任 取 一 点 9 ， 连 结 P9 
并 延长 P9@ 与 屋 Z 相交 于 点 4。 因为 是 


3 的 中 点 , 且 09' 1 B4， 所 以 妨 是 P4' 的 
一 了 


中 点 . 

由 此 可 得 ， 所 求 的 
轨迹 ， 是 过 点 0 而 平 . 
行 于 和 的 直线 。 

1623. 设 4、 好 
是 两 定点 , BY 是 过 已 
的 任意 射线 . 从 4 向 
37 作 垂 线 4XZ， 求 重 线 4 的 中 点 的 轨 
迹 。 


2.， 线段 (或 弦 ) 的 中 点 或 其 定 比分 点 的 轨迹 


解 设 C 为 4 和 的 中 点 , 也 为 4B 的 中 
点 , 则 
到 MA.4OD= 4XPB 一 90"。 

所 以 ，C 在 以 4D 为 直径 的 圆 上 。 

反之 , 很 明显 , 以 4D 为 直径 的 圆 上 的 点 适 
合 条 件 。 

由 此 可 得 ,所 求 的 轨迹 是 以 4D 为 直径 的 
男 . 

1624. 设 0 为 定点 , 4B 为 定 直线 , 连结 
0 与 4B 上 的 任意 点 的 线段 ， 求 把 这 线段 分 
为 e:2 的 点 的 轨迹 ， 

解 连结 0 与 4B 上 任 一 点 'C 得 线段 
0C, 技 比 o:5 内 分 和 外 
分 00, 设 分 点 分 别 为 
P,.9. 又 从 0 向 4B 作 
垂 线 0D, 按 比 o:0 内 分 
和 外 分 OD, 得 分 点 MK、 
N, 则 a5、N 是 定点 。 连 
结 PM、9N, 则 

OP_a_0OXK 0g_a- 

POCO 2 到 万 ， COG 2 
所 以 PM、GN 平行 于 4B。 由 此 可 知 , 王 
@ 分 别 在 过 两 定点 M、X 而 平行 于 4B 的 直 
线 卫 Y、Z' 上 。 

反之 , 很 明显 , 富 Z、X'Z' 上 的 所 有 点 都 
适合 条 件 

因此 ， 刁 Z、 民 'Z' 就 是 所 求 的 轨迹 。 

1625. 一 线段 的 两 疯 分 别 在 两 平行 线 
上 , 求 这 线段 的 中 点 的 轨迹 . 

解 设 瑟 7 为 一 任意 线段 , 它 的 两 端 瑟 、 卫 


分 别 在 两 平行 线 4B、，R_ G  p 
CD 上 , 忆 为 隐 B 的 
中 点 。 从 卫 作 4B、 L 一 一 M 
0D 的 垂 线 GP 感 ， 显 
然 ， C 在 D 
人 PPR6SA 人 Pr 万 。 
"。 卫 B 一 有 万 。 


忠 此 可 知 , 三 在 到 4B、CD 的 距离 相等 上 
平行 于 .4B 的 直线 上 。 

反之 , 容易 证 明 ZN 上 的 任意 点 都 适合 条 
件 . 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 直线 忆 条 。 

1626.， 4 为 定 吏 上 的 定点 ， 忆 为 这 贺 
上 的 任 一 点 ， 在 弦 4B8 上 取 点 书 使 4E= 
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2PB， 求 点 王 的 轨迹 . 
解 过 定点 4 作 任意 弦 4B， 和 4 上 取 
一 点 忆 , 使 
4P 一 2PD. 

过 4 作 直 径 4C, 在 
40O 上 取 一 点 了 使 
4 也 一 2DPO， 

连结 BC、PD, 则 
4P:PP=4D:DPDO=3:1。 
所 以 ，PD 平行 于 BC. 
。… 4BOC=90"， .…。， .4PD 一 90"，。 
由 此 可 知 , 点 己 在 以 4D 为 直径 的 圆 
二 


反之 , 容易 证 明 以 4 为 直径 的 园 上 的 点 
都 适合 条 件 .。 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 47D 为 直径 的 圆 。 

1627,， 求 从 定点 4 到 圆 的 线段 的 中 点 
的 轨迹 . 

解 设 0 为 定 贺 的 圆心 C 为 40 的 中 
点 ,4% 为 圆 上 的 
任意 点 , 乙 为 4 
的 中 点 , 则 


工 四 
疡 一 一 
CP= 玉 09 


《 定 值 ) 。 
由 此 可 知 ， 点 王 在 以 C 为 圆心 ， 豆 


半径 的 圆 上 . 

反之 ， 设 为 圆 C 上 的 任意 点 ， 延 长 
42"，, 与 过 O 且 平 行 于 CP' 的 直线 交 于 9， 
因为 Z 是 4O 的 中 点 ,所 以 


4P'-PQ' 且 cCP'- 于 09'. 


而 CP' 等 于 圆 0 的 半径 的 一 半 , 所 以 098' 等 
于 圆 0 的 半径 。 因此, @' 在 圆 O 上 . 又 由 
4P' 一 Pi 可 知 点 书 为 49' 的 中 点 。 由 此 
可 得 ,点 己 的 轨迹 是 圆 C.。 

注 定点 妈 也 可 以 在 圆 O 内 。 

1628.， 设 4B、CD 为 商 条 太平 行 的 线 
段 ， 线段 P@ 的 两 端 分 别 在 4 怠 、CD 上 ， 求 
2Q@ 的 中 点 到 的 轨迹 。 

解 设 万 、 五.G 分 别 为 LC、 LDPEC、 
2 的 中 点 , 则 
BBCOD1 EG， 


O9 为 
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了 妃 1/ 4PB 1 BFG， 

设 PO 与 吾 了 、PD 与 7G 分 别 相交 于 羽 、 
并 则 瓦 、M、 工 在 
平行 于 CD 的 直线 
上 ,而 且 忆 二 在 刀 柬 
与 如 G 之 间 。 因 此 
好 在 两 条 确定 的 
平行 线段 吾 巴 和 
互 G 之 间 。 同 理 ， 4 
连结 @ 4、g B， 容 易 知 道 ， 点 1 在 互 事 和 
BFG 之 间 。 直 此 可 知 , 点 M《 在 确定 的 平行 四 

边 形 了 3FG 万 的 边 上 或 内 部 。 

反之 ， 若 在 了 8G 互 内 任 取 一 点 M'， 过 
20 引 瑟 ' 卫 平 行 于 五 下 是 与 瑟 应 、1TG 的 交 
点 分 别 为 忆 人 厂 , 延长 0 至" 与 4B 交 于 点 书 ,。 
因为 4 妃 / 至 囊 ， 所 以 
五 形 ': 瑟 (太一 4POOPIDB。 

轨 瓜 ? 玖 ' 一 大] 世人 得 ， 
4P 忆 PPB 一 12DG。 

又 FC14E， 

所 以 ，P'、Z、 了 在 一 直线 上 。 

而 ' 形 ' 一 玉 'C，P'T 一 LD, 若 延 长 Pa 

与 CD 交 于 9， 则 
也 MI = MI 人 。 
所 以 ,点 双 ' 适合 条 件 。 
因此 ,所 求 的 轨迹 是 口 BEHG 万 内 的 平面 部 


而 


分 . 
1629。， 定 园 0 内 有 定 长 的 弦 4B, 在 
4B 上 取 一 点 C, 使 4C 一 子 4B,， 求 点 0 的 


解 设 园 O 的 半 
径 为 r，4B= 4 05 
与 贺 的 交点 为 澳 
了 号 为 直径 , 则 

40.CB= DO.0B， 
即 


ZX3 一 他 一 OC) (十 0O0)， 
312 一 ?2 一 OC2。 
CO03 一 02 一 302。 
00=V75 一 3 
由 此 可 知 , 点 C 在 以 O 为 圆心 ， 半 径 的 长 
为 95 一 353 的 加 上 . 
反之 ,在 以 0 为 圆心 ,半径 的 长 为 V2 一 琵 


一 
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的 圆 上 取 任 意 点 乙 , 以 卫 为 圆心 ,，! 为 半径 
的 弧 与 定 圆 O 相交 于 9, 9P 与 定 圆 O 相交 
于 已 , 则 
QP.PR 一 一 OP) 人 二 OP) 
一 72 一 OP 一 72 一 (972 一 372) 
一 372 
"， 7.PR 一 312，，…. 
。 6BR= 人 和. 


工 
SF 一 卫 48- 


了 有 一 37。 


由 此 可 知 ， 


即 点 书 适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 , 是 以 尼 为 圆心 ,半径 的 
长 为 V72 一 372 的 圆 。 

1630.， 过 定点 4， 向 定 圆 O 作 割 线 ， 被 
圆 所 截 得 的 弦 , 求 这 弦 的 中 点 的 轨迹 。 

解 设 书 为 适合 条 件 的 点 , 即 从 点 4 所 引 
割 线 4C， 被 圆 所 截 得 的 弦 BC 的 中 点 为 也. 
因为 人 4PO--90"， 所 
以 己 在 以 40 为 直径 
的 网 弧 瑟 OK (图 于 或 
圆 4PO (图 2) 上 . 

反之 若 入 是 弧 
FOK 或 圆 4PO 上 的 
任意 点 ， 连 结 49 的 直线 与 国 0 的 交点 为 
也 、 妃 。 因为 C49O=90", 所 滩 和 是 弦 刀 媚 
的 中 点 ， 即 点 名 适合 条 
件 


因此 , 所 求 的 轨迹 , 当 
4 在 圆 O 外 时 ， 是 叔 
ZE (图 1 当 也 在 
圆 0 内 时 , 则 是 吏 4PO 
(图 2) . 

注 当 4 在 圆 上 时 , 可 以 仿照 图 2 求 出 轨 


迹 。 
1631. 连结 定点 三 和 定 吏 CO 上 的 任意 
点 列 , 在 Pa 的 延长 线 上 取 点 W, 使 
PM:aN 一 工 :2， 
求 点 太 的 轨迹 ， 
解 ” 设 已 知 加 0， 若 在 PRO 的 延长 线 上 取 


又 PoO:00'=PM:MN， 
所 以 OM1 ON 

-220O'_3 

(4 2 工 


3. 线段 (或 弦 ) 的 中 点 或 其 定 比分 点 的 轨迹 


因此 ,点 六 在 以 0 为 圆心 , 以 30 玉 为 半径 
的 医 上 。 Ah 
反之 ， 在 以 O/ 为 贺 心 ， 
以 30M 为 半径 的 喇 上 任 
取 一 点 N, 又 在 PNM 上 取 
点 MK， 使 Pi MX 一 
T:2， 则 
PO:OO' 一 PMA。 
OOMI1 ON 。 
PO _ TI 


OM' -地 ON 一 OA 


所 以 ,点 骏 ' 在 圆 O 上 . 由 此 可 知 , 点 国 ' 适 
合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 ,是 以 0 为 圆心 ,学 径 的 

长 等 于 圆 0 的 半径 的 三 倍 的 圆 。 
”1632， 求 定 圆 中 所 有 平行 弦 的 中 点 的 轨 
解 设 4B 为 加 0 的 一 条 弦 , 则 平行 于 
48 的 所 有 了 弦 的 中 点 , 显然 孝 在 垂直 于 4 尽 的 
直径 如 环 上 。 

反之 ,在 瑟 8 上 任 取 一 点 G 过 G 作 缔 CD 
平行 于 4B, 则 CD_LBF， 上 
因此 @ 是 弦 CD 的 中 点 。 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 贺 
O 的 直径 妃 5 。 

1633， 设 以 定点 0 为 : 
玉 心 的 许多 同心 贺 ， 从 这 
些 圆 外 的 定点 4， 向 所 有 圆 作 切线 ， 求 切 点 
和 点 4 的 连 线 中 点 的 轨迹 。 

解 ”从 点 4 向 任意 圆 0 作 切 线 , 设 切 点 为 
ZT, 4T 的 中 点 为 到 
堵 40 的 中 点 为 

厂 , 则 
BM1O7。 

又 jL47O=90。， . 
所 以 .4MPB=9%0。。 

所 以 , 点 好 在 以 4B 为 直径 的 圆 上 。 

反之 ,在 以 4B 为 直径 的 锅 上 取 任 意 点 
从 0 向 4M' 的 延长 线 作 重 线 07" 芳 
以 0 为 圆心 ， 以 07" 为 半径 作 圆 ， 则 这 圆 在 
点 有 ! 与 47 相 切 . 又 4B 一 BO, 所 以 了 "是 
47 "的 中 点 。 即 这 圆 上 的 点 都 适合 条 件 。 
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因此 ,所 求 的 轨迹 是 以 4B 为 直径 的 贺 . 

1634. 从 直角 40B 的 一 边 O 上 的 定 
点 妃 , 作 直 线 和 另 一 边 O4 交 于 殖 , 从 线段 
8 至 上 的 点 卫 作 PEF-L4O， 连 结 FEO， 求 满 
足 PO:EP 巨 一 O 九 :了 万 的 点 卫 的 轨迹 。 


解 ”由 假设 ,得 . 
PO:P 一 0 也: 了 卫 。 @ 
凡 为 PF 1] BO 所以， 
OZB:TFBE=- BO:PB。 g@ 


由 @@、@, 知 ZPO= BO. 
因此 , 适合 条 件 的 点 , 在 以 O 为 圆心 , OB 为 
兴 径 的 圆 的 部 分 呵 弧 上 ， 即 与 点 如 在 04 的 
同 侧 的 那个 贺 弧 。 人 

反之 ， 者 在 这 贺 弧 上 任 取 瑟 
一 点 ， 则 容易 证 明 这 点 满足 : 

因此 ， 点 王 的 轨迹 ， 是 以 
O 为 圆心 ， 以 0B 为 半径 
的 现 上 的 部 分 圆 红 ， 即 与 
点 吾 在 04 的 同 侧 的 那个 圆 弧 。 

1635. 四 0 中 有 定 弦 4B 与 动 纺 40， 
连结 BC, 求 驴 BC 中 点 的 轨迹 。 

解 设 弦 BC 的 中 点 为 戏 . 连结 DM .OP。 
因为 好 是 BC 的 中 点 ,所 以 0MLBC. 由 此 
可 知 , 点 型 在 以 08 为 直径 的 圆 上 ， 

反之 , 设 1 为 这 个 圆 上 的 任意 点 ， 延 长 
了 if 与 圆 0 的 交点 为 0 则 ~ 人 OMD=90". 
所 以 , 下 是 BC 的 中 点 。 由 


此 可 知 ,点 1 适合 条 件 。 C 
因此 ， 所 求 的 轨迹 ， 是 以 

O 了 3 为 直径 的 图。 
1636. 已 知 阅 上 两 定点 


4、B, 从 4 了 3 作 两 条 平行 弦 4P、B9, 求 
PG@ 的 中 点 戏 的 轨迹 。 

解 “ 在 巨 知 圆 0 中 ， 因 为 4PN 39, 所 以 
PO= 4BF. 

设 4B 的 中 点 为 C， 
则 0M=O0C。 

因此 , 允 在 以 0 为 加 
心 、OC 为 半径 的 圆 上 。 

反之 ， 在 这 个 圆 上 取 
任意 点 过 M' 作 垂直 于 OM 的 弦 PQ'。 
因为 QU 一 00， OO 45， 
所 以 态 =PFG，4P1 9 
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又 0OM'TP9， 所 以 2 是 P9' 的 中 点 . 
由 此 可 知 ,点 政 ' 适 合 条 件 。 

径 的 圆 。 

18637.。 过 人 A4BC 的 顶点 4 作 任 意 直 
线 ， 顶 点 B、C 在 这 直线 上 的 正 射影 分 别 为 
2B、 Co 求 了 0 的 中 点 三 的 轨迹 。 

解 设 C 的 中 点 为 鸡 ， 连 结 PMA. 因为 
DBPBI1 MP1CO', 所 以 KMP4=90".。 由 此 
可 知 ,点 书 在 以 定 线段 42k 为 直径 的 圆 上 。 

反之 ， 若 在 这 个 圆 上 取 任 意 点 已 ， 从 
吾 、OC 向 4P' 作 午 A 忆 


线 BBC0" 因 为 B。 一 一 
了 1 一 PIC 
所 以 点 了 ,适合 条 件 。 有 
因此 ， 所 求 的 轨 号 CS 


迹 ， 是 以 4 为 直径 的 圆 。 

1638. 两 定 圆 O、O' 相交 于 4、B, 过 其 
中 一 个 交点 纪 作 割 线 与 两 贺 分 别 交 于 忆 、.9， 
求 Pe@ 的 中 点 好 的 轨迹 。 

解 ” 过 两 圆 0.0' 的 另 一 交点 吾 作 垂直 于 
4 巨 的 割 线 分 别 交 两 -人 
贺 O、O 于 CC、 刀 ,于 
是 POCO/9D.。 

设 六 为 CD 的 中 
点 , 则 六 是 定点 。 

因为 MX PC, 所 以 AL4MN 一 -人 4PO= 
.4BPD=90"。 由 此 可 知 , 满足 条 件 的 点 ,都 
在 以 4N 为 直径 的 圆 上 。 

反之 ， 容 易 证 明 ， 这 个 圆 上 的 点 都 适合 条 
件 。 

因此 , 点 歼 的 轨迹 , 是 以 4N 为 直径 的 
圆 。 

1639. 两 定 圆 相交 ,过 其 中 ~-- 个 交点 4 
的 任意 直线 ， 与 这 两 贺 分 别 交 于 己 、 9 问 把 
线段 9 按 定 比 内 分 的 点 监 的 轨迹 是 什 
人 么 。 

解 在 右 图 中 , 设 

也 Mf 3 一 和 :0。 
过 召 作 垂直 于 4 的 
弦 CDBD 若 


CN:NDD 一 :1 
则 PCOHNMTN 9D. . 
与 上 题 同 理 ， 得 ~4XN =90"*， 旦 4、 太 
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是 定点 。 
因此 ,点 到 的 轨迹 ,是 以 4N 为 直径 的 
圆 


1640. 当 点 古 在 半径 为 总 的 定 圆 Ox 上 
移动 ,点 纺 在 相同 半径 下 的 定 圆 0 上 移动 
时 ， 试 述 线段 P@ 的 中 点 玉 运动 成 怎样 的 
图 形 ? 

解 设 0 的 中 点 为 WN，P@ 的 中 点 为 
双 ， PO。 的 中 点 为 C， 册 


又 
CU 1 Oox， 


I 
COM= 王 也。 


而 MN<CMT+CN。 

所 以 ， 了 <R。 

因此 , 到 在 以 Oi02 的 中 点 双 为 圆心 、 忆 
为 半径 的 圆 内 或 融 上 。 

1641. 矩形 9RS 的 各 边 分 别 经 过 定 四 
边 形 4BCD 各 个 顶点 , 求 矩 形 P9RBS 的 中 心 
的 轨迹 。 

解 设 M、 戏 分别 为 PQ、8SP 的 中 点 ， 
矩形 的 中 心 为 0, O 双 与 BD、OM' 与 40 的 


-交点 分 别 为 玉环， 则 工 到 分别 是 ED、40 


的 中 点 , 它们 是 定点 。 Q 
又 AROT 是 直角 .由 
此 可 知 ， 适 合 条 件 的 
点 ， 都 在 以 到 7 为 直 B 
径 的 圆 上 。 

反之 ,容易 证 明 , 以 下 C 5 
这 个 贺 上 的 点 作 中 心 ， 可 以 得 到 四 边 形 
4B50D 的 外 接 扼 形 。 

因此 ， 点 O 的 轨迹 ， 是 以 忌 I 为 直径 的 一 
个 圆 。 

1642.， 求 四 边 形 4BCD 的 外 接 矩 形 各 
边 申 点 的 轨迹 。 

解 设 四 边 形 4BCD 的 外 接 和 矩形 为 
P9PRS,， 过 点 4 的 边 P@ 的 中 点 为 到 , 过 
M 作 MT 垂直 于 P@, 并 与 对 角 线 也 D 交 于 
了 。 因 为 四 边 形 PDB9 是 梯形 , PD1/ MD 所 
以 ,DT 一 了 BT, 目 人 4MT=90。。 而 点 M 在 


四 边 形 4507D 的 外 面 。 若 以 4 为 直径 的 


3. 线段 (或 纺 ) 的 中 点 或 其 定 比 分 点 的 轨迹 


圆 与 4B、4 的 交点 分 别 为 召 、 互 ， 则 点 到 
在 弧 已 4 五 上. 

反之 ， 容 易 证 明 
这 弧 上 的 点 都 适合 


司 理 可 以 求 得 另外 三 边 中 点 的 轨迹 。 

1643,， 设 定 直 线 XY 在 定 贺 0 的 外 面 ， 
过 开 了 Y 上 的 动 点 乡 作 圆 0 的 割 线 94B， 使 
094=o 求 4B 的 中 点 书 的 轨迹 。 

解 连结 OP, 则 OP4B. 因为 

OP= B 
所 以 AOP@ 的 形 
状 一 定 。 作 0O0 垂 
直 于 FY， 又 作 
AoO0D 与 AO9P 
相似 ,于 是 为 定 wx MA 
点 。 连 结 刀 P， 4 

PoOD=-。00， 
.人 POPpooA 人 doOC。 
.OODP 一 90"”。 
由 此 可 知 , 点 于 在 定 直线 CO 也 的 延长 线 上 。 

因此 ,由 0 向 瑟 Z 作 垂 线 , 交 和 于 点 C 
过 C 作 两 条 直线 各 与 0 的 严 角 都 等 于 a， 
则 这 两 条 直线 被 加 截取 的 两 条 孩 就 是 所 求 的 
轨迹 。 

1644. 已 知 圆 的 定 弦 4 妇 的 中 点 C, 过 C 
作 直 线 CPO， 在 圆 上 取 一 点 M, 连结 4M、 
DBPM, 分 别 与 直线 CPQ 交 于 P、9, 且 使 双 三 
一 M9, 求 PQ 的 中 点 丰 及 已 .的 轨迹 。 

解 (人 ) 因为 人 到 Fe 是 等 腰 三 角形 ， 所 
以 MXN 平分 Z4M9。 由 此 可 知 ，MN 过 屋 
41M 好 的 中 点 了 D， 且 CND 是 直 秀 。 所 以 ， 
点 太 的 轨迹 , 是 以 CD 为 直径 的 贺 。 又 当 点 
M 在 弧 4DPZB 的 共 斩 驱 4D'B 上 时 , 连结 C 
与 纪 4DB 的 中 点 辽 
的 级 段 CD， 则 点 六 的 轨 
迹 是 以 CD' 为 直径 的 
圆 


(23) 连结 弧 4 号 的 中 
点 了 和 好 得 到 直线 
D'M， 因 为 CPLDM， 

DLLDM， 所 以 CP1 DA。 
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。 AL4PC= 4MPB。 


4 了 一 人 4DD1 M 

所 以 
/4PC= “4DC. 

因此 , 点 王 的 轨迹 , 是 以 
40C 为 弦 所 含 圆周 角 等 于 区 
/4DC 的 弓形 红 。 当 点 戏 在 弧 4D' 上 
时 , 它 的 轨迹 还 是 一 个 贺 弧 。 

用 同样 的 方法 , 可 以 求 得 点 @ 的 轨迹 。 

1645. 定 长 线段 4B 的 两 端 在 相交 成 直 
角 的 两 定 直线 互 允 、ZY” 上 移动 , 求 4B 的 
中 点 王 的 轨迹 。 

解 ” 设 O 为 两 定 直线 室 人 了 7 的 交点 ， 
了 为 定 长 线段 4B 的 中 点 , 则 AL4OB 是 直角 
三 角形 。 因 为 已 是 斜 边 4B 的 中 点 ,所 以 

OP- 豆 4 一 误 1 @ 为 4B 的 长 )。 
因此 ， 卫 在 以 多 
为 圆心 ， 半径 长 
等 于 己 7 的 四 上 。 

反之 ， 在 这 个 
加 上 取 任 意 点 
Po 在 了 Z' 取 点 
4 使 


了 


PPO 
延长 .4'P' 与 瑟瑟 ' 交 于 点 妃 '。 因 为 A4OB/ 
是 直角 三 角形 ,所 以 4P' 一 PO= 书 B'， 而 且 
4B' 一 20P' 一 7。 由 此 可 知 , 这 个 圆 上 的 点 都 
适合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 ， 是 以 O 为 圆心 , 半径 长 


等 于 也 7 的 加 


1646， 长 为 2 的 线段 两 端 ， 在 边 长 为 c 
的 正方 形 的 边 上 移动 , 问 : 动 线段 的 中 点 画 出 
怎样 的 图形 ?在 下 列 三 种 情况 下 , 分别 记 下 结 
果 并 作出 图 来 : 

(1) C>D 了 时 ; (2) C=0 时 ; (3) gc<2 时 。 

解 “ 与 上 题 同 理 ， 分 下 列 情况 进行 考察 。 

(1) 当 c>z2 时 , 它 的 图 形 是 由 四 个 以 正方 


形 各 项 点 为 圆心 ,半径 长 等 于 立 的 图 的 四 分 


之 一 所 组 成 。 
42) 当 2 一 < 时 , 它 图 形 是 由 四 个 以 正方 形 
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人 所 以 ， 人 MPN 一 180* 一 一 4( 定 值 ). 
各 顶点 为 加 心 , 半径 长 等 于 号 的 圆 的 四 分 


之 一 所 组 成 。 
(3) 〈(i yy 当 wW3a>b>aw 时 , 它 的 图 形 是 
由 四 个 以 正方 形 各 顶点 为 圆心 ， 半 径 长 等 于 
喜 的 贺 弧 连结 成 的 。 
(让 ) 当 2 一 2w 时 ， 它 的 图 形 就 是 正方 
形 的 中 心 点 。 
(ii) 当 站 > 3c 时 ,不 成 立 。 
(ii 《iii》 


1647 . 
ZP9、PR,， 又 04、O 是 两 条 互相 垂直 的 直 
线 , P@ 与 O4、PB 与 0OB 分 别 交 于 驴 、 忆 , 求 


9 已 的 中 点 邓 的 轨迹 . 
解 因为 PR、~@OBR 都 是 直角 ,到 是 


PM=- 亏 qRE=OM。 


又 P、0O 是 定点 ， 所 以 了 从 -人 P 
OP _ 定 。 因 此 , Mr 在 /六 
定 线段 0P 的 中 垂 线 pe。 
上 


反之 ,在 OP 的 中 垂 线 上 取 任 意 点 到 过 
对 ' 作 直 线 和 0O4、O 万 分 别 交 于 @、 忌 , 且 使 
开 吕 一 MRI 因为 9'OPB' 是 直角 , 所 以 
MA 一 MO 一 MRI 

而 MO 一 MOP, 所 以 了 iDP 玉 人 一 1 罗 . 

,GPR 一 90*。 

所 以 ,， 邓 ' 是 适合 条 件 的 点 ， 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 PO 的 中 垂 线 。 

1648。 在 A4BHC 中 , BC 是 固定 的 ， 
4 的 大 小 一 定 , 在 4B、 
40O 上 分 别 取 也 B、C7 等 
于 定 长 求 卫 BF 的 中 
点 下 的 轨迹 。 

解 设 呈 和 分 别 为 
BFB、BC 的 中 点 , 则 
EM1 4B，PN 1 4C。 


人 


从 定点 王 作 互 相 垂 直 的 两 条 直线 


又 P 了 一 末 BB 一 7 
六 一 可 0 避 I12。 


所 以 ， 人 AP3fN 的 形状 和 大 小 一 定 。 从 而 得 
出 ,MX 是 定 长 线段 。 

因此 ,点 邓 的 轨迹 , 是 以 六 为 圆心 , 定 线 
段 祥 开 为 半径 的 部 分 圆 弧 ， 即 与 点 4 在 BO 
同 侧 的 那 部 分 圆 弧 (注意 轨迹 的 界限 ) 。 

1649. 从 两 定点 4, 召 向 定 方向 作 两 线段 
4&、B7， 使 4 和 :BZ 恒 等 于 定 比 2:9。 连 
结 冻 Z， 在 马 卫 上 取 点 一, 使 卫生 :PTY 等 于 
定 比 妈 :9， 求 点 书 的 轨迹 。 

解 “在 图 中 , 作 P91/X4, 9S/YZB, 则 
了 PP: 和 LA 一 了 已 :了 芒 


但 由 假设 ,得 忆 和 一 六。 
代入 上 式 ,得 
了 g 272 
5 
因为 P9/X4, 了 B1/9S, 所 以 PQS 的 
大 小 等 于 了 4 与 了 B 的 夹 角 的 补 角 , 即 
PS 二 0O=180" 
因此 ，P@S 的 大 小 一 定 ， 又 PQ:QS 是 定 
值 ,所 以 AP@S 的 形状 一 定 。 从 而 得 出 ， 
AQ@SP 的 大 小 一 定 。 
而 9S81/BZ, 所 以 8S@ 的 方向 一 定 。 从 而 
得 出 ， PSB 也 一 定 ， SP 的 方向 一 定 ， 又 


LS:S 一 49:9 了 一 MI 所 以 SS 是 定点 。 于 


是 8 书 是 定 直线 . 

因 些 , 所 求 的 轨迹 , 显然 是 过 & 技 定 方 向 作 
出 的 直线 SP. 

1650， 在 已 知人 A4BC 的 底 边 BC 上 下 
点 沁 , 作 定 疝 直线 刀 及 、 刀 ， 刀 及 与 4B、DB 
与 4LCG 分 别 交 于 吾 、, 求 把 如 8 分 成 定 比 的 


2.， 线段 (或 纺 ) 的 中 点 或 其 定 比分 点 的 轨迹 


点 好 的 轨迹 。 

解 作 BG 平 行 于 DB, 与 C4 或 它 的 延 
长 线 交 于 点 G; 作 C 互 平行 于 也 画 , 与 4 
交 于 点 豆 ， 则 G、 互 是 定 

叉 

PDBO 瑟 :万 ， 

DDIBC=G8:GC。 
所 以 ， 

万 有 :BT 一 GPIGC。 
万:G 下 一 B 万 :GO 

〈 定 值 ) 。 
中 此 可 知 ， 瑟 开 与 定 直 线 4B、4C 分 别 交 于 
玉 、 忆 从 召 到 定点 吾 、 从 环 到 定点 G 的 距 
离 的 比 是 一 定 的 。 

与 上 题 后 理 可 知 , 所 求 的 轨迹 是 一 直线 。 

1651. 在 半径 为 了 的 圆 O 内 ， 有 半径 为 
8 的 圆 C。 以 圆 0 的 弦 作 折 颖 ， 把 圆 O 的 
向 内 便 折 和 迭 , 使 折 迁 的 圆 弧 与 圆 C 外 切 。 若 
这 个 切 点 随 着 圆 弧 变 动 而 变动 ， 当 切 点 在 圆 
C 上 变动 一 周 时 , 求 折 缝 弦 的 中 点 书 的 轨迹 。 

解 在 图 中 ,以 弦 4B 为 折 颖 把 贺 O 的 弧 
4 折 过 来 与 圆 C 切 于 
点 ZT. 设 Q 为 弧 47B 
的 所 在 里 的 圆心 ， 则 圆 
CO、O' 是 等 贺 。 所 以 , 线 
段 00' 和 .48 的 交点 也 
是 00' 的 中 点 , 即 

4 了 一 PP。 
而 OC 经 过 切 点 7， 9 
OMC 一 y 十 ?。 
车 开 为 0OC 的 中 点 , 则 


一 工 cov 一 工 
MB 一 可 CO' 一 于 (十 3)。 


又 戏 是 定点 .所 以 卫 在 以 1 为 圆心 ,半径 长 
等 于 总 (r 十 9) 的 加 上。 
反之 ,容易 证 明 这 个 圆 上 的 点 都 适合 条 件 ， 
因此 ,所 求 的 轨迹 , 是 以 2 为 圆心 ,半径 的 
长 等 于 于 十?) 的 贺 。 

1652。 直线 XZZG 截 人 4BO， 当 愉 工 : 
了 2 是 定 值 时 ， 求 把 Y 分 成 P、PZ， 使 
XP:PY 等 于 定 比 的 点 了 的 轨迹 。 
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, 解 设 三 个 三 角形 4BCO、ZXYZC、ZGB 的 
外 禄 圆 相 交 于 一 点 0， 则 
XOY=XCY= 定 值 ， 
AZYOG= AYB4= 定 值 。 
又 人 了 :了 G 是 定 值 , 所 以 人 AOXG 的 形状 一 
定 ， 于 是 <OXG 成 定 角 。 又 COCB= 
OKXG， 所 以 2OCB 也 成 为 定 角 ，Q 成 为 
定点 。 
又 在 AOXY 中 ， 
OXTZ 一 0OCB 
一 定 值 ， 
OZ 一 和 COCY 
一 定 值 ， 
所 以 , AOXY 的 形状 也 一 定 。 而 环 P:DY 
是 定 值 ， 所 以 AOPY 的 形状 也 一 定 。 而 
AOFT 的 顶点 O 是 固定 的 。 因 为 点 工 在 定 
直线 BC 上 移动 ， 所 以 由 问题 1862 可 知 三 
的 轨迹 是 一 条 直线 。 

1653.， 在 以 定 直线 4B 为 底 边 ， 顶 角 
为 wa 的 A4HO 的 两 边 4C、CB 上 ， 向 
A4B0 的 外 侧 作 正三 角形 D4C、 了 50， 
求 卫 妃 的 中 点 的 轨迹 。 

解 以 4B 为 边 , 在 人 4B30C 的 同 侧 作 正 三 
角形 4BF， 则 四 
边 形 了 DOZ 是 平 
行 四 边 形 。 所 以 ， 
了 如 的 中 点 太 是 
ZO 的 中 点 、 设 三 、 
纺 分 别 为 4、ZB 
的 中 点 , 则 


APUM49=-4CB 一 ao。 

所 以 点 2 的 轨迹 , 是 以 P@ 为 弦 所 含 圆周 
角 等 于 w 的 弓形 弧 。 

1654. 有 位 置 、. 大 小 确定 的 人 环 OZ, 与 
顶点 的 位 置 、 天 小 一 定 的 <4 互 为 补 角 , 当 
4 绕 点 4 旋转 时 , 连结 这 两 个 角 的 边 的 交 
点 、C, 求 把 BC 分 为 定 比 的 点 到 的 轨迹 。 

解 连结 04. 


为 ZO 与 ZB4O 互 二 

为 补 角 ， 所 以 四 边 形 

4C00B 内 接 于 贺 。 A 
4BGC 


〈 定 角 ) 
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/40B= 4O8B 〈 定 角 )。 
由 此 可 知 ， 人 A4BC 的 形状 总 是 一 定 的 。 

又 BM:MOC 是 定 值 ， 所 以 人 4MC 的 形状 
也 总 是 一 定 的 。 而 4 是 定点 ，C 在 OFY 上 . 
因此 ,点 2 的 轨迹 是 一 条 直线 (问题 1862) . 

1655. 以 /五 4 外 的 定点 0O 为 顶点 ， 
作 Boc 等 于 AH4T, 把 BoC 绕 0 旋 
转 , 它 的 两 边 分 别 交 一 妃 4 的 两 边 于 BC， 
求 按 定 比 双 冯 分 线段 BC 的 点 攻 的 轨迹 。 

解 因为 人 BOC=B4C ( 定 角 )， 所 以 ， 
4、O、C、 互 共 圆 。 

AOBO= -040 
( 定 角 ). 
因此 ,AOO0 的 形状 一 
定 . 


因为 
DMIMC 一 加 :2 《〈 定 比 )， 
所 以 AOB52 的 形状 一 定 。 与 上 题 一 伴 ， 从 
而 得 出 ,所 求 的 轨迹 是 一 条 直线 。 

1656. 在 直角 三 角形 4BC 中 , 斜 边 BC 
的 位 置 和 大 小 一 定 ，O 为 BC 的 中 点 ,在 4 
的 延长 线 上 取 点 好, 使 BM =4PB, 延长 MO 
与 4C 交 于 点 殖 , 在 直线 58 上 取 点 乙 使 
瑟 P:P 巨 一 和 ;2( 定 比 ) 求 点 三 的 轨迹 。 

解 从 马 作 4 的 平行 线 与 BO 交 于 点 
五 ， 则 


EC 一 90"。 
又 
CBEICD 一 万 万 :4 妈 
一 五 太 :BM .MX 
一 O8:OB 一 0O87 :00， 
划 CO5 :CDB=OFIO0。 
所 以 ， OPIOP=CB:OC0=2:1. 


由 此 可 得 , 丸 是 定点 .因此 , 点 五 的 轨迹 , 是 
以 CF 为 直径 的 圆 。 而 3B 是 从 定点 号 到 
以 C8 为 直径 的 加 上 的 线段 ， 按 定 比 如 况 分 
线段 如 及 得 分 点 P,， 则 三 的 轨迹 和 问题 
1651 一 样 ， 它 是 略 心 在 连结 人 8C 的 外 心 
与 瑟 的 直线 上 的 圆 。 

1657.， 定 线段 4 如 的 任意 内 分 点 C,， 以 
4C、CB 为 底 边 ,在 4B 的 同 侧 作 正 三 角形 ， 
求 连结 两 个 正三 角形 顶点 的 线段 中 点 的 轨 
迹 . 

解 作 正三 角形 4OCD、5CZ, 延长 4D、 


轨 迹 


32， 它 们 相交 于 点 忆 ， 则 人 Z4B 为 正三 角 
形 ,而 且 了 TB/CB CD1/ 瑟 F， 因 此 ,四边 形 
TDCO 如 是 平行 四 边 形 。 所 以 了 B 的 中 点 O 
又 是 8C 的 中 点 . 设 戏 、 
尺 分 别 是 FE4、Z 的 
中 点 ， 则 O 在 线段 公信 
上 


反之 , 在 线段 MXN 上 
取 任 意 点 O， 延 长 3O- 
与 4B 交 于 C 则 O 〇 是 
2ZC' 的 中 点 。 过 C 作 了 B、34 的 平行 线 与 
Z4、Z 呈 3 的 交点 分 别 为 、 瑟 ， 则 互 DC 页 ' 
是 平行 四 边 形 , 了 到 被 点 0 所 平分 。 又 
人 54 是 正三 角形 ,所 以 ADP4C\、 ABCOB 
都 是 正三 角形 。 而 0 是 刀 马 的 中 点 ,所 以 
适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 线段 MT 

1658.， 慎 为 定 直线 到 了 上 的 定点 , 在 
Z 人 上 取 点 4， 在 FZY 上 取 点 已 , 使 4B 的 
长 等 于 定 长 ， 在 人 Z 的 同 侧 作 正 三 角形 
42C、BPD, 求 DC 的 中 点 2 的 轨迹 。 

解 延长 4O、BD, 设 交点 为 玉 。 因为 四 
边 形 FFCPD 是 1 


平行 四 边 形 ， 所 : 和 久 天 

上 0 拓 下 人 

中 点 0 所 平分 [ZNAAN \， 
A > 8B B 


若 在 PX、PZ 
上 上 分别 取 4、PB' 等 于 4B, 作 正三 角形 
Z4C、PBTD， 则 C、 收 蕊 共 线 . 由 此 可 
知 ,点 卫 在 线段 CD' 上 移动 . 

所 以 ， 根 据 问题 1622, 若 M、N 为 PC'、 
的 中 点 , 则 点 O 的 轨迹 是 线段 2N . 

1659， 人 4BC 内 接 于 定 圆 0, 当 垂 心 
克 一 定时 , 求 各 边 中 点 的 轨迹 。 

解 作 直径 4DP, 连结 BDP、CD, 由 问题 
502 可 知 ， 四 边 形 BBCD 
是 平行 四 边 形 。 设 卫 忆 、 
2C 的 交点 为 到 , 则 并 是 
BC 和 号 娓 的 中 点 。 连结 
妈 与 瑟 O 的 中 点 CO 则 


0 = 了 0D， 


因此 ， 点 公 的 轨迹 ， 是 以 CO 为 圆心 ， 半径 的 
长 等 于 图 2 的 半径 的 一 半 的 圆 。 同 理 ， 可 以 


2. 线段 (或 弦 ) 的 中 点 或 其 定 比分 点 的 轨迹 


求 出 其 他 两 边 的 中 点 的 轨迹 。 

1660. 4 为 定 咒 O 外 的 定点 ， 王 为 贺 O 
上 的 定点 。 过 4 向 这 个 圆 作 割 线 ， 交 坑 于 
了 B、C, 连结 PB、PC。PBE、PC 的 中 点 分 别 
为 了 、 马 。 求 线段 如 悟 的 中 点 V 的 轨迹 ， 

解 ”因为 卫 、 互 分 别 是 圆 0 的 弦 PB、PC 
的 中 点 ， 所 以 忆 、 召 在 以 PoO 为 直径 的 夯 
O' 上 (问题 1635)， 又 设 五 六 的 延长 线 与 
Z4 的 交点 为 M， 则 双 为 P4 的 中 点 , 是 定 
点 . 因此 , 问题 就 变 成 从 定点 到 向 定 圆 0. 作 
割 线 疤 刀 届 ， 求 弦 刀 瑟 
的 中 点 广 的 轨迹 . 这 
样 ,点 六 的 轨迹 是 以 
0 为 直径 的 阅 . 

但 是 ,因为 4 是 在 
贺 CO 的 外 部 ,所 以 允 
在 贺 0 之 外 .因此 , 点 六 的 轨迹 是 以 MO/ 
为 直径 的 圆 在 圆 0' 内 的 那 部 分 弧 。 

1661. A4BC 的 顶 角 4 的 位 置 和 大 小 
一 定 ,两边 的 和 4B+4C 为 定 值 2 求 第 
三 边 BC 的 中 点 了 的 轨迹 ， 

解 在 人 4HC 的 边 4B、4C 上 ， 分别 表 
点 互 、 了 ,使 
4 古 =.4 了 

己 王 (LB 上 LO) 一 W， 


则 吾 、 友 是 定点 。 过 瑟 作 
4 的 垂 线 妈 M, 过 万 作 
40 的 垂 线 了 M, 设 妈 MX 与 万 Mg 交 于 点 
则 1 是 定点 。 且 2 为 A4BC 外 接 贺 的 
的 中 点 (问题 837) 。 连 结 MDP, 由 3D= DO， 
得 MDB= 90*. 因此 , 根据 “ 西 摩 松 定理 ?” 
可 知 ， 五 、 忆 、 丈 在 一 直线 上 。 由 此 可 得 ， 点 
也 在 定 直线 如 上 。 

反之 , 也 成 立 。 

因此 ,点 也 的 轨迹 是 连结 、 冯 在 人 B4O 
内 的 线段 。 

1662. 两 个 定 圆 交 于 人 4、B3, 民工 分 别 
为 两 圆 上 的 点 ， 当 一 并 4Z 为 一 定时 ， 求 把 
了 7 分 为 定 比 加 闸 的 点 一 的 轨迹 。 

解 ” 作 了 N、XMX 分 别 平行 于 4X、4Z， 
并 与 两 阅 分 别 交 于 W、M, 过 书 作 4、47 
的 平行 线 已 嫩 、PB PP 及 与 LV 、 太 与 4M 
的 交点 分 别 为 瑟 . 了 。 因 为 .4ZM、LA4ZN 
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都 是 人 全 4T 的 补 角 , 所 以 是 一 定 的 。 因 而 ， 
点 、N 是 定 氮 、 
又 4Z 1/ 2 1/ 了 N, 所 以 
4 妞 、 了 忆 
本 六 一 了 万 人 
同 理 可 得 ， 
FM _ 卫 P 
4 了 F K 愉 
( 定 比 ). 

由 此 可 知 , 豆 、 了 也 是 定点 ， 

又 ALBPE 一 ~ 人 4YN 一 一 全 47 的 补 角 (是 
定 角 )。 

因此 ,点 耳 的 轨迹 , 是 以 如 BF 为 纺 , 所 含 回 
周 角 为 定 角 (180" 一 人 人 4Z) 的 弓形 弧 。 

1663。 4B 为 定 加 0 的 直径 ， 过 4B 的 
延长 线 上 的 定点 C， 作 重 直 于 4B 的 直线 
民工 .过 呈 作 动 割 线 g5R 与 定 圆 和 区 了 分 
别 交 于 @、B， 以 @、 了 为 圆心 , 分 别 以 9B、 
2RB 为 半径 作 两 图 ， 求 这 两 回 外 公 切 线 卫 盏 
的 中 点 卫 的 轨迹 。 

解 ” 设 两 圆 台 五 外 切 于 点 ， 大 
处 两 圆 的 公 切 线 和 忆 避 
的 交点 是 了 召 的 中 点 
P 


又 ”9PR 一 90?， 
PPB_L9Z， 
所 以 ， 
APpB9A 人 PPBP. 
DBP2 一 BO9.DBR， 
因为 4、 4、 CO、 加 在 同一 圆 上 ， 所 以 ， 
29.58 一 4.5C。 
“。 EBP2 一 4PB.BC (〈 定 值 ) 。 
又 妃 是 定点 ,所 以 , 点 古 的 轨迹 是 以 殖 为 圆 
心 , 以 BP(4B、BC 的 比例 中 项 ) 为 半径 的 
圆 . 
1664. 从 定点 4 观看 定 网 0 的 弦 BC 
的 视角 等 于 直角 ， 求 BC 的 中 点 达 的 轨迹 。 
解 连结 PO、P4、CO。 因 为 一 是 直角 
三 角形 4BC 斜 边 的 中 点 ， 
所 以 _P4=PC. 
又 OP1 DO， 
所 以 
OP2+P42 一 OP2 十 PCO2 
一 CO。 


358 


第 三 编 轨迹 


设 忆 为 04 的 中 点 , 则 由 中 线 定理 ,得 
2PD2? 十 20D2? 一 OP2 十 王 42。 
2PD2? 上 20D2 一 CO3， 
因 兹 ,所 求 的 轨迹 , 是 以 刀 为 圆心 , 半径 的 长 


等 于 W 2 -De 的 加 


1665.， 圆 0 中 , 4B 是 任意 弦 ,C 是 圆 上 
的 定点 , 连结 04、CB， 若 04? 上 COB2 一 定 ， 
求 弦 483 的 中 点 的 轨迹 。 

解 设 4B 的 中 点 为 忆 ， 

C42 十 CB3 一 212， 


C 
则 B 
C42 十 CB2 < 和 SF 
一 2(CP2 十 4P2) . 
G 0 
即 
2(CP2 十 4P2) 一 213. 
又 4P? 一 402 一 OP2， 
所 以 ， 213 一 2(CP2 十 402? 一 OP2) ， 
“CRP2 一 0 忆 一 妇 一 403 《〈 定 值 ) . 


这 就 是 说 , 点 书 到 两 定点 CO 的 距离 平方 
差 为 定 值 。 

所 以 若 点 刀 把 线段 OC 分 为 : 
CD2 一 0OD2 一 12 一 403， 
则 点 己 的 轨迹 是 过 点 忆 而 垂直 于 OC 的 直 
线 ( 问 题 1834) 。 又 从 CO 作 弦 C 妇 、CF， 使 

CBE3 一 CO72 一 212， 

设 0C、CF 分 别 与 上 述 直 线 交 于 G、 忆 ， 则 
CG、 是 轨迹 的 界限 。 

1666.，， 在 定 三 角形 4BC 的 边 4B、4C 
或 其 和 长 线 上 ,分别 取 点 @、 忆 ,使 

4B.49 一 .40C.4P， 

求 线 段 P@ 的 中 点 忆 的 轨迹 。 

解 由 假定 4B.449=4C'4P， 可 知 怪 、 
4、 有 、C 共 圆 。 入 

4P9G= DB。 

又 A4BC 是 定 三 角 
形 , 所 以 一 2 的 大 小 一 
定 。 从 而 得 出 ，~4PO 
的 大 小 Et 定 。 所 以 ， 
人 A4Pg 的 形状 一 定 ， 罗 的 方向 -- 定 。 

作 直线 冯 广 平行 于 P9, 设 五 为 WT 的 中 
点 ,， 则 Pe 的 中 点 了 在 连结 4B 的 直线 上 。 


@'P' 平行 于 MN,， 9P' 与 4B、40 的 交点 分 
别 为 @'、P'。 砚 为 
LA4PGO' 一 4MN 一 B， 
所 以 B、C、P'、98' 共 贺 。 从 而 得 出 ， 
4B.49' 一 40C.4P'。 
所 以 点 刀 适合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 以 4 为 一 端 过 吾 的 半 
直线 。 

1667,， 四 边 形 4BCD 内 接 于 定 圆 O， 两 
组 对 边 B4、Cr 及 4D、BO 的 延长 线 分 别 
交 于 点 环 、 马 , 若 至 有 为 另 一 定 圆 0 的 弦 , 求 
2E 的 中 点 到 的 轨迹 。 

解 ” 设 园 CO、 园 C: 的 半径 分 别 为 9， 则 
石 瑟 . 如 0C 忆 

一 已 0O2 一 M3， 


刀 4. 了 7 甩 
一 TO3 一 "2 
@@ 
由 巴 十 折 ， 
根据 问题 1380 
得 


羽 万 ?一 五 03 十 已 O3 一 272。 


MBa 一 ra 一 O'a02. ” 国 
又 Bos+FD?=2(DMa 二 ME9)， 
4 了 7 吾 2 一 万 12，， 


4 了 MX 矶 3 一 如 02? 十 万 03 一 273 
一 20M2 二 24B2- 272。 
MB2 一 Oa03 一 72。 @@ 
由 四、@, 得 
OM2-O'M3 一 72 二 ra。 
由 此 可 得 ,点 并 的 轨迹 是 以 OO' 的 中 点 尺 为 


图 心 ,半径 的 长 竺 于/ 衬 士 王 -ON? 的 加 


1668.，， 如 图 ， 在 了 O7 的 一 边 OX 上 
有 两 定点 4 妖 , 在 另 < 
一 边 OF 上 有 两 定点 Dp 


C、D， 连 结 线段 4 
上 的 任意 点 也 与 线  & 

段 CD 上 的 任意 点 0 

9, 设 线段 P@ 的 中 A B 


| 点 为 配 回答 以 下 问题 : 
反之 ， 过 4B 上 的 任意 点 2 作 直线 | 


(1》 当 忆 在 点 妇 的 位 置 上 时 ,点 总 的 轨迹 


一 一 


V 


3. 两 直线 交点 的 轨迹 


怎样 的 ? 

当 卫 从 4 移动 到 五 时 ， 〈D 的 轨迹 有 
怎样 的 变动 ? 

(3) 试 说 出 互 存在 的 范围 , 并 计算 它 的 
积 。 这 里 , 假定 : 

4 一 0 0D 一 D 了 XOZ 一 4。。， 

解 (0 设 4C、4D 的 中 点 分 别 为 如 五 ， 

则 点 五 就 在 互 F 上 移动 ,而 且 瑟 灵 / CD， 


工 
2 一 本 CD 


(2) 当 已 从 44 移 
动 到 召 时 ， 也 的 轨迹 
以 原来 的 长 度 和 方向 ， 
移动 到 6 页 的 位 置 . 


(8) 因为 BF= 杞 CD~ 互 2， 


D 袜 


I 下。 
五 G 百 4B= 豆 


BFBG 一 0 一 个 >， 
所 以 
， 姜 也 G 万 中 的 面积 一 姜 思 .了 G sin 45。 
工 工 工 
训 4 本 2 
7 <^/ 3aD 
4、/ 2 8 “ 


1669， 设 定 圆 O 和 定 线段 4B, 又 线段 
CD 的 两 端 分 别 在 圆 O 


和 线段 4B. 上 . 

(D 车 戏 为 线 眉 CD 
的 中 点 , 则 2 在 什么 范 SC 
围 内 移动 ? 用 斜 线 琢 示 M 
这 个 范围 。 


(2》 试 述 (GD 的 理由 。 8 


解 〈1) 设 定 圆 O, 与 问题 1627 同 理 ， 从 
一 点 4 到 定 圆 的 线段 中 点 的 轨迹 ， 是 以 4O0 
的 中 点 0 为 圆心 ,半径 


的 长 等 于 圆 0 的 半径 
的 圆 。 

因此 , 在 本 题 中 , 当 也 2 胞 多 
固定 而 C 在 加 上 移动 ”2ZZZHZO 
时 , 则 1 在 以 DO 的 中 2 
点 0' 为 圆心 , 半径 等 于 


圆 0 的 半径 的 一 于 的 加 上 . 


其 次 , 当 卫 变动 时 , 圆 0' 的 圆心 , 是 从 04 
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的 中 点 生 的 位 置 ， 移 动 到 0O8 的 中 点 如 的 
位 置 上 ，、 从 而 得 出 ， 这 圆 经 过 的 部 分 ， 是 由 
4 左 半 圆 、 圆 .了 的 右 半 圆 和 两 图 的 外 公 
切线 所 赎 成 的 (包含 边界 ) ， 亦 即 图 中 的 斜 线 
部 分 是 点 允 存在 的 范围 . 

(2) 设 刀 为 4B3 上 的 任意 点 ,0 与 4 可 
的 交点 为 0, 则 0 是 OP 的 中 点 。 若 圆 0 
上 的 任意 点 为 C，CD 的 中 点 为 到 ,因为 


OM- 到 00 


所 以 点 怪 是 在 上 述 的 范围 内 。 
1670.， 在 下 图 中 , 己 在 边 长 为 5cm 的 
正方 形 的 边 上 , @ 在 半径 为 Tcm 的 园 上 , 求 
线段 Cg 的 中 点 
M 存在 范围 的 
面积 可 
解 首先 ， 考 
虑 点 王 固定 在 
正方 形 4BCD 的 边 上 的 情况 . 当 点 @ 在 
妃 上 移 A Db 
动 时 ， 连 结 
Pe, 设 PO 
的 中 点 为 
了 开 ，z8 的 
中 点 为 到 也 
则 点 到 画 出 以 也 为 圆心 , 半径 为 0.5cm 的 
酚 。 
其 次 , 若 王 在 正方 
形 4BOD 的 边 上 移 
动 , 则 刃 画 出 以 五 为 
位 似 中 心 ， 边 为 正方 
形 4BOD 边 的 一 半 的 
正方 形 .因此 ,在 这 个 
正方 形 的 四 边 上 ， 布 
满 半径 为 0.5cm 的 圆 ， 这 些 园 覆 盖 着 的 平 
面部 分 就 是 所 求 的 面积 ， 
& 部 分 的 面积 一 2.5? 一 1.52， 
&' 部 分 的 面积 =0.5X2.5X4， 
w% 部 分 的 面积 一 mx0.52， 
所 以 ， 所 求 的 面积 一 2.52 一 1.523 十 0.5X 
2.5X4 二 mrX0.53=9.735(cm2?) 。 


纪 . 两 直线 交点 的 轨迹 
1671.， 从 定 线段 4B 的 两 端 ， 以 任意 方 
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向 作 平 行 线 4P、B9@，, 求 CP4 万 ,9B4 的 
平分 线 的 交点 五 的 轨迹 。 

解 因为 4P1/B9@， 所 以 

P4B+ AQ9BE4=180。。 
因此 ， 每 个 角 的 一 半 的 和 为 
AR4 二 RBFB4 
“90"。 
从 而 得 出 , 4FB 是 了 
直角 。 

由 此 可 知 , 点 五 的 人 ^ 吕 
轨迹 是 以 4 万 为 直径 的 贺 。 

1672. 从 圆 0 的 直径 4 一端 4， 作 任 
意 的 弦 40C, 在 4C 的 延长 线 上 ， 取 CD 等 于 
40, 求 BO、OD 的 交点 书 的 轨迹 . 

解 在 人 AD4 中 , 因为 DO 是 .43 的 中 点 ， 
C 是 2D 的 中 点 ,所 以 书 是 人 A4BD 的 重心 . 
.DPIDBO=2:3. 

作 BO' 平行 


一 BP:BC=2:3。 
BO'-30B， OP- 呈 0C. 
由 此 可 知 ,点 己 在 以 定点 0' 为 圆心 ,半径 
的 长 等 于 定 长 3 00 的 玫 上. 


反之 , 设 卫 为 圆 0 上 的 任意 点 ， 延 长 3 
与 圆 0 相交 于 点 C， 郑 在 40 的 延长 线 上 取 
点 也, 使 CD= 40.。 

因为 0B 一 00, 所 以 COBC 一 20OCF. 

又 0B=O'P, 所 以 ， 人 O'BP 一 OPPB。 

LOCB 一 -OPPB。 
从 而 得 出 ，O'P1 00， 
久 此 ， ”BOC:BP 一 BO:BO' 一 3:2. 

又 4C=0OD, 所 以 , 已 是 人 A4BD 的 重心 ， 
亦 即 卫 为 BC、OD 的 交点 。 所 以 ,点 书 适 合 
条 件 . 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 0' 为 圆心 以 
本 04 为 半径 的 四 (除去 经 过 4 和 的 直径 
的 两 端 )。 
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1673， 有 两 定点 4、 忆 , 过 点 4 的 直线 
与 过 点 召 的 直线 , 都 从 直线 4 的 位 置 开 
始 ， 以 相同 方向 旋转 , 若 过 4 的 直线 的 旋转 
速度 3 倍 于 过 万 的 直线 的 旋转 速度 ， 求 两 直 
线 的 交点 C 的 轨迹 。 

解 ”因为 4C 的 旋转 速度 为 BC 的 2 倍 ,所 
以 
~C4D 一 2 人 4PO， 

而 

A-CB4TABO4 

一 AC4D. 
所 以 ， ~-CB4= BO4. 
， LO=4F. 

由 此 可 知 ， 点 C 的 轨迹 是 以 4 为 圆心 , 以 
4 为 半径 的 可。 

1674,， 设 定 圆 0， 在 这 个 贺 内 作 定 长 的 
弦 4 在 弦 的 两 端点 作 切 线 , 求 两 切线 交点 
了 的 轨迹 。 

解 连结 04、0OB、OP， 则 

04P=90" 一 OPBP. 
所 以 , 四 点 4、P、D、O 共 园 。 又 OP 是 这 
圆 的 直径 。 

而 4 的 长 度 一 定 。 所 
以 ，O4B 和 0OB4 的 
大 小 一 定 。 从 而 得 出 ， 

AP4B 一 PPB4 人 
(大 小 一 定 ) . 
所 以 ，A4PB 的 形状 和 
大 小 一 定 。 由 此 可 知 ， 
A4PB 的 外 接 圆 的 大 小 也 是 一 定 的 。 因 此 ， 
直径 PO 的 长 度 是 一 定 的 。 

所 以 ,点 三 的 轨迹 是 以 O 为 圆心 ， 以 OP 
( 定 长 ) 为 半径 的 圆 。 

1675，， 在 半径 为 ^ 的 较 中 ， 有 相互 垂直 
的 两 弦 ， 若 各 弦 的 平方 和 为 定 值 到， 求 两 弦 
交点 的 轨迹 。 

解 ”在 圆 0 中 , 呈 为 相互 垂直 的 两 弦 4B、 
CD 的 交点 ， 从 O 向 4B、CD 所作 的 垂 线 
分 别 为 ONM、ON， 设 垂 足 为 允 、_N， 则 

4B2TCOD2 一 4(4M2 十 CN2) 

一 咎 (2 一 OUN2) 十 (2 一 ON2)] 
一 和 2r2 一 (0M2 十 ON2)] 
一 和 (272 一 OP2) 一 态 。 


3. 两 直线 交点 的 轨迹 


。 2r2 有 2 
一 达 - 
/ar 达 
。 0P Var 入 。 
所 以 ， 点 忆 在 以 O 为 圆心 ， 半 径 的 长 为 
2 这 
Var 一 妈 的 加 上 有 


反之 , 设 乙 为 这 个 加 AAAP Ng 
上 的 任意 点 ,过 己 作 相 二 
互 垂直 的 两 弦 4B、CD 
从 O 向 4B、CD 分 别 
为 M、N, 则 
4B2 二 OP8 一 4(4M2 十 CN2) 
一 4[ (72 一 0OM32) 十 (72 一 ON2)] 
一 4(272 一 OF2) 
公 
所 以 ,点 了 适合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 以 O 为 圆心 、 半 径 的 
长 为 W 2r2 一 - 妈 的 加 ， 

1676. 4 是 定 圆 0 的 直径 ,40 为 任 
垂 线 3BD, 求 40 与 瑟 D 的 延长 线 的 交点 卫 
的 轨迹 ， 

解 连结 00, 则 001CD， 

。，001BP， 
EBP 一 2CC0 一 4 也 。 

由 此 可 知 ， 忆 在 以 定点 妃 
为 圆心 ， 以 B4 为 半径 的 
加 上 ， 
圆 上 的 任意 点 ,在 4P 与 定 圆 0 的 交点 C 处 ， 
作 定 圆 0 的 切线 CD, 则 00LCD. 

而 04=OC， DB4=BP。 

。% 040=-4C0,， ~P4= 4PB， 

"， CO PE, CDLPB， 

刘 即 点 卫 适合 条 件 . 

因此 , 点 忆 的 轨迹 是 以 刀 为 圆心 , B4 为 
半径 的 贺 。 


作 垂 线 OM、ON, 垂 足 
一 引 272 一 ( 22 一 二 )]-z2. 
意 弦 ,过 C 作 圆 O 的 切线 ,过 召 向 这 切线 作 
又 0 是 4 的 中 点 ， 所 以 
反之 , 设 己 是 以 如 为 网 心 , B4 为 半径 的 
.。 /400= “4PB， 
1677. 从 定 圆 外 一 点 己 向 这 圆 作 两 条 切 
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线 , 切 点 为 4\B. 过 4 作 任 意 弦 4C, 过 己 
作 直 线 P@ 平行 40, 设 P@ 与 直线 BC 的 交 
点 为 9, 求 点 的 轨迹 。 

解 ”因为 己 是 定点 ,所 以 4 已 也 是 定点 . 


设 @ 为 适合 条 件 的 
吉 , 则 5 一 到 
5 NS 
AP495 & R 双 
一 4CPB 
=AP4B (一 定 ). 


由 此 可 知 , 适合 条 件 的 点 ,都 在 过 忆 . 4、 五 的 
圆 上 。 
反之 , 设 和 为 这 圆 上 的 任意 点 ，B9 与 定 贺 
的 交点 为 C, 则 
AP9B= -P4B= 40B。 
P914C， 
从 而 得 出 , 圆 上 的 点 适合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 贺 书 43， 

1678.，， 定 长 线段 MA 的 两 端 ,在 另外 相 
交 的 两 定 直线 瑟 罗 '、 了 了 Y' 上 移动 ， 从 MK 
分 别 作 所 在 的 定 直 线 开 和 了 了 的 垂 线 , 求 
两 垂 线 的 交点 书 的 轨迹 。 

解 设 MN=a( 定 长 )， 作 A 人 OU 的 外 . 
接 圆 , 则 

AOMP= -ONP 
一 90". 
所 以 点 卫 在 这 贺 上 ，X: 
且 OP 是 这 圆 的 直 鲜 / 浊 
径 。 一 


一 一 已 


而 AOMN 的 外 接 
圆 的 蓄 MX 是 定 长 ,而且 对 这 弦 的 _ ZNOM 
也 是 一 定 的 ， 所 以 不 论 WAN 的 位 置 怎样 , 这 
圆 的 大 小 总 是 一 定 的 .由 比 可 知 , 这 较 的 直径 
OP 的 长 度 也 是 一 定 的 。 因 此 点 三 在 以 0 为 
圆心 ，OP 为 半径 的 圆 上 。 

反之 ,在 这 个 圆 上 取 任意 点 @, 向 忆 X'、 
YZ' 分 别 作 垂 线 9M'、9N'， 则 四 边 形 
0OM 人 ON ' 内 接 于 直径 是 0O8 的 吏 。OP=09， 
所 以 , 以 09、OP 为 直径 的 两 圆 相等 是 

ION' 一 MON， 

所 以 MON'MNa。 
因此 , 点 己 的 轨迹 是 以 两 定 直线 的 交点 为 阅 
心 ，OP 为 半径 的 圆 。 

1679。 定 三 角形 4BC 的 两 边 _LB、4C 
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的 中 点 分 别 为 K、N， 过 4 作 任 意 直 线 ， 从 
了 B、C 向 这 直线 作 垂 线 , 垂 足 分 别 为 8、 忆 , 求 
两 直线 QM、ZBN (或 延长 线 ) 的 交点 一 的 轨 
迹 。 
解 由 假定 ， 得 49B=-90"，~4FCO 一 
90" . 
因为 戏 、W 分 别 是 4B、4C 的 中 点 , 所 以 
AQG@4M = 4QM， 
AN4R 一 4FN。 
盖 =_B4C。 
又 因为 人 B4C 一 定 ， 
所 以 人 P 也 一 定 . 设 O 
为 BC 的 中 点 , 则 
MON 一 B40。 
AMPN 一 MON。 
出 此 可 得 ,四 点 、M、O、 忆 共 圆 , 亦 即 点 忆 
在 AMNO 的 外 接 贺 上 。 
反之 ， 可 以 证 明 ， 在 这 个 圆 上 的 点 适合 条 


件 . 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 AMWNO 的 外 接 圆 。 

1680， 一 直线 平行 于 人 42BC 的 底 边 
230, 它 与 4B、40 的 交点 分 别 为 豆 、， 求 
梯形 BCX 吾 的 对 角 线 交点 O 的 轨迹 . 

解 ” 设 梯形 BCX 怪 的 对 角 线 BBF、C 瑟 的 
交点 为 O, 过 0O 帮 2B0 的 平行 线 与 4B、4C 
分 别 交 于 点 瓦 、 开 ， 则 O 玖 =OK (根据 问题 
1032) ， 延 长 40 与 BC 及 
的 交点 为 D， 则 刀 是 
30 的 中 点 。 因 此 ,点 O 


在 中 线 .42 上 。 
反之 , 可 以 证 明 ，4D 

上 的 点 都 适合 条 件 . B CC 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 A45C 的 中 线 4D. 
1681, 设 任意 唤 7 与 两 定 贺 4、 忆 分 别 


相交 , 两 贺 4\D 的 本 
公共 蓄 与 瑟 、Z 的 > 全 
公共 弦 的 交点 为 P， 
求 点 卫 的 轨迹 。 了 
解 设 圆 4、B 与 圆 的 交点 分 别 为 C、 
也 与 了 、 丽 , 又 CD、 了 8 的 交点 为 P， 从 一 
向 贺 4、 瑟 所 作 的 切线 分 别 为 PT、P7… 则 
PIT2 一 PCO.PD 
一 忆 局 . 忆 四 
一 DTI2， 


从 而 得 出 ， 

PT 一 PT 

于 是 ， 由 间 
题 .1835 可 知 
点 忆 的 轨迹 是 
两 圆 4、 如 的 

1682,， 若 两 个 不 相交 的 圆 0、O 的 加 心 
一 定 , 当 半 径 变 化 时 , 求 两 圆 公 切 线 交点 的 轨 
迹 


解 设 了 为 两 加 0O.O' 的 内 公 切 线 的 交点 ， 
@ 


忆 为 它们 Q6 
的 外 公司 懂 一 交 CT 
的 交点 ， 则 P ON 
PP、 书 在 连 人 
心 线 OO 上 . 


又 著 纺 为 一 外 公 切 线 和 一 内 公 切 线 的 交点 ， 
连结 09、0 咏 ， 则 显然 

090' =-90。". 
所 以 ， 点 @ 在 以 00' 为 直径 的 圆 上 。 因此 ， 
所 求 的 轨迹 是 过 O、O' 的 直线 和 以 线段 OO 
作 直 径 的 圆 。 

1683. 两 圆 相交， 过 其 中 一 个 交点 4 的 
定 直 线 , 与 两 圆 的 交点 分 别 为 3、C,， 过 了 44 的 
任意 直线 与 两 圆 的 交点 分 别 为 刀 、@， 求 
PB、CQ@ 或 其 延长 线 的 交点 五 的 轨迹 。 但 假 
定 瑟 、 卫 与 C、 分别 在 同一 个 贺 上 。 

解 设 王 为 忆 B、C9 的 交点 ，4 为 两 圆 
的 公共 弦 。 连 结 BD、CZD， 则 

A4DB= BEPe， 
/4DPOo=PeR.。 


(\D) (9 
/BRCABDC=180*，( 图 了 
或 ABRCO 一 ~BDO. (图 3) 
由 此 可 知 ,点 瑟 在 圆 BDO 上 。 
合 条 件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 ABCD 的 外 接 园 。- 
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1684. 两 定 圆 0、O' 相交 , 过 其 中 一 个 | 径 )。 又 O、M、B 在 一 直 B PP 
交点 4 作 任意 割 线 ， 与 这 两 图 分别 交 于 点 | 线 上 ， SS 
B、C, 求 BO、CO' 的 交点 卫 的 轨迹 。 LOBP=90。， 

解 ” 设 两 圆 0、O' 的 交点 为 4、4% 则 DBM LOP， 

AB= 04B， 0C= -0.40. … 0OM.OP 一 OPB2 一 72。 
而 所 以 , 点 卫 的 轨迹 是 点 
_BPC 开 的 轨迹 关于 点 O 的 反 形 (问题 1687) ， 

一 180。 一 (BC)， 而 点 1 的 轨迹 是 圆 , 所 以 , 点 卫 的 轨迹 也 

和。 人 BPC=AO40' 是 一 个 圆 (问题 1687) 。 


一 A040) 注 当 0OM.OP= 人 2 一 定 ) 时 ， 点 了 的 
所 以 , 点 书 在 A4'O0' 的 外 注 贺 上。 轨迹 称 为 点 戏 的 轨迹 的 反 形 , O 时 做 反 演 
反之 , 设 卫 为 这 圆 上 的 任意 点 ，PO、| 中 心 , 宛 巴 做 反 演 等 。 
PPO' 分 别 与 圆 0、O' 相 1687，， 连结 定点 O 与 定 圆 旬 上 的 任意 
交 于 点 也、C. 连结 B4、 ，| 点 到 ， 若 在 线段 ODM 或 其 延长 线 上 取 点 忆 
C4, 则 使 0Mf .OP 一 mm2(0m 是 定 长 线段 ), 则 点 卫 的 
轨迹 是 一 个 圆 。 
] 
| 


APO4 一 204PB， 
APO4=3.A04C， 解 ” 作 过 O 的 直径 4B， 人 上 上 , 取 点 
44、 万 ,， 


OPO' 一 040'。 使 
04. O OZB; 2 SN 及 


而 四 边 形 PO4O' 的 内 角 和 为 360*， 即 2， 地 一 本 Sn 
PO4 二 APO'4 Ta3AO4O' 一 360*. 则 有 
OP.0OM=-O4.04 一 0B .05'. 


"04BTO'L4O 二 04O0' 一 180" . 
由 此 可 知 ， 好 、4、5C 成 一 直线 。 所 以, 点 卫 | 因此 , M、P、4、4 共 圆 ,M、P、B'、 互 也 共 
圆 . 


适合 条 件 ， 
因此 ,点 王 的 轨迹 , 是 人 4O00 的 外 接 图 . 由 此 可 得 ， 
AM4B= -MP4， 、 OO 
四 


1685， 在 定 圆 O 内 有 一 定点 已, 以 卫 为 
AMB4=-OPB'。 


一 顶点 作 和 矩形 P4Bqg, 使 相 邻 的 两 顶点 4、 召 


在 圆 0 上 ， 求 矩形 P4B9 的 对 角 线 的 交点 | 而 4 是 直径 ， 所 以 


了 的 轨迹 。 
解 设 P4B9 为 矩形 . 因 对 角 线 49、BP 区 9 
的 交点 了 ,总 是 已 的 中 点 ， BR 党 


又 4、 五 是 定点 ， 
04.04' 一 0B.OB' 一 2 
所 以 4、 屯 也 是 定点 。 因此 ， 点 三 在 以 
43 为 直径 的 五 上 ， 
反之 , 可 以 证 明 这 圆 上 的 点 适合 条 件 。 
六 丝 ， 所 求 的 轨迹 是 以 


所 以 , 与 问题 1627 一 样 , 所 AK 一 
求 的 轨迹 就 是 从 三 向 圆 所 作 
线段 的 中 点 的 轨迹 , 即 以 EO 
的 中 点 六 为 圆心 ， 半 径 的 
长 为 加 0 的 半径 之 半 的 圆 。 
1686， 有 定 圆 0 和 定点 4 过 4 作 目 


互 垂直 的 直线 ， 分 别 与 略 交 于 点 了 B、C, 在 纺 | 443 为 直径 的 圆 。 ， 
BC 的 两 端 作 切 线 BP 和 CP, 求 这 两 切线 的 注 “这 阅 叫 做 圆 @ 关 于 
交点 也 的 轨迹 。 点 0 的 反 象 。 
解 设 允 为 BC 的 中 点 ， 由 癌 题 1664 可 若 点 0 在 圆 @ 上 ,了 
知 ,点 2 的 轨迹 是 以 O4 的 中 点 W 为 圆心 ，} 是 使 
BO.P'O 一 M2 


RE 2 
半径 长 为 W 全 -ON? 的 图 (r 是 国 0 的 兴 的 定点 ,这 时 , 点 忆 的 雪 迹 变 成 过 定点 囊 而 
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垂直 于 定 直径 0B 的 直线 XZ (参看 问题 
1876) 。 

1688. 设 平行 四 边 形 4BCD 的 边 4B 
的 位 置 和 大 小 一 定 ， 又 BC 的 长 度 一 定 ， 求 


CA 了 的 平分 线 的 交点 卫 的 轨迹 . 
解 连结 4B 的 中 

点 M 和 天， 并 延长 / /AT 

MP 与 0D 交 于 点 G， /LA 7 

又 CP、DP 的 延长 <“ 


线 与 4 也 、BC 分 别 交 于 一 、 媚 ， 则 
DBO=- BOB= DOB。 
DZ DO。 
又 ADFO=A4DF= -CDF， 
.… COF 一 DO. 
于 是 DD 刀 =C7。 
所 以 四 边 形 刀 FCD 是 平行 四 边 形 。 从 而 
得 出 , 忆 是 0 召 的 中 点 。 所 以 MP 4D。 因 


此 , @ 是 CD 的 中 点 。 
而 ADPO=90"。 
'，PG= DG. 


又 CD=4B( 定 长 ), 所 以 PG 也 是 定 长 . 

而 MKG 等 于 BC， 是 定 长 。 因 此 ，MZP 一 
MG 一 PG, 是 定 长 。 所 以 ,点 也 在 以 1 为 加 
心 , 以 MP 为 半径 的 圆 上 。 

反之 ,容易 证 明 ， 这 个 圆 上 的 点 适合 条 件 . 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 这 个 圆 。 

1689， 在 定 三 角形 4BC 中 , 内 接 平行 四 
边 形 BDBB, 它 和 人 A4BC 有 公共 角 五, 求 这 
平行 四 边 形 的 对 角 线 的 交点 了 的 轨迹 

解 ”因为 忆 是 对 角 线 妃 刀 点 所 以 点 
书 的 轨迹 , 与 从 点 互 到 
线段 40 上 各 点 的 连结 SC 
线段 的 中 点 的 轨迹 相 一 纪 
致 。 因 此 ， 由 问题 1622 /去 
可 知 ， 所 求 的 轨迹 是 连 B DTD C 
结 4B 的 中 点 允 与 BC 的 中 点 信 的 线段 
2N。 


1690， 作 A4BC 底 边 BC 的 平行 线 , 与 


4B、40 的 交点 分 别 为 D、 刀 ,从 万 五 向 | 


-20 作 垂 线 DBE、2G， 得 到 矩形 DFG 妃 ， 求 
这 个 矩形 对 角 线 的 交点 一 的 轨迹 . 
解 设 乒 为 如 的 中 点 , 连结 4BR, 并 延 


长 4 尽 与 BC 交 于 点 好。 因为 也 B]/ BO, 所 | 


以 到 是 BC 的 中 点 。 
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其 次 ,从 4 向 50 作 垂 线 4N， 人 向 CC 
作 垂 线 RS,， 则 ES 过 
疡 ， 目 万 是 ES 的 中 

又 RS1/4N， 若 工 
2 昂 ” 汪 FMSNCEO 

反之 , 若 己 是 疏 忆 上 的 任意 点 , 从 一 向 O 
作 垂 线 PS, 设 SP 的 延长 线 与 4 到 的 交点 为 
瑟 , 从 刀 作 3C 的 平行 线 厂 刀 , 作 和 矩形 DFG 卫 . 
容易 证 明 ,， 这 和 矩形 的 对 角 线 在 点 己 相交 。 

因此 ,从 4 向 BC 作 垂 线 4N， 设 工 为 4N 
的 中 点 , 开 为 BC 的 中 点 ,连结 ZX, 则 线段 
乙 1f 就 是 所 求 的 轨迹 。 

1691.,， 平行 四 边 形 如 BFG 互 , 内 按 于 四 边 
形 4BCD, 若 平 行 四 边 形 的 -- 边 ， 平 行 于 原 
下边 形 的 一 条 对 角 线 ， 求 这 平行 四 边 形 对 角 
线 的 交点 书 的 轨迹 。 

解 设 BB14C, 则 互 GHJ4O，。 

BP BF EGG DG 


一 一 一 


FFC 1/ DBDPD. 

同 理 可 得 ， 

万 刀 1 万 也 . 

若 M、N 分 别 为 
2BD、40 的 中 点 ，M4 
与 将 刀 、WMC 与 FG 下 
的 交点 分 别 为 互 、 乙 则 玲 、 工 是 至 刀 、TG 
的 中 点 。 从 布 得 出 , 口 刀 8G 互 的 对 角 线 的 交 
点 一 是 到 二 的 中 点 ,而 有 耳 到 也 了 4C， 所 以 点 
卫 在 线段 歼 方 上 。 

反之， 容易 证 明 , 在 线段 MN 上 的 点 适合 
条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 线段 MN 。 

1692， 了 为 定 弧 4MEB 工 的 任意 点 ， 
4 号 的 中 点 为 CO, 连结 0M,， 又 也 为 线段 CM 
的 中 点 , 若 呈 D、4P 的 延长 线 分 别 与 1M4、 
ME 交 于 点 忆 、9, 求 点 书 、@ 的 轨迹 。 

解 作 CN 平行 于 了 BP， 
则 


4 一 NP。 
又 NP= PWM， 


2 
4 本 4M， 


3. 两 直线 交点 的 轨迹 


因此 , 若 在 4 上 取 点 一 ， 使 
4P'= 了 4B3。 


连结 PP'， 则 PP' 1 MB. 

LA.4PP' 一 4MB (〈( 一 定 )， 
为 此 ,点 古 的 轨迹 是 以 4P' 为 弦 , 所 含 弓 形 
角 等 于 圆周 角 42 吕 的 弓形 (对 4ZB 而 言 与 
弧 4MEB 在 同 侧 ) 驶 (问题 1620). 同 理 可 
得 ,点 纺 的 轨迹 也 是 一 个 弓形 允 。 

1693. C 为 线段 48 上 的 任意 点 ， 以 
40C、0CB 为 边 ， 在 4 的 同 侧 作 正 三 角形 
40D、CPB 刀 ,和 若 五 为 4 妃 、BDBD 的 交点 , 求 点 
五 的 轨迹 。 

解 在 人 408 和 人 DOB 中， 

40= DO，0CZB=CB， 

AL40OB 一 DOB， 
…，A 人 4CFcs2ADOB。 
于 是 

A4BO= DEC。 
因此 ， 了 、C、Z、 卫 共 
欧 。 


.。 /万 1 一 BCOB 一 60*。 
由 此 可 得 ， .4 万 B 一 120"。 
所 以 , 刀 在 以 4B 为 弦 ， 所 含 四 周 角 等 于 
I20*” 的 弓形 驳 上 ， 

反之 , 设 王 为 这 驱 上 的 任意 点 ， 过 点 瑟 作 
这 性 的 切线 与 4 刀 的 延长 线 交 于 点 瑟 , 则 

也 BF 一 7F4P， 
.AL47B 二 4PB=I80"。 
而 .4 万 万 一 120。。 
.4B 万 一 60*. 

因 比 , 若 在 B4 上 取 BO 一 也, 作 人 ACB 了 , 则 
ACB 刀 是 正三 角形 。 又 过 点 C, 作 CD 平行 
于 BZB, 与 B8 的 延长 线 交 于 点 九 。 在 
ADoB 和 和 A4C 万 中 ， 

COB 一 0C 妈 ， CDB= FFB 一 一 瑟 40， 

ADO4 一 -BBCO=60。(…” DO1J BEP)， 

“。 DOB 一 40 刀 一 120。， 
.人 DOB22 和 人 人 40 了 (两 角 夹 边 ) 。 
。 DO= .40。 

而 DPCO4=60"， 所以， 人 40C7D 是 正三 角 
形 。 

因此 ,所 求 的 点 五 的 轨迹 是 这 个 圆 弧 。 

1694， 点 卫 在 定 三 角形 4BC 的 外 接 


为 则 
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上 ,连结 三 与 垂 心 豆 的 直线 和 关于 点 乙 的 
这 三 角形 的 西 摩 松 线 相交 , 求 交点 的 轨迹 。 
解 设 人 A4BO 的 外 


心 为 0， 连 结 妞 P， 则 TS 
关于 点 卫 的 A4BC 的 信 


西 摩 松 线 把 豆 忆 两 等 分 2 
(根据 问题 672) 。 设 分 As 


点 为 屯 。 若 互 O 的 中 点 
9B-- 子 OP. 


因此 ， 点 忆 的 轨迹 是 以 点 9 为 圆心 以 
去 OP 为 半径 的 现 , 亦 即 是 A4BC 的 九 点 加 


《参考 问题 675) 。 


1695， 在 定 三 角形 4BC 所 在 的 平 而 内 
取 一 点 W， 连结 M4、MB、MCO. 若 过 4 而 
垂直 于 双 4 的 直线 ,过 瑟 而 垂直 于 MB 的 直 
线 , 过 C% 而 垂直 于 MC 的 直线 相交 于 一 点 ， 
则 点 开 的 轨迹 是 怎样 的 。 

解 设 为 适合 条 件 的 一 点 , 看 直 于 MC 
的 直线 CP, 与 垂直 于 对 万 P 一 ~-A 
的 直线 BP 相交 于 点 书 ， 

则 已、 瑟 、 好 、C 共 圆 ， 且 
2 是 这 加 的 直径 . 

同 理 可 得 ,已 、4、C、 政 “ 
共 圆 ，PM 是 这 圆 的 直 以 
径 。 由 此 可 知 ,点 戏 、 卫 在 A4BC 的 外 接 图 
上 . 因此 ,点 戏 的 轨迹 是 A4BC 的 外 按 圆 。 

1696， 4B 为 圆 0 的 定 直径 , C 为 国 上 
的 定点 ， 过 点 C 的 切线 为 WMN， 由 了 MXN 上 
的 任意 点 刀 作 融 O 的 切线 再， 从 卫 作 4 
的 垂 线 DF， 与 妨 交 于 忆 求 点 三 的 轨迹 。 

解 因为 了 妃 是 切 
线 ， 所 以 ， 

DFPB 一 一 4P。 


又 [ < 小 
L4BB=90* 一 人 PP4， LN 


所 以 ,四 边 形 马 47P 内 
接 于 圆 。 
也 4 一 DP7. 
DTHP= 一 DPT 万 ， 
从 而 得 出 ，“” 了 P 一 也 万 . 
又 若 40 与 刀 四 的 交点 为 忆 , 则 同 理 可 得 
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DP' 一 DO. 
而 DO= DT，…，DP=DP'. 
由 此 可 得 ,点 书 ' 与 点 卫 相 重合 。 因 此 ,， 太 
与 3 万 的 交点 在 定 直线 4O 上 。 


反之 ， 在 40 上 取 点 @9， 从 久 作 4 的 垂 
线 98， 设 耻 @ 的 延长 线 与 MY 的 交点 为 
也 '。 与 前 面 同 理 可 得 ， 了 DC= 了 9 

其 次 , 从 也 ' 作 切线 也 ' 吾 ' 若 吾 ' 卫 与 忆 下 ' 的 
交点 为 @8'， 则 也 和 一 也 万 。 而 DO 一 也 刀 '.。 
TD9=DQ' .从 而 得 出 , 点 旨 与 点 驴 相 
重合 。 由 此 可 知 , 点 @ 适合 于 给 定 的 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 直线 4C. 

1697， 在 定 贺 O 中 ， 两 直径 404/ 
.30B' 相互 垂直 ， 过 五 的 纺 BD 与 4O4 交 
于 点 C, 过 点 C 作 重 直 于 404' 的 直线 ， 与 
过 四 OO 上 一 点 刀 的 切线 相交 于 点 己 求 点 
卫 的 轨迹 。 

解 ”因为 “0DP= -0OCP=90。 所 以 O、 
CO、 也 、 卫 共 圆 . 


又 
CDB'- -0COB' 一 90". 
所 以 0、C、 刀 、 殖 也 
共 圆 。 由 此 可 得 , O、C、 
D、P\、 了 ' 共 圆 , 从 而 得 
出 , 四边形 OPPB' 内 接 于 这 个 国 。 

…，OBDP=-ODP=90", 
因此 , 若 过 点 刀 ' 作 垂直 BB' 的 直线 , 则 点 书 
在 这 直线 上 。 由 此 可 知 ,点 了 的 轨迹 是 过 点 
了 所作 圆 O 的 切线 。 

1698. 在 圆 0 中 , 两 定 直径 愉 民 '/、 了 三， 
相 屯 垂直 ， 又 作 相互 垂直 的 任意 两 半径 04、 
OB， 从 4 作 平 行 于 X， 从 厂 作 平行 于 
了 Y' 的 直线 , 求 这 两 直线 的 交点 忆 的 轨迹 。 

解 因为 D_ __ Y 6 

40PB=90"， P 

.4PB 一 90， 

所 以 ,4、O、 了 3、 卫 共 园 。X| 

。… 和 人 4PO= 人 4PBO 
一 45”. 


又 4P1/oOz， 2 
所 以 ， APOX 一 -4PO. 
PO 一 45". 


所 以 ,点 了 在 定 角 怀 OY 的 平分 线 上 ， 
设 在 屋 、 工 处 的 切线 相交 于 点 C, 则 G 也 


轨 迹 


是 适合 条 件 的 点 。 所 以 ,点 三 在 GO 上 。 

反之 , 容易 证 明 GO 上 的 点 , 适合 于 给 定 的 
条 件 。 

因此 ， 作 边 平 行 于 圆 O 的 定 直 径 的 外 切 
正方 形 DB8G, 则 这 个 正方 形 的 对 角 线 G 瑟 、 
了 F 就 是 所 求 的 轨迹 。 

1699. 人 4.50 为 等 表 三 角形 , 以 顶点 4 
为 圆心 作 任意 贺 ， 从 底 边 两 端点 互 、C,， 分 别 
作 这 个 贺 的 切线 ， 求 这 两 切线 交点 下 的 轨 
解 ”从 BC 分别 作 圆 4 的 切线 瑟 刀 .COCF， 
切 点 为 召 、。 设 五 如 、O7 的 交点 为 邓 y 
则 在 图 ( 蕊 的 情况 下 : 

4 一 4C，4 刀 = 477， 
.4 万 8=90。= _ 470， 
“， 人 A 人 41BPBcA4FO0. 
.4BZ 一 一 4CR， 
从 而 得 出 ， MBC= MGOCB. 
所 以 ， 人 MBC 是 等 攻 三 角形 。 由 此 可 知 , 点 
开 在 .BC 的 垂直 平分 线 又 Z 上 。 

反之 ， 在 直线 刁 了 Y 上 取 任 意 点 政 , 连结 
PDM、CM， 并 延长 EM 、CM。 从 4 作 瑟 秦 、 
COM 的 垂 线 ， 则 容易 证 明 这 两 垂 线 相等 。 由 
此 可 知 ,以 4 为 圆心 , 以 4 尽 ( 或 4 玉 ) 为 半径 


的 圆 与 BMN、C3d 相 切 。 
x 
工 己 
全 人 
六 


(1) (2) 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 BC 的 中 垂 线 。 
其 次 , 在 图 (2)7 的 情况 下 : 

。 人 4BPFceA 人 4FO， 
]B4 画 一 0O4F。 
因而 BE4Z=B4C( 一 定 )。 
因为 ”4BM = -47M=90。， 
所 以 四 边 形 4B 28 内 接 于 贺 . 
于 是 ADBMCO= 了 B4F=B40。 
由 此 可 得 ，B、4、M、C 共 圆 . 
_ 所以， 下 在 A4B0O 的 外 接 罗 的 弧 B4O 
上 。 同 理 可 以 证 得 点 1' 也 在 这 弧 上 。 


3. 两 直线 交点 的 轨迹 
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解 - 设 3 为 4P、 89 的 交点 ， 2 为 圆心 


反之 , 容易 证 明 , 这 缴 上 的 点 适合 条 件 。 


条 件 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 弧 B4C. 

1700.。 在 定 人 4B0O 中 ，~.4=90"*， 作 
BO 的 垂 线 劝 1 与 4 交 于 点 也 与 C4 的 
” 延长 线 交 于 点 卫 。 若 BB、CD 的 交点 为 书 ， 
则 当 殖 在 线段 BC 上 移动 时 , 点 三 的 轨迹 是 
怎样 的 ? 

解 在 人 了 BC 中， 也 BBC，P4 OP， 
所 以 ， 刀 是 三 角形 的 垂 和 . 

心 。 
"CD1 BF， 
~BPO=90". 
因此 , 点 乙 在 以 BC 为 P 
直径 的 网 上 。 

反之 , 设 三 为 这 殉 上 
的 任意 点 ， 直 线 C 与 
B4 的 交点 为 也 车 40 与 2BP' 的 交点 为 
九 ， 则 C 是 三 角形 BD 写 的 垂 心 。 所 以 ， 
也 ' 刀 是 垂直 于 BO 的 直线 。 由 此 可 知 ,， 点 
己 ' 适合 条 件 。 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 BC 为 直径 的 圆 。 

1701， 在 人 4BC 中 , 边 50 的 大 小 、 位 
置 一 定 ， 项 角 4 的 大 小 也 一 定 ， 一 4 的 平分 
线 4D 与 从 C 所 作 4 的 垂 线 C 交 于 已 
求 交点 三 的 轨迹 . 

解 设 4 的 延长 线 与 A4BC 的 外 接 贺 
的 交点 为 丈 , 则 五 是 引 
2BC 的 中 点 。 又 
LOCPR 4P 太 


ES 
一 90" 一 于 Z4 


( 定 角 ). 
而 C、 刀 是 定点 ， 所 以 
点 忆 的 轨迹 是 以 CF 为 纺 , 所 含 的 弓形 角 等 
于 (90" 一 翅 4) 的 弓形 红 。 

但 是 ， 当 4 趋 近 于 吾 的 极限 位 置 时 ,在 点 
也 作 切 线 , 则 适合 条 件 的 点 , 变 成 从 C 向 切线 
作 的 垂 线 与 弓形 弧 的 交点 G， 所 以 G 是 轨迹 
的 界限 点 。 因 此 , 所 求 的 轨迹 是 弧 CPG- 

1702。 在 定 线段 4B 上 ， 作 一 个 含 60* 
角 的 弓形 , 在 这 弧 上 稚 取 任意 弧 Pg, 使 它 所 
对 的 圆心 角 为 80" 求 两 直线 4P、B9 的 交 
点 8 的 轨迹 . 这里, 假定 交点 在 弓形 的 外 而 ， 


4PB 一 60”， 
“。 .4O0P=1230”。 
所 以 ， 劣 红 4 了 3 是 
圆 0 的 子 - 


其 次 ， 在 这 弓形 
弧 上 截取 任意 驱 
2Z@, 使 它 所 对 的 圆心 角 是 60", 则 弧 P@ 是 
加 0 的 亏 . 于 是 (个 一 芍 ) 是 四 0 的 子 。 

刘 问 是 题 325 可 以 知道 ， 4SB 等 于 张 在 
( 念 一 -0) 上 的 圆周 角 。 所 以 ， 一 4SB 一 
30"。 因此 , 点 & 的 轨迹 是 张 于 线段 4B 上 ， 
所 含 圆周 角 等 于 30*" 的 弓形 弧 . 但 须 注意 , 若 
在 4、 巨 上 作 定 弓形 的 切线 4 马 、BP， 则 这 
轨迹 是 夹 在 这 两 切线 但 的 一 段 弓 形 弧 。 

1703.， 在 定 圆 内 ， 以 定 直径 和 定 长 弦 为 
一 组 对 边 作 内 接 四 边 形 ， 求 这 四 边 形 的 对 角 
线 交 点 的 轨迹 。 

解 在 定 圆 内 , 设 4B 为 定 直径 ，CD 为 定 
长 弦 , 内 接 四 边 形 4BCOD 
的 对 角 线 的 交点 为 忆 , 则 
/4PB 

一 4DB+ Da40。 

而 4DB=90。， 
AD40 是 张 在 定 长 弧 DC 
上 的 圆周 角 , 所 以 是 定 角 . 由 此 可 得 , 人 .4PB 
为 定 角 。 因此 , 点 了 在 以 4B 为 纺 ， 所 含 贺 
疝 角 等 于 定 角 4PB 的 弓形 缴 4PB 上 。 

反之 ,可 以 证 明 , 这 弧 上 的 点 适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 弧 4PB。 但 必须 注 
意 ， 这 轨迹 是 由 关于 4 互相 对 称 的 两 个 弧 

所 组 成 。 

1704， 设 4 为 定 圆 O 上 的 定点 ， 在 弦 
4 妇 的 延长 线 上 取 一 点 书 , 作 圆 0 的 切线 
PPT， 使 P4 等 于 PZ 的 勾 倍 ， 求 点 三 的 轨 
迹 。 

解 ” 设 P4:PT 一 MI, M>1。 

。 P1 是 切线 ，.…。 PIT2=P4.PB。 
于 是 ， 
了 42:PT2 一 P42:P4.PB 一 72:1。 
:， P4:PB 一 Mi2:1。 
设 定 贺 的 圆心 为 O, 在 40 上 取 点 C, 使 
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又 .44O=5O， 
所 以 4O=CP. 


因此 , 点 也 的 轨迹 是 以 A 
定点 0 为 圆心 、 定 长 
C4 为 半径 的 圆 。 

当 办 一 1 时， 轨迹 变 成 在 点 4 的 切线 ; 当 
Mi<I 工 时 , 轨迹 是 以 上 所 求 的 轨迹 ， 在 切线 相 
反 一 侧 的 贺 。 

1705.， 在 定 三 角形 4BC 中 ,与 人 4 相 
令 的 外 角 的 平分 线 94R 上 , 于 点 4 的 两 旁 
取 点 Q@、 忆 ,使 49.4BR=4B.L4O， 求 9B、 
BC 的 交点 卫 的 轨迹 。 

解 因为 49:4B=4C:4R， 而 且 

994 一 R4C) 
所 以 ， 人 A495A 人 4CR。 
AQ 一 4OR、 Q 

由 此 可 得 ，4、9、 

卫 .C 共 圆 . 
人 卫 一 一 R4O 


。 工 


又 B、C 是 定点 ， 也 
所 以 在 以 BC 为 弦 , 所 含 圆周 角 等 于 90” 


一 至 2.4) 的 引 形 弧 BPC 上 。. 


反之 ， 容 易 证 明 ， 这 弧 上 的 点 适合 条 件 。 

又 因为 ,关于 点 4\Q 与 玉 的 取 法 可 以 交 
换 次 序 , 在 这 种 情况 下 , 适合 条 件 的 点 的 轨迹 
是 缴 BPC 的 共 斩 缴 。 因 此 ,所 求 的 轨迹 是 
BPO. 

1706， 在 定 三 角形 4BC 的 4B,、4C 上 ， 
分 别 取 点 PP、g, 使 BP.B4TCQ9.C4= BO?， 
求 B9、CP 的 交点 互 的 轨迹 。 

解 设 区 4PFcC 与 BC 的 交点 为 也, 则 

BP.B4 一 ED.BO. 
而 


BD.BC+CD.BC 
一 BO2。 
2 
DBP.B4 上 CQ8.C4= BO2， 
.CQ9.04=0D.30。 
由 此 可 知 ，4、Q、 愉 、 瑟 共 圆 。 
.…。 AGEC+TPOE= 4DAAP4D 


一 人 B4C( 定 角 )。 
"， .3XO=]180" 一 人 .B40. 
因此 , 点 马 的 轨迹 是 以 BC 为 驴 ， 所 含 圆周 
角 等 于 (180" 一 ADB4O) 的 弓形 弧 。 

1707.， 在 定 圆 0 中 , 过 定点 卫 作 任意 弦 
4B, 在 它 的 两 端 4,、 召 作 圆 0 的 切线 ， 求 这 
两 切线 交点 互 的 轨迹 。 

解 因为 4 是 点 互 的 极 值 线 所 以 4B 
上 上 的 定点 卫 的 极 值 线 Y 
过 点 全 (问题 1497) 、 
由 此 可 得 , 点 马 在 点 
刁 的 极 值 线 工 Z 
直 。 

反之 ， 在 了 2 上 取 
点 屋 ， 若 作 到 的 极 
值 线 , 则 它 过 定点 鼠 (问题 1497) 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 关于 较 O 的 定点 己 的 
极 值 线 。 

1708， 48 是 定 区 0 的 定 弦 , 4 刀 二 等 分 
任意 弦 和 了 ,在 弦 邢 工 的 两 端 互 了 作 圆 吕 的 
切线 县 PP、YP,， 求 这 两 切线 交点 三 的 轨迹 。 

解 设 妃 为 了 与 4B 的 交点 ， 则 召 是 
SF 的 中 点 。 所 以 
PO 与 和 7 交 于 点 


人 


万。 


又 
AOXP= 0O7P 
一 90。， 
所 以 OXZPZ 是 内 接 于 圆 的 四 边 形 。 
OO 万 , 石 P 一 三 万 . 媚 廊 。 
而 瑟 立 、4B3 是 同 贺 中 的 弦 。 所 以 
下 妃 . 刀 了 一 4 刀 . 万 媚 。 
，。 0 了 . 卫 PP 一 4 刀 3. 瑟 T。 
因此 , 四 点 O、4、P、 巨 共 较 。 由 此 可 得 , 点 
卫 在 过 三 点 4、O、 忆 的 几 上 。 

反之 , 可 以 证 明 , 贺 4OB 在 阅 CO 外面 的 弧 
上 的 点 都 适合 条 件 。 

因此 ， 贺 40B 在 圆 O 的 外 面 的 弧 就 是 所 
求 点 一 的 轨迹 。 

1709. 两 贺 O、0' 外 切 于 点 4, 由 4 作 
各 圆 的 纺 4LC、4C， 使 4C:4C' 为 定 比 ， 洲 
从 圆心 C 向 4C、 从 和 向 4C' 作 垂 线 ， 求 这 
两 垂 线 交点 的 轨迹 . 

解 设 下 为 BO、4P 的 延长 线 的 交点 。 


3.， 两 直线 交点 的 轨迹 


”BO0=O04，5O1OP， 


"， 4P=PM 
又 
40' 一 0'DB1 
PO'1 BO 
所 以 BC 的 延长 
线 过 点 戏 ， 
OP _BM 
”” -0 五 “ 亡 到 
1 
而 -条 =z( 人 定 划 ). 
又 好 1 2 BM _BB' 
40” .47 如 Fa 
BM _ 34 .40'_B4 
五 1 ZL 45 


OP _B4 

由 此 可 知 , 点 一 的 轨迹 ， 是 与 O0、O' 的 距 
离 的 比 为 一 定 的 “阿波 罗 尼 斯 ? 圆 。 

1710. 两 定 直线 w、 9 垂直 相交 于 0，4、 
妈 为 在 直线 yg 上 的 两 定点 。 为 直线 2 上 的 
动 点 ,， 若 在 4 作 垂 直 于 P4 的 直线 , 在 召 作 
牌 直 于 2 的 直线 ， 求 这 两 直线 交点 驴 的 轨 

解 因为 94P、~Q9BP 都 是 直角 ， 落 
戏 为 29 的 中 点 , 则 y 


4M 一 BM= z9.、 D 9 


因此 ,点 到 在 4B3 的 中 垂 
线 CXZ 上 。 让 上 

又 0CX1/OP, 若 从 @ 向 

直线 4 作 垂 线 @D,， 则 0 
9D1/CX1/OP. 

又 MG=P，.…O0C=DO。 所 以 ， 刀 是 定 

点 。 

由 此 可 得 , 所 求 的 轨迹 是 过 定点 刀 上 且 垂直 
于 直线 2 的 直线 。 

1711. 在 定 三 角形 4B3C 的 4 的 平分 
线 上 ， 取 两 点 也、 刀 7;, 使 4 刀 .4 万 一 4B.4C， 
求 BB、FO 的 交点 书 的 轨迹 。 

解 ，… 4PF.4O 一 4 刀 ,4 刀 ， 

.4DBI4 历 一 .47 :LO 
又 人 Bd 刀 一 AT40， 
.人 B4BoA74C。 


因此 ,点 卫 在 以 BC 为 张 
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从 而 得 出 ， 
.4PP 一 一 PO4， 

由 此 可 知 ，4、 妃 、C、 书 共 四. 
"， PP=C4 万 


一 雪人 4( 一 定 ). 


所 含 贺 周 角 等 于 二 了 24 SEE 兴 
的 弓形 绝 上 。 

反之 ， 在 这 绝 上 取 一 点 
P， 设 EP、OCP 与 4 
的 平分 线 分 别 交 于 恕 、 子 。 


LABPO-= 误 LA 4， 己 
所 以 雇 
了 7P 一 一 了 4O. 
由 此 可 知 ， 4、 五 COC、 己 co 
共 吏 ,所 以 AAA 
LABB4=-TO04， BSRNEC 王 
又 APB4B= ALO， > 
所 以 人 了 B4BcoA 人 AP40. 
于 是 .4O= 4 肌 .4。 
因此 , 点 尸 适 合 条 件 。 
又 因为 共 斩 弧 上 的 点 也 适合 条 件 , 所 以 ,所 
求 的 轨迹 是 园 BMNO。 
1712。 设 定 菱形 0O40OB 的 对 角 线 4B， 


分 菱形 为 两 个 正三 角形 ， 若 过 点 C 作 直线 
CO 刀 与 0B 交 于 也 ,与 4O 交 于 加 求 .4D 与 
2 怒 的 交点 到 的 轨迹 。 
解 在 A4BC 与 ABCD 中 ， 员 
”4010B， 
。…。 .40 万 一 BFBDO。 M 
又 40 1 Bo， 机 
.…。 A4PBO= DOD， A B 
.人 A 人 4FOcoAN 人 BCD. 
由 此 可 得 ， 
,4 瑟 :40 一 BO:BD。 C 
"， 4 万 :4 一 4B:BD， 
又 "BF4B= DB4=60， 
人 477PBcoA 人 AP4D。 
而 对 应 边 4 劝 与 B4 的 交角 为 60"， 所 以 对 
应 边 了 EBPB 与 4D 的 交角 也 为 60%。。 所 频 , 点 
到 在 人 408B 的 外 接 圆 上 ， 由 此 可 知 ， 所 求 
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的 轨迹 是 A4O5 的 处 接 圆 。 
1713. 过 定点 书 的 两 直线 PBD、P4C， 
和 两 定 平行 线 4B、CD 分 别 交 于 如 与 
4 求 BO 与 4 的 交点 O 的 轨迹 ， 
解 设 PO 与 4D、 C2 的 交点 分 蜀 为 环 、 
五 。 
” 4B1CD， 
"“。 TO:O 了 了 
一 0O7:4P。 
又 0D:4 也 
一 DPI:PP 
一 万 己 : 万 书 ， 
。。 也 0:0 万 一 万 尸 :万 刀 。 
从 而 得 出, 五 忆 被 忆 、O 分 为 调和 比 。 而 
是 定点 , 点 吾 、 五 在 平行 线 4 刀 、CD 上 移 
动 ,所 以 点 0 在 平行 于 4 妈 的 真 线 上 . 
瑟 ， 所 求 的 轨迹 是 过 O 且 平行 于 4 的 直 
线 


1714. OO 是 半径 为 ”的 定 圆 4 内 的 定 
点 ,过 0 作 两 弦 POP'、909'， 求 两 图 PROG、 
三 09' 的 另 一 个 交点 的 轨迹 . 
解 设 于 为 圆 POQ、PO9@' 的 另 一 个 交 
点 ，0 为 gP 与 已 g 的 
延长 线 的 交点 ， 忆 为 
g 卫 与 已 @ 的 延长 线 的 
交点 ， 则 C 了 恰 是 点 O 
的 极 值 线 。 若 延 长 40 
与 CD 交 于 点 召 ， 则 
4 刀 TCD， 而 且 
40.45 一 2。 @ 
又 因为 圆 4、 圆 POQ、 
圆 刀 0O9' 的 根 轴 交 于 一 点 ， 所 以 6 在 0O 驻 
上 
其 次 ， 


9FO 一 ~PQ9'O， 
AOM9 一 人 090， 
所 以 ,四 边 形 C@'MW9 内 接 于 圆 。 
0C0.0M = 9'0.09 
一 人 5 一 042( 图 和 宕 定理 ) 
一 40.4-Ox42( 由 @) 
一 40.BO。 
所 以 ,四 边 形 C41 妈 内 接 于 圆 。 
: LACM4= ACB4=90*， 
由 此 可 知 , 点 改 得 在 以 40 为 直径 的 圆 上 ， 
因此 , 点 驭 的 轨迹 是 以 40 为 直径 的 四， 


加 


> 


迹 
1715.， 车 人 4B0C 是 定 三 角形 , 过 边 BC 
的 延长 线 上 的 定点 刀 ， 作 直线 与 边 4CO、 4 
分 别 交 于 点 鸡 、 允 ， 作 两 个 三 角形 CDZ、 
3BDF 的 外 接 圆 ， 求 这 两 个 圆 的 另 一 个 交点 
好 的 轨迹 。 
解 ” 因 为 四 边 形 了 BDM 内 接 于 圆 , 所 以 
]AFBM= MD. 
因为 四 边 形 BCOD 内 接 于 圆 ,所 以 
MKDB= MO 。 
由 四 、@,， 得 
LA4BM= “4OM， 8 
由 此 可 知 ,点 开 在 人 4ZBC 的 外 接 加 上。 


反之 ， 在 人 4BC 的 外 接 圆 上 取 一 点 好 ， 
设 AMCD 的 外 接 圆 与 4C 的 交点 为 至 ， 了 7D 
与 34 的 交点 为 媚 , 则 
.4BM 一 也 DMN 一 TCM。 
贸 为 四 边 形 了 BMD 内 接 于 留 ， 所 以 对 为 
ACOBD、A 人 BDF 的 外 接 圆 的 交点 。 
因此 ， 点 妈 的 轨迹 是 A4B5C 的 外 接 圆 。 


双 。 定 长 线段 一 端的 轨迹 
1716.， 若 4 为 定 圆 上 的 任意 点 ， 在 点 4 


的 切线 上 取 4 已 一 人 ( 定 长 )， 求 点 己 的 轨迹 。 
解 设 定 圆 0， 连结 


Rs 

0O4、OP. 因为 04 是 定 9 

困 的 半径 ， 所 以 它 是 定 长 ， 

的 线段 又 : 办 9 
~P40=90。， .AS 

所 以 APO4 是 直角 三 角 AR 


形 . 因为 两 直角 边 O4、4 忆 都 是 定 长 的 线段 ， 
所 以 斜 边 也 是 定 长 线段 。 由 此 可 得 , 点 己 在 
以 0 为 圆心 ， 以 定 长 线段 OP 为 半径 的 回 
国 眼 
反之 ， 在 这 个 园 上 取 任 意 点 9, 从 纺 作 定 
圆 0 的 切线 .9B， 连 结 9O、OB， 在 A 人 90B 


4. 定 长 线段 一 端的 轨迹 


和 人 和 人 APO4 中 , SO=PO, 0D 一 0O4， 
4=90 "一 人.B， 
“"，A6O05ce 和 APO4， 
从 而 得 出 ， 95= 了 4 一 5 
即 9B 为 定 长 ! 的 线段 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 定 圆 0 的 同心 吏 ， 它 
的 半径 为 OF. 

1717.。 从 定 圆 0 外 的 点 媚 , 向 圆 O 作 两 
条 切线 ， 若 这 两 切线 的 夹 角 的 大 小 一 定 ， 求 
点 己 的 轨迹 . 

解 设 P4，PB 是 从 己 向 辆 @ 所 作 的 切 
线 ， 因 为 P4、P 刀 的 夹 角 的 大 小 一 定 ， 所 以 
~4PO 的 大 小 也 一 定 . 又 
因为 4O 是 定 长 线段 ， 所 
以 AO4P 的 大 小 一 定 . 从 
而 得 出 ，OP 的 长 度 一 定 . 
因此 , 点 卫 在 以 O 为 圆心 ， 
以 定 长 线段 OP 为 半径 的 圆 上 . 

反之 ,容易 证 明 , 这 圆 上 的 任意 点 都 适合 条 


件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 , 是 与 圆 0O 同心 的 圆 。 
1718. 郑 线 段 P9 的 长 度 等 于 定 长 且 
宅 的 方向 是 定 方向 ,， 当 一 端 卫 在 定 圆 上 移动 
时 ， 则 另 一 端 9 的 轨迹 是 与 这 个 定 园 相 等 的 
图 


解 ” 设 定 圆 .4, 忆 为 所 给 的 方向 ,28 的 
长 度 等 于 定 长 2 
而 且 2P@ 平 行 于 瓦 。 
因为 P@ 的 一 端 己 
在 定 圆 4 上 移动 ， 
所 以 , 过 圆心 4 作 和 
4 平行 于 五 ,使 它 的 长 度 等 于 忆 则 忆 是 定 
点 。 连结 P4、9PB, 则 P9、4 忆 3 都 平行 于 玖 
且 它 们 的 长 度 都 等 于 ?，。 所 以 , F4DBqg 是 平 
行 四 边 形 。 


"， BO= 4P。 
因此 ，29 等 于 定 加 的 半径 , 它 为 定 长 。 从 而 
得 出 ， 点 9 在 以 定点 卫 为 贺 必 ， 以 定 长 线 
段 29 为 半径 的 圆 上 ， 即 在 与 圆 4 相等 的 加 
了 上 . 
而 且 长 度 等 于 71 线段 的 gP 连结 4E， 出 

4 1 外 一 /， 4 了 一己 9 

所 以 ，42 号 妃 是 平行 四 边 形 。 
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.4P' 一 BO 
即 4P' 等 于 圆 4 的 半径 。 所 以 , 点 三 在 圆 
刀 上 ， 
1 点 纺 的 轨迹 ， 是 与 定 圆 4 相等 的 贺 


二 若 4B 为 定 弓 形 4CB 的 纺 , 连结 
4 与 弧 上 任意 一 点 P， 在 4P 的 延长 线 上 取 
PO= PPB, 求 点 四 的 轨迹 ， 

解 设 和 为 适合 条 件 的 点 ,因为 

PB=P9， 
所 以 
/49B= 亏 4PB 
1 


po 一 


5 ~ .了 
(c 为 定 弓 形 4CB 的 弓形 角 , 是 定 角 ) 。 
因此 ,点 驴 在 以 4B 为 弦 所 含 圆 局 角 


等 于 于 人 4P 的 弓形 弧 上 。 又 当 , 忆 变动 到 


她 的 位 置 时 ,点 g 与 点 召 重 合 ; 当 卫 变动 到 
4 时 ， 若 过 点 4 所 作 弧 40B 的 切线 和 弧 
4DB 的 交点 为 也 则 点 @ 与 点 刀 重 合 。 所 
以 ,点 @ 在 弧 D9B 上 . 
- 反之 , 设 @ 为 弧 D@ 瑟 上 的 任 一 点 ,49' 与 
驱 4CB 的 交点 为 Po 则 

L4P'B=a， 49'B- 豆 cc。 


从 而 得 出 ， 
APO'B= 瑟 C4PB. 


APOB= AP'B9' 
也 人 一 PB. 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 弧 D9B。 

1720. 从 定点 4 向 定 圆 0 作 任 意 割 线 。 
与 这 圆 交 于 也、C， 过 弦 BC 的 中 点 工作 BC 
的 重 线 ITM， 并 取 TM=T4, 求 点 杂 的 办 
迹 。 

解 “(D 当 4 在 圆 内 
时 : 

因为 ZM 过 BO 的 中 
点 且 垂 直 于 BC0, 所 以 
过 圆心 0. 

认 了 T4 一 这 ， 

所 以 ATM4=- AT4M=45。"。 
又 了 ' 在 线段 0 上 时 ， LOM'4 一 135*， 所 
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以 ,点 慌 在 以 04 为 驴 , 所 含 圆周 角 等 于 伍 ” 
或 135" 的 弓形 弧 上 。 但 是 , 当 O7 关于 04， 
处 于 和 前 者 相反 的 一 仙 时 , 则 对 于 O4 而 言 ， 
妈 就 在 与 上 面 弓 形 对 称 的 弓形 红 上 . 因此 ， 
点 了 开 在 以 04 为 弦 , 由 含 圆 周 角 等 于 御 ” 的 
两 个 弓形 组 成 的 贺 上 . 

反之 , 容易 证 明 , 这 图 
上 的 点 适合 条 件 。 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 
以 04 为 弦 ， 所 含 圆 周 
角 等 于 入" 的 弓形 的 两 
个 整 圆 。 

(2) 当 4 在 圆 外 时 : 

与 (1 同 理 ,点 妈 的 轨迹 是 以 O4 为 骇 , 所 
含 圆周 角 等 于 45" 的 两 个 弓形 的 吏 。 但 这 两 
个 圆 中 各 有 一 部 分 不 是 轨迹 。 即 从 4 作 两 切 
线 4T、47"”， 则 包含 在 7ZO7' 内 的 部 分 不 
是 轨迹 。 

1721. 从 定 贺 上 任意 点 C, 向 这 圆 的 定 
直径 4DF 作 垂 线 CD, 在 OO 上 取 OP=CD， 
求 点 书 的 轨迹 。 

解 ” 设 定 圆 0， 先 考察 C 取 在 4 的 上 而 
半 个 圆 上 的 情况 。 民 

对 于 4PB, 在 点 C 同 侧 
作 半 径 0 也 垂直 于 4. 
在 AOBEP 和 ACOD 
中 ，O0 刀 一 00，OP 一 
CD，~ZEOPR=OCD( 因 为 都 是 COD 的 
余 角 )， 


AOBPseAcOD. . 
…。 人 ITPO 王 -OPO=90". 
因为 0 妃 是 定 线段 ， 所 以 点 了 的 轨迹 ， 是 以 
OZ 为 直径 的 圆 , 

其 次 , 涛 点 C 取 在 另 半 个 圆 上 , 则 点 一 的 
轨迹 是 关于 4 与 圆 0 对 称 的 贺 。 

1722。 从 定 圆 上 的 动 点 P, 向 定 直径 
40B 作 垂 线 PC, 在 半径 OP 上 取 09 等 于 
0C, 求 点 9 的 轨迹 。 

解 设 定 圆 0, 设 点 一 在 垂直 于 4B 的 直 
径 BF 的 右边 。 在 ABOG 和 人 AzFOc 中 ， 


0O@=00， OFD=OP， 
POB 公共 角 。 

人 BoAzoc。 
从 而 得 出 ， 


Le Re 
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-09B= 0OCP 一 90". 
因此 ,点 9 在 以 08 为 直径 的 圆 上 。 

反之 , 以 OPB 为 直径 作 圆 , 设 乡 为 这 加 上 
的 任意 点 , 过 点 @ 作 圆 0 的 半径 OQP,， 从 己 
向 0OB 作 垂 线 PC,， 则 容易 证 明 

Acg522AocP， 
从 而 得 出 ， 0Oq9=0C. 
所 以 , 点 @ 适合 条 件 。 因此 点 @ 的 轨迹 是 以 
OB 为 直径 的 圆 。 

同 理 可 得 , 当 达 在 
直径 2 玉 的 左 侧 时 ， 
点 纺 的 轨迹 是 以 O4 
为 直径 的 园 。 

综 上 所 述 可 知 ， 所 
求 的 轨迹 是 以 ; 0O4、 
OP 分 别 为 直径 的 两 个 相等 的 圆 。 

1723， 在 半径 为 了 的 定 圆 0 内 ,有 4C= 
BOC=” 且 CO=a 的 等 腰 三 角形 4BC, 当 顶 
点 CO 在 圆 上 顶点 4 在 定 直径 工 世 上 移动 时 ， 
求 项 点 妃 的 轨迹 。 

解 设 妃 为 适合 条 件 的 一 个 顶点 ， 因 为 

40 一 BO=CO 一 7， 
所 以 4、O、3 在 以 C 为 圆心 ，7 为 半径 的 两 
上 。~4O0B 是 这 圆 的 圆周 角 ,， 4CPB 是 它 
的 圆心 角 。 所 以 & 
40BT 王 一 180*. 


BO 一 末 


《一 定 ) 。 
即 OB 和 了 ZK 的 交角 是 定 角 。 

车 C 在 Z 匹 的 上 方 , 则 当 点 4 移动 到 点 工 
的 位 置 上 时 , 点 互 就 随 着 移动 到 点 忆 的 位 置 
上 ; 当 点 4 移动 到 互 的 位 置 上 时 , 点 刀 随 着 
就 移动 到 了 的 位 置 上 。 所 以 , 线段 了 Y 是 点 
也 的 轨迹 . 

与 上 面相 反 , 若 C 在 ZE 的 下 方 , 则 所 求 的 
轨迹 , 是 关于 OK 与 民 Z 对 称 的 线段 瑟 ' 了 /. 
但 是 , 假定 4BC 的 方向 一 定 。 

1724.。 4 是 定点 , 忆 是 定 直线 XZ 上 的 
任意 一 点 , 在 点 卫 作 P9 垂直 于 P4, 使 PQ 
一 PL4, 求 点 @ 的 轨迹 。 

解 设 @@ 是 适合 条 件 的 点 ,从 点 4 向 定 直 
线 习 了 作 垂 线 4B， 又 在 工 了 上, 从 点 吾 向 


5- 两 线段 的 和 与 差 为 一 定 的 点 的 轨迹 


两 旁 截取 BC=4PB 和 BC' 一 4B。 连 结 
40。 


又 ”4P=Po， 
.和 AL49P=45"。 

由 此 可 知 ，4、 
C、 以 了 在 同一 区 
上 


而 了 4PO=9%0*. 
人 .409 一 90"。 

又 C 是 定点 ,所 以 CQ 是 定 直线 。 因 此 , 适合 
条 件 的 点 @ 在 定 直线 C9 上 。 

反之 。 在 直线 C9 上 任 取 一 点 @, 作 直 线 
QP, 使 C49P 一 45。， 设 直线 @P 与 了 的 
交点 为 P。 因 为 /LOP=45" 一 人 49P, 所 
以 四 边 形 4C9gP 内 接 于 贺 。 

.AP49 一 -PO9 一 外" 。 
从 而 得 出 A4PQ 是 满足 条 件 的 等 号 直角 
三 角形 。 因 此 ，CQ 是 所 求 的 轨迹 (参考 问题 
1862) . 

又 , 就 上 面 的 P@, 反 向 取 PQ@'， 则 同 理 可 
得 点 @' 的 轨迹 是 定 直线 C'9'。 所 以 ,所 求 的 
轨迹 是 两 直线 C9 和 CQ/. 

1725。 若 4B 是 定 网 O 的 定 直径 ， 在 点 
4 作 切 线 4N， 过 点 卫 作 任意 弦 B9, 在 B9 
的 延长 线 上 取 点 P, 使 过 书 向 直线 4N 所 
作 垂 线 PN 等 于 PQ, 求 点 己 的 轨迹 。 

解 设 忆 为 适合 条 件 的 点 , 则 

AP4NS2A 人 AP49， 
"， 4PN 一 4PPB. 
又 _PN14B， 
AL4PN 一 ~P4P. 
A4PPB=P45， 
。。 卫 有 一 4 
所 以 点 也 的 轨迹 是 F 
以 也 为 圆心 ， 以 B4 为 半径 的 贺 . 


但 是 ， 在 这 园 上 ， 芳 作 垂直 于 4 互 的 直径 ， 


妞 下, 则 点 三 所 属 的 范围 是 半圆 五 453 如 果 
点 一 取 在 9B 的 延长 线 上 ， 则 所 求 的 轨迹 是 
整个 名. 

1726。 设 4 是 定 圆 0 的 定 弦 ， 在 圆 上 
到 点 CO, 延长 A4BO 的 中 线 4P,， 使 PO= 
4P, 求 点 驴 的 轨迹 。 
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解 …CP=PB, 4P=PO. … 4590C 是 
平行 四 边 形 。 攻 6 
“。 094 刀 外 
， (一定 ) 。 
因此 ， 本 问题 可 
以 归结 为 问题 
1718， 即 
4DP2ODDD.。 ， 
所 以 。 所 求 的 轨迹 是 以 也 为 圆心 ,以 圆 O 的 
半径 为 半径 的 圆 . 
1727.。 两 个 定 圆 相交 ， 过 一 个 交点 4 
作 直 线 B4O 与 两 圆 分 别 交 于 好 和 C, 在 这 
直线 上 取 点 了 使 4P=.4B+40， 求 点 忆 
的 轨迹 。 
解 ” 设 两 个 给 定 圆 的 圆心 分 别 为 OO' 以 
40、00" 为 两 邻 ES 
边 作 平 行 四 边 
形 400@, 连结 ， 
9P, 且 从 OO'、 
9 向 直线 B4C 
作 垂 线 OD、O'B 9 了, 则 00'449， 
“， 也 石 一 4 万 。 


而 DB- 亏 BO. 


王 去 工 
4 玖 一 可 BO 一 可 4P。 
4 万 一 万 也. 

A 人 4HF422 人 PR9. 
.…，QP=94=0O0-。 

可 是 ,因为 口 400'@ 一 定 , 所 以 点 @ 是 定 
点 。 因此 ， 点 三 在 以 久 为 心 ， 久 OO/ 为 洲 
径 的 吏 上 。 由 此 可 知 ,所 求 的 轨迹 是 圆 。 


从 而 得 出 ， 


与 。 两 线段 的 和 与 差 为 一 定 的 
点 的 轨 和 迹 
1728.。 洁 点 一 到 两 条 定 平 行 直 线 4B、 
CD 的 距离 的 和 或 差 为 定 长 2 求 点 卫 的 轨 
迹 . 
解 (1) 当 和 为 7? 时: 
设 O 为 吾 刀 的 中 点 , 由 
2PO 一 PP 十 PT 一 1。 


__ 
oO 豆 。 
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因此 ， 人 了 PO、PG' 分 别 为 与 4B、 2 距离 
都 等 于 部 的 平行 线 , 则 点 


己 在 2 Zq 上 
路 )。 

(2) 当 差 为 时 : 

从 已 作 4B、C7 的 公 
垂 线 BEB、EF, 设 O 为 人 
五 五 的 中 点 , 则 

28O 一 天 厅 一 开刀 一 /。 


7 
昌 0 一 可 
因此 , 若 玉 S、B/S' 分 别 为 
与 4B、CD 的 距离 都 等 于 亏 的 平行 线 ， 


则 点 五 在 直线 BGS、E'S' 上 .(〈 反 过 来 也 成 
立 , 证 明 从 赂 ) 。 

1729.。 两 直线 屋 /、YY' 相交 于 点 0， 
从 动 点 己 向 这 两 直线 作 垂 线 ， 设 两 垂 线 分 别 
为 PIT、PM, 若 了 Z 十 PM 一 入 ( 定 长 ), 求 点 卫 
的 轨迹 。 

解 设 卫 为 人 ZOZ' 内 造 合 条 件 的 一 
点 ,过 王 作 直线 BO, 使 BO 与 互 和 、Y 了 " 相 
交 成 等 角 , 设 和 OZR'、OY' 六 Y 
的 交点 分 别 为 O.B. 从 从 
了 3 作 3BZB 垂直 于 OZ'， 从 
一 作 PZ、PM 分 别 垂 
直 于 COZ'、OX'。 因 为 
AOE5C 是 等 腰 三 角形 , 所 
以 3 

PE-PM 一 B 万 . Y' X 

又 ZE 二 PM = 加 ( 定 长 )， 

“， 万 五 一 仅 。 
而 人 BOo 是 定 角 , 所 以 妃 、C 是 定点 。 因 此 ， 
适合 条 件 的 点 在 定 线段 BC 上 。 

同 理 可 得 , 若 在 OX、OY 上 分 别 取 

04=OD=OP， 
则 当 点 一 在 了 和 OF、XOF、 一 XOZ' 内 
时 ， 适 合 条 件 的 点 分 别 在 CD、D4、4B 上 。 
从 而 得 出 ， 所 求 的 轨迹 是 组 成 矩形 的 四 条 线 
段 4B、BO、CD、D4。 

1739， 在 上 题 中 , 若 PE、PM 的 差 为 定 
长 o 求 点 王 的 轨迹 。 


ne 


D 
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解 ”向 和 XOX'、YOY' 作 垂 线 ， 它 们 的 和 
为 4 的 点 的 轨迹 ， 如 上 题 是 四 条 人 
BO、OD、D4, 则 由 这 四 
条 线段 延长 形成 的 八条 半 
直线 就 是 所 求 的 轨迹 . 

设 忆 为 4 的 延长 线 
3 妨 上 的 任 一 点 ， 从 王 向 
XXZX'、YY' 作 垂 线 PQ、 
2BR, 从 召 向 琶 民 ' 作 垂 线 R 
BB'， 从 瑟 作 互 闷 / 的 平行 
线 与 PQ 的 交点 为 S, 则 
BEP 是 ~RBS 的 平分 线 , 且 BR 一 PS。 因 为 
BBS9B' 是 矩形 ，SQ 一 BB' 一 0 所 以 

PPQ9 一 PR=PQ-PS=S9=a。 

同 理 可 得 ， 其 余 七 条 半 直 线 上 的 点 都 适合 
条 件 ， 

其 次 ， 可 以 证 明 ， 不 在 这 八条 半 直 线 上 的 
点 ,向 屋 人 '、YY' 作 垂 线 ， 它 们 的 差 就 不 为 
a。 因 此 ,所 求 的 轨迹 , 是 延长 4B、BCO、CD、 
D4 所 形成 的 八条 半 直 线 。 

1731. 三 直线 相交 于 一 点 ,两 两 之 间 的 
来 角 为 60"， 从 点 一 到 三 条 直线 的 距离 的 和 
为 定 值 , 求 点 王 的 轨迹 。 

解 ” 设 三 直线 相交 于 点 O， 两 两 之 闻 的 夹 
角 为 60*， 从 点 己 向 这 三 直线 所 作 的 垂 线 分 
别 为 _PO、25R、 
PS, 用 
P9GPRPS 


如 图 ， 作 正三 角 2 

形 04B, 从 0 作 

O 互 垂直 于 4B， 

则 

PQ 二 PR 一 0 万 . 
PT+PRTTPS=3.0 万 。 


因为 。 0 豆 一 可 加 ( 定 长)， 


所 以 , 五 是 定点 。 因 此 ，4B 是 定 线段 。 
同 理 , 在 05、OX'\、 OF 人、 人 023' 上 ,分别 取 
00、OD、0 五 、O7 使 它们 等 于 04, 则 不 论 
点 也 在 BO、CODP、DBE、58 或 TB4 上 ,都 可 
以 得 到 相同 的 结论 ， 
反之 ,在 这 些 线段 (例如 4B) 上 ,到 任 意 点 
P) 从 书 向 OX、0O7 分 别 作 三 线 忆 9、 


6. 牌 足 的 轨迹 


了 PR 因为 A0O4B 是 正三 角形 ,所 以 
PG'+PR' 一 0 也 -二 克 ， 


从 书 ' 向 GG' 作 垂 线 PS 则 
POP'R' 二 PS' 一 2.0 万 一 
所 以 ,点 王 ' 适合 条 件 ， 

因此 ， 所 求 的 轨迹 ， 是 检 成 正六 边 形 
L4BODBF 的 六 条 线段 。 

1732. 从 等 荡 三 角形 4BC 内 一 点 卫 ， 
向 两 腰 4 下 、40 作 垂 线 忆 D、 了 了 车 忆 7D 十 
已 刀 等 于 从 三 向 底 边 BO 所 作 的 垂 线 PP， 
求 点 王 的 轨迹 。 

解 设 己 为 适合 条 件 的 点 , 过 己 作 BC 的 
平行 线 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 民工 。， 又 
从 了 工 向 4B、BC 分 别 作 A- 

重 线 工 G、 了 互 ， 则 
了 万 一 PP 一 PD 二 PR， 

因为 人 4ZXZ 是 等 腰 三 

角形 ,所 以 
PDTZP=7G. 

从 而 得 出 ， 了 五 一 ZG。 

由 此 可 知 , 点 了 是 一刀 的 平分 线 与 40 的 交 

点 。 所 以 ,了 是 定点 。 同样, 六 也 是 定 点。 

因此 ,点 己 在 定 线段 XZY 上 。 

反之 ， 容 易 证 明 ,， 琶 了 上 的 点 都 适合 条 件 . 
”因此 , 所 求 的 轨迹 是 线段 到 辫 。 

1733。 设 人 4B0 为 定 正 三 角形 , 妃 为 动 
点 ,连结 P4、PB、PO, 若 P4 一 PB 二 EC, 求 
点 王 的 轨迹 。 

解 .在 2BP 的 延长 线 上 取 ZD= POCO， 则 

BD=P4. 
因为 BO= 40， 
COBD= 04P， 
所 以 - 
AcCBEDseAC4P 
CD=CP，- 
由 此 可 得 ，APCD 是 正 
三 角形 。 


，BPC-=120*。 
所 以 ,点 卫 在 A4BC 的 外 接 园 的 全 上 。 
反之 ， 易 知 成 上 的 点 都 适合 条 件 。 


的 弧 BC。 


1734。 4BCOD 是 定 矩形 ， 求 使 P4 二 PC 


因此 ,所 求 的 轨迹 是 人 4BC 的 外 接 加 上 
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一 忆 B+PD 的 点 也 的 轨迹 . 

解 设 O 为 矩形 的 对 角 线 的 交点 ， 则 对 角 
线 BD、40 在 战 0O 互 A 
相 平 分 。 由 假设 知 

P44PO=PB 二 PD。 

所 以 

P42 二 PCO?z+2P4,.PO 

一 也 Fe 十 PPD2-2PB.PD， 8 C 

而 2P42? 了 PCO2 一 2(PO2 十 402)， 

了 PDB2 上 二 忆 Da 一 2(PO2 二 BO2) 一 2(PO2 十 402) 
-，P4.PO 一 PDB.PD. 

又 P4+PO=PB 二 PD， 

所 以 ,P4=P 万 或 P4= PD. 

如 果 P4 一 PB， 则 点 于 在 过 D 的 ~4OB 
的 平分 线 上 , 即 在 过 O 且 平 行 于 4 忆 的 直线 
又 上 。 

如 果 P4= 忆 D, 则 点 已 在 人 4O0D 的 平分 
线 上 , 即 在 过 O 〇 且 平 行 于 4B 的 直线 了 上。 . 
反之 , 设 己 为 民 ( 或 了 上 的 任意 点 ， 则 工 
(或 了 ) 上 的 点 与 4、 召 (或 4、D) 的 距离 相 
等 , 从 而 得 出 与 C、 了 (或 了 、C) 的 距离 也 相 

等 。 
.…，P4 了 TPO 一 PE 二 PD， 
因此 ,点 忆 的 轨迹 是 两 直线 互 、 工 。 


名 .和 妻 足 的 轨迹 
1735， 已 知人 4B0C 底 边 BO 的 大 小 和 


| 位 置 一 定 , 4B 与 4C 的 和 是 定 值 , 若 从 互 


C 向 与 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 作 垂 线 ， 求 
垂 足 的 轨迹 . 

解 设 4B3+40= 和 ur ( 定 值 ), 在 B4 
长 线 上 取 4D=40. 
车 CO 与 全 4 相 邻 的 
外 角 平 分 线 的 交点 为 
9, 则 C9L49, 而 且 
是 CD 的 中 点 。 因 
此 ,车 于 为 BC 的 中 
点 , 则 


MG 一 号 (4B+4D) 一 王 思 。 
同 理 可 得 ,从 点 如 向 与 “4 相 邻 的 外 角 平 
分 线 作 垂 线 ， 落 垂 足 为 王 ， 则 
MP=- 喜 mm 
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圆心, 半径 的 长 亏 za 的 加 ， 


1736， 已 知 三 角形 的 底 边 的 位 置 和 大 小 
一 定 ， 其 他 两 边 的 益 也 一 定 ， 车 从 底 边 两 端 向 
顶 角 的 平分 线 作 垂 线 , 求 垂 足 的 轨迹 。 

解 设 M 为 A4BC 底 边 4 的 中 点 ,从 
底 边 两 端 4、 妃 分 
别 向 项 角 C 的 平分 
线 作 垂 线 4X、BT， 
4XZ、BZ 与 对 边 
《或 延长 线 ) 的 交点 
分 别 为 刀 、 忆 ，, 则 

4 瑟 一 开 D， 


BY 一 YD' 
.。 1 一 MY 一 于 (4C~BC) (一 定 ) 。 


因此 ,点 互 \ 点 工 的 轨迹 ,是 与 定点 允 的 距 
离 为 定 长 (两 边 的 差 的 一 半 ) 的 点 的 轨迹 ， 即 
以 好 为 圆心 , 半径 的 长 等 于 两 边 的 差 的 一 半 
的 区 。 ， 

1737., 以 定点 0 为 顶点 、 大 小 为 一 定 的 
PoOq9, 它 的 两 边 OP、08 分 别 与 两 定 直 线 
瑟瑟 、 了 7 交 于 点 P、9， 从 0 疝 Pe 作 委 
线 , 求 垂 足 MK 的 轨迹 。 

解 设 4 为 了 X、ZZ' 的 交点 ， 

PO9 一 c。 
从 OO 向 4Z、 
4Z 分 别 作 垂 线 
OPB、00， 则 O、 
了 3、P、M 共 贺 。 
O、M、9、C 也 


UDP4 一 PoaA， 
AUWC4=MO9。 
MB4 二 AMO4=w。 
在 四 边 形 B4CM 中 ， 
LA 人 4 十 MB4 二 MO4 一 PBMCO， 
.…。L 人 .4 二 a= 一 DBMOC。 
又 ， 当 己 、9 都 在 4B、4C 的 延长 线 上 
时 , 同 理 可 知 
.DBMO=aw 一 一 4 


第 三 编 轨 迹 ia 人 下 。 
由 此 可 知 ， 生 足 P、@ 的 轨迹 ， 是 以 了 为 | 弧 , 则 点 1 在 这 两 个 弓形 弧 上 。 而 且 可 以 知 


道 , 在 这 两 个 弧 上 的 点 都 满足 条 件 . 

其 次 , 考 定 角 4 了 与 定 角 PO8 互 为 补 

角 , 则 
BMWMO=I180。。 
所 以 ，B、M、C 成 为 直线 。 

因此 ,点 2 的 轨迹 是 直线 BC.。 

1738.， 若 三 角形 的 底 边 和 顶 角 一 定 ， 从 
底 边 的 一 端 向 与 顶 角 4 相 邻 的 外 角 的 平分 
线 作 和 三 线 , 求 垂 足 的 轨迹 。 

解 在 人 4B0 中 , 底 边 BO 一定 ， 顶 角 4 
的 大 小 一 定 ， 则 顶点 4 的 轨迹 是 以 BO 为 弦 
的 圆 弧 。 又 与 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 过 
弧 B4C 的 中 点 MK (根据 问题 534)， 所 以 ， 
2 是 定点 。 也 

从 点 吾 向 与 人 4 相 邻 A 
的 外 角 的 平分 线 作 垂 线 ， 

设 垂 足 为 王 。 因 为 
BPM 一 90。， B 
所 以 , 点 也 在 以 BM 为 直径 的 圆 上 . 

反之 ， 设 书 是 这 圆 上 的 任意 点 ， 忆 1 与 贺 
弧 834C 的 交点 为 4。 因 为 戏 是 驱 BMC 的 
中 点 ,所 以 , 容易 证 明 4M 是 人 4BC 的 与 顶 
角 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 . 又 3BP4P, 所 
以 点 己 适 合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 圆 BPM 

1739.， 两 直线 屋 、 了 在 O 相交 成 直角 ， 
以 定点 C 为 顶点 的 直角 两 边 C4、CB 作 旋 
转 , 它 与 边 0 和、O7 的 交点 分 别 为 4、 五 ， 从 
点 C 向 4B 作 垂 线 , 求 垂 足 瑟 的 轨迹 。 

解 ”因为 “ZXZO7= 90。= 40OB， 所 以 
4、 O、 也 、 C 共 圆 。 尺 

从 C 向 OZ、OF7、 D C 
4B 作 垂 线 ， 重 足 分 别 。 信 
为 也、 瑟 、 互 . 因为 C 是 
A4OB5 的 外 接 圆 上 的 
点 ， 所 以 根据 西 摩 松 定 ”也 
理 可 知 ， 站 、 已、 妃 在 一 
直线 上 。 又 因为 愉 、 妃 是 定点 ,所 以 点 总 的 
轨迹 是 直线 刀 媚 。 

注 参考 问题 1737。 

1749， ”一 直线 与 正方 形 4BOD 的 两 边 


三 YY 


因此 , 以 BC 为 弦 , 在 B0 两 侧 ， 分 别 作 所 含 | 4B、-4D 分 别 交 于 一 、@， 并 使 4P 十 49= 


加 局 角 等 于 c+4 和 %w- 4 两 个 弓形 


2345, 从 C 向 这 直线 作 垂 线 。 求生 足 了 的 


6. 垂 足 的 轨迹 
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解 …… 4P+49=234B 一 4B4+4D， 
… 巨 P 一 Dg， 
又 CB=CD， 
4PBO 一 0ODPoe， 
… AcBFeACDQ. 
.BOP 
一 人 DOqg， 
-Pog= -BoD=90。. 

所 以 , 点 C 在 人 4P9 的 外 接 贺 上， 因此 ， 
从 CC 向 PO 作 垂 线 ， 它 的 垂 足 允 在 “ 西 摩 松 
线 ”BD 上 。 

反之 ， 设 2 为 线段 BD 上 的 点 ， 过 2 向 
CM 作 垂 线 ,， 设 这 垂 线 与 4B、4D 的 交点 分 
别 为 PP、@。 可 以 证 明 

4P-T49=24P， 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 线段 刀 也 。 

1741。 在 半 团 中 ， 从 圆心 0 向 等 于 半径 
的 纺 作 垂 线 , 求 垂 足 妈 的 轨迹 。 

解 ”设防 CD 等 于 半圆 4CDB 的 半径 , 从 
加 向 CD 作 垂 线 OM， 则 OU 是 正三 角形 
CC 的 高 。 所 以 _D 


由 此 可 得 ,点 了 在 以 入 

(为 圆心 以 OMX= 2& o4 为 半径 的 加 
上 。 但 必须 注音 ,在 这 加 上, 所 求 的 办 这 只 限 
于 使 L4OP= BOg=30。 的 /POG 内 部 
的 扇形 驱 。 

1742. 直线 上 有 三 点 4、B、C, 过 4、B 
作 任 意 圆 0, 从 点 C 向 圆 0 作 两 切线 CD、 
OP， 求 DB 与 OC 的 交点 也 的 轨迹 ， 

解 ” 因 为 

AODO=90。， 

DPO=90"， 
所 以 
CP.OCO 一 CD2 

一 (也 .CO4 
(一 定 ) . 
设 六 与 直 ” YY 


线 4B0 的 交点 为 G, 则 OP.CO=CG.CB.， 
但 因为 也是 4 刀 的 中 点 ,所 以 C7 是 确定 的 。 


到 此 ，CG 也 是 确定 的 。 从 而 得 出 ; 点 G 是 定 
点 。 因 此 , 点 卫 在 以 定 线段 GC 为 直径 的 贺 


上 。 

反 过 来 也 成 立 , 证 明 从 略 。 

1743， 在 正方 形 4BOD 的 边 OCB、CD 
上 ， 分 别 取 点 鼠 、 刀 ， 使 C 瑟 一 CEB， 从 吾 向 
4 三 作 垂 线 ， 设 垂 足 为 G- 当 召 在 边 BC 上 
移动 时 , 则 点 G 在 什么 路 线 上 移动 ? 

解 ”因为 BZ 一 DB， 
所 以 - 

.D41 一 ~P4 也 . 
为 4BBG 是 内 接 于 
圆 的 四 边 形 , 所 以 
.DB4 刀 一 人 .BEBG 万 。 了 
TD4 有 一 BG. 
了 24。 

因此 ， 以 妃 为 圆心 ， 以 2B4 为 半径 作 圆 ， 这 
现在 正方 形 内 的 弧 , 就 是 点 G 移 动 的 路 线 。 

1744， 设 48 是 定 圆 0 的 定 直 径 ， 从 
4 号 的 延长 线 上 的 动 点 @， 向 这 圆 作 切线 
5， 若 从 O 向 人 098 的 平分 线 作 垂 线 ， 求 
垂 足 三 的 轨迹 。 

解 延长 OP 与 4 的 交点 为 则 OP 


一 PF.。 2 
yw 


从 了 作 切 线 了 万 ， 
则 

LABBHO= -079 

一 一 FO49. 
。。 万 刀 / 4 

由 此 可 知 ， 允 为 弧 4B 的 中 点 。 是 定点 . 
从 而 得 出 , 已 在 30 的 中 垂 线 上 。 

再 看 书 的 界限 . 当 纺 在 4 或 刀 的 位 置 上 
时 ， 由 @ 点 向 定 圆 所 作 切 线 就 在 4、 中 处 的 
切线 , 即 4M、 了 8 的 位 置 上 。 这 时 ,车 OM、 
OZ 与 0 有 的 垂直 平分 线 的 交点 分 别 为 C、 
D, 则 三 在 CD 上 . 而 且 因 为 CD 上 的 点 都 
适合 条 件 ， 所 以 所 求 的 轨迹 是 线段 CD。 但 
必须 注意 , 从 点 @ 向 定 圆 所 作 切 线 ,在 4 的 
两 侧 各 有 一 条 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 在 4B 两 侧 互 为 对 称 
的 两 条 线段 。 

1745。 在 人 4HFC 中 , 顶 顶 角 妈 的 大 小 和 
位 置 一 定 ， 它 的 周 长 也 一 定 , 洲 从 顶点 五 向 
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外 角 BC 召 的 平分 线 作 垂 线 BM， 求 点 妈 的 
轨迹 ， 

和 解 设 万 为 切 于 BO 和 4B、 40 的 延长 
线 的 旁 切 圆 的 圆心 ， 又 
一 B4C 是 定 角 。 因 为 从 
点 也 到 切 点 吾 的 距离 等 
于 人 4B6C 的 周 长 的 一 尘 ， 

是 一 定 的 ,所 以 刀 是 定点 。 


又 了 BDO=9%0。 豆 LA4 


(一 定 ). 
因为 /BMD=90。 一 人 47D， 所 以 四 边 
形 BFDM 内 接 于 于. 


LA4ZM=ABDM=90" 一 二 ZL. 


而 A4F 允 是 等 奈 三 角形 。 所 以 
AL47 丽 =90。 -也 4。 


于 是 .4HM 一 47B. 

因此 ,点 到 在 定 线段 玉 如 上 。 而且 轨迹 
的 界限 , 是 旁 切 圆 在 4B、4C 的 延长 线 上 的 
切 点 卫 、 卫 。 

1746. 设 定 园 O 的 半径 为 >， 从 定 圆 0 
内 的 定点 4， 作 相互 垂直 的 两 直线 4B、4O， 
它们 与 定 略 的 交点 分 别 为 也、C, 若 从 4 向 
2C 作 垂 线 , 求 垂 足 书 的 轨迹 。 

解 因为 ~B4Om90*，4P1BO， 所 以 
4P2= BP.OP. B 

而 BP.OP 一 人 2 一 OP2 
( 圆 等 定理 )。 

"。 4P2 十 OP2 一 72。 

亦 即 从 点 古 到 两 定点 
4、O 的 距离 平方 和 是 


一 定 的 .所 以 , 点 己 的 轨 
迹 ,是 以 40 的 中 点 1 为 图 心 半径 的 长 为 
全 一 4M0? 的 加 


1747. 两 定 直 线 MON、M'ON' 在 点 0 
垂直 相交 。 过 MX 上 的 定点 4, 作 动 直线 
94 与 36N' 交 于 9, 在 MXN 上 取 点 B， 使 
例 - 乞 着 人 忆 向 49 作 重 线 ， 求 重 足 了 


的 轨迹 。 


解 设 己 为 适合 条 件 的 点 。 过 4 垂直 于 ， 


由 此 可 得 ， 
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一 -一 一 一 -一 一 一 一 -一 一 一 一 


2N 的 直线 与 BFP 的 交点 为 B 则 


人 人 409 人 DB4R 
4R 4 万 
09 -04 
由 此 可 得 ， 


N 


O4 2” 

而 O4 是 定 长 的 线 
段 ， 所 以 点 召 是 定点 。 0 王 90"， 所 
以 ,点 一 的 轨迹 是 以 4B 为 直径 的 圆 CO。 

当 纺 取 在 关于 MX 的 另 一 侧 ,或 4R 到 在 
关于 4 的 相反 方向 ， 则 点 已 的 轨迹 是 关于 
4 与 圆 0 对 称 的 吏 0O"。 

1748. 设 线段 4 的 两 条 重 线 为 40、 


五 D, 作 任 意 直线 与 40\、 了 3D 相交 , 交点 分 别 


为 召 、 瑟 在 483 上 取 一 点 已 ， 使 4 尸 .了 P 吕 
等 于 4 万 .BFH， 若 从 已 向 忆 作 垂 线 Pa， 
求 点 好 的 轨迹 。 

解 ”由 假定 4 尽 .B1 一 P4.PP， 

4 刁 “ 忆 B 
”无 本“ 万， 
4 一 BF。 

人 万 4 已 
c 人 PP， 


CC 


.4 万 已 
一 人 BP1， 
"。 一 4 万 忆 十 DBF PP 一 90”. 
因为 四 边 形 殖 4PM、 四 边 形 FBPHMX 都 是 
内 接 于 圆 的 四 边 形 , 所 以 
4 了 P 一 4MP， 
BFDP 一 BMD 
BMP.4MP=90"， 
即 /4MB=90。， 


所 以 , 点 到 的 轨迹 是 以 4B 为 直径 的 贺 。 


7。 圆心 的 轨迹 

1749， 涛 圆 与 相交 的 两 直 统 4 CD 要 
切 , 求 圆心 的 轨迹 。 

解 .因为 切 于 4B、A D 
CD 的 加 的 圆心 , 到 4 了 
和 CD 的 距离 相等 ， 又 _E 一 SR 
办 为 到 43 和 CD 的 距  C 
离 相等 的 点 ， 都 为 切 于 天 


7. 圆心 的 轨迹 


4B、CD 的 圆 的 圆心 因此, 所 求 的 轨迹 , 是 
与 到 4B、0 的 距离 相等 的 点 的 轨迹 相同 . 
由 此 可 得 ,所 求 的 轨迹 是 平分 48B 和 CD 
的 交角 的 两 条 直线 吾 F、G 互 。 
1750., 设 定 圆 O 上 一 定点 0， 一 个 圆 在 
点 0 处 与 定 圆 0 相交 成 直角 , 求 这 个 圆 的 加 


线 04, 则 在 点 C 与 定 贺 
O 相交 成 直角 的 圆 的 圆心 

圆 ,在 C 处 与 图 O 交 成 直角 . 由 此 可 得 ,所 求 
的 轨迹 是 切线 4C， 


心 的 轨迹 - 

解 ” 设 定 圆 的 圆心 为 0，C 为 圆 O0 上 的 定 
在 直线 C4 上 ， 

又 以 C4 上 任意 一 点 妈 

1751 .。 
交 于 4、4'， 若 O4P= 求 圆心 卫 的 轨 


点 。 在 点 0 作 定 圆 的 切 
人 
为 圆心 ， 以 4C 为 半径 的 
迹 
两 圆 的 交点 之 一 为 4 
则 
LO4P=a( 一 定 )， < ) 
又 在 AO4P 中 ， 因 准 
为 40、4P 一 定 ， 它们 


的 夹 角 也 一 定 ， 所 以 OP 也 是 一 定 。 设 
OP 的 长 度 为 mW 则 忆 在 以 O 为 圆心 ,和 为 
半径 的 四 上 。 
反之 , 容易 证 明 , 这 圆 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 CO 为 圆心 ， 半 径 的 
长 等 于 和 的 贺 ， 


1752. 设 定 半 径 的 圆 二 等 分 定 网 0O, 求 


定 半径 圆 的 圆心 的 轨迹 . 
解 设 0 为 定 圆 的 圆心 ,P 为 适合 条 件 的 
点 ， 即 圆 了 二 等 分 定 园 0 
于 4、B，P4、PB 是 定 
半径 。 连 结 OP, 则 
PO4PB。 、 
了 PPO2 一 P42 一 402.“ 
由 此 可 得 ，PO 为 定 长 。  A 


设 它 的 长 度 为 m, 则 卫 在 以 O 为 圆心 , 以 定 


长 欢 为 半径 的 圆 上 。 
反之 , 设 9 为 这 圆 上 的 任意 点 ，4B' 为 


O 的 直 和 铭 且 垂直 于 GO、 连结 94 则 90:= ， 


已 知 定 半径 的 圆 忆 与 定 圆 0 相 
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人 .42 一 402。 
.，P4? -402=Q42-402?.。， 
.oo PP4 一 Gd 
即 @ 为 具有 定 半径 的 圆 的 圆心 , 且 圆 8 二 等 
分 定 圆 于 4'、B'。 因 此 , 所 求 的 轨迹 是 以 O 
为 圆心 , 半径 的 长 等 于 的 贺 。 但 是 ， 当 定 
半径 小 于 定 圆 0 的 半径 时 ， 则 轨迹 不 存在 。 

1753。 已 知 定点 4 和 定 圆 0， 若 过 定点 
4 的 融 卫 与 定 圆 0 相交 成 直角 ， 求 画 心 卫 
的 轨迹 . 

解 若 卫 为 适合 条 件 的 点 ,图 0 与 圆 卫 在 
点 史 相交 成 直角 . 设 04 与 圆 卫 的 交点 为 卫 . 
因为 07 切 于 加 P, 所 以 ， 

04.0B=0O072. 
而 04 和 0O7 都 是 定 长 的 
线段 ， 所 以 0 也 也 是 定 长 
线段 ， 即 3 为 定点 。 因 
此 ， 点 忆 的 轨迹 与 过 两 


Y 


2 | 定点 4、 吾 的 圆 的 圆心 的 轨迹 是 一 致 的 。 从 
解 ” 设 定 圆 0D, 适合 条 件 的 圆 的 圆心 为 二 


而 得 出 ， 所 求 的 轨 壕 是 4B 的 重 直 平分 线 。 

1754. 若 定 半径 的 加 与 定 贺 O 相交 成 
定 角 , 求 定 半径 的 贺 的 图 心 的 轨迹 . 

解 设 4 为 适合 条 件 的 圆 的 圆心 ， 贺 0、 
圆 .4 在 点 C 相交 成 定 
角 ， 设 在 点 C 两 圆 的 切 
线 分 别 为 BOF、GCB， 

则 BC 为 定 角 。 
而 
4C0= -068 十 40 万 一 一 有 COCP 
一 180" 一 人 BO (一 定 ) 。 
因此 ,所 要 求 的 轨迹 可 归结 为 问题 1751。 

1755， 从 一 点 作出 的 两 条 射线 ， 分 别 与 
两 网 相交 成 定 角 , 求 两 加 的 圆心 的 轨迹 。 

解 设 SX、8Z 为 从 一 点 作出 的 两 条 身 
线 , 适合 条 件 的 两 加 的 圆心 分 别 为 O、O'。 又 
O、 圆 0' 与 SX 的 交点 分 别 为 4、B。 连 
结 04、O'B， 因为 04、O 呈 3 分别 与 8 和 作 
成 定 角 ， 所 以 041 0'B。 因 此 ， 若 8 与 
00' 的 交点 为 


一 04:0 卫 。 
由 此 可 得 ， 点 
2 是 圆 0 和 了 园 0' 的 位 似 中 心 ，&SZ 经 过 加 
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第 三 编 轨 这 


O 和 圆 0' 的 位 似 中 心 . 

同 理 可 得 ， 若 3 与 00' 的 交点 为 X， 则 
六 也 为 圆 O 和 凋 0 的 位 似 申 心 。 因此 ， 不 
论 3 或 SY, 都 过 加 0 和 圆 C 的 位 似 中 
心 。 所 以 点 8 是 两 加 O、C' 的 位 似 中 心 . 设 
〇 为 适合 条 件 的 圆 的 圆心 在 SO 上 ， 则 另 一 
个 适合 条 件 的 圆 的 圆心 也 在 SO 上 . 

反之 , 可 以 证 明 ，SO 上 的 点 是 适合 条 件 的 
圆 的 殴 心 .， 

因此, 所 求 的 轨迹 是 SO. 

1756， 设 圆 O 和 圆 0 为 两 定 融 ， 作 
书 把 两 定 四 二 等 分 , 求 圆心 己 的 轨迹 . 


解 设 园 卫 与 现 O、 贺 0 的 交点 分 别 为 | 


4 了 与 C、 也 ，4D、 
C 了 7 分别 是 圆 O、 
O' 的 直径 。 
。OP14B， 
OP _ 10OD. 
设 思 人 分 别 是 
CO、 加 0 的 半径 ， 
。。 卫 42 一 PO2 十 和 2， 
PCO2 一 PO2-H72。 
而 D4 一 POCO. 
所 以 了 O2 十 人 2 一 PO2 二 72 
于 是 PPO2~PO2 一 72~I2( 一 定 ) 。 


因此 ,所 求 的 轨迹 是 垂直 于 00' 的 直线 (问题 
1 


834) 


1757。 4 和 五 为 两 定点 ，7 和 男 为 两 定 


长 线段 ， 若 从 点 4、 互 向 圆 0 所 作 切 线 42Z、 
37 分别 等 于 人， 求 圆心 0 的 轨迹 。 
解 因为 04? 一 22 十 0O72， 
OB2 一 002 十 O772， 
所 以 042~0B 一 P72 (一 定 )。 
因此 ， 若 在 4B3 上 取 点 区 
二 , 使 
4B2~ 玉 P2 一 呈 0I22) 
则 点 0 在 过 忆 而 生 直 于 
4B 的 直线 XY 上 。 又 因 A 
为 O4>?1，083>7 所以， 
车 在 ZY 上 取 点 C 和 C 
使 dO=40'=D 则 点 0 “YY 
不 在 线段 CO' 上 . 容易 证 明 , 在 直线 民 Y 上 
除去 线段 CC, 剩 下 的 两 条 射线 CX 和 CC 
上 上 的 点 都 适合 条 件 。 因此 , 所 求 的 轨迹 是 两 


条 射线 CX 和 0 了 . 
1758. 从 两 定点 4 和 叫 分 别 向 一 个 圆 
作 两 条 切线 ， 使 两 切线 之 韶 的 夹 角 分 别 等 于 
ws、 B,， 求 这 圆心 的 轨迹 。 
解 设 O 为 适合 条 件 的 融 的 圆心 ,， 42 和 
BT ' 为 切线 , 则 
I 
LO4T= 豆 由 
和 于 
-ADOBT 一 村 p. 


过 4 和 瑟 作 直线 4P、 本 
BP, 与 4B 之 闻 的 夹 角 过 入 
分 别 等 于 双 、 身 ，4P 和 BP 交 于 一 . 从 卫 
向 4 瑟 作 垂 线 P9, 则 

Ad4O7eA 人 4Pa。 


又 ABO7cA 人 DBPGO， 
-3BP -Ze 
BO 02 
L4P 了 DP 
于 是 TI 
LO 4 已 
即 -了 一 (一定 )。 
因此 ， 浇 按 比 4P:BP 把 线段 4 如 内 分 和 外 
分 , 则 以 连结 这 两 个 分 点 的 线段 为 直径 的 加 
《阿波 罗 尼 斯 圆 ), 就 是 点 O 的 轨迹 。 
1759.。 设 ~XOF 一 60",， 且 它 的 位 置 也 
确定 ， 在 . ~XO7 的 平面 上 ， 有 半径 为 & 的 
贺 , 这 圆 与 射线 0 从 和 OZ《 包 含 点 O) 都 至 少 


| 有 一 个 交点 ， 则 这 圆 的 圆心 在 什么 样 的 范围 
'」 内 。 试用 图 表示 出 这 个 范围 , 且 求 出 它 的 面 
积 。 


解 ”在 图 中 , 设 40 与 OX 的 距离 、BC 与 
OF 的 距离 都 为 
a， 老 圆 0 的 半 
径 也 为 则 只 
要 说 明 用 斜 线 折 
表示 的 部 分 是 所 
求 的 范围 就 行 4 


过 点 O 作 直线 
垂直 于 OX, 相对 于 0 和 而 言 ,在 所 作 的 重 线 


与 OY 同 旁 的 部 分 上 取 O4=cz。 又 过 点 0O 作 


7. 画 心 的 轨迹 


直线 垂直 于 OZ, 相对 于 0O7 而 言 ， 在 所 作 
的 垂 线 与 OZX 同 旁 的 部 分 上 取 0B 一 ca。 过 
4 作 平 行 于 0 的 直线 ,过 妃 作 平行 于 OZ 
的 直线 , 设 这 两 直线 的 交点 为 C. 因此 , 以 0 
为 圆心 ， % 为 半径 的 圆 的 优 红 4B， 以 及 
4C、B0 一 起 所 围 成 的 平面 部 分 ， 就 是 所 求 
圆心 的 存在 范围 。 于 是 ,所 求 的 面积 是 : 

AoO4C 的 面积 十 AOBOC 的 面积 十 扇形 0O.4B 

(以 优 弧 4 作 弧 ) 的 面积 


之 法 ] e 荆 2 2 2 
豆 4 tg 60 十 豆 4 tg 60 十 本 CQ: 
一 /3 a2 二 避 za2 一 (v+ 呈 nr)o2. 


1760， 三 角形 4BC 的 底 边 BC 的 长 度 


和 位 置 一 定 ， 顶 角 4 也 一 定 ， 求 这 三 角形 的 、 


九 点 圆 的 铅 心 的 轨迹 。 

解 在 人 450 中 , 底 边 BO 人 
一 定 ， 顶 角 24OC 一 aw。 设 
O 为 A4BC 的 外 心 , 三 为 

重心 下 为 九 点 圆 的 圆 
(问题 679) . 

市 王 是 底 边 BC 的 大 小 
和 位 置 一 定 、 顶 角 等 于 定 

. 角 w 的 人 45C 的 重心, 所 
以 点 一 的 轨迹 , 是 以 BC 为 纺 , 所 含 圆周 角 等 
于 180" 一 xc 的 弓形 弧 人 1810) .又 
O 是 定点 ， 所 以 点 丸 的 轨迹 ， 是 连结 定点 O 
和 存 BC 冯 ee 

由 此 可 知 ， 连 结 圆 五 BOR 的 圆心 9 与 O， 
以 09 的 中 点 卫 为 圆心 ， 以 贺 万 BC 忆 的 半 
径 的 一 半 为 半径 的 圆 ， 与 OZ OK 的 交点 分 
别 为 五 、 瑟 , 则 点 广 的 轨迹 是 卫 信 五。 

17861-.。 从 已 知 国 上 任意 点 刀 ， 分 别 作 与 
已 知 两 直线 平行 的 弦 P4 和 PB, 求人 AP4B 
内 切 况 的 圆心 的 轨迹 。 

解 设 人 AP4B 的 内 心 为 TZ，47、BZ 的 延 


长 线 与 加 的 交点 分 别 为 C、 忆 , 则 C、 了 分别 . 


是 0、224 的 中 点 . 因为 在 点 C 的 切线 平 
行 于 PB,， 有 目 方向 一 定 ,所 以 C 是 定点 。 
同 理 可 得 , 也 也 是 定点 。 


LCLTB 一 90" 十 训 AL4PB， 


所 以 CCTD 一 定 . 
由 此 可 得 , 点 的 轨迹 是 以 CD 为 驴 , 所 含 
四 局 角 等 于 (90* 十 于 /4PB) 的 弓形 弧 。 
若 过 C、 忆 的 直径 
分 别 是 CO\、DD" 当 
P 在 6 力 上 ， 则 和 
迹 是 以 CD/ 为 驴 ， 
所 含 四 周 角 等 于 
(8o"+ APB) 的 _ 


忆 形 弧 . 又 若 盖 在 0 万 或 在 CT 上 , 则 轨迹 
分 别 是 以 C 或 以 CD' 为 弦 , 所 含 圆周 角 等 


于 (90* 十 襄 a) 的 弓形 驱 。 但 是 , a 恩 已 知 两 


定夺 线 的 角 的 补 角 . 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 以 上 四 个 弧 。 

1762.， 已 知 ~B4C 的 位 置 一 定 ， 在 边 
4P、40 上 分 别 取 点 B、C, 使 4 与 40 的 
和 (或 差 ) 等 于 定 长 , 连结 BO. 求人 4BC 外 
接 加 的 圆心 的 轨迹 。 

解 (人 设 人 4B5C 了 两 边 的 和 等 于 定 长 , 即 
4 感 十 40 一 27. 
从 人 4B0 的 外 接 
贺 的 弧 BC 的 中 
点 了， 向 4、 
40 作 垂 线 忆 万 、 

DF;, 则 

4 了 一 4 和 一 7 

(问题 386) . 
从 而 得 出 忆 是 定点 . 所 以 ,A 人 4BC 的 外 心 0 
在 4D 的 中 垂 线 卫 上 。 

再 研究 C 或 刀 趋 近 于 4 的 极限 情况 , 可 知 
著 延 长 DB、D78 与 卫 相 交 , 则 交点 瓦 、 互 ' 是 
点 O 的 轨迹 的 界限 点 。 

反之 ,容易 证 明 互 鼠 ' 上 的 点 都 适合 条 件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 线段 互 瓦 '. 

(2) 设 4B~40 一 21， 过 忆 作 加 O 的 直 
径 DD, 则 必 是 张 B4C 的 中 点 .又 从 疡 向 
4B 作 垂 线 刀 如 ， 则 4 玖 一 /又 TD4 是 与 
2B4C 相 邻 的 外 角 的 平分 线 ， 所 以 了 是 定 
点 。 因 此 ，A450 的 外 心 C 在 47D' 的 中 重 
线 乙 上. 

反之 , 容易 证 明 , 这 直线 上 的 点 适合 条 件 。- 
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因此 , 所 求 的 轨迹 是 直线 一 - 

1763， 在 定 角 B4C 的 两 边 上 ， 分 别 取 
五 .CC 使 4 万 十 40O=37， 求 人 A4BO 的 边 BC 
中 点 的 轨迹 。 

解 “与 上 题 相同 , .4 的 平分 线 与 人 A4BO 
外 接 圆 的 交点 为 卫 ， 从 了 
向 4B,、4C 作 垂 线 分 别 为 
也 已、 ， 则 

4 万 一 4 万 一 )， 
所 以 ， 妃 、 有 、 卫 都 是 定 
点 。 

设 BC 的 中 点 为 好 连结 到 妨 则 了 DMK 
BO. 所 以 ,点 召 、 邓 、 环 在 一 直线 上 (西府 松 
定理 )。 亦 即 点 下 在 线段 刀 玉 上。 : 

反之 , 容易 证 明 ， 在 习 8 上 的 点 适合 条 件 . 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 线段 BF 。 

1764.， 在 已 知 直 线 4B3 上 有 了 四边形 
4B30D，BEO、CD、D4 的 长 度 一 定 ， 且 


4BFTOCD=BOC+D4， 如 果 顶 点 CO、 也 是 动 . 


点 ， 那 么 这 四 边 形 内 切 加 的 圆心 的 轨迹 是 怎 
样 的 ? 


解 ” 设 内 切 圆 的 圆心 为 0, 连结 04、OB、， 


OO、0D， 则 
LA40B 一 180*- 到 人 ]4BOTAB4D 蕊 


一 去 (ZBCD+ LA4DO) 


一 “BCO+ 4DO. 

因此 ， 若 在 边 4B D 
上 可 点 互 , 使 

40OZ= “4DO， 

风 

BOX=- -ECO。、 4 


本 


。 A 人 4OXcA4DO。 
从 而 得 出 ， ， 
40:4X= 一 4D:40. 
40? 一 .4D.4X。 
又 ABOXcoABCO， 
'， BO3 一 BO.BX。 


4.BO2 二 BO.40? 
一 4D.BO.BX 二 BO.4D.4Z 
一 4D.B0.4B( 一 定 ) . 
因此 ,点 O 的 轨迹 是 一 个 圆 ( 问 题 1841) 。 
.4765， 设 人 4BC 的 底 边 4 的 大 小 和 


第 三 编 轨迹 
位 置 一 定 , 顶 角 C 一 w (一 定 ) 求 过 三 个 旁 心 


圆 的 圆心 的 轨迹 . 

解 设 人 4BC 的 外 接 圆 0 的 直径 D 妈 3 重 
直 于 4B, CD、O 万 
分 别 为 ZL4CB 的 
平分 线 与 它 相 邻 的 
外 角 的 平分 线 。 设 
O、 OO、 OA 为 
A4BC 的 旁 心 ,40; 
与 GO" 的 交点 为 
B， 从 吾 作 GCD 的 
平行 线 与 7O. 的 延 
长 线 相交 于 点 G， 则 在 AOBG 与 AODB 


乡 


O 刀 一 0O7D， GO 万 一 TOD， 
AGO= 77DO， 
AGEO22AZTDO。 
从 而 得 出 ，。” 了 BG 一 DZ。 
而 DZ= DB( 问 题 459) . 
"。 BCG=DB. 

又 由 假定 可 知 ， 外 接 贺 O 是 定 圆 ，DZB 定 
长 ， 所 以 BG 也 是 定 长 。 因 为 如 明定 点 ， 因 
此 ,点 G 的 轨迹 是 以 如 为 网 心 ， 以 已 G 为 半 
径 的 圆 (对 于 AO'O"0" 来 说 , G 是 外 心 , O 
是 九 点 贺 的 圆心 , 甩 是 垂 心 , G 的 轨迹 就 是 


:| 所 求 的 轨迹 )。 


急 . 两 圆 的 交点 《或 切 点 ) 的 轨 


1766.,， 若 切 于 定 直线 上 的 定点 妈 的 贺 ， 
和 切 于 同一 直线 上 的 定点 的 园 相 切 , 求 这 
两 个 圆 的 切 点 一 的 轨迹 .。 

解 ”在 切 点 三 作 公 切 线 POCO，POC 与 4 吾 的 
交点 为 C 则 C 是 
4 瑟 的 中 点 .又 


OP 一 于 4B( 定 长 )， 
因此 , 适合 条 件 的 点 ， 
在 以 4B 的 中 点 C 
为 圆心 , 以 豆 4B 为 半径 的 加 上 。 


反之 , 设 书 为 这 圆 上 的 任意 点 , 作 过 点 4、 
点 卫 且 和 C4、C2' 相 切 的 园 ， 又 作 过 点 卫 、 


8， 两 加 的 交点 (或 切 点 ) 的 轨迹 


点 书 且 和 CB、CP' 相 切 的 下， 则 CP' 为 两 
圆 的 公 切 线 。 由 此 可 得 ,两 圆 相 切 ， 点 媚 ' 是 
适合 条 件 的 点 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 以 4B 的 中 点 为 圆心 


以 去 4B 为 半径 的 加 


1767 . 在 定 角 XOZ 内 ， 若 切 于 边 OZ 
上 的 定点 4 的 锅 ,: 和 切 于 边 OZ 上 的 定点 吾 
的 圆 外 切 , 求 切 点 三 的 轨迹 。 

解 连结 P4、PB。 在 点 己 作 两 圆 的 公 
切线 27， 则 

AIP4= -04P，AZPPB=- 0OBP， 
4PB= -0O4P- AOBP， 


由 此 可 得 ， /4PB=-180* 一 王 人 KEOF. 


但 因为 ~XOF 是 定 角 , 所 以 ~4P 也 是 定 
角 , 又 因 4 器 是 定点 ,所 以 切 点 了 在 以 4 


为 弦 ， 所 含 圆周 角 等 于 (tso* - LAXOZ) 


的 弓形 弧 上 。 

反之 ， 在 弧 4P 上 取 任意 点 P， 作 过 点 
P、 点 4 县 在 4 切 于 y 
O 和 的 较 ， 又 作 过 点 
P、 点 卫 且 在 互 切 于 
OZ 的 圆 ， 再 在 点 卫 
作 切 于 圆 4P 的 直 ， 
线 ET, 则 上 
AZP4= -04P. O 

而 4PB=04P 二 OOBP。 四 

由 因 一 @, 得 

ATPPB=OBP， 
由 此 可 知 ，P7 切 圆 BP 于 点 妃 。 所 以 ，P7 
是 圆 4P、 圆 BP 的 公 切 线 。 亦 即 圆 4 和 
圆 BP 在 己 点 相 切 。 

因此 , 弧 4P 是 所 求 的 轨迹 . 

1768， 过 已 知 A4BC 的 边 BC 上 的 点 
D, 作 任意 的 横 截 线 妃 DF， 与 边 40 交 于 点 
刀 ， 与 边 4 万 的 延长 线 交 于 点 瑟 作 ACD 古 
和 人 ABDF 的 外 接 圆 , 求 这 两 个 圆 的 另 一 个 
交点 1 的 轨迹 。 

解 ”因为 了 3、 好 、M、 也 共 辐 , 所 以 


BFBM 一 7DM. q 
又 因为 忆 、C、 互 共 圆 ,所 以 
ATDM=-Eox， @ 
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由 @@、 @， 得 
ATFBM 一 4CMN。 
由 比 可 知 ，D、4、C、 了 2 
共 圆 ， 点 监 在 人 A4BC 外 
接 圆 的 弧 B4C 的 共 暂 弧 上 
上 


反之 ， 在 这 张 上 了 到 任 意 
点 好 "， 作 过 Mr'、C 的 任意 圆 与 4C、BC 的 
交点 分 别 为 百 \、D', 延长 瑟 'DP' 和 4 的 延 
长 线 的 交点 为 交 '， 与 上 面 同 理 , 可 以 证 明 刀 、 
D'、M^ 人 克 是 同一 圆 上 的 点 。 

贸 此 , 弧 B4 人 C 是 所 求 的 轨迹 。 

1769， 设 忆 名 是 定 三 角形 4BC 的 边 
4B、40 上 的 定点 ， 在 BO 上 取 任 意 点 己 ， 
作 人 ABPRB、ACqgR 的 外 接 圆 , 求 两 圆 的 交点 
O 的 轨迹 。 

解 ”PORT 巨 =180。， 

OoRHA -CC=180。， 
.…。 PORT AGOR 二 ABC=360。. 
… PoOg= -BT+TAC 入 
一 180。- 4. 
即 “ 

APO9 二 一 4=180*。 
由 此 可 知 ,点 0 在 A4F9 
的 外 接 加 的 弧 P49 的 共 斩 弧 上 。 

反之 , 容易 证 明 在 PO@ 上 的 点 适合 条 件 ， 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 PO9. 

1770. 两 定 圆 0O、O' 相交 ， 过 交点 4 作 
动 割 线 94B、S47， 求 吏 S4 届 和 圆 047 的 
另 一 个 交点 五 的 轨迹 。 

解 设 贺 S4R、 贺 947 的 圆心 分 别 为 
OO 因为 48 是 园 O 和 部 0 的 公共 纺 ， 
所 以 00"1 .48. 


又 因 47 是 圆 0 
和 圆 0%“ 的 公共 纺 ， |A 一 
所 以 0RA 
we 
OO7 1 OO 
同 理 可 得 ， 认 
OO7 1 OO 


所 以 ，OO"OOw 是 平行 四 边 形 。 册 此 可 
知 , 0D"0"“ 过 00' 的 中 点 如 又 因为 4P 是 
两 加 OO MA 的 公共 纺 ， 所 以 OO 奏 直 平 
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分 4P. 从 而 得 出 ，3BP 一 B4( 一 定 ) 。 

因此 ， 点 三 在 以 妃 为 圆心 ，B4 为 半径 的 
阅 上 ， 

反之 , 容易 证 明 , 这 圆 上 的 点 适合 条 件 。 

为 半径 的 圆 。 

1771. 以 已 知 圆 上 的 点 为 圆心 ， 以 定 长 
线段 为 半径 作 踊 ， 按 已 知 方向 所 作 的 圆 作 切 
线 , 求 切 点 的 轨迹 。 

解 ” 设 巨 知 圆 0, 以 这 圆 上 的 点 @ 为 圆 
心 * 半径 的 长 为 定 长 ” 的 加 是 圆 久 ， MAN 平 
行 于 已 知 方向 的 直线 和 了 且 和 贺 9 相 切 ， 设 
切 点 为 忆 , 则 了 

OPTMWMN。 
.。GQPT ZXT. 

取 O4 平行 而 且 等 
于 gP, 即 QP4O4， 
则 

-4P=09( 一 定 ) 。 Xe 
又 041XZ, 所 以 4 是 定点 。 因 此 , 书 在 以 
4 为 阅 心 ,0O9 为 半径 的 圆 上 。. 

反之 , 容易 证 明 , 这 园 上 的 点 适合 条 件 。 

因此 ,点 卫 的 轨迹 是 圆 4。 

又 因为 平行 于 了 王 的 切线 有 了 两 条 ， 所 以 另 
一 条 切线 的 切 点 的 轨迹 , 是 关于 O 与 圆 4 对 
称 的 圆 4 。 

综 上 所 述 可 知 ， 所 求 的 轨迹 是 岗 4 和 融 
4 

1772.。 两 个 半径 都 是 ”的 动 圆 4、 刀 互 
相 外 切 于 点 CO, 又 瑟 X、 了 YYZ' 是 两 条 互相 垂 
直 相 交 的 直线 ， 当 这 两 圆 移动 时 , 圆 4 总 是 
与 直线 了 Y" 相 切 , 而 圆 妃 则 总 是 与 直线 互 民 / 
相 切 , 求 这 两 圆 的 切 点 C 的 轨迹 。 

解 ” 设 两 直线 习 X'、 了 Z' 垂直 相交 于 点 
O， 过 两 圆心 4、 屯 Y 
分 别 作 平 行 于 了 Z、、 

了 ZX' 的 直线 ， 设 交 
点 是 0。 设 0 在 
ZXOZ 内 ，AOi4B S 
是 直角 三 角形 ， 两 圆 | 站 | 、 
4、 的 切 点 C 是 No 个 0 
4 互 的 中 点 。 所 以 交 

OIC 一 *。 因 此 ， 点 C 在 以 CO 为 圆心 ,7 为 半 
径 的 网 上 ， 


反之 , 设 C 为 这 圆 上 的 任意 点 。 以 C 为 圆 
心 ，COi 为 半径 的 圆 与 BO1 的 交点 为 妃 ， 延 
长 BC, 与 Ot4 的 交点 为 4。 若 以 4、 吾 为 
圆心 , ? 为 半径 作 两 个 园 ， 则 一 个 与 互 怀 ' 相 
切 ， 另 一 个 与 了 YY 相 切 ， 而 且 这 两 圆 相互 外 
切 。 因 此 , 圆 O 是 所 求 的 轨迹 。 

又 因为 两 动 阅 4、 巨 还 可 以 在 ZXO7/ 
ROZ、~ OF7' 的 内 部 , 所 以 根据 同 理 可 
以 得 到 类 似 的 结论 。 

因此 ， 记 求 的 轨迹 是 四 个 圆 Ot、O?、Os、 
O4。 

1773.， 已 知 两 个 相等 的 铜币 ， 切 于 长 方 
形 箱 的 边 上 而 且 又 互相 外 切 ， 如 果 两 个 铜币 
按 这 样 移动 , 求 这 两 个 铜币 切 点 的 亏 迹 。 

解 ” 设 长 方形 的 边缘 为 4BCD, 铜币 的 半 
径 为 7。 如 果 一 个 铜币 
切 于 4B, 另 一 个 切 于 
30, 那么 由 上 题 可 以 知 
道 , 若 两 直线 WO、.GO 与 
4B3、BC 的 距离 都 等 于 
‰， 且 NO、GO 交 于 点 
0O. 在 以 0 为 圆心 ， 以 ? 为 半径 的 加 上 ， 取 


绝 刀 F 等 于 芝 贺 , 则 玉 就 是 所 求 的 轨迹 . 


又 当 两 个 铜币 都 与 一 边 BC 相 切 时 ， 显然 可 
知 , 切 点 的 轨迹 是 线段 G。 因此 ,所 求 的 轨 
迹 ， 是 四 条 线段 瑟 G,、 互 玖 、 工 M、 太 至 和 四 个 
弧 : 百 放 、C 放 、 和 2、 

1774. 过 定 圆 内 的 定点 4， 作 任意 的 纺 
30, 过 4、3 和 过 4、C 分 别 作 两 个 圆 , 上 且 这 
两 圆 各 在 呈 、C 和 定 圆 相 切 , 或 这 两 个 圆 的 另 
一 个 交点 三 的 轨迹 。 

解 设 O 为 定 贺 的 圆心 ， 在 妃 、C 内 切 于 
定 罗 O 的 事 的 圆心 分 别 为 MK。N, 则 必 、 公 、 
0 与 C、 作 、 O 分 别 在 同一 直线 上 ， 又 20CN 垂 
直 平分 4P。 

因为 A4BM、ACBO BA 人 
都 是 等 腰 三 角形 , 且 底 角 《< 全 则 
妃 是 公共 角 , 所 以 3 

.4M= OP 
由 此 可 得 ，W41/ OC. 

同 理 可 得 ， N41/OP. 

因此 , 四 边 形 4MOX 是 平行 四 边 形 , MKN 过 


| 40 的 中 点 工 县 垂直 平分 4 刀 ， 所 以 ; 


以 十 


本 三 | 


习 斗 


9. 三 角形 (或 四 边 形 ) 的 顶点 的 轨迹 


MXN OP。 4PO>=090"。 
因此 , 点 己 在 以 40 为 直径 的 柄 上 ， 

反之 , 设 古 为 这 圆 上 的 任意 点 ,过 尸 、4 作 
贺 M, 且 在 点 如 与 定 圆 9O 相 切 ,过 政 作 OP 
的 平行 线 , 则 这 条 直线 过 4P 的 中 点 , 同时 也 
过 40 的 中 点 工 。 取 ZN=MT, 若 B4 ON 
的 交点 为 C， 则 四 边 形 OM4N 是 平行 四 边 
形 .因为 人 4MW 刀 是 等 腰 三 角形 ,所 以 ABCOC 
也 是 等 腰 三 角形 。 由 此 可 得 ， 

OC 一 OPB。 
因此 , C 是 定 贺 O 上 的 点 , 且 4N=NC, 又 
因 点 忆 是 点 4 关 于 MX 的 对 称 点 ,所 以 
4V=NOC=NP. 
从 而 得 出 ， 以 六 为 殴 心 ， 过 4、 了 、O 的 圆 入 
在 点 C 与 定 加 O 相 切 , 即 点 书 适合 条 件 . 

因 些 , 所 求 的 轨迹 , 是 以 40 为 直径 的 圆 。 

1775. 有 以 定点 0 为 圆心 ， 任意 ?为 半 
径 的 贺 0， 又 有 以 两 定点 4、 分 别 为 圆心 
的 两 加 ， 若 这 两 圆 分 别 与 四 O 相交 成 直角 ， 
求 这 两 圆 的 交点 的 轨迹 。 

解 从 4、 瑟 分 别 向 贺 0 作 切线 4C、BD， 
以 4、 呈 为 圆心 , 分 别 以 4O、2B 忆 为 半径 作 
较 , 贺 4、 呵 万 分别 与 圆 C 相交 成 直角 。 设 
妈 、W 为 所 作 的 两 个 
殴 的 交点 , 则 

432= .402 

一 4O2 一 92， 

DH2 一 万 DO2 

一 BO2 一 人 2。 
4M2wBM2s 402w BO2( 一 定 )， 

辕 理 可 得 ， 

4N2~BN2 一 .402 BO2( 一 定 )，， 
因此 , 若 在 423 上 取 点 书 使 
忆 42?~B2 一 402~ BO2， 
于 是 王 是 定点 ,过 定点 王 而 垂直 于 4 万 的 直 
线 , 是 圆 4 与 贺 妃 的 交点 闻 、W 的 轨迹 ( 阿 
题 1834) 、 若 设 点 O' 是 点 O 关于 4 瑟 的 对 


称 点 ， 则 线段 CO 的 两 端点 O、O-' 是 轨迹 的 


界限 。 

1776 .。 一 直线 平行 于 人 A4p50 的 边 4 
这 直线 与 C4、CB 分 别 交 于 筷 、 了 ， 求 
Ac47、ACBX 的 外 接 圆 的 另 一 个 交点 三 
的 轨迹 。 
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解 设 忆 为 圆 C47 与 圆 COBZ 的 另 一 个 
交点 ,连结 P4、PB、PXR、PTF , 则 
人 PYZB= P4X， 
APB7Z 一 PX4， 
AP4XZcA 人 AP7DB. 
又 由 4B1/ ZY， 得 
4 和 40 
了 (一 定 )， 
因此 ， 从 点 一向 4 BF 分 别 作 高 PD、 
万 ， 则 


PD 4 


F 方 一 5 一定)。 


由 此 可 得 , 点 三 的 轨迹 ， 可 以 转化 为 到 两 
边 4C、BG 的 距离 的 比 是 一 定 的 点 的 轨迹 ， 
因此 , 气 求 的 轨迹 是 射线 CG。 

1777. 已 知 两 个 圆 互相 外 切 于 已 ， 这 两 

哇 又 分 别 与 两 个 已 知 定 圆 外 切 ， 求 两 圆 的 切 
点 一 的 轨迹 。 
外 切 的 两 圆 上 且 又 分 别 外 切 于 两 个 定 园 4、 殖 
的 两 个 圆心 为 互 、 了。 车 加 蕊 与 两 吏 4、B 
的 切 点 分 别 为 瑟 、 媚 ， 则 吾 玉 过 两 圆 4、 忆 的 
外 位 似 中 心 8( 问 题 1131)。 


同 理 可 得 ， 若 圆 了 切 于 两 贺 4、 了 的 点 分 
别 为 G、 鼠 , 则 G 克 也 过 8。 而 且 
人 历 .S 一 59.83 万 一 S4.S 万 
(一 定 ) (问题 1409) . 


因为 在 两 圆 生 了 的 根 负 上 ， 所 以 在 两 加 


和 了 的 切 点 了 的 切线 过 有 8。 

， SP2 一 8 妃 .S7 (一 定 )。- 
从 而 得 出 ，SB 是 定 长 。 因 些 , 点 三 的 辆 迹 ， 
是 以 有 为 圆心 的 一 个 项 的 弧 。 


日 .三 角形 (或 四 边 形 ) 的 顶点 


的 轨迹 


1778， 人 A 人 42B0 的 底 边 BC 的 大 小 各 位 
置 一 定 ， 顶 角 4 是 定 值 w， 求 顶点 耳 的 轨 


@@ 
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解 ”因为 4 恒 为 定 值 ww 所 以 4 在 以 定 
线段 BO 为 弦 ， 所 含 圆 周 拓 
角 等 于 w 的 弓形 弧 上 上 . 这 A' 

样 的 弧 关于 BC 妃 相 对 称 
的 有 两 个 。 

反之 , 设 4 为 这 驱 上 的 8 c 
任意 点 , 则 

DB4O= DBP40=a. 

所 以 点 4 适合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 , 是 圆 D 
弧 B4C 和 关于 B0 与 它 对 称 的 弧 BDC， 

1779， 求 同 底 、 面 积 一 定 的 三 角形 项 点 
”的 轨迹 。 

解 ” 设 人 450 的 底 边 4 一定, 面积 一 定 。 
从 C 作 CD 委 直 于 4B, 因为 底 边 4B 积 面 
积 一 定 ， 所 以 它 的 高 
CD 也 一 定 ， 设 高 为 TAN 
则 C 在 与 4 的 距离 为 
的 平行 线 ZM 上 . AN 

反之 , 设 C' 为 ZM 上 
的 任意 点 ， 连 结 CA4、 


0OB。， 因 为 AC'4 孔 与 AC4 了 3 等 积 ,所 以 它 


的 面积 一 定 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 ， 是 平行 于 4 如 的 直线 
ZIZM.。 车 C 取 在 4 的 另 一 侧 ， 且 与 上 面 位 
置 对称, 则 点 O 的 轨迹 ， 是 关于 4 与 ZU 
对 称 的 直线 . 

1780. 平行 四 边 形 4BDC 的 周 长 一 定 ， 


且 顶 点 4 的 位 置 固 定 , 当 两 邻 边 4B、4C 的 ， 


方向 一 定时 , 求 点 忆 的 轨迹 。 


解 设 口 4BDPO 的 周 长 一 定 (20),， 顶 点 4 . 


的 位 置 固定 ，4B、4C 的 方向 一 定 , 且 
4B 二 4C 一 !。 下 
若 在 4B\、4C 的 延长 线 
上 , 分 别 取 点 了 到, 囊 使 ， D 
4 妃 一 47 一 六 
则 怠 、 邓 是 定点 。 又 
ApBDE、ACcD78 都 是 A 电 王 
等 腰 三 角形 而 且 对 应 角 相等 。 所 以 
OODFTBDZ 
一 80。 一 人 .4=180" 一 DBDO。- 
因此 ， 连 结 到 、 环 的 直线 便 过 点 也 即 也 在 
BF 上 。 
反之 , 容易 证 明 ,到 3 上 的 点 适合 条 件 。- 
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因此 , 记 求 的 轨迹 是 线段 瑟 . 

1781， 人 4BC 底 边 4B 的 大 小 和 位 置 
一 定 ， 在 BC 上 到 一 点 己 , 使 线段 4P 等 于 
定 长 且 BP:PO=mui0， 求 顶 点 〇 的 轨迹 。 


解 ” 因 为 4 是 定点 ， 
4P 是 定 长 2 所 以 点 ， AAA Ne 
乙 的 轨迹 , 是 以 4 为 加 

心 , 以 ?为 半径 的 阅 . 在/ 

B4 的 延长 线 上 取 点 O，0 人 B 


使 B4:40=-mz:1 则 O 是 定点 。 而 
2BP:PO=12I。 DBP:PO=B4:40。 
CC _ BC _ 坑 十 几 
”” LE 5 11 


00 一 -全 -和 .( 一 定 )。 

因此 ，C 在 以 0 为 圆心 ， 半 径 的 长 等 于 
卫士 ”7 的 圆 上 。 
反之 ， 容 易 证 明 ， 这 个 圆 上 的 点 都 适合 条 


因此 , 所 求 的 轨迹 , 是 以 0 为 圆心 ,半径 的 
长 等 于 -也 -2 .7 的 加 。 

注 “参照 问题 1631。. 

1782。 在 已 知 正 方形 4BCD 的 边 BO 
上 , 取 任 意 点 已 ,车 三 个 三 角形 P4D、P4BF、 
PCOD 的 重心 分 别 是 工 MK、N, 则 AIMN 
是 怎样 的 三 角形 ? 又 当 点 卫 在 边 BC 上 移动 
时 , 工 、_M、N 画 出 怎样 的 线段 ? 求 AIMN 


-的 存在 范围 的 面积 . 这 ， PP 


里 ， 假 设 正方 形 4BOD 
的 边 长 为 a。 

解 设 4D、4B、OD F 
的 中 点 分 别 为 五 7、G， 
由 三 角形 的 重心 性 质 ， 日 
得 卫 C 
BU_ZZ_PT_-2 Ac 于 一 7 
FFP EPE9 3 SN 

而 且 Q 4 
MIN= -BFG=90。， 遇 和 当 多 

2 8 
人 L 


一 IN。 ， 
由 此 可 得 ， 人 AZ2MX 是 等 腰 直 角 三 角形 。: 


9. 三 角形 (或 四 边 形 ) 的 顶点 的 轨迹 


设 点 @ 与 点 及 点 8 与 点 7 分 别 三 等 分 
4B、DO, 40 与 98、40 与 17 的 交点 分 别 
为 @、7T，BD 与 898、BD 与 8 的 交点 分 
别 为 SB、 歹 ， 则 当 点 一 从 点 吾 的 位 置 移 动 到 
点 C 的 位 置 上 时 ,点 荆 从 点 人 的 位 置 移动 到 


点 尽 的 位 置 上 ,点 驻 \ 点 六 分 别 从 点 吾 的 位 


置 移动 到 点 忆 的 位 置 上 , 从 点 开 的 位 置 移 
动 到 点 了 的 位 置 上 . 

由 此 可 知 ，ATMXN 的 存在 范围 是 梯 
形 9ETS'。 

樟 形 9'BTS' 的 面积 = 到 (co 十 生 )x 全 

旬 -了 oa2。 

1783， 在 正三 角形 PMN 的 边 MN 上 
取 任意 点 4, 作 以 4P 为 高 、 顶 点 为 4 的 正 
三 角形 4BC, 求 互 和 的 轨迹 。 

解 因为 A4BO、APMN 都 是 正三 角 
形 ,所 以 
LA4BO= -PN4=60*， 
由 此 可 知 ，P、4、N、 卫 
共 加 . 

又 4PLBC， 

… AL4PB=90"。 

所 以 。4 是 这 四 的 直径 . 
连结 WEB， 则 NE MXN。 

同 理 可 得 ， 


ZOLMN， 

因此 C、 刀 分 别 在 过 了 和 而 垂直 于 2 
.的 直线 上 。 洲 4 限定 在 线段 XXX 上 移动 , 设 
过 了 而 垂直 于 PN 的 直线 ， 过 卫 而 垂直 于 
PM 的 直线 分 别 与 WB、MO 相交 , 设 交点 为 
刀 与 玉 、G 与 妃 , 则 这 些 点 是 轨迹 的 界限 ， 

反之 ， 容 易 证 明 线段 BG、F 互 上 的 点 适 
合 条 件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 线段 BC THE。 

1784。 三 角形 的 底 边 的 长 度 和 位 置 一 
定 ， 其 他 两 边 上 的 正方 形 
， 面 积 的 和 一 定 ， 求 这 三 角 
形 顶 点 的 轨迹 。 

解 设 A4BC 的 廊 边 
4 的 长 度 和 位 置 一 定 ,又 A 

402 上 BO2 一 12( 一 定 ). 
若 了 为 .4 了 3 的 中 点 ,连结 0, 册 
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LO? 二 BO 一 3(4M02 上 十 CO9) 
， (中 线 定理 ) . 
.32(4M3 十 OCX3) 一 12。 
:Ca 一 -全 一 4M2( 一 定 )。 
所 以 ,CUM 是 定 长 线段 。 因此 , 点 C 的 轨迹 ， 
是 以 16 为 圆心 , 半径 的 长 度 为 \/ 芭 一 4202 


的 贺 (参考 问题 87 全 . 
1785. 梯形 4B0OD 的 底 边 4 刀 的 长 度 

和 位 置 一 定 ，4D、CD 为 定 长 ， 且 顶点 了 在 

以 4 人 求 顶 点 纪 的 轨迹 .。 

解 ”因为 DC 是 定 长 的 线段 ,所 以 ， 若 在 线 
段 4B 上 取 4 刀 一 DO， 
则 刀 是 定点 ，4BCD 
为 平行 四 边 形 。 

ee CO 一 4D。 
因此 , 点 C 的 轨迹 ， 
是 以 妃 为 圆心 , 以 等 于 4 忆 的 线段 为 半径 的 
四。 

1786， 固定 和 矩形 4BPCO 的 顶点 4 与 
4 相 邻 的 两 顶点 B、C 分 别 在 两 个 已 知 的 同 
心 贺 上 , 求 第 四 顶点 三 的 轨迹 . 

解 已 知 两 个 同心 圆 ， 设 也 .> 分 别 为 外 
圆 、 肉 加 的 半径 。 两 对 
角 线 的 交点 为 D， 连 结 
OD、04、OB、OP、OC， 
因为 也 是 P4、BC 的 
中 点 ,所 以 


OP2 二 042? 一 20D2 十 2PD2， 
0B2? 十 00? 一 20D2 十 20D?。 
而 PD=CD. 
.0P2 二 04? 一 DB2 十 002 一 2 十 72， 


即 “0P2? 一 开 +72 一 042 (一 定 )。 
所 以 OP 是 定 长 的 线段 。 由 此 可 得 , 点 书 在 
以 O 为 圆心 , 以 定 长 线段 为 半径 的 加 上 . 

反之 ,容易 证 明 ,这 圆 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 , 是 以 O 为 圆心 的 圆 。 
1787， 从 已 知 圆 0( 半 径 轨 外 一 点 4 


向 作 线段 4P， 以 4P 为 一 边 作 正 方 


形 4POR, 求 点 吕 和 @@ 的 轨迹 。 
解 、 以 40 为 一 边 作 正 方形 4OBC。 在 
A4OP 和 Ad4CBR 中 ， 


40=40， ”4P=4B 
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AP40- _B4do， MB= MD， 因 此 ， 
"人 4PCS2A4RC. 过 2DP 的 中 点 召 作 Cr 一 > 一 元 
EC 一 PO-r. BD 的 中 垂 线 ， 则 < 
因此 , 点 马 在 以 定点 R C、4、M 都 在 BD 
C 为 圆心 ， 以 ?为 半 的 中 垂 线 上 。 
径 的 圆 上 . COB2 一 CB2 一 万 了 
又 在 A4OP 和 一 4B2 4 万 2 芭 
A4B9 中 ， 从 而 得 出 ，CZB2 一 4 瑟 一 CB3 一 4B2， 
4P:49= 40:4B=T1:/ 3， 但 因为 CB、4B 的 长 度 是 定 长 ,所 以 CC 到 一 
AP4O= AQ4F. | 4 克也 是 一 定 的 , 设 为 mm2， 则 
所 以 ， A40PoA4PF9, (CZ 十 4 克 ) (0C 盏 一 4 古 ) 王 Mg2， 
"， PO:BQ= 1T:VI， 即 COM.O4 一 mm2。 


BO=v3PO=v3r. 

因此 , 点 纺 在 以 定点 吾 为 圆心 ， 3 r 为 
半径 的 圆 上 。《〈 反 过 来 ,证 明 从 略 ) 

如 果 正 方形 4P9R 与 前 者 关于 4O 对 
称 , 这 时 这 正方 形 在 40 的 另 一 侧 , 那么 所 求 
的 轨迹 是 与 前 者 两 个 圆 关 于 40 对 称 的 圆 . 

1788. 已 知 直 角 三 角形 4BCO 的 形状 和 
大 小 , 余 边 40 的 两 端 4、.C 分 别 在 垂直 相交 
于 0 的 两 条 直线 OZX、OZ 上 移动 , 求 直角 顶 
点 的 轨迹 。 

解 因为 ~4OC= 4BO= 90?， 所 以 处 
CO、C、 如 共 团 . x 

" .405 一 人 40B 
但 因为 AL4HC 的 形 
状 一 定 ， 所 以 ~C 的 
大 小 也 一 定 。 

著 直 线 0O2 与 0O 允 
的 夹 角 403 等 于 定 
角 C,， 则 点 刀 在 直线 人- 
OZ3 上 . 作 直线 平行 习 
于 0 并 有 与 OZ 的 距离 等 于 4B， 设 这 商 条 
平行 线 与 直线 03 的 交点 为 G、Q0 这 两 点 
就 是 轨迹 的 界限 。 

容易 证 明 , 线段 2Z' 上 的 点 和 运 合 条 件 。 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 线段 GG'。 当 了 好 取 在 
40 的 另 一 全 时 ， 则 所 求 的 轨迹 是 关于 O 
与 2G' 对 称 的 线段 。 

1789， 菱形 4BMD 的 各 边 的 长 是 定 
长 , 顶点 4 弓 在 定 圆 上 运动 , 另外 两 顶点 厂 、 
刀 与 这 定 略 上 的 定点 C 的 距离 相等 ， 都 等 于 
定 长 , 求 第 四 顶点 的 轨迹 ， 

解 由 假设 可 知 ，CB=CD，4B= 4D= 


ee 


但 因为 C 是 贺 0 上 的 定点 ,在 圆 0 上 , 着 
取 点 型 ,使 CM .0O4=M2， 则 点 允 的 轨迹 
是 垂直 于 过 C 的 直径 的 直线 (问题 1876) . 

注 7Y 叫做 以 C 为 中 心 的 网 O 的 反 象 . 

1790. 人 A4ZBC 的 底 边 4B 的 方向 一 定 ， 
它 的 内 切 阅 在 483 上 的 切 点 的 位 置 与 圆 的 半 
求 这 三 角形 的 顶点 C 的 轨迹 。 

解 设 人 4BC 为 适合 条 件 的 三 角形 中 的 
一 个 , OO 分 别 是 它 
的 内 心 和 旁 心 ， 内 切 
圆 、 旁 切 圆 与 4 六 的 
切 点 分 别 是 已 、@;, 延 
长 2ZO 与 内 切 圆 的 交 
点 为 忆 。 因 为 C 是 贺 
2 和 加 0 的 位 似 中 
心 ， 所 以 C、 及 在 
一 直线 上 。 因此 ， 瑟 
是 定点 。 因 为 P9= 4C~ BC( 间 题 7)， 所 
以 纺 也 为 定点 。 

加 此 , 点 C 的 轨迹 是 过 两 定 上 @、 五 的 一 
条 射线 RC。 

1791. 人 A 人 42B0 的 形状 一 定 , 重心 互 的 位 
置 一 定 ， 当 顶点 4 在 已 知 直线 ZIMX 上 移动 
时 , 求 另 外 两 个 顶点 瑟 、C 的 轨迹 。 

解 设 A4PBO 
为 适合 条 件 的 任意 
三 角形 . 若 作 


局 


并 使 
A4PBOwmA4'DBO1， 
则 4' 必 、B'、C' 是 


了 10, 三 角形 的 外 心 、 内 心 \ 旁 心 、 重 心 \ 重 心 的 轨迹 


定点 . 
因为 互 是 这 两 个 三 角形 的 重心 ,所 以 
ADE4BoAHE4'B'。 
.4 妃 :4' 瑟 一 B 万 :了 万 。 
而 4 妃 4' 一 万 及 '。 
…。 A4 万 4'coA 人 BEB'。 
从 而 得 出 ， 
一 了 B'B 一 44 一 90"。 


但 因为 B' 互 是 定 长 线段 , 所 以 互 在 过 忆 ' 而 
垂直 于 豆 B' 的 直线 上 。， 

反之 ,容易 证 明 ,这 直线 上 的 点 适合 条 件 。 

因此 ,也 的 轨迹 是 过 点 3' 而 垂直 于 五 B' 的 
直线 。 

同 理 可 得 , C 的 轨迹 是 过 C 而 垂直 于 瓦 C/ 
的 直线 。 

1792。 在 人 A4BC 中 ， 重 心 和 外 心 的 位 
置 一 定 , 从 顶点 4 向 对 边 BC 作 垂 线 4D， 
且 重 心 又 为 4D 的 中 点 , 求 项 点 4 的 轨迹 。 

解 设 A4BC 的 稚 心 .外 心 分 别 为 互 .O， 
过 .4 作 平 行 于 BC 的 
直线 4Z，4 研 与 0O 互 的 
延长 线 的 交点 为 卫 BO 
与 互 O 的 延长 线 的 交点 
为 一 , 则 

A4ETEADEZ。 8 

若 从 O 到 BC 的 距离 为 O 瑟 ， 则 

4 万 一 30 万 ( 问 题 509). 
从 而 得 出 ，. 
五 D 一 20Z， 0 也 1 万 也 ，. 
“。 瑟 二 一 囊 了 一 20 石 。 
“因此 ， 工 是 定点 。 又 ZL4 万 一 90"， 所 以 ， 
点 4 的 轨迹 是 以 五 工 为 直径 的 圆 。 


19. 三 角形 的 外 心 、 内心、 六 
心 . 重 心 、 垂 心 的 轨迹 

1793. 人 4B0 的 底 边 BC 的 位 置 和 长 
度 一 定 , 顶 角 也 一 定 , 求 A4BC 的 内 心 0 的 
轨迹 。 

- 解 延长 40 与 人 A4BC 的 外 接 圆 的 交点 
为 了 则 
DO=.BD( 问 题 459) 。 

又 因为 BC 和 ~4 一 定 , 所 以 这 三 角形 
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是 定 长 的 线段 。 因此 , CO 在 以 刀 为 心 , 以 
DB 为 半径 的 圆 弧 BOC 
5 
反之 ， 在 必 BO0 上 
取 任 意 一 点 O” 作 以 
.20 为 弦 所 含 圆周 角 等 
于 定 角 4 的 弓形 弧 , 延 5 
长 DO ' 与 这 马 形 红 的 交点 为 4 因为 BD 一 
DO 一 DO, 所 以 0 正 是 人 4'30C 的 内 心 . 
因此 , 点 O 的 轨迹 , 是 以 也 为 贺 心 ， 以 了 3 也 
为 半径 的 加 必 BO。 
1794.， 已 知 A4B0C 的 顶 角 4 的 位 置 和 


大 小 , .4 的 夹 边 的 和 4BB+4C 为 一 定 , 求 


这 三 角形 的 外 心 的 轨迹 。 
解 设 Z4 的 
平分 线 与 外 接 圆 


4 了 一 48 一 豆 (4 二 40) (一 定 )。 
因此 , 五 、 尺 是 定点 。 从 而 得 出 ,点 忆 的 位 置 


.确定 ,又 4 是 定 线段 。 所 以 外 心 在 4 的 


垂直 平分 线 ZM 上 .。 若 过 4 作 垂 直 于 47Z、 
4 的 直线 , 这 两 直线 与 22《 的 交点 分 别 为 
P、e9, 则 忆 、9 是 轨迹 的 界限 。 

反之 ， 容 易 证 明 ， 线 段 POQ 上 的 点 适合 条 
件 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 线段 P9， 

4795， 在 上 题 中 ， 若 以 4B--4C 替 换 
4B 二 40 则 人 A4B0C 外 心 的 轨迹 又 是 怎样 
呢 ? 

解 在 A4BC 中 ， 与 
4 相 邻 的 外 角 的 平 
分 线 ， 与 外 接 贺 的 交点 设 
为 到。 从 也 向 4B、4C 
作 垂 线 ， 若 垂 足 分 别 为 
了 到、 到， 则 

4 权 一 4R' 一 于 (4B 一 40) (一 定 ) 。 


所 以 怠 、 歹 是 定点 。 从 而 得 出 , 点 妈 的 位 


置 确定 。 因此 ， 作 47" 的 垂直 平分 线 , 又 过 


外 接 圆 的 位 置 和 大 小 一 定 , 且 刀 是 定点 ; DB | 4 作 4C 的 垂 线 ， 这 垂 线 与 41 的 垂直 平分 


390 


线 相交 于 点 瓦 , 则 人 4BC 的 外 心 在 射线 
， 到 《点 总 除外 ) 上 。 

反之 ， 可 以 证 明 羽 2 上 的 点 〈 点 忌 除外 ) 

适合 条 件 。 

因此 ， 所 求 的 轨迹 是 射线 到 M (点 互 除 
外 )。 

1796. 设 定 长 的 线段 Pe 的 两 端 ， 在 定 
角 C4 的 两 边 上 移动 ,求人 A4P@ 外 心 2 的 

解 因为 A4P@ 的 边 P 的 长 度 和 4 
的 大 小 是 一 定 的 ， 所 以 它 的 外 禄 圆 的 大 小 是 
一 定 的 。 -- 

设 O 为 A4P@ 的 外 
心 ， 则 半径 40 为 定 长 线 
段 。 因为 4 是 定点 。 所 
以 0 在 以 4 为 贺 心 , 以 定 
长 线段 40 为 半径 的 圆 
上 .又 若 过 4 作 垂 直 于 
4B、40C 的 直线 , 它们 与 圆 4 的 交点 分 别 为 
3、N, 则 MK、N 是 界限 点 . 

反之 , 容易 证 明 双人 六 《两 端 除外 ) 上 的 点 适 
合 条 件 。 sa 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 内 N〈 两 端 除外 )。 

1797。 定点 4 丈 分 别 在 定 圆 0 的 内 
部 和 外 部 , 过 点 也 作 割 线 BCD, 过 点 4 作 
孩 C4B、D4P， 求人 4B 外 心 O 的 轨迹 

解 连结 B4， 
延长 B4 与 过 4、 
也 、 马 的 咖 的 交点 
为 B 则 
AZ 一 /4B'R。 

又 因为 

0 万 8 一 人 CD1， 
所 以 了 BB'T = 人 BDP。 

由 此 可 知 ， 也、 也 、 也 、 刁 在 同一 园 上 。 

.4B.4B' 一 4F.4D。 
而 4 是 定 圆 内 的 定点 ， 所 以 4 .4 是 定 
值 。 从 而 得 出 , 4B.4B 是 定 值 . 于 是 召 是 
定点 . 因此 , 若 4B' 的 中 垂 线 为 六 则 点 O 在 
7 上, (但 是 , 若 ! 与 图 0 的 交点 为 G、 妃 ，4G 
的 中 垂 线 、4 互 的 中 委 线 与 ! 的 交点 分 别 为 
了 和 太 则 O 〇 不 在 2N 上 ) 
反之 , 从 直线 ! 上 除去 线段 并 N 外 的 点 都 


第 三 编 轨 ” 迹 


适合 条 件 . 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 两 条 半 直 线 。 

1798. 在 已 知人 4BC 的 边 4B、4C， 
分 跌 取 点 愉 、 点 和 N， 使 DBM 一 CN， 求 
A4MNN 外 心 O 的 轨迹 。 

解 设 也 为 人 4B50 的 外 接 圆 和 人 4MN 
的 外 接 贺 的 另 一 个 交点 , 则 

ADB4=DO4， ~DM4=DN4。 

ADMB= ~DNCO， 

ADBMWMS2A 人 DON。 
… DBE= DO，DM=DMN. 
因此 ， 点 了 是 定 弧 B4C 
的 中 点 。 

又 估 为 圆 4MN 过 商定 
点 也、 4, 所 以 它 的 圆心 
0' 在 D4 的 中 一 线 民 Z 
上 。 而 A48B0 的 外 心 2, 也 在 和 XZ 上 .又 
过 4 作 4C 的 重 线 , 与 人 了 的 交点 为 0”， 则 
两 点 O、O"” 是 轨迹 的 界限 。 

反之 , 容易 证 明 O0” 上 的 点 适合 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 线段 O07”。 

1799， 车 人 4B0 的 底 边 BC 的 位 置 和 
长 度 一 定 ， 顶 角 4 的 大 小 一 定 ， 求 相对 于 
4 的 旁 心 0' 的 轨迹 。 

解 设 0 为 相对 于 Z4 国 党 心 ， 了 为 外 
接 贺 上 弧 BC 的 中 点 ， 
则 

DB=DO'=Do= DT 
(是 A4BC 的 内 心 ) 。 
此 ， 点 DO 在 以 忆 为 
圆心 , 以 了 有 B 为 半径 的 
圆 绝 上 。 

为 了 讨论 轨迹 的 界 
限 ， 我 们 研究 顶点 4 在 弧 B40C 上 移动 时 的 
情况 。 当 4 无 限 地 趋 近 于 互 时 ，A 人 4280 的 
旁 心 0' 随 着 就 无 限 地 趋 近 于 将; 又 当 4 无 
ee 时 ，O"' 随 着 就 无 限 地 趋 近 于 

。 因 此 , 点 "在 弧 BOC 上 。 

人 设 0" 为 这 弧 上 的 任意 点 ,连结 0"D， 
作 以 BC 为 弦 , 所 含 圆周 角 等 于 4 的 弓形 
弧 ， 延 长 0"D 与 这 弓形 弧 的 交点 为 4。 因 
为 


条 件 。 


DB= DO 一 DO= DT， 
所 以, 0" 是 人 人 430 的 旁 心 。 


10. 三 角形 的 外 心 ,内 心 . 旁 心 . 重 心 .重心 的 轨迹 


因此 ,所 求 的 轨迹 是 红 BOO 
1800， 设 A4BC 的 底 边 BO 的 长 度 、 位 
置 和 一刀 的 大 小 为 一 定 ， 求 人 A4BOC 重心 的 
轨迹 。 
解 设 开 为 4B 的 中 点 ， G 为 人 A4BCO 的 
重心 , 则 ee 上 , 且 
0CG=- 了 COM， 


因此 ， 这 G@ 作 4 的 人 人 


& 区 


平行 线 ， 它 与 BO0 的 交 让 忆 
点 为 也 , 则 

CD=- 忆 CB. X 
因为 BO 为 一 定 , 所 以 九 是 定点 。 又 


GDO= ~ 有 ( 一 定 ) 。 

由 此 可 得 ,，G 在 过 定点 刀 而 平行 于 34 的 直 
线 了 X 上。 

反之 , 在 这 直线 上 取 任 意 点 G, 过 妃 作 平 
行 于 D6 ' 的 直线 ， 与 CG' 的 延长 线 的 交点 为 
好 0 延长 BM' 到 4 使 M4 一 BMD 则 C207 
是 人 A4'BC 的 中 线 。 

。 06':0M 一 CD:CB--23:3。 

所 以 G 为 A4BC 的 重心 , 点 G' 适合 条 件 . 

因此 , 射线 DZX 是 所 求 的 轨迹 。 又 过 忆 作 
射线 DZX， 使 CODX ' 一 B， 则 当 顶 点 4 
关于 BC 与 前 者 对 称 即 在 BC 的 另 一 侧 时 ， 
轨迹 就 是 关于 50 与 卫 和 对 称 的 射线 了 并 。 

1801.， 设 人 4BC 的 底 边 BC 的 位 置 和 
长 度 一 定 , 顶 角 4 的 大 小 一 定 ， 求 人 A4BC 的 
重心 G 的 轨迹 。 

解 设 G 为 人 A4BO 的 重心 , 作 中 线 4 验 ， 
则 六 
MG= 亏 41。 


从 G 向 4B、40 人 
平行 线 ， 与 BC 的 交 
。 点 分 别 为 必 、 五 , 则 


MD= 亏 MB， MB= 亏 Tc. 


所 以 , 也、 如 是 定点 。 
又 DGZB= 4， 


所 以 , 点 G 在 以 也 BE 为 纺 ， 所 含 圆周 角 等 于 


4 的 弓形 弧 上 。 
反之 , 在 这 弧 上 取 任 意 点 G'， 延长 WG' 到 
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4 使 G'4' 一 2MHG'， 则 6 是 人 4 BO 的 息 
心 , 且 LA=A4( .~AG=AGD)。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 红 DG 万 。 

其 次 , 芳 顶 点 4 关于 B0 与 前 者 对 称 取 在 
BC 的 另 一 侧 ， 则 轨迹 是 关于 BC 与 弧 ,DG 召 
对 称 的 弧 。 

1802，， 设 人 4B0 的 底 边 BC 的 位 置 和 
长 度 一 定 , 项 角 4 的 大 小 也 一 定 ,，G 为 重心 
延长 4G， 与 人 BGC 的 外 接 圆 的 交点 为 古 ， 
求 点 耳 的 轨迹 。 

解 设 人 4Bc 的 中 线 4M 与 它 的 外 接 贺 
的 交点 为 D， 则 因 四 边 形 
4BDO 是 内 接 于 加 的 四 边 
形 ,所 以 

4MM.MD=BM?，  g 

又 因为 四 边 形 BGCP 也 

是 内 接 于 圆 的 四 边 形 , 所 以 
MG.MP 一 Ba2 四 
MK4.MD 一 MG.MP. 


从 而 得 出 ，“ 了 号 一 -3 一 工 


又 允 是 定点 , 刀 是 定 圆 上 的 动 点 ，MP 一 
32XD, 所 以 ,根据 问题 1631 可 以 知道 , 所 求 
的 轨迹 是 一 个 圆 . 

1803。 在 已 知 圆 0 的 直径 4B 上 有 一 
点 书 ， 以 4P、BP 分 别 为 直径 作 圆 ， 再 作 这 
两 圆 的 外 公 切 线 CD，CD 与 圆 0 的 交点 为 
C、D, 求 ACPD 的 外 心 的 轨迹 。 

解 设 以 4P、BP 分 别 为 直径 的 圆 的 
心 为 0、0"，0D 与 
出 O'、0" 的 切 点 分 SSN 
 ， 了 、G， 在 点 也 < 约 
的 两 图 的 内 公 切 线 与 AKC 
7G 的 交点 为 则 ”人 NOR 

五 7 一 7 忆 一 7G。 
由 此 可 得 ， E 

了 了 PG 一 90" 。 

在 PT 的 延长 线 上 取 点 瑟 , 使 7 PT， 
则 四 边 形 殖 PPG 为 矩形 。 所 以 ,点 罗 在 国 
0 上 . 

又 作 直 径 了 0B 与 CD 的 交点 为 鼠 。 在 
A5 克 瑟 和 人 A48HP 中 ， ， 

BE 一 BF4P (OZ 一 Od)， 
LABNH 万 =ZLTC=FP4， 


PN 
ps 少 
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_]N 万 盏 一 47PP 一 90。。 

从 而 得 出 ， 
五 本 LOCD。、 。。 BO= 万 D。 
又 了 02? 一 如 末 , 万 刀 ' 一 2 万 ,了 TO。 
因为 四 边 形 ZPO 万 内 接 于 圆 ,所 以 ， 
五 媚 .BO 二 BT. 万 P 一 27T2。 


"。 五 C2 一 4 刀 72。 

亦 即 瑟 C2 一 玉 P2。 
BO= 了 P. 
同 理 可 得 ， 卫 D 一 了 P。 


由 此 可 知 , 召 是 ACE 的 外 心 。 因 此 ,点 吾 
的 轨迹 是 定 圆 0. 

1804.、 设 4、 了 分 别 是 以 O、O 为 圆心 
的 定 圆 上 的 定点 ， 卫 是 动 点 ，O 和 0 了 的 
夹 角 为 一 定 , 且 02 与 圆 0、O' 卫 与 0 的 
交点 分 别 为 世 又 40 和 BD 的 交点 为 
@ 求人 A49B 的 内 心 和 人 ACo 的 外 心 的 轨 
迹 。 

解 设 4O\、BO" 的 延长 线 的 交点 为 史 则 
& 一 定 .而 

/SS 一 A++-O'L4O+TA7BD， 四 
POCO8@= 0'40， 
PPD9 一 0 BD， 
所 以 
Ag=P+A0'4O+AO EBD。 加 


由 四 一 人 @， 得 
AAS- 一 9- 人 P。 


= 去 (人 Pd+ LS) (一 定 )。 
因此 ，A4@B 内 心 的 轨迹 是 以 4 为 弦 ,所 

含 加 半角 等 于 | 90" 十 工 (ZS 士 刀 P) | 的 习 形 
弧 (问题 79). 


其 次 , 因为 < 一定, 所 以 人 48B 的 外 心 
D 是 定点 。 设 00、00 ”的 中 点 分 别 为 素 
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G，9C、49D 的 中 点 分 别 为 WwW 、N, 连结 47、 
BG、MB、NG， 在 点 好 和 点 人 ， 分 别 作 
C9 和 9 的 垂 线 2 吾 积 六 五 , 这 两 垂 线 的 
交点 为 召 , 4 思 和 戏台 的 交点 为 BG 和 
太刀 的 交点 为 了， 则 五 是 AcoD 的 外 心 。 
从 0 耻 0 分 别 向 48 作 垂 线 ,， 设 垂 足 分 别 
是 Z、 天 克 , 则 辽 是 40C 的 中 点 ， 于 是 49 
的 中 点 。 又 因为 499 的 中 点 是 到, 0O0 的 中 
点 是 殖 则 好 是 4M 的 中 点 。 所以， 
FL4= MA。 

在 直角 三 角形 4MD' 中 , 4 太一 Mz BTD， 
所 以 了 是 定点 。 同 理 可 得 ， 必 "也 是 定点 。 
又 L 马 是 定 角 9 的 补 角 ， 所 以 一 吾 是 定 
角 


因此 , 点 也 的 轨迹 ， 是 以 D'D" 为 弦 , 所 含 
圆周 角 等 于 Z@ 的 补 角 的 弓形 驱 。 
QQ 


1805， 在 定 圆 0 内 , 从 动 半 径 CC 的 端 
点 CO, 向 已 知 的 定 直径 4B3 作 垂 线 CDP, 组 成 
ACCDP, 求 这 三 角形 的 内 心 的 轨迹 。 

和 解 ” 已 知 动 半 径 25 的 一 个 位 置 ， 从 C 〇 向 
04 作 垂 线 ， 它 的 垂 足 为 
刀 设 工 为 AOCD 的 内 
心 。 连结 74 IO、7C, 则 


LOTC= DT+ 玛 0 


+ ZLC=135。. 


而 和 A40TcAcor. 
“。 074= “0OTC=185。， 

因此 ， 内 心 工 的 轨迹 ， 是 以 40 为 纺 ， 所 含 
圆周 角 等 于 1835” 的 弓形 弧 . 显 然 , 当 半 径 OC 
取 一 切 位 置 时 ， 则 点 了 的 轨迹 ， 显 然 是 关于 
4B 对 称 的 四 个 弧 QT7O、4BD、DG 方 07 方 

1806。 人 A4BC 在 已 知 的 锐角 XOF 内 ， 
从 三 个 顶点 4、BE、C 到 OX 的 距离 的 和 , 等 
于 这 三 点 到 OZ 的 距离 的 和 , 求 三 角形 4BC 


10, 三 角形 的 外 心 \ 内 心 . 旁 心 . 重心 . 垂 心 的 轨迹 


重心 的 轨迹 。 

解 设 G 为 A4HBO 的 重心 , 从 4 万 人 入 
G 分 别 向 OX、O7Y 作 垂 线 ， 垂 足 分 别 为 4、 
DB'、OC、G9' 与 4、 
DB CO、 CC 则 

44' 十 BB'TCC/ 

一 36GG， 

.44 十 BBCO” 

一 3GG7。 
而 假定 : 44 十 BB' 二 CO 
一 .4.47 十 妃 7 二 Cl 《的 
本 后 GG' 一 GG 
因此 ,适合 条 件 的 三 角形 的 重心 G， 在 
ZXO7 的 平分 线 0G4 上 。 

反之 ， 在 05 上 取 任 意 点 G 车 作 以 G 为 
重心 的 三 角形 4BC, 则 与 上 面 同 理 可 以 知 
道 G 适 合 条 件 。 

因此 。 所 求 的 轨迹 ， 是 ZXOY 的 平分 线 
OF。 

1807， 设 4 刀 是 定 线段 ,~X4T 的 位 
置 和 大 小 一 定 ， 当 以 4 为 纺 的 圆 与 4X、 
47Z 的 交点 分 别 为 C、 疡 时 ， 求 A4C 的 重 
心 的 轨迹 。 

解 过 4 作 任 意 圆 与 4X、4Y 分 别 交 
于 CO 和 了 。 设 妈 为 CD 
的 中 点 ,连结 4 双 。 

又 设 G 为 A4CD 的 
重心 ， 连 结 CB、 DDP、 
MB。 从 点 G 作 MB 的 
平行 线 与 4 的 交点 为 
互 ， 又 从 点 G 作 2C 的 
平行 线 与 4C 的 交点 为 忌 ， 连 结石 尼 ， 则 
玖 和 BO。 

so 人 G 万 的 co 人 MBO。 
但 是 ,在 人 DBC 中 ， 
ADBO=X47， 
BOD=180" 一 人 B47， 


所 以 ADBC 的 形状 一 定 。 又 下 是 CD 的 


中 点 ， 所 以 ABC 的 形状 也 为 一 定 。 由 此 
可 知 人 GZ 的 的 形状 也 一 定 。 又 ， 

3 万: 4 瓦 一 1:2， 
即 点 互 是 定点 。 点 互 在 定 直线 上 移动 。 因 
此 ， 第 三 顶点 G 的 轨迹 是 一 直线 《问题 
1862) ， 
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，1808， 过 定 角 和 XO7 内 的 定点 4 和 人 顶 
点 O 的 融 ， 与 角 的 两 边 OX、OF 分 别 交 于 
卫 、@9,， 求 三 角形 OP9@ 的 重心 和 重心 的 轨迹 。 

解 (1) 设 过 4、O 的 圆 与 OXE、OF7 的 交 
点 ,分别 为 P、@。AOPe@ 的 重心 G 在 中 线 
0OD 上 , 且 ， 

oOG = 0OD。 
在 人 4Pqg 中 ， 
AP94== ~PO4，-Q9P4= 一 A604， 
而 ~PO4、~9@04 都 是 定 角 . 所 以 ~PQ4、 
~@P4 也 都 是 定 角 . 
因此 ，A4P9 的 形 
状 一 定 。 

由 此 可 得 ，A 人 4PD 
的 形状 也 一 定 。 因 为 
顶点 4 是 定点 。 顶 点 
忆 在 0 和 上 移动 ， 所 
以 顶点 了 的 轨迹 是 一 直线 (问题 1862)。 又 


0G-- 闻 0D， 


所 以 点 G 的 轨迹 是 与 点 的 轨迹 平行 的 一 
条 直线 。 

(2) 连结 AOCP9 的 垂 心 孔 和 4 的 直线 ， 
被 点 4 的 西 摩 松 线 也 78 所 平分 (问题 672) . 
可 是 , 若 从 4 向 OZX、OF 作 委 线 ， 它 的 和 三 足 
分 别 为 及 怀 ( 定 点 )， 则 点 也 的 西 摩 松 线 正 
是 过 也 妃 。 因 此， 点 互 的 轨迹 是 平行 于 
瑟 7 的 一 条 直线 。 

1809.， 从 定 直线 4 上 的 任意 点 4， 向 定 
直线 和 C 作 垂 线 ， 设 垂 足 分 别 为 2、 入， 又 
设 己 为 已 知 的 定点 ,求人 AP2MN 的 重心 的 轨 
迹 。 
解 设 0 为 两 直线 久 c 的 交点 , 从 O 向 直 
线 4 作 垂 线 , 垂 足 为 万 , 则 
O、 互 都 是 定点 。 落 以 0O4 
《4 不 是 定点 ) 为 直径 作 
圆 ， 则 这 圆 过 入 、 环 . 
MO. 设 2MN 的 中 点 为 
二 ， 和 在 上 题 中 求 29 的 
中 点 了 的 轨迹 一 祥 ， 可 以 
知道 世 的 轨迹 是 一 条 直 
线 。 因为 ARMAN 的 重心 G, 是 按 3 江 内 分 
2 的 点 , 所 以 点 G 的 轨迹 是 一 条 直线 ， 
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1810. 在 以 定 线段 BC 为 弦 的 已 知己 形 
驶 上 , 取 任意 点 4, 作 人 4B80, 设 人 48C 的 
重心 为 互 , 求 豆 的 轨迹 。 

解 设 0 为 A4BC 的 外 心 ， 从 0 向 BC 
作 垂 线 DO， 则 。 

20M 一 4 互 ( 河 题 900) 。 
延长 OM， 取 MO' 一 OM， 
则 OO 一 4 万 ， 且 
00'1 4 万 。 

.，0O' 也 =04( 一 定 )。 
但 因 BC 是 定 线段 ，O 是 定点 , O4 是 定 长 ， 
所 以 0 是 定点 , 0O' 互 是 定 长 。 所 以 , 点 互 在 
以 0 为 圆心 , 以 等 于 O4 为 半径 的 圆 上 。 又 
因为 4 在 驱 34C 上 移动 ， 所 以 ， 当 点 4 趋 
近 于 点 召 时 ， 点 豆 随 着 就 趋 近 于 点 妃 ， 这 
里 0OTB'LOB; 当 点 4 趋 近 于 点 C 时 ， 点 瑟 
随 着 就 趋 近 点 C， 这 里 0OC' 4OC。 因 此 , 点 
瓦 在 驳 刀 BECC' 上。 

反之 , 设 互 ' 为 这 弧 上 的 任意 点 ， 作 
局 0O0 厂 4 因为 04' 一 0 万 ', 而 0O 瑟 ' 等 于 
O 的 半径 ,所 以 4 在 圆 O 上 , 且 

4 瑟 一 00'=20M。 
由 此 可 知 , 点 互 ' 恰 是 A4.2B3C 的 重心 ,所 以 ， 
点 克 ' 适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 弧 了 BCC"。 

1811. 从 定点 4 向 定 圆 0O 作 任意 的 割 线 
450, 过 点 已 和 点 C 作 圆 O 的 切线 , 两 切线 
的 交点 为 D, 求人 DBOC 的 垂 心 的 轨迹 ， 

解 设 书 为 ABDC 的 重心 , 因为 OB、CP 
都 垂直 于 D, 所 以 0OB1/CP。 同 理 可 得 

BP1/OC。 
又 03B=00， 
所 以 四 边 形 OBPC 是 
凌 形 。 设 OP、20 的 交 
点 为 妃 ， 则 

O 一 万 也 ， K 

ALOB4= OPBB=9%0。。 
所 以 , B4 是 OP 的 中 垂 线 ，4O=4P。 又 
4、O 都 是 定点 ,所 以 LO 是 定 长 的 线段 。 因 
些 , 己 在 以 4 为 圆心 、4O 为 半径 的 圆 上 . 
由 此 可 得 ， 点 己 的 轨迹 ， 是 以 4 为 圆心 ， 以 
40 为 半径 的 圆 。 

但 是 ,如 果 定 点 4 在 圆 外 时 ， 从 4 向 圆 O 
作 两 切线 ， 连 结 O 和 切 点 的 直线 的 延长 线 与 


阅 4( 半 径 为 4O) 的 交点 ， 很 显然 是 轨迹 的 


把 


界限 。 ， 

1812。 车 人 4B0 的 两 个 顶点 互 、C 的 位 
置 一 定 ， 连 结 另 一 顶点 4 和 垂 心 互 的 线段 
4 互 是 定 长 时 ， 试 分 别 求 出 点 人 么 点 互 及 
4 互 中 点 的 轨迹 。 

解 设 0 为 A4B0C 的 外 心 ， 刀 、C 的 位 置 
一 定 ，4 妃 是 定 长 。 因 为 
0 到 :BC 的 距离 

OB- 子 4 媚 ， 
所 以 ，A4BC 的 外 心 O 
的 位 置 确定 。 因此 ,适合 
题 意 的 三 角形 , 都 内 护 于 同一 个 机 .从 而 得 出 
44 的 轨迹 是 一 个 圆 . - 

若 延 长 4 瑟 与 A4BC 的 外 接 圆 交 于 互 ， 
则 


，、ABHECeeABZ'O。 

因此 , 这 两 个 三 角形 的 外 接 圆 也 相等 。 设 点 
CO 是 点 0 关于 .BC 的 对 称 点 ， 则 以 为 贺 
心 与 圆 O 全 同 的 圆 是 点 互 的 轨迹 ( 若 交换 4 
和 互 的 位 置 来 考虑 也 行 ， 即 设 4 的 轨迹 是 
圆 0 则 坞 的 轨迹 是 加 O) 。 

又 ;, 若 到 为 4 互 的 中 点 。 从 0 向 边 BO 作 
垂 线 O 刀 ,因为 四 边 形 4OZM 是 平行 四 边 
形 , 所 以 下 如 一 4O。 

因此 , 点 双 的 轨迹 是 以 点 瑟 为 圆心 , 与 圆 
O 全 同 的 一 个 圆 。 

1813. 过 两 定点 4 五 的 圆 ， 与 过 4 作 
的 两 条 定 直 线 分 别 交 于 内 、 六 时 ,求人 A4MNN 
的 垂 心 的 轨迹 。 

解 设 A4MN 的 重心 为 互 ， 连 结 MA 万 ， 
延长 Mr 豆 与 圆 交 于 豆 ，) Mf 
则 点 吾 ' 是 点 互 关于 4W 
的 对 称 点 (根据 问题 498). 

又 4 耻 、 互 五 共 圆 , 时 
以 
AL4B 刀 一 AL4MXT 久 玉 

一 AM4X 二 90o( 一 定 )， 所 
即 .4B 克 ' 是 定 角 。 汗 此 可 知 , 点 妃 " 在 过 
如 的 直线 上 。 所 以 ， 点 互 的 轨迹 ， 是 关于 
4N 与 号 号 ' 对 了 砍 的 直线 。 

1814， 设 定点 4、 妃 分 别 在 定 角 工 OZ 
的 两 边 OX、O7Y 上 ,在 OZS、O7 上 取 相 等 长 


了 1， 直线 形 面 积 的 轨迹 


度 的 线段 4P、B9, 求 三 角形 OF8 的 垂 心 
互 的 轨迹 。 但 是 , P、@ 相 对 于 4、B, 与 0 
都 在 同 侧 或 相反 一 侧 。 

解 设 人 AO4B 的 两 条 边 上 的 垂 线 44' 和 
BB' 的 交点 为 C， 
AOP9g 的 两 条 边 
上 的 垂 线 PP' 和  、 
998' 的 交点 为 互 。 到 
因为 4P=B9, 所 0oA | 人 
以 4P 投 向 OF 上 A 8 & 
的 正 射影 , 与 BQ 投向 OX 上 的 正 射影 相等 。 
即 


4 疡 一 了 /人 
由 此 可 得 ,线段 C 互 投向 OX、OZ 上 的 正身 
影 相 等 。 所 以 C 互 平行 于 ZXOZ 的 平分 
线 。 又 因为 是 定点 , 所 以 ， 所 求 的 轨迹 是 
过 0C 而 平行 于 人 XOY 的 平分 线 的 直线 。 但 
是 ,从 0O 作 OX 或 OZ 的 垂 线 ， 藻 这 垂 线 与 
CE 的 交点 为 0， 则 0 是 轨迹 的 界限 。 因 
此 ,所 求 的 轨迹 是 射线 O' 互 。. 

1815. 设 人 4BC 内 接 于 定 圆 0, 且 外 切 
于 另 一 个 定 圆 7 求 A4FC 的 重心、 重心 及 
这 心 的 轨迹 。 


了 
解 设 1 为 A4BC 的 九 点 贺 的 图 心 ， 则 
和 A4230 的 内 切 圆 了 与 九 点 贺 W 相 内 切 ( 问 
题 687)。 又 设 忆 . 了 分 别 为 人 45C 的 外 接 
加 、 内 切 圆 的 半径 ， 因 为 A4BC 的 九 点 加 
的 半径 等 于 它 的 外 接 圆 的 半径 的 一 半 ， 所 以 


IX= 末 了 -r( 一 定 )。 


(于 屯 -) 为 半径 的 加 
设 互 为 垂 心 ，G 为 重心 ， 则 O、 互 、G、N 
在 同一 直线 上 ， 本 
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且 OO 五 王 20N (参考 问题 679) 。 因 为 
0G- 了 ON， 


所 以 点 鼠 及 点 G 的 轨迹 ， 也 分 别 是 一 个 圆 。 

其 次 ， 设 书 久 已 是 人 4BC 的 三 个 旁 心 ， 
则 圆 CO 变 为 APgR 的 九 点 国 ，: 便 是 
APe58 的 垂 心 。 因 此 , 若 设 O' 为 AP9R 的 
外 心 , 则 0 是 70 的 中 点 。 即 在 70 的 延 
长 线 上 取 00' 一 70, 0' 就 是 APqg 丈 的 外 接 
圆 的 圆心 。 又 因 人 PR 的 外 接 贺 的 半径 为 
2B, 所 以 旁 心 卫 9、 忆 的 轨迹 , 是 以 0 为 圆 
心 , 以 3 有 3 为 半径 的 圆 。 


?LE。 直 线形 面积 的 轨迹 

1816， 设 4 也 C 为 已 知 三 角形 的 顶 
点 ， 求 使 AP4B 的 面积 一 人 P4C 的 面积 的 
点 一 的 轨迹 。 

解 ” 我 们 分 别 研究 己 在 人 B4C 或 它 的 对 
项 角 的 外 部 和 相反 的 两 
种 情况 。 

当 卫 在 人 LB40 或 它 
的 对 顶 角 的 外 部 时 ， 

… 人 AP4B 的 面积 
一 人 P40 的 面积 ， 
“，4P1/ BO. 

因此 , 一 在 过 4 而 平行 

于 BC 的 直线 上 。 当 忆 

在 二 B4C 或 它 的 对 项 / 八 、、 

角 的 内 部 时 ， 因 为 S M (5 
AP4 的 面积 = 人 P40 的 面积 ， 

则 显然 4 已 或 它 的 延长 线 过 BC 的 中 点 。 


记 


友之 ， 可 以 证 明 ， 过 4 而 平行 于 30 的 直 


线 , 或 过 4 与 6C 中 点 到 的 直线 上 的 点 ， 都 
适合 条 件 。 
因此 ,所 求 的 轨迹 , 是 过 4 而 平行 于 BC 的 
直线 ,及 过 4 与 0 的 中 点 政 的 直线 。 
1817。 在 已 知 平行 四 边 形 4BO 了 内 取 
一 点 忆 过 卫 作 平行 于 4 及 BC 的 直线 GZ、 


| 2EE。 当 品 PBPB 的 面积 一 口 PZJG 的 面积 


时 , 求 点 卫 的 轨迹 。 

解 . 设 过 忆 作 平行 于 4B 的 直线 ,与 4D、 
BC 的 交点 分 别 为 G 互 ， 又 过 一 作 平 行 于 
5C 的 直线 ， 与 4B、0D 的 交点 分 别 为 及 


五 。 到 为 上 四边形 4ZPG 和 四 边 形 CZP 万 都 
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是 平行 四 边 形 , 所 以 A 
4s4gp 一 Spa 
心 szPc 一 9AzoP。 王 人 
口 PBB 克 的 面积 昌 EC 
一 口 PFDG 的 面积 ， 


因此 ,四 边 形 4BOP 与 LDOP 等 积 .所 以 ， 
点 耳 在 对 角 线 上 O 上。 

友之 ,由 问题 787， 知 道 4 上 的 点 都 适合 
条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 对 角 线 4C。 

1818. 当 线 段 48 和 CD 的 位 置 和 长 度 
一 定时 ,， 求 使 AP4 万 与 APCD 等 积 的 点 卫 
的 轨迹 。 

解 设 C 为 B4 和 了 PO 的 延长 线 的 交点 . 
从 一 向 4B、CD 分 别 作 垂 线 PQ@、PR， 
则 
Spa 一 豆 4B P9e， 


Sapcp 一 二 CD.PE. 


4.PO 
一 CD.PR. 和 
。 FP _ cp 


曙 一 一 


这 就 是 说 ， 从 书 到 4 已 和 CD 的 距离 的 比 等 
于 定 信 的 比 CD:4ZB。 所 以 点 己 的 轨迹 ,是 过 
O 的 两 条 直线 (问题 1855) 。 

1819， 在 定 角 OZ 的 一 边 OX 上 ， 有 
两 定点 入 也 , 在 另 一 边 OY 上 , 有 两 定点 4、 
互 ， 以 这 个 角 内 的 一 点 己 为 顶点 ， 作 两 个 三 
角形 P4B、PCOD,， 求 使 这 两 个 三 角形 的 面 
积 的 和 为 定 值 的 点 书 的 轨迹 。 区 

解 设 在 OF、OZX 
上 分 别 取 OS、OR, 使 

OS=- .4P， 

OO 玉 一 CD， 
则 AP4B 和 人 APOS 
的 底 边 4B3、0S 根 y 
等 ， 且 顶点 卫 是 公共 “3S 和 再 
点 ,所 以 它们 等 积 。 即 Spas 一 SPos。 


同 理 可 得 ， Sepcp 一 SPoR。 4 
。… 四边形 PROS 的 面积 一 SPp4B 十 SPcp 
一 定 值 。 
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所 以 Seons 为 定 值 。 从 而 得 出 , SaPas 也 是 
定 值 。 因此 , 点 了 在 平行 于 2 的 线 外 卫 8 
下 2 
反之 ， 容 易 
证 上 明 ， 线 段 
好 及 上 的 点 适 
合 条 件 。 

因此 ， 所 求 
的 轨迹 是 线段 
五 也。 

注 若 点 书 不 限定 在 人 ZKOZ 的 范围 内， 
则 轨迹 是 如 图 的 平行 四 边 形 刀 ZBE'EH'、 

1820.。 0X、O7Z 是 定 直线 , 4、 已 是 0 六 
上 的 定点 ，C\、 是 OZ 上 的 定点 。 在 
人 OF 的 外 部 取 一 点 PP， 使 两 三 角形 P4B 
和 POCODD 的 面积 的 差 为 定 值 好 ， 求 点 书 的 轨 
迹 。 

解 在 0OX、O7 上 分 别 取 点 至 厂 , 使 

O 了 B= 4B、 
Oz 一 CD， 
则 
SAp4Bp 一 SApzoz， 
SApcp 一 SApop。 
“， Sepaa 一 Sepcp 

一 SaApoz 一 SAPoz 

一 /2。 

而 Sapog 一 SAzoz 

一 SAopgz 十 SAPBF。 
又 0 及 、0O8 是 定 长 
的 线段 , BO 克 是 
定 角 .所 以 AOBB Y 
的 面积 是 定 值 。 

SapPgrF 一 太一 Seogp 一 定 值 。 
从 而 得 出 ,点 三 的 轨迹 ,是 平行 于 马 8 的 直 
线 玫 了 工 的 延长 部 分 。 

注 落 点 三 未 限定 在 ~XOZ 的 外 部 则 
所 求 的 轨迹 是 平行 四 边 形 到 ZN 的 各 条 边 
的 延长 部 分 。 

1821.， 设 点 了 为 两 个 三 角形 DP4B、 
PCD 的 公共 顶点 , 这 两 个 三 角形 的 底 边 4 
和 CD 的 长 度 、 位置 一 定 , 它们 的 面积 的 差 为 
定 值 态 , 求 公共 顶点 己 的 轨迹 。 

解 设 DO、Z24 的 延长 线 的 交点 为 CO。 因 


11。 直 线形 面积 的 轨迹 


为 DO、B4 的 位 置 一 定 ， 所 以 DOB 为 定 
角 . 由 此 可 见 ,， 这 个 问题 与 上 题 中 的 注 完全 
一 样 。 从 而 得 出 ， 所 求 的 轨迹 如 上 题 图 中 的 
品 习 DZMAN 的 各 条 边 的 延长 部 分 。 


1822。 在 已 知 人 48B0 内 取 一 点 书 使 
SA4ps 一 Sa4Pc 一 SAapc， 求 点 卫 的 轨迹 。 

解 由 

Sa4pa 一 Se4Pc 一 SepPcy 
得 及 
Sa4PB 一 Sa4Pce 十 SABPc。 
由 此 可 得 ， M 
Sa4pa 一 豆 Se4Bc。 


所 以 ， 车 M、N 分 别 3 & 
为 边 C4、BC 的 中 点 ， 则 己 在 线段 MN 


止 : 
反之 , 设 忆 为 必 N 上 的 任意 点 , 则 
二 
A4PS 可 A4BC。 


”SAhp'B 一 Sap'o 十 Seppro。 
Seap'B 一 SAapc 一 SAaP'o。 
由 此 可 知 , 点 媚 适 合 条 件 。 因此 , 点 王 的 轨 
迹 ， 是 连结 4C、BC 的 中 点 双 、 六 的 线段 

LIN 。 
1823。 在 已 知 人 4BGC 内 取 一 点 了 ， 使 
SA4pa 一 Seapo 一 定 值 m2， 求 点 卫 的 轨迹 。 


解 设 MX 为 40 人 A 
的 中 点 ， 从 4、M、C 
向 BP 作 垂 线 ， 垂 足 M 
分 别 为 4 C, 则 Se 


Sakpa 一 王 BP.44， B ”所 
Saapo 一 二 DP.OC 。 


oae4PB 一 人 esBPo 一 襄 BP (44' 一 CC ) 


已 .2 
“ 一 2Seapx。 
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工 
AP 一 可 I12。 


因为 ABP4HM 的 面积 是 定 值 ， 所 以 ， 点 书 在 
平行 于 BU 的 线段 妃 F 上 ， 

反之 ,在 至 上 取 任 意 点 已 则 

Ah4p'B 一 SaBPc 一 28ABP' 一 7122。: 
由 此 可 匆 , 点 王 ' 适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 线段 3。 

1824. 过 已 知 口 4B50D 内 一 点 己 ， 作 
各 边 的 平行 线 ， 当 两 个 平行 中 边 形 PBB 已 
与 PEDG 的 面积 的 差 是 定 值 时 ， 求 点 书 的 
轨迹 。 

解 ”因为 4B5C7D 是 平行 四 边 形 , 所 以 

品 PEPB 万 的 面积 ~ 口 PFDG 的 面积 
一 2 人 AP4C 的 面积 (问题 796) 。 


设 
癌 PBPB 的 面积 一 口 P8DG 的 面积 
一 %2 《022 是 定 值 )， 
则 
AP40 的 面积 
一 于 2。 


因此 ,， 当 三 在 40 两 吉 
仙 时 ,过 尸 作 平行 于 
40 的 线 眉 ZUM、ZMN， 则 在 线段 LU、 


| Zax 上 ， 


反之 ， 在 这 两 条 线段 上 取 任意 点 P， 过 
P' 作 4B、BC 的 平行 线 ， 与 4B、HC、CD 
D4 的 交点 分 别 为 怒 \、 豆 \、 瑟 、G' 则 

口 P'BZ' 的 面积 ~ 吕 PH'DG 的 面积 

一 2AP'4C 的 面积 . 人 
而 AP4C 的 面积 = 人 AP4C 的 面积 一 于 zi 


.已 书 瑟瑟 的 面积 一品 PTDGQ 的 面积 
一 放 2。 
由 此 可 知 ，ZM、 忆 2 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 ， 所 求 的 轨迹 是 ZUM、 乙 到 。 
1825. 在 定 三 角形 4BC 内 取 点 忆 使 
AEF4B、APBC APFO4， 它 们 的 面积 成 等 


差 数列 , 求 点 已 的 轨 人 
迹 。 
解 车 人 P4B、 
APEBO APC4， 它 M N 
们 的 面积 成 等 差 数 
列 , 则 B 下 ”CC 
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2SApPao 一 SAp4B 十 SaPc4。 
ReApP4p 十 SAapc4 十 SApPcs 一 SAdBc。 


而 
二 二 二 六 
0 CABC。 
因此 ， 关 作 直 线 平 行 BO 且 与 BC 的 距离 等 
于 记 2B 则 这 直线 在 A4BC 内 的 部 分 


2N 就 是 点 三 的 轨迹 。 

1826， 设 三 个 三 角形 4BCO、4DB、 4MWMN 
的 公共 顶点 是 4 它们 
的 底 边 的 长 度 和 位 置 
都 一 定 ， 又 它们 的 面 
积 的 和 也 是 定 值 ， 求 
公共 顶点 4 的 轨迹 0 必得 

解 设 0 为 CB 与 瑟 了 的 交点 。 在 OB、 
O7D 上 分 别 取 OF、09, 使 O1 王 BC，O0G 一 
忆 E， 则 

Ce4ao 十 Se4pgm 四 边 形 4FOG 的 面积 
人 Acop 十 Saacz。 
六 AhBpo 十 SAADBE 十 SaaMN 

一 SAGop 十 SA4ez 十 SAaxy。 

而 AGOF 的 两 边 OF 、0G 及 其 夹 角 都 是 定 
值 , 所 以 AGOz 的 面积 也 是 定 值 。 从 而 得 出 
(Sa4kez 十 Seaxyw) 也 是 定 值 . 因此 ， 由 癌 题 
1819 可 知 , 所 求 的 轨迹 是 四 条 线段 、 

注 本 题 可 以 推广 到 四 个 以 上 的 三 角形 的 
情况 。 

1827。 设 人 4B0 的 两 边 45、40 的 中 
点 分 别 为 从 瑟 ， 求 使 SApBc 一 SePpzg 版 万 
的 轨迹 。 

解 从 一向 DBE、5C 
分 别 作 垂 线 PAX、PN . 


"SaApso 一 SAPDp， 
工 

二 BO. 

可 N 


EL M 
G 


四 
生 自 


国 
介 昌 


工 刀 刀 . Pi 。 


四 
又 因为 BO4&2DZB， 
所 以 PHMH:PN 一 2:1。 
久 此 , 作 DB、BC 的 公 重 线 MN, 把 MTN 内 
分 和 外 分 成 PM:PN 一 PH:P'YN=2:1， 得 
内 分 点 己 和 外 分 点 已 ， 又 过 书 、 书 作 平 行 
于 BC、D 刀 的 直线 、 这 两 条 直线 就 是 所 求 的 
轨迹 。 


,一 -0 mw， 
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一 一 一 一 一 一 一 一 
上 


迹 


1828， 人 4DBP、ACDP 的 底 边 4B、 
0 了 的 长 度 为 一 定 ，M、% 为 两 个 整数 ， 当 
SAa4spP 一 和 .SAopP 为 定 值 时 , 求 点 己 的 轨 


则 人 耽 .Sa4aapp 一 名 "acbpP 一 SAPoR 一 SApos 

〈 定 值 ) . 
因此 ， 根 据 问 题 1821 可 以 知道 , 如 图 中 的 八 
条 射 组 五 X、 刀 了 下 U FFX GU'、GT 万 代 
五 Z 是 所 求 的 轨迹 。 

1829. 人 4BPP、ACcDP 的 底 边 4B、 
(的 位 置 和 长 度 为 
一 定 ， 2、 思 是 两 个 整 
数 ， 当 和 .Sa4BF 十 
%*SaoppP 为 定 值 时 ， 
求 点 卫 的 轨迹 。 
解 设 0 为 B4、 
DC 的 延长 线 的 交点 , 在 O4、CC 上 ， 六 而 到 
OF 一 .4 刀 ，O0S 一 20D, 则 
IlSAkBP 守 0.SacpP 一 SePos 十 Sepos( 定 值 ) 。 
因此 ， 根 据 问题 1819 可 以 知道 , 点 书 的 轨 
迹 ， 是 贸 形 中 的 平行 四 边 形 瑟 FG 瓦 的 四 条 
183QC.。 从 已 知人 A4PBC 内 一 点 0， 向 各 
边 作 垂 线 ， 求 此 三 垂 线 之 和 为 一 定 的 点 O 的 


点 :由 O 向 各 边 
作 的 垂 线 分 别 为 
2 2 22 设 4C 
是 A4BC 的 最 
小 边 。 在 DB4、 、 
3O 上 ， 分 别 取 4、C， 使 

B4= Bo=04=7 


则 
7 十 Di 二 2D2) 
一 24SaAoac' 十 Saoca 十 Seodrp)。 


12. 到 两 定点 (或 三 定点 ) 距离 的 平方 和 或 平方 差 为 一 定 的 点 的 轨迹 


六 而. AOEC'、AOC4、AoO4' 了 的 和 是 一 
定 的 。 由 于 底 边 BO C4、4 互 的 位 置 、 大 
小 一 定 ， 所 以 ， 由 问题 1826 知道 ， 图 中 的 
AOqg 的 面积 为 一 定 。 因此 ， 点 O 的 轨迹 ， 
是 平行 于 8 的 线段 9。 

1831. 从 已 知 三 角形 内 一 点 .也 ， 向 各 边 
作 垂 线 , 连结 垂 足 作 成 三 角形 , 求 使 这 个 三 角 
形 的 面积 为 一 定 的 点 一 的 轨迹 。 

解 已 知 三 角形 ， 
4BO, 设 卫 为 适合 
条 件 的 一 点 , 由己 向 
三 角形 的 三 边 作 垂 
线 , 垂 足 为 且 了 了 。 
连结 4P、BP、CP。 

又 4P、BP、CP 的 中 点 分 别 为 G 互 、.， 则 
@、 万 、y 分 别 是 圆 41PZ、BDPR、ODPD 
的 圆心 。 老 连结 FG, 则 
4LG=GP。 
| ， Sa4rP 一 2SAczP。 
同 理 可 得 ， 
Sae4ppP 一 2SAezP。 
s。。 四 边 形 4 刀 P71 的 面积 
一 2 四 边 形 GZPZ 的 面积 。 
同 理 可 得 ， 
四 边 形 BDPPZ 的 面积 、 
一 2 四 边 形 互 DPz 的 面积 ， 
四 边 形 CPD 的 面积 
一 2 四边形 JZBPD 的 面积 。 
因此 ，DJBGF 互 的 面积 是 人 A4BC 的 面积 的 
一 半 。 因 为 ADBZ 的 面积 是 定 值 ,所 以 
SaAagcz 二 Sepgp 十 SAprs( 定 值 ) 。 
又 G 是 A48 马 的 外 心 , 所 以 . 
二 训 GZE.GB sin 24 


4 已 \ 


同 理 可 得 ，. 


Saprsp 一 


2 .3P2， 


mm 一 2 


则 
必 Azezp 十 SazraD 十 SAp7 
一 M .4P2 十 02P2 二 DCOCP2( 一 定 ) 。 
因此 ， 点 书 的 轨迹 是 一 个 加 ( 娄 据 问题 
1843) . 
注 根据 同样 的 方法 ， 可 以 把 边 数 进行 任 
意 推广 。 


12. 到 两 定点 (或 三 定点 ) 距离 
的 平方 和 或 平方 差 为 一 定 的 点 的 


轨迹 
1832， 已 知 两 点 4 了, 以 人、 了 3 到 另 一 
点 己 的 距离 为 边 作 正 方形 ， 若 这 两 个 正方 形 
的 面积 的 和 等 于 以 距离 了 P 
4B 为 边 作 正方 形 的 面 
积 , 求 点 己 的 轨迹 。 
解 设 4、 刀 为 两 个 人 
已 知 点 ， 忆 为 适合 条 件 的 点 ,连结 P4、PB、 


4B， 则 
了 42 十 了 BE2 一 4D2。 
.…。 4PB 一 90"。 
因此 , 点 一 在 以 4 为 直径 的 圆 上 上 。 
其 次 , 容易 证 明 , 在 这 加 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 ,点 卫 的 轨迹 是 以 4B 为 直径 的 辆 。 
1833， 芳 点 4 到 两 定点 至 C 的 距离 的 
平方 和 为 定 值 , 求 点 4 的 轨迹 。 
解 设 30 的 中 点 为 政 ， 则 
4ZB2 二 402 一 32(4M2 二 BaMN2 (中 线 定理 ) 。 


er 4M2=- .42 4C -Bl 
而 (4B2+4C2)、Bl2 都 
| 
| 


为 定 值 , 车 设 | 


4Ba 二 .4C2 一 2， 
BO 一 0 
4 一 到 V 2 二 丈 ， 


即 
所 以 
又 秦 是 BC 的 中 点 ,所 以 点 4 在 以 了 为 圆心 
半径 的 长 等 于 可 3655 一 人 的 加 上 . 

反之 , 设 4 为 这 较 上 的 任意 点 则 


400 


一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


4M2 一 412. 
4.B3T402 一 2(40M2 十 了 162) 
一 2(LMf2 二 Bl2) 
一 .4B? 十 402 一 12。 
为 此 , 这 圆 上 的 点 适合 所 给 的 条 件 。 
从 而 得 出 ， 人 3C 的 中 点 验 


为 圆心 ,半径 的 长 等 于 局 天 /35 一 矶 的 网 。 


1834， 设 点 芭 到 卫 定 点 号 、C 的 距离 的 
平方 益 〈4B?w 一 402) 等 A 
于 定 值 oz2， 求 点 4 的 
轨迹 。 
解 设 4 为 适合 条 伯 
的 点 ， 即 3 M JI CC 
4B2~.402 一 Mi2. 


， 又 设 BC=ow 从 4 到 BO 上 的 垂 线 、. 中 线 分 别 


为 4、4M, 则 
4B2~402=2BC.MN( 问 题 894)， 
即 -mi2 一 20.1 万 ， 


2 
.NMN 巨 一 全。 
20 


因此 , 杂 玉 是 定 长 线段 , 豆 是 定点 〈 点 五 在 
允 的 两 侧 )， 即 点 瑟 到 BC 的 中 点 好 的 距离 


为 . 络 ， 过 点 孔 作 垂直 于 BO 的 直线 , 则 点 


4 在 这 条 直线 上 。 
反之 ,在 这 直线 上 取 任 意 点 4 在 人 4 BC 
中 ， 
4'B?~402 一 2B0.M 玖 。 
4Bw 4d02 一 4 有 ~4023 一 0 
由 此 可 得 ,4 是 适合 条 件 的 点 。 

因此 ,过 互 而 垂直 于 30 的 直线 ， 是 所 求 
的 轨迹 (这 禅 的 直线 有 两 条 ) . 

1835。 从 点 三 向 人 求 使 
切线 相等 的 点 一 的 轨 
迹 。 

解 设 4、 好 为 已 
知 两 圆 的 圆心 ， 一 
为 适合 条 件 的 任意 
点 ， 从 点 了 分 别 向 两 
贺 作 的 切线 为 PDP、BP 匹 ， 册 

PD= PP. 

连结 4B、4D、BZB、P4、PF, 则 AP4D、 

APB 都 是 直角 三 角形 。 


点 为 C, 则 


轨 迹 
"， 一 42 一 472 一 PTD2， 
三 B3 一 万 万 2 一 王 刀 2?。 
而 卫 D2-=- 卫 妃 ?。 
“.， 了 P42? 一 4D2 一 忆 B2 一 刀 刀 2?。 
。 且 42 一 一 B2 一 4 万 2 一 玉 2 


(这 里 , 设 圆 4 为 较 大 的 贺 ) 。 
上 式 的 右边 是 两 圆 半 径 的 平方 差 , 是 定 值 , 设 
这 定 值 为 62， 即 
忆 .42 一 忆 B2 一 a2。 

因此 , 根据 上 题 可 知 ， 从 己 向 4 作 垂 线 ， 
所 得 的 垂 足 C 是 定点 ， 而 点 王 的 轨迹 ， 是 过 
点 C 而 垂直 于 48 的 直线 怀 Z( 因 两 圆 的 大 
小 已 确定 ,所 以 轨迹 为 一 直线 ) 

注 这 条 直线 和 Y 称 为 两 圆 的 根 轴 ， 当 两 

相交 时 , 则 根 轴 是 过 两 圆 交点 的 直线 ; 当 两 
圆 相 切 时 , 根 轴 是 过 切 点 的 公 切 线 . 

1836.， 已 知 定 圆 0 和 定点 4， 的 了 向 
圆 0 作 切 线 PTZ， 求 使 
PT 等 于 P4 的 点 一 的 
轨迹 。 

解 设 书 为 适合 条 
件 的 点 ,连结 PO, 则 


PO2? 一 PI2 十 O72 
一 尼 T2 十 72。 
” P4=PTI。…，PO2=P42? 十 72， 
即 了 OO2 一 P42 一 和 2。 


因此 , 所 求 的 点 乙 的 轨迹 , 是 和 三 直 于 O4 的 直 
线 与 了 (问题 1834) . 

注 “根据 上 题 可 知 ， 若 把 本 题 中 的 一 个 贺 
的 半径 看 作 是 0,， 则 可 以 得 出 相同 的 结论 . 

1837.， 震 贺 2 与 两 定 圆 相交 成 直角 ， 求 
王 的 圆心 的 轨迹 。 

解 设 4、 如 为 两 
定 圆 的 圆心 ， 己 为 适 
合 条 件 的 圆 的 圆心 
若 圆 了 与 圆 4 的 交 


2 .4OP=90". 
又 贺 了 与 加 瑟 的 交点 为 D, 册 
BEGDP=90*。 
"了 4 一 PPB2 
一 (PC2 二 LO0)w (PP 十 DBD2) 
一 402 一 DBDp， 
郑 P4?~PB2 是 定 值 ， 因 此 , 点 书 的 轨迹 


解 设 卫 为 适合 条 
件 的 任 意 点 ， 为 
2C 的 中 点 .在 4 的 
延长 线 上 ， 取 点 刀 使 
忆 刀 一 


则 


P42 十 已 B 
”一 2PD2 十 34D2，@ 
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是 两 圆 4、 吾 的 根 轴 (问题 1835) 。 
” 14838， 若 卫 为 正三 角形 4BC 的 平面 上 
一 点 ， 求 使 PB? 十 POCO? 一 P42 的 点 书 的 轨 
迹 。 


有 . 


4 了 ， 


了 PPB2? 二 PCO2 一 PPL42， 
了 PPB2 二 POCO2 一 2P72 二 2BD2。 


由 四 、@、@, 得 


又 


了 三 刀 ? 一 2(472 一 BD2) 。 
4D= /3BD， 


.。 卫 了 -4BPD2. 
.。 了 万 =.4( 定 长 )， 


个 


人 日 


且 台 是 定点 。 因此 ， 三 在 以 殖 为 圆心 ， 以 
4 为 半径 的 加 上 . 
上 之 , 设 书 为 这 圆 上 的 任意 点 , 则 
书 42 二 P'B2 一 2P'D2e 十 24D2， 
已 B2 二 PC2 一 2P'De 十 2BD2。 
042 十 书 ' 再 ?一 (PPB2-P'O2) 


轨迹 是 以 召 为 殴 心 , 以 4B 为 半径 的 圆 . 


是 定 值 ， 求 点 乙 的 轨迹 . 
解 设 己 为 适合 条 件 的 
点 。4C、DD 的 交点 为 0， 


则 


和 
人 @@ 


一 2(4D2 一 了 3D2)， 


Pi4? 一 (P'B2 二 PC2) 


一 247 一 2BFD2 一 


4B2 (…P' 画 一 4 万 ) 


一 (24B?3 一 2BD2) -2BD2 一 .47B2 


一 24782 一 4DB2 一 4B2 一 0. 


由 此 可 知 ,点 已 着 合 条 件 。 因此 , 所 求 的 


1839.. 


40=BO=CO0= DO0。 


已 知 定 矩 形 4BCD, 点 
形 各 顶点 的 距离 的 平方 和 


了 4 十 POCO? 一 2PO2 十 2402， 


也 B2 十 书 P2 一 2PO2-2BO2 


。， P42? 十 忆 B2 十 PO2 十 己 D 


一 4PO2 十 240? 十 2BO2 
一 4PO02 十 4402， 


旬 


而 假定 P42? 十 PPB2? 十 PCO2? 十 已 ID2 是 定 值 。 又 
40 是 定 长 ,所 以 OP 是 定 长 的 线段 。 因此 ， 
人 O 为 圆心 ， 以 OP 为 半径 的 


人 已 知 定 三 角形 4BO， 人 一 B2 十 
PO2 一 2P42 的 点 一 的 
轨迹 。 

解 设 歼 为 Bo 的 
中 点 , 则 PM 是 人 PBC 式 
的 中 线 ， = 

2PM2 十 23BM2 一 已 B2 十 PO2 一 2P42。 

“， 了 42 一 忆 M2 一 万 M2 (一 定 ) 。 
又 因为 4 歼 是 定点 ， 所 以 ， 点 卫 的 轨迹 是 
牌 直 于 41 的 直线 屋 了 (问题 1834) 。 

1841， 连结 点 一 与 两 定点 4、, 使 
1 疡 4 十 %PB2 是 定 值 
太 ， 求 点 一 的 轨迹 。 

解 设 点 C 是 线段 
4 的 内 分 点 , 且 

LO 多 攻 
BO 7 
但 根据 问题 890 可 得 ， 
0 .4P2 十 1 万 P2 
一 M 4O2 十 入 有 0O2 十 (人 十 %)C2。 
。…。 及 一 凶 402 十 20.BOC2 二 (十 2)PO2. 
Po2 一 1 一 (M 402 十 0 0O2) 
入 十 多 
上 式 的 右边 是 定 值 , 设 这 个 值 为 如 。 所 以 
ZC 一 1( 一 定 ) 。 
因 兹 ， 点 忆 在 以 C 为 圆心 为 半径 的 加 上 。 

反之 , 容易 证 明 , 这 圆 上 的 点 适合 条 件 . 

从 而 得 出 , 所 求 的 轨迹 是 以 OC 为 圆心 、? 为 
半径 的 圆 。 

1842， 连结 点 书 与 两 定点 4 人、 好， 使 
和 % 己 42 一 名 忆 B2 是 定 值 
12 求 点 一 的 轨迹 。 

解 设 点 C 是 线段 
48 的 外 分 点 , 且 A 有 C 

LO _w 
BO 0” 
册 问 题 890 可 知 ， 
和 忆 42 一 卫 B2 王 态 
一 和 4C2 一 %.BO2 十 (人 一 入) 0O2， 
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Pip_12 一 n402-mBO) 
 PO 一 全 加 人 全 2 ( 定 值 )， 


设 这 个 定 值 为 2 则 

POCO 一 7。 
因此 , 点 王 的 轨迹 ， 是 以 C 为 圆心 ，? 为 半径 
的 圆 。 

1843. 4、 BO 为 已 知 的 三 
动 点 ， 求 使 勾 4P2 十 2 BP2TDCP2 是 定 值 
态 的 点 书 的 轨迹 . 

解 设 在 423 上 取 
点 也 , 使 

7I1 .4 站 一 7 沁 P， 
则 刀 是 定点 . 由 问题 
890, 得 
IM0 4.P2 十 多 2 .4472 十 和 也 pp 
十 (十 护 P2。 
又 ,在 DO 上 取 点 刀 , 使 
《 习 十 名) ,万 万 一 D .五 O)， 
则 马 也 是 定点 。 
同 理 可 得 ， 
(也 十 2) -万 P2 十 DCP2 
一 《人 十 旬 ) 帮 万 ?十 2 有 CO2 
十 (和 2 十 勾 十 9) 五 忆 2。 
4 万 P2 二 DOP2 
一 304 十 10D2 十 ( 们 十 %) 万 瑟 ? 
十 2 五 C2 十 (人 2 十 7 十 2) 轧 P2 
一 2， 
而 和 4D28 二 X EBPD2、( 信 十 02) 太 2、2BC2 部 
是 定 值 , 所 以 ，( 公 十 % 十 幼 吾 P2 也 是 定 值 ， 从 
而 得 出 妃 P 是 定 值 。 因此 ,点 己 的 轨迹 是 以 
马 为 圆心 的 一 个 回 。 

1844。， 设 剑 互 C 人 
在 这 三 点 的 平面 上 取 一 
点 PP， 使 一 42 十 已 B2 十 
”02 为 定 值 如 时 ， 求 点 
书 的 轨迹 。 

解 设 G 为 人 4BO 
的 重心 。 根 据 问 题 884， 得 

2 
4 二 GDB2 十 GO2 十 3PG2。 
8 Gd GB2 十 GC2 二 3PG2 一 ?。 
从 而 得 出 
FGz=- 末 必 一 


G42? 一 GO 一 GEB2) 。 


个 定点 ,也 为 | 


轨 迹 


因为 上 式 右 边 的 值 是 定 值 , 所 以 PG? 记 是 定 
值 。 从 而 得 出 PG 也 是 定 值 。 因此 , 点 一 在 
以 G 为 圆心 , 以 定 长 PG 为 半径 的 圆 上。 

反之 , 设 己 为 这 圆 上 的 任意 点 , 则 

CP=GP'。 
也 .42 十 厂 ?十 古 '02 
一 G42 二 GB2? 十 GO2 二 3GP 
一 CG42 十 GB2 十 GO2 十 3GP2 一 ]2。 
所 以 点 刀 适合 条 件 。 

从 而 得 出 ， 点 三 的 轨迹 是 以 G 为 圆心 , 定 
长 线段 EG 为 半径 的 圆 。 

1845， 已 知 定 四 边 形 点 了 到 
这 四 边 形 各 顶点 的 距 
离 的 平方 和 是 定 值 4 
1 求 点 了 的 轨迹 。 
解 设 4C、BD 


的 中 点 分 别 为 和 了， 区 的 中 点 为 O, 则 O 
是 定点 。 设 书 为 适合 条 件 的 任意 点 , 则 
4P2 二 BP? 二 OP2 十 疡 P2 一 12。 
4P2 十 OP2 一 2PZ2 十 24Z2， 
瑟 刀 十 DP2 一 2PY2-+3B7Z2， 
2PX2 二 32PTZ3? 一 4(PO2 十 OZ2) 。 
2{23(PO? 十 OZX2) 十 (42 十 BZ3) 1 一 2. 
而 在 上 式 中 , OX” 4X2” BT7” 及 都 是 定 
值 。 所 以 ，PO 的 长 度 一 定 。 因此 ， 点 书 的 
轨迹 是 以 定点 O 为 圆心 ， 定 长 线段 PO 为 半 
径 的 圆 . 

注 这 个 问题 ， 能 够 推广 到 一 般 多 边 形 的 
情况 。 设 % 边 形 的 重心 为 0, 则 点 三 的 轨迹 
是 以 O 为 圆心 ， 半 径 的 长 等 于 
VEECOHEOETROT 

和 


io 
之 


的 加 (问题 887)。 

1846.， 个 已、 人、 Eee 为 分 布 在 一 个 平面 
二 的 汪 个 点 ， 以 点 卫 到 这 些 点 的 距离 为 边 作 
正方 形 ， 若 这 些 正 方形 的 面积 的 和 等 于 定 值 
她, 求 点 卫 的 轨迹 。 

解 设 O 为 4 已、 人 2 的 平衡 中 心 ， 己 
为 适合 条 件 的 点 , 则 可 以 证 明 

402? 十 BO2 十 CO2 十 … 十 外 OP2 一 7 
〈 研 究 两 点 、 三 点 、 四 点 、 从 逐步 进行 推广 )。 
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邯 4P2 二 COD2 一 4(BM2-DN2) ， 
_Iro 2 而 五 MK 一 0OB2? 一 OM2， 
OP? 一 二 [ 咏 一 40? 二 BO2? 寸 002 二 …)]。 0 
由 此 可 得 ,OP 是 定 长 线段 。 所 以 ， 点 天 的 | 设 圆 0 的 半径 为 z， 则 
轨迹 是 以 0 为 圆心 , 半径 的 长 等 于 
\ 工 [liz- (402 BO2? 十 CO2 十 …)] 一 4(2 一 OM2) 十 (72 一 ON2)] 
多 一 和 272 一 OP2) 。 
点 卫 I 正 多 过 形 的 各 顶点 的 ee 
1847。 以 型 3872 一 712 
距离 为 边 作 正方 形 ， 若 即 er 过 


平衡 中 心 ， 由 问题 887， 0C 设 4 是 定 圆 0 内 的 定点 ， 以 4 


4 i 由 此 可 得 ,OP 是 定 长 。 所 以 ,点 己 的 轨迹 是 
是 定 值 ， 求 点 卫 的 雪 迹 . 
解 因为 0 是 正 多 边 人 半径 的 长 等 于 二 875 一 7 
形 顶 点 4 有 C\ 也 … 的 

Re 


了 42 十 已 B2 十 PC2 汗 一 D2 十 …- 且 对 角 线 DBD 的 两 端 在 
一 0424072 十 002 十 0D2 二 . 和 OP2. O 上 , 求 顶点 C 的 轨迹 . 
所 以 , 若 设 解 设 40、FBD 的 交 


下 琴 和 直入 抽 凶 
04=0B=O0=OD=…=m， 
则 有 一 212 十 2 OP2。 
又 信义 了 是 定 值 , 所 以 GP 是 定 长 的 线段 。 
从 而 得 出 , 点 三 的 轨迹 ， 是 以 O 为 圆心 的 一 
个 四。 
1848-. 已 知 半径 为 r 的 定 圆 0 与 定点 


4 从 一 点 卫 向 殉 O 
作 切 线 P7，, 求 使 
了 PI2 十 瑟 42 一 M12 (人 P 
的 点 王 的 轨迹 。 \/ 
解 设 27 为 定 吏 


点 为 妃 。 因 为 四 边 形 
4BCD 是 矩形 ， 所 以 召 
是 了 D、C4 的 中 点 。 
。… 和 042?002 一 2(0R+TOBD)， 
O5B3TO7 一 2(0 开 二 BR2)。 四 
而 C 瑟 = 一 B。 所 以 由 @、 四 得 - 
04? 十 002 一 OF52 十 07D2e， 四 
设 0B=0OD=”, 04 玉 所 以 由 图 ,得 
吃 十 002 一 212， 
和 。 00C 一 人 /82 一 丈 
因此 , 点 C 在 以 0 人 半径 的 长 
等 于 V2r3 一 展 的 圆 上 . 


O 的 切线 , 则 必 反之 , 容易 证 明 , 这 加 上 的 点 适合 条 件 。 
Po 一 PO? 一 72. 因此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 0 为 加 心 ， 半 径 的 
.了 了 22 十 忆 42 一 PO2 一 92 汪 忆 42。 长 等 于 V272 二 吵 的 贺 。 
而 了 TI2 十 一 42 一 722。 


?1851. 设 4 是 半径 为 的 定 圆 内 的 定 
点 ， 过 4 作 相 互 垂直 的 两 
直线 4M、4NX 分 别 与 贺 
交 于 MK、N,， 求 弦 WN 的 
中 点 了 的 轨迹 。 

解 ” 作 和 矩形 2M4N9, 由 
上 题 可 知 ， 顶 点 @8 的 轨 
迹 , 是 以 0 为 圆心 ，O9 为 
半径 的 贺 ， 而 三 是 @4 的 中 点 。 车 点 吾 是 
24 的 中 点 , 则 


“。 PPO2? 十 P42 一 Mi2 十 ?20 一定) 。 
由 此 可 知 ， 点 三 的 轨迹 是 以 O4 的 中 点 为 圆 
心 的 一 个 加 (问题 1833) . 
. 1849。 设 4B、OD 为 
定 圆 0 内 相交 成 直角 的 
两 孩 ， 当 4B2 十 CD2 一 mm2 
时 ， 求 两 弦 4B 和 CD 交 
点 了 的 轨迹 。 

解 设 允 六 分 别 为 4 有 CD 的 中 点 ， 则 


一 一 一 一 一 一 一 一 


A 
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所 以 , 点 卫 的 轨迹 是 以 卫 为 圆心 , 于 09 为 


灶 径 的 圆 。 

别 解 设 书 是 2N 的 
中 点 。 因 为 AM4N 是 直 
角 三 角形 ,所 以 

D4 一 Pa。 
且 OPLMN. 
:了 PP4? 十 PO? 一 PI2 十 PO2 一 MO2 一 必 

(> 是 圆 O 的 半径 ) . 
又 4 是 定点 ,所 以 , 己 是 到 两 定点 O、 4 的 距 
离 平 方 和 为 一 定 的 点 。 因此 , 点 已 的 轨迹 ， 
是 以 0O4 的 中 点 刀 为 阅 心 ,BP 为 半径 的 
“问题 1842) 。 . 

1852., 设 点 卫 到 定点 C 的 距离 的 平方 ， 
等 于 点 己 到 另外 两 定点 4 瑟 的 距离 平方 的 


和 , 求 点 书 的 轨迹 。 
解 设 1 为 4B 
的 中 点 ， 则 了 2 是 定 P 
点 。 
.4F2 十 万 Po 
4 上 23MP2. 


CP-2MP2--2 ， 


即 20P2? 一 427P2 一 4P2。 
因此 , 若 按 1;2 的 比 外 分 2MC, 则 以 这 外 分 
点 为 圆心 的 一 个 加 是 所 求 的 轨迹 〈 问 题 
1842) . 

1853， 从 定 三 角形 4BC 内 一 点 也 , 向 


三 角形 的 三 边 作 垂 A 

线 ， 以 连结 三 足 的 线 和 

段 为 边 作 正方 形 ， 涛 

这 些 正方 形 的 面积 的 

和 是 定 值 ， 求 点 卫 的 

轨迹 。 名 2 


解 ”从 点 己 向 A4BC 的 各 边 作 垂 线 , 设 重 
足 分 别 为 卫 、 及 巴 , 则 四 边 形 4BRP 内 接 
于 以 4P 为 直径 的 贺 。 作 这 个 贺 的 直径 


万 G， 因 为 在 AZGZ 中 ， 
ANG 一 90。， RGB 一 4，. 
所 以 AgG 如 的 形状 一 定 。 由 此 可 得 ， 瑟 刀 : 
ZEG 是 定 值 。 因 此 , 瑟 B :4 忆 是 定 值 . 从 而 得 
出 , 五 F2;4P2 也 是 定 值 。 设 
五 2:4P2 一 MI1， 

则 也 妃 2 一 M.4P2。 

同 理 可 得 , 设 双 、2 为 定 值 , 则 

万 D2 一 0 了 BP2， 万 了 2 一 POP2. 

而 五 82 十 万 D2 二 万 到 2 是 定 值 。 所 以 ML4P2 十 
4EP2TTDOP2 是 定 值 。 办 此 ， 根 据 问题 
1843, 点 乙 的 轨迹 是 一 个 圆 。 


13. 到 两 定点 (或 两 定 直线 ) 的 


距离 的 比 为 一 定 的 点 的 轨迹 


1854. 一 点 到 两 条 平行 直线 4B、CD 
的 距离 的 比 等 于 定 o， 


比 mn， 求 这 个 点 三 

解 从 4 上 取 一 “EA 下 
点 M， 作 4B 的 和 人 

线 ， 与 CD 的 交点 为 “CT N 


N。 把 MAN 按 定 比 和 :9 内 分 和 外 分 ,得 内 
分 点 己 和 外 分 点 @, 即 
PH:IPN 末 IGM 一 人 :7 
设 书 为 适合 条 件 的 任意 一 点 , 过 疡 作 4 了 3、 
CD 的 公 垂 线 , 垂 足 分 别 为 MX 则 
了 PPIN' 一 MX。 

关 此 ， 当 书 在 4 CD 之 间 时 ， 则 四 边 形 
PP'M'MN 是 矩形 。 而 当 书 是 在 4B、CD 外 
部 的 点 , 设 在 点 以 的 位 置 上 时 , 则 四 边 形 
49M'M 也 是 矩形 。 因 此 , 过 点 三 或 点 @ 作 
平行 于 4B 的 直线 也 8 或 也 FF， 则 书 或 
驴 在 瑟 F、 马 1 上 ， 

反之 , 容易 证 明 , 在 这 两 条 直线 上 的 任意 一 
点 , 到 4B、CD 的 距离 的 比 一 定 是 妈 370。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 两 条 直线 召 玉 、 刀 ' 太 。 

1855,， 设 两 直线 Ozx、O0y 相交 于 0O， 一 
点 到 Oz、0y 的 距离 的 比 等 于 定 比 Mg 
求 这 个 点 的 轨迹 。 

解 ” 作 与 Oz 的 距离 等 于 色 且 平行 于 0Oz 
的 直线 , 作 与 0y 的 距离 等 于 % 且 平 行 于 Oy 


的 直线 , 设 它们 的 交点 是 4 刀 、 人 了 .这 时 ， 


1. 到 两 定点 (或 两 定 直线 ) 的 下 离 的 比 为 一 定 的 点 的 轨迹 


4 0、0 与 及 0、 了 分 别 在 一 直线 上 ， 这 两 


直线 就 是 所 求 的 加 3 
迹 。 其 理由 是 : “ 

”由 直线 0O4 上 的 
任意 一 点 PP， 向 Ti 


Ox、07 分 别 作 瑟 “ON N Rim 
线 PR、PS,， 又 从 忆 7 
点 4 向 Oz、0y 分 别 作 垂 线 4M、4N, 则 
APOHRcoA 人 人 40 
OP _ PR 
” -04 4 
又 AOPSoAO4N， 
OP PS 
O4 ”4N” 
ER _ PS 
”” 4 4N” 
"， PRIPS=4MI4N。 
又 4 一 71，4 和 一 0 
“， DRIPS= 了 0， 
由 此 可 知 ， 直 线 O4 上 的 点 适合 条 件 。 同 理 
可 得 , 直线 OB 上 的 点 也 适合 条 件 。 
其 次 , 设 己 是 不 在 直线 O4、OB 上 的 点 ， 
从 己 向 Ozx、0Oy 作 垂 线 忆 R PS， 则 容易 
证 明 也 RR':P's#L40AI4N。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 直线 O4 和 0OB. 
1856. 一 点 到 两 定点 仅 妃 的 距离 的 
比 等 于 定 比 双 ;7 求 这 个 点 的 轨迹 《但 双 志 
2)。[ 阿 波 罗 尼 斯 四] ， 
解 ” 设 忆 为 适合 条 
件 的 点 , 则 AL 
了 4: 了 一 人 :N。 
车 ~4PB 的 平分 线 
与 48 的 交点 为 0, 则 
P4:PB=40:CP。 
.40:0CP 一 人 02。 
所 以 ,C 是 定点 。 同 理 可 得 ，~4PPB 的 邻 补 
角 的 乎 分 线 ， 与 4 瑟 的 延长 线 交 点 为 忆 则 
刀 也 是 定点 。 又 ~CPD=90?", 所 以 已 在 以 
CD 为 直径 的 园 上 。 
反之 , 设 为 这 个 园 上 的 任意 点 , 作 
LAC8B' 一 A094，. 
由 C9D 一 90， 
得 到 C@、98D 分 别 为 C49B' 及 其 邻 补 角 的 
子 分 线 。 


405 
。 40 4D 
"TD 
。 LO 0B， 
" ”一 方 ， 
40 ”CB 
而 27” TDD，。 
iOB ”CCB， 


万 万 ”万 7 人 @ 
因为 按 已 知 定 比 内 分 CD 的 点 , 仅仅 只 有 一 


个 ,所 以 点 吾 与 点 妃 相 重合 。 因 此 ,9C 平 
分 49B.。 


因此 , 点 王 的 轨迹 ,是 以 CD 为 直径 的 四。 

注 当 包 一 % 时 ， 所 求 的 轨迹 是 过 4 的 
中 点 而 垂直 于 4B 的 直线 。 

1857.。 在 平面 上 , 一 动 点 到 两 定点 4 五 
的 距离 的 比 等 于 定 比 3:%( 双 十 蕊 ,试用 图 来 
说 明 ， 当知?% 的 值 起 变化 时 ， 这 动 点 的 轨迹 
是 怎样 变化 的 。 其 次 ,从 4 的 中 垂 线 上 的 
点 , 向 上 述 所 求 的 任何 一 个 圆 作 切 线 , 试 证 明 
所 作 的 切线 的 长 度 是 一 定 的 。 


解 “ 当 元 一 1 时 , 则 轨迹 为 4B 的 中 生 线 。 

当 冯 > 工 时 ， 以 4 的 中 重 线 为 界 ， 在 点 
忆 的 这 一 侧 , 随 着 元 的 增 大 而 作出 如 图 那样 
的 逐渐 缩小 的 四 群 

当 0< 交 < 工时 , 以 4B 的 中 垂 线 为 界 , 在 
4 的 这 一 侧 , 随 着 分 的 减少 而 作出 如 图 那 


样 的 逐渐 纵 小 的 贺 群 。 

设 马 为 线段 4B 的 中 垂 线 上 的 定点 ， 作 直 
径 为 0 也 的 圆 0, 从 马 向 贺 O 作 切 线 、 切 点 
为 了 。 现 在 就 色 >% 的 捕 况 进行 证 明 ( 同 理 


可 证 明和 < 和 时 的 情况 )。 


设 4B=a, 由 
LOICB 一 MI 4DDIDBD 一 NI 


406 三 纺 


4 IC IC 
入 省 
.。 CD=-4D-40=_2poma . 
2 一 和 
ee 00 一 一 ?4 
II 一 人 
设 4B 的 中 点 为 6; 则 
MO= .40+O0C 一 4MKX 


0 IIC 世 
入 十 了 MI 一 92 2 
(222 十 %2)G 


30372 
。 历 72 一 五 02? 一 072 一 刀 M2 二 MO2 一 002 
由 此 可 得 , 好 2 的 长 度 是 一 定 的 。 
”1858，， 三 角形 的 底 边 的 长 度 是 定 值 ， 与 
卫 
顶 角 相 邻 的 外 角 的 平分 AN 
交点 是 定点 ， 求 这 样 的 Is p 
三 入 项 上 0 计 过 AT 
解 设 4B 为 三 角形 
相 邻 的 外 角 的 平分 线 ， 与 底 边 的 延长 线 的 交 
点 为 功 它 是 定点 。 若 点 0 把 4B 内 分 成 
40:0CB=4D:BD， 
OPD 一 90"。 
因此 ,点 己 的 轨迹 ， 是 以 CD 为 直径 的 圆 ( 问 
题 1856) . 
某 人 去 原野 时 ， 若 恒 能 
以 根 等 的 仰角 了 望 这 两 介 
座 塔 顶 ， 癌 此 人 按 怎 样 
_ 解 设 4B、OD 为 两 
座 洪 ， 忆 为 此 人 的 某 一 个 位 置 。 连结 P4、 
PB、PC、PD。 根据 题 设 条 件 , 得 
4PBP=90" 一 CDP。 
“。 人 4PFPcAODP。 
从 而 得 出 ，4B:CD=BPIDP。 


一 瑟 202 十 .全 -一刀 02 十 1 本 一 也 B?. 

线 ， 与 底 边 的 延长 线 的 
的 底 边 ,， 它 的 长 度 是 定 值 ， 又 与 顶 角 人 4PB 
由 OP 为 4PB 的 平分 线 。 从 而 得 出 ， 

1859.。 在 一 个 平坦 的 原野 上 , 有 两 座 塔 ， 
的 路 线 而 行 。 

/4PF= -CPP， 

而 4B、CD 的 长 度 是 定 长 ， 所 以 4B:0OD 是 


定 比 。 从 而 得 出 ，BP: 刀 PP 也 是 定 比 。 因为 . 


| 求 这 两 贺 的 另 一 个 交 


轨 迹 


也是 使 BP:DP 为 定 比 的 点 ,所 以 ,此 人 所 走 
的 路 线 , 与 问题 1856 相同 , 是 一 个 圆 ( 阿 波 罗 
尼斯 圆 ) 。 : 

1860. 9 为 定 线段 4 下 上 的 动 点 , 以 44、 
39 为 纺 分 别 作 网 O、 2 
圆 O, 使 它们 的 直径 
的 比 等 于 定 比 :7z 


点 也 的 轨迹 。 
解 车 作 圆 O、 圆 0 的 直径 分 别 是 2 刀 、 


2 则 在 人 A4P 瓦 、A 人 DBPF 中 


APB4= AP94，APFHB= PQ94，. 
.…。 APBH4= PHB， 
又 AP4 百 = PBF 一 90"， 
人 P4 开 co 人 BT， 
…，P4:PB 一 了 了 :PP。 
但 是 , 根据 假定 , 得 
羽 : 尺 一 7:7。 
了 4:B 一 和 :0 
所 以 P4:PB 是 定 比 。 从 而 得 出 4、 召 是 定 
点 。 因此 ， 若 以 定 比 入 ;% 内 分 和 外 分 线段 
4B， 以 连结 这 两 个 分 点 的 线段 为 直径 作 圆 ， 
则 适合 条 件 的 点 己 在 这 个 区 上 . 
反之 ， 在 这 网 上 任意 取 一 点 己 ， 作 过 三 、 
4 的 任意 圆 ， 这 网 与 4B 的 交点 为 @@， 作 直 
径 书 如 在 已 B 上 , 作 AP'BZB 与 AP'4 辟 
相似 , 设 已 4 与 已 了 为 对 应 边 。 这 时 ， 


]P'4 一 开 1 了 B。 
又 LPG'A4= /可 
所 以 AP 4= 了 了 。 


由 此 可 知 ，A 人 AP'BZ 的 外 接 圆 过 点 @'。 
但 因为 ， AP'4 贾 ce AP' BSP 所 以 
APIBR 一 AP4B1' 一 90。。 
上 且 了 PP 一 P4:PDB 一 7M:0。 
因此 , 若 以 定 比 包 :% 内 分 和 外 分 线段 4B， 
以 连结 这 两 个 分 点 的 线段 为 直径 作 欧 ， 则 这 
贺 就 是 所 求 的 轨迹 。 
18631:，， 从 一 点 卫 向 已 知 两 圆 分 别 作 两 条 
切线 ， 当 两 条 
切线 的 夹 角 相 
等 时 ， 求 点 己 
的 轨迹 。 
解 ” 设 为 
适合 条 件 的 


14. 相似 三 角形 的 第 三 顶点 的 轨迹 


点 。 从 点 也 向 两 贺 O、0' 分 别 作 切 线 瑟 召 与 
了 BF、PG 与 P 事 ， 则 
LABP1 一 -GP 了 ， 
.ADP 万 一 O'P 万 。 
又 DOBP 一 90* 一 /人 OP) 
AOPZBcAO'Z 万 。 
"。 OPIOP=O85:O' 万 。 
因此 ， 所 求 的 轨迹 。 是 到 和 、C' 的 距离 的 比 


等 于 定 比 0 瑟 :O 互 的 点 卫 的 轨迹 , 而 不 可 能 . 


是 其 他 。 所 以 , 若 以 定 比 0 瑟 :O' 石 内 分 和 外 
分 00,， 以 连结 这 两 个 分 点 的 线段 CD 为 直 
径 作 圆 , 则 点 妃 是 在 这 个 园 上 (问题 1856) 。 
反之 ， 设 三 是 这 圆 上 的 任意 点 , 则 
OP:O'P=OB:O' 万 . 
， AOBPAO'TP. 
OP 到 = “OP 万 
LA 了 PN= AGEP 瓦 。 
由 此 可 知 点 一 适合 条 件 。 
因此 , 若 以 两 已 知 圆 半径 的 比 ， 内 分 和 外 分 
CO', 以 连结 这 两 个 分 点 入 厂 的 线段 CD 为 
直径 的 图 , 就 是 点 书 的 轨迹 。 
注 ” 当 已 知 的 两 网 相等 时 , 则 点 一 的 轨 
迹 是 过 OO: 的 中 点 而 垂直 于 OO" 的 直线 。 


。 .14. 相似 三 角形 的 第 三 顶点 的 
- 雪 迹 

1862， 设 人 42Bc 和 定 三 角形 相似 ,又 
A4BC 的 顶点 4 固定 顶点 吾 在 定 直线 
开 了 了 上 移动 , 求 项 点 C 的 轨迹 。 

解 设 人 4BC 适合 条 件 。 从 顶点 4 向 定 
直线 和 Y 作 垂 线 4D， 若 以 4D 为 一 边 ， 作 
A4D 与 人 4BO 相似 , 则 

4 万 :4 一 4C:4 刀 。 
“，4B:40=4D:4 卫 。 

而 “DB40= 了 D4 万 . 上 
。、。AB4D= 0C4 卫 。 
由 此 可 得 ， 

A4PJcoA4COTD， 
AL4EBC 

一 4DB=90*". 几 - 
但 因为 4 如 是 定 长 线段 ， ~.4BCO 是 直角 ,所 
以 ,点 C 在 过 如 而 垂直 于 4 允 的 直线 G2' 上 . 
反之 , 容易 证 明 ，23G' 上 的 点 适合 条 件 。 


从 而 得 出 


407 


因此 ,所 或 的 轨迹 是 和 2 和 关于 -4D 与 
G2Q 对 称 的 直线 。 . 

注 作 A4D 即 关于 4D 与 A4DZ 对 
称 , 则 垂直 于 4 马 ' 的 直线 也 是 所 求 的 轨迹 。 


1863。 以 已 知 点 4 为 一 个 顶点 ,以 定 直 
线 互 Z 上 的 任意 一 点 刀 -了 D 
为 第 二 顶点 ， 作 正方 形 c 
4BFOD， 求 顶点 C 及 也 
的 轨迹 。 


解 因为 A4BO、 区 6 
A42 都 是 等 腰 直 角 三 角形 , 所 以 它 的 形 
状 一 定 。 又 因为 一 个 顶点 4 是 定点 , 顶点 瑟 
在 定 直 线 了 Z 上 , 所 以 ,根据 上 题 可 知 , 第 三 
顶点 C\ 也 的 轨迹 分 别 是 两 条 直线 。 

1864,， 已 知 两 条 定 平行 直线 互 、 了 及 定 
点 也 过 己 作 直线 P4 忆 3, 与 互 、 了 分别 交 于 
4、 DB, 以 48 为 一 边 作 正三 角形 45C, 求 顶 
点 0 的 轨迹 。 R 

解 因为 己 是 定点 ， 

并、 了 是 定 平 行 线 , 所 以 ， 

在 直线 P4P 上 , PDB:4 A G 
恒 为 一 定 。 

而 4 一 BO， Y 一 一 

所 以 ，PPB:BO 一 PDBF:4 万 (一 定 ) 、 

又 ALBO=60", 所 以 APBC 的 形状 一定。 
在 定 直线 上 移动 时 , 求 APBC 的 第 三 顶点 C 
的 硼 迹 。 所 以 , 所 求 的 点 C 的 轨迹 是 两 条 
直线 (问题 1862) . 

1865。 设 人 4BC Eee 角形 相 
似 , 顶点 44 的 位 置 一 定 ， 
顶点 妊 在 定 圆 O 上 ,， 求 
顶点 C 的 轨迹 . 

解 因为 A4BCO 和 
定 三 角形 相似 ， 所 以 它 
的 三 边 长 的 比 一 定 , 设 

4P:BO:O4 一 1 07 
 、2 表示 定 长 线段 )。 

在 0O4 上 , 作 A40D 与 A4B50 相似 , 则 
40:4D= 4B:40， 


邹 40:4B=4D:40。 
AC4B=D40O， 
所 以 0C470 一 340。 


。。 人 4C1DcoA 人 4B0O。 


_408 第 三 编 轨 ” 迹 
.…， DO:0B=4D:40。 G@ | c 的 轨迹 。 

在 上 式 中 , 因为 0B3 是 定 圆 O 的 半径 , 是 定 长 解 过 4 向 刁 7 作 垂 线 4B'. 作 
的 线段 ,而 且 4D:40 是 定 比 , 所 以 DC 也 是 ABL4O 一 B4C， 
定 长 线段 。 因此 ， 点 C 在 以 刀 为 圆心 ，DC | 且 使 4B'.40' 一 4B.4O， 
为 半径 的 加 上 ， 则 4B:4B' 一 40':40。 

反之 ， 在 这 圆 上 任意 取 一 点 C， 在 4C 上 | 又 ALB4 刀 一 <O4C， 
作 .Ac'4B' 与 AD4@ 相似 〈 但 假定 "，A4PBcA4C0。 
AC'4B'\、AD40 关于 40、 是 在 相同 LA4O0C' 一 -人 4BBB 一 90" 


的 一 合 ). 连结 0B， 则 
人 A40'DcoA4B'0， 
DO:OB' 一 4D:40。 
比较 @、@, 得 
DO:0B=DO':O0B'. 
.DO 一 DO, ，BO= 5'0， 
出 此 可 知 ， 点 好 在 圆 O 上 .， 从 而 得 出 ， 点 
C"” 是 适合 条 件 的 点 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 以 刀 为 圆心 ， 
半径 的 圆 ， 

注 与 定 三 角形 相似 的 A40D， 可 以 把 
它 作 在 40 的 两 侧 中 的 任何 一 侧 , 因此 ,本 题 
的 轨迹 , 是 关于 4O 相互 对 称 的 两 个 四。 

1866， 设 A4B0 的 底 边 4 了 的 长 度 和 


@ 


位 置 一 定 , 顶 角 C 是 定 角 。 洲 在 边 BC 上 向 
三 角形 的 外 侧 作 正 方形 ， C 总 二 
求 这 正方 形 的 一 个 项 点 
的 轨迹 。 

解 设 人 A4BO 是 三 > 


角形 的 一 个 位 置 ,以 BO A 
为 一 边 作 正 方形 BODZ。 又 以 4 为 -- 边 ， 
对 于 4B 与 A4BC 同 侧 , 作 正方 形 4BFG. 
过 结 刀 7, 则 
人 4PFO2A 人 7 BT。 

因此 ,点 殖 的 轨迹 , 是 以 B7 为 弦 , 所 含 国 周 
， 角 等 于 4CB 的 一 个 加 弧 。 

同 理 可 得 , 点 也 的 轨迹 , 是 以 BG 为 纺 , 所 
含 圆周 角 也 等 于 .4OB 的 一 个 圆 红 。 

注 (参照 问题 1787) 。 

1867. 已 知 定点 4 及 定 直 线 了 Z。 过 
点 4 作 了 两 条 直线 人 
4B 40 使 人 DB4O 
等 于 定 角 ，4 妃 与 
和 Z 的 交点 为 刀 。 
当 矩 形 的 面积 XB 台 
4B.40C 等 于 已 知 的 正方 形 的 面积 时 ， 求 点 


因此 , 点 C 的 轨迹 , 是 以 4C 为 直径 的 圆 , 洲 
把 4C 作 在 关于 4B 与 前 者 相反 的 一 侧 ， 则 
轨迹 是 关于 4B'， 与 以 4C 为 直径 的 圆 对 称 
的 贺 。 

1868， 设 A4BO 的 顶 角 4 一 wa， 两 边 的 
积 4B.40O 等 于 2 顶点 4 是 定 圆 O0 上 的 
定点 ， 顶 点 互 在 这 圆 上 移动 ， 求 顶点 C 的 轨 


DT4 万 一 c) 
4D.4 万 112 
而 且 要 把 关于 4 的 人 A4DZB, 和 关于 4 了 
的 A4BC 作 在 同一 便 , 则 允 是 定点 . 
”474 万 一 4 万.40， 
4 站 :45 一 40O:4 万 。 
TD4 万 一 AC4 卫 ， 
o  A 人 4DPBwwmA 人 人 40 万 
s。 .48O= 4BD=90*。 
因此 ,点 C 在 过 马 且 垂直 于 4 刀 的 直线 瑟 7 
下 
反之 , 容易 证 明 , 刁 Z 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 直线 和 。 若 对 于 4 了 
| 而 言 , 把 A4BC 作 在 另 一 侧 , 则 轨迹 是 关于 
4D, 与 直线 玉 Z 对 称 的 直线 。 

18869。 设 4 是 已 知 圆 上 的 定点 , 如 是 同 
一 辆 上 的 动 点 。 当 ZLPB 及 比 P43:PB 
为 一 定时 , 求 点 也 的 轨迹 . 

解 作 定 圆 的 直径 400, 使 4 对 应 于 
4B, 作 A49C0 与 人 4PB 相似 ,而 且 要 把 关 

| 于 4C 的 人 A490,， 和 关于 4B 的 A4P 刀 作 


解 by 相生 4D 为 一 边 作 A4DB, 使 
本 


14， 相 似 三 角形 的 第 三 顶点 的 轨迹 


在 同一 侧 , 则 
A4Gec 人 4P。 
。， .49:4P=40:4 万 。 人 
又 Pd 一 640。 @@ 
连结 P9、BC。 
由 人 @、@, 得 
人 4PeA 人 4PB0， 
"了 A.4PO= 一 4BO 
一 90"。 
因此 ， 点 卫 在 以 94 
为 直径 的 圆 妈 上 。 
反之 ,在 欧 双 上 取 
任意 点 已 ,连结 4 
车 使 4P 对 应 于 49, 作 A4PB 与 A49C 
相似 ， 而 且 要 把 关于 4 的 人 4PB， 和 关于 
4 的 人 人 4965 作 在 同一 侧 , 则 
A4PBA44C。 
又 AP4B 一 -940， 
。 了 4:94=4B:4C。， 
而 AP48 一 SB4C。. 
由 全 、 约 , 得 
AP4d9woAB4C。 
4POQ 一 4PBC。 
而 @4 是 圆 妈 的 直径 ,所 以 
4PQ=90"。 
4BO=90"。 
”所 以 ,点 吾 在 加 0 上 .由 此 可 知 , 点 于 适合 条 
件 


旬 @@ 


因此 ， 所 求 的 轨迹 是 加 MK。. 若 把 A4BP 


作 在 与 前 者 相反 的 一 侧 ， 则 所 求 的 轨迹 是 关 ， 


于 40 与 贺 双 对 称 的 锅 。 

1870， 设 定 三 角形 了 DBB 外 接 于 定 三 角 
形 4BC, 且 与 另 一 个 
定 三 角形 相似 ， 又 在 
ADBEB 内 取 点 瑟 ， 
当 PDB、 PHD 
分 别 等 于 定 角 时 ， 求 
点 书 的 轨迹 。 站 F 

解 因为 人 DB 
与 一 个 定 三 角形 相似 ， 所 以 AD、~ 的 
”大 小 都 一 定 。 又 因为 4C、BOC 都 是 定 长 线 
段 , 所 以 不 管 怎样 移动 ADBF，, 点 也 总 是 在 
以 4C 为 纺 ， 所 含 圆 周 角 等 于 一 忆 的 弓形 弧 
上 ,而 点 下 总 是 在 以 B0 为 弦 , 所 含 圆 周 角 等 
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于 ~ 下 的 弓形 弧 上 . 设 PDBPF 与 圆 4DO、 
园 BFOC 的 交点 分 别 为 G、 克 , 因为 CEDT、 
.PFD 分 别 等 于 定 角 ， 所 以 G、 瑟 是 定 
点 。 又 LAGP 巨 的 大 小 也 一 定 ， 所 以 点 王 的 
轨迹 ， 是 以 G 互 为 弦 ， 所 含 贺 周 角 等 于 定 角 
GZ 万 的 弓形 弧 。 

1871. 过 相交 的 两 定 加 0O、C' 的 交点 . 
4 在 两 圆 间 作 动 割 线 0C4D, 以 04D 为 底 
边 ， 在 C4D 上 作 AZCD 与 定 三 角形 9RS 
相似 , 求 顶点 书 人 


解 设 PCO、PD 与 两 定 圆 的 交点 分 别 为 

瑟 、 也 , 则 

一 了 = 8S( 定 角 ) 。 
又 
EC4=180。 一 PCO4=180* 一 

〈 定 角 ) 。 

所 以 , 下 马 都 是 定点 。 
又 AP=9( 定 角 )， 
所 以 , 所 求 的 轨迹 , 是 以 万 态 为 弦 , 所 含 圆周 
角 等 于 Q 的 红 瑟 P。 

注 过 点 4 作 动 割 线 时 ， 若 只 考虑 C、 呈 
在 点 了 4 的 两 侧 的 情况 , 则 点 的 轨迹 是 上 述 
的 弧 了 PF; 著 C、 取 在 4 的 同一 侧 ， 则 
点 己 的 轨迹 是 驱 五 PE 的 罗 。 其 次 ， 当 
AZOD 关于 CD， 作 在 相反 的 一 侧 时 ， 容易 
证 明 ,所 求 的 轨迹 仍 是 一 个 贺 . 

1872. 设 等 腰 三 角形 XMNP (MKN 一 MP 
一 0) ee DR 允 在 半径 为 
aa 的 定 圆 O 上 
移动 ， 底 边 的 一 
端 Y， 在 过 圆心 
O 的 定 直线 4B 
上 移动 ， 求 顶点 
卫 的 轨迹 

解 因为 O0MK=o=3MN=MP， 所 以 C 
、 开 在 以 2 为 圆心 ， 以 OU 涯 举 径 的 加 
和 


9RS 
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.BOP= 亏 CNMP( 一 定 )。 
又 9 是 定点 ， 若 过 点 O 作 直线 了 、 民 'Z"， 
使 ZXY、'Z' 与 4B 的 严 角 都 等 于 定 角 
到 CNMP, 则 直线 XZ\、 克 YZ' 是 所 求 的 轨 
迹 。 因 为 AMNP 的 形状 和 大 小 一 定 , 所 以 
点 也 与 圆 0 的 距离 不 能 大 于 c。 因此 , 轨迹 
的 界限 必须 是 : 
0OX 一 0 一 0OXE 一 O7 一 2c。 


又 当 六 移动 到 点 O 的 位 置 上 ， 并 使 它 轩 定 ，. 


妈 在 圆 2 上 旋转 到 1" 的 位 置 上 时 ， 则 底 边 
六 也 就 在 OP 的 位 置 上 。 又 因为 OP 是 定 
长 ,所 以 点 玫 的 轨迹 ， 是 以 O 为 圆心 ， 以 


OP, 为 半径 的 圆 ， 
13873.。 四 边 形 4BOD 的 两 个 顶点 4、C 

的 三 个 角 的 大 小 一 

定 ， 县 以 边 形 C 


4B0D 的 两 组 对 边 
的 积分 别 为 矩形 的 面 
积 的 比 等 于 定 值 力 D 
求 另外 两 个 顶点 瑟 及 忆 的 轨迹 。 

解 设 B4 对 应 于 BD， 作 人 B4 刀 与 
人 ABDPC 相似 , 并 且 关 于 4B 这 两 个 三 角形 和 
下边 形 在 同一 侧 , 则 

B4 也 刀 
D” 萝 - 
又 A.4BD= 一 了 BC， 
"。 人 4BDoAFBO。 
。 4D BFD 
”三 = 刺 . 中 
又 和 A4HBBcA 人 DBO， 
。 4 刀 45 g 
"”” 率 ” 7 
由 四 x@, 得 
4 召 .4D _4B  BD 
大友 IT 
.4 卫 _ 4LB.OD -7 
”7 了 
因为 4、C 是 定点 ， 所 以 点 妃 的 轨迹 是 一 个 
圆 (问题 1856)。 又 因为 人 4 的 三 个 角 的 
大 小 一 定 , 所 以 它 的 形状 一 定 。 因为 顶点 绿 


是 定点 , 另 一 顶点 吾 在 定 圆 上 移动 ， 所 以 点 | 


reve mem ve woweeeoneeovn mo ao ,一 
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互 的 轨迹 是 一 个 图. 因此， 点 了 的 轨迹 也 是 
一 个 圆 (问题 1865) 。 


.了 SS 以 分 成 的 线段 为 边 矩 形 的 


面积 一 定时 分 点 的 轨 和 迹 


1874. 4 为 定 直线 及 Z 上 的 点 ， 连 结 定 
点 卫 和 点 4 的 线段 ， 设 点 8 内 分 或 外 分 线 
段 4. 当 24 和 2 的 积 为 卸 形 的 面积 是 
定 值 wz2 时 , 求 点 @ 的 轨迹 . 

解 从 己 向 了 了 作 垂 线 忆 DB， 在 PB 上 到 
点 0, 使 PB.PO=m2 则 

PDB.PC=P4.P9. 

由 此 可 知 , B、C、 9 4 
共 加 。 
.…。 /Cg9P= COB4 5 
一 90。. X 一 忆 
因此 ,点 4 在 以 PC 为 直径 的 钢 上 . 
反之 ， 在 这 个 贺 上 ， 任 取 一 点 纺 ， 延长 
BG' 与 XY 的 交点 为 水 。 因 为 
POCOC=90" 王 -COCB41， 
所 以 2B4'99C 是 内 接 于 圆 的 四 边 形 。 
Pd4.PQ' 一 PB.PC 一 2。- 
由 此 可 得 ,点 驴 是 适合 条 件 的 点 。 

因此 , 所 求 的 轨迹 , 是 以 2C 为 直径 的 四。 

注 把 点 纺 的 轨迹 叫做 以 三 为 反 演 中 心 ， 
以 入 为 反 演 竺 的 闻 的 反 象 , 

1875. 从 定点 4 向 定 直 线 人 XI 作 垂 线 
4D， 为 天 了 上 的 人 A 
任意 点 ， 在 4B 上 取 
点 C, 使 

4B.4C 一 47P， 
求 点 O 的 轨迹 . 

解 设 4D.40O= 
4D2 则 较 BCP 在 点 卫 与 47D 相 切 。 

"， .4DPDO=D5O. 
又 在 人 4COD A4DB 中 ,因为 ~D4 刀 是 公 
共 角 ,所 以 
.407 一 47DP 一 90"。 
久 此 适合 条 件 的 点 C, 在 以 47D 为 直径 的 定 
现 ( 称 这 圆 为 圆 1 ) 上。 ， 

反之 ,在 圆 上 任 取 一 点 CO， 如 果 4C' 与 

了 了 相交 于 点 刀 ,， 则 
LA4C'D 一 -4DB' 一 90。。 


大- 六 


J5， 以 分 成 的 线段 为 边 矩 形 的 面积 一 定时 分 点 的 轨迹 
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又 在 A4C'D、A 人 4DB' 中 ， 一 D4B' 是 公共 
角 ， - 
4DO' 一 A .4B'D。 
因此 , 圆 下 C 也 与 4D 在 点 卫 相 切 。 
从 而 得 出 ， 4B'.4C' =4D2、， 
所 以 , 画 M 上 的 任意 点 适合 所 给 的 条 件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 图 好 。 

1876。 过 圆 上 的 定点 4 作 任意 弦 4P， 
在 4 或 它 的 延长 线 上 到 
一 点 C， 当 4 万 .LO 一 mr? 
时 , 求 点 C 的 轨迹 。 

解 设 - 

44PB.4C 一 72 Y 
(9 表示 定 长 线段 ) 。 作 直 区 E “ 
, 径 4D, 在 .47D 或 其 延长 线 上 取 点 吾 , 使 
4D.4Z 一 2。 


(: 


由 此 可 得 ， 

4B.4CO= 4D.4 召 。 
所 以 及 B、C、 玫 共 圆 . 

又 因为 4 是 直径 ,所 以 
/4BD=90"。 
由 此 可 得 ， 
/DPC 一 .4BD=90". 

因此 , 点 C 在 过 召 而 垂直 于 4 如 的 直线 又 了 
上 


反之 ， 在 XYZ 上 取 任意 点 C,，40' 与 圆 的 
交点 为 B， 则 
.4B'D 一 90" 一 DBO'。 

由 此 可 知 ，D、 忌 、C\、BB 共 国 ， 
4D 40 一 47D.4 也 。 

4D. 4 万 一 1 。 
48.LO 一 7 
所 以 , 入 了 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 ,所 求 的 轨迹 是 直线 六 了 。 

1877. 在 已 知己 形 的 弦 4B 的 一 端 .4 
作 任意 圆 忆 与 4B 相 切 , 设 圆 民 与 弓形 红 的 
交点 为 0, 连结 卫 与 的 直线 和 圆 民 的 交 
点 为 P, 求 卫 的 轨迹 。 投 Y 
弓形 小 于 半圆. 

解 “ 容 易 知 道 
DO.BP=452( 一 定 ) 。 把 
弓形 40B 作成 一 个 整 
圆 ， 设 这 圆 的 直径 为 D. 
若 从 己 向 DBD 作 和 雪线 


而 


本 


到 ， 则 
PPBLDO， P 刀 TDB， 
由 此 可 知 ， 卫 、C、 瑟 、 记 共 圆 。 
。 BD.BZ 一 BP.BO=- 4B2. 
因此 , 召 是 定点 。 

所 以 ,点 王 在 过 定点 马 而 垂直 于 BD 的 直 
线 上 。 又 这 直线 经 过 点 4 所 以 点 卫 在 半 直 
线 47 上 。 

反之 , 设 书 为 4Z 上 的 任意 点 ， 
已 知 弧 的 交点 为 C, 如 果 过 三 点 P、C、 
作 圆 , 则 这 网 在 点 4 切 于 4B。 其 理由 是 : 

。 BFD PT， 
又 BD 是 直径 ， 
.ADO'B=90。。 
因 北 ,PC 及 了 共 国 。 
.BO'-BP' 一 BD.B 厅 。 

由 四 得 Bo'.BP' 一 .47， 
由 此 可 知 ， 过 已 、C\、4 的 圆 , 在 点 4 切 于 
4 了. 

因此 , 所 求 的 轨迹 是 射线 4Z。 

1878， 设 O 为 定 点， 4 为 定 圆 C 上 的 
点 ， 取 一 点 一 ， 使 线 
段 O4 与 线段 OP 的 
夹 角 等 于 定 角 c， 而 
昌 使 OP.04=12), 求 
点 卫 的 轨迹 。 

解 ” 著 在 O4 上 取 
点 Po 使 04.0P' 一 太 ， 则 点 三 的 轨迹 ， 根 
据 问题 1687 可 以 知道 , 它 是 一 个 枫 ， 设 这 圆 
的 殴 心 为 也, 半径 为 DP'. 若 以 O 为 中 心 , 把 
AOP 人 旋转 一 个 定 角 ac 到 AOPD 的 位 
置 ， 则 点 女 的 位 置 一 定 。 因为 PP 一 PD 
《一 定 )， 所 以 ， 点 三 的 轨迹 是 以 了 为 圆心 ， 
以 了 PP 与 DP' 等 长 ) 为 半径 的 圆 。 

注 关于 CC 与 求 得 的 轨迹 对 称 的 图 形 ， 
也 是 所 求 的 轨迹 。 

1879. 设 45 为 已 知 圆 0O 的 任意 弦 ， 点 
己 把 4 内 分 为 两 部 分 4P 和 PPB， 使 以 


4P.FB 为 矩形 的 面积 是 昌 。 


人 


定 值 Vi2 时 ， 求 分 点 己 的 


轨迹 。 
解 过 点 卫 作 加 0 的 人 在 
言 径 DZ 则 愉 __/A 


4P.PB= 忆 B.PD。 9 
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设 O 刀 一 OD=m， 4B、40 作 的 垂 线 , 则 
又 4.P 刀 一 Mr2。 ”ADB=A0 
则 由 @, 得 sj 刀 PD 一 7PD. 
4P.PB= (078+TOP) . (0OD 一 OP)。 又 己 D2 一 忆 刀 .P77， 
MI2 一 (7 十 OP) .7 一 @P) 即 ”， 卫 万 :了 站 一 PD:PP， 
一 和 2 一 OP2， APDoADPF。 
“"、 OP2 一 和 2 一 M2。 .PDB 天 PFD. 个 


因此 ,点 己 在 以 0 为 圆心 半径 的 长 等 于 
V 2 一 M%2 的 圆 上 ， 

反之 , 因为 这 圆 上 的 点 适合 条 件 。 

因此 ,所 求 的 轨迹 是 以 O 为 网 心 、 半 径 的 长 
等 于 V 全 一 7 的 圆 . 

1880.。 已 知 A4BC, 在 4B、4O 上 分 
别 取 点 也 吾 ,使 BD.B4OB .0C4 一 BO2， 
车 BB、O0D 的 交点 为 忆 求 点 己 的 轨 
迹 。 


解 设 网 4BZ 与 30 的 另 一 个 交点 为 

和 则 

CZ.C4 一 0 .BO 
CO 了 B.O4TBD-B4 


一 了 02 一 CHF ,BO， 
即 刀 D.B4= BO.BZ。 
由 此 可 知 , 4、D、T、C 共 加 , 

“， 4PO= -4HC=180。 一 47B 

“180。 一 .417P。 

所 以 , 4 愉 己 马 共 加 。 

"， ATBPO= DP=1380。 一 4 
又 召 CO 是 定点 ,所 以 点 三 的 轨迹 是 以 BC 为 
弦 ， 所 含 圆 周 角 等 于 180"--4 的 弓形 弧 
BPO。 但是, 若 必 吾 只 限定 在 4B、 4C 上 
时。 则 所 求 的 轨迹 是 在 BPC 形 内 的 部 分 弧 
一 也; 若 也. 召 还 可 以 取 在 4B、4C 的 延长 
线 上 , 则 所 求 的 轨迹 是 号 PO 的 整个 圆 。 

1881. 已 知 等 腰 三 角形 4BC， 从 点 王 认 
腰 .4B、4C 作 垂 线 ， 设 垂 
足 分 别 是 瑟 . 环 , 当 以 了 万 、 
了 7 为 矩形 的 面积 ， 等 于 
从 向 底 边 BC 所 作 的 委 
线 2ED 上 的 正方 形 面积 
时 , 求 点 书 的 轨迹 ， 
解 设 PD、PB、P 丰 7 

分 别 为 从 一向 三 边 BEC、 


一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一- 


而 四 边 形 刀 PDB、 四 边 形 了 PPC 都 内 接 于 
贺 , 所 以 

PDB 一 PBD， 

PHD= PCOD. } 
由 @、@,， 得 

APPBB = PoD， 

因此 ， 刀 切 过 双 、 已 0C 的 汪 于 点 互 。 同 理 
可 得 ，C8 切 过 吾 、P、C 的 圆 于 点 C. 

由 此 可 知 ， 过 如、C 作 贺 ， 且 使 这 个 圆 切 
4B、40 分 别 于 BB、O, 则 点 卫 在 这 个 辆 上 , 

反之 ， 在 这 贺 上 取 任 意 点 叫 , 若 从 己 向 
4B、BC、C4 分 别 作 乔 线 媚 ' 再 、PID'、P/。 

。 刷 BP' 一 APID'Rn 
PICOD' 一 PROD1， 
了 1BPI= PCOD1， 
2 PDB 一 了 PITTD。 
AP'D'RBepAP'Dr。 
从 而 得 出 ， 
忆 到 ':PID' 一 PPD0 PT， 
了 P'D2 一/ 责 '. PP/ 到 /、 
因此 , 所 求 的 轨迹 , 是 过 点 B、C, 且 切 4B、 
40 分 别 于 点 瑟 、O 的 圆 。 

1882. 过 加 弧 4B3 的 中 点 
民 也 , 它 与 弦 4B 的 交点 
为 C。 在 驴 2D 上 取 点 AAA 
妞 ， 使 WO. MD= 允 B， 
求 点 马 的 轨迹 。 

解 因为 点 歼 是 弧 4P 
的 中 点 ,所 以 


@ 


即 


对 ， 作 张 
M 


We Am 
WE=MW4. 
“.。 MX4B= 4DM。 
因 开 ,网 LOCD 切 4 改 于 点 4。 
MO.MD= 了 42， 
设 召 为 适合 条 件 的 点 ， 
MC.MD= 下 琴 . 
一 24， 


则 


f 人 ， 以 分 成 的 线段 为 边 拓 形 的 面积 一 定时 分 点 的 轨迹 


琴 此 ， 以 4 为 圆心 ， 以 2《64 为 半径 作 贺 ， 则 点 
已 在 原 已 知 圆 内 的 弧 4ZB 上 。 
反之 , 容易 证 明 , 这 个 弧 上 的 点 适合 条 件 。 
因此 , 所 求 的 轨迹 是 弧 4 马刀 
1883， 在 平面 上 ， 落 以 定 圆 的 任意 弦 为 
直径 作 圆 时 ， 求 所 作 的 
圆 经 过 的 点 的 存在 范围 。 
解 ” 设 定 圆 的 圆心 为 
O, 半径 为 ， 任意 的 弦 
为 4B. 从 OO 向 4 好 作 
的 垂 线 ， 设 生 足 为 双 。 
车 以 4B 为 直径 作 贺 
到， 在 这 贺 上 取 任 意 点 C， 则 
0O0 有 OM 上 MO=OMTM4Sw 37。 


其 理由 是 : 


用 一 
SN/ 


。 0OM2 二 542 一 7 
(0OM 上 MK4)? 十 (DMK 一 M4)2 一 272， 
即 (0OM 二 MA4)? 一 2r23 一 (0 开 一 了 4)?。 
因此 , 当 OMW=M4 时 ,0OMNTM4 取 得 最 大 值 
A/ 37. 所 以 ， 允 上 的 点 ， 是 在 圆心 为 O， 
半径 等 于 /3y 的 辆 内 或 加 上 。 
友之 , 当 点 忆 是 在 这 个 范围 内 时 , 因为 在 贺 


上 可 以 适当 地 取 两 点 C\D, 使 ~CPDD 为 直角 ， 
所 以 可 以 认为 ,已 是 以 圆 D 的 适当 的 弦 作 直径 
加 上 的 点 。 因 此 ,所 求 的 范围 是 这 个 部 分 。 
1884. 已 知 言 角 三 角形 4BO, 过 斜 边 
4B 上 的 任意 点 卫 作 4B 的 垂 线 ,与 BO、4O 
或 其 延长 线 分 别 交 于 点 F 
至、 了, 坷 在 这 垂 线 上 取 点 -和 
， 厂 ， 使 也 了 一 万 万 .了 7， 求 通 
0 下 
解 ”A 人 4D8、 人 也 DB Ke 
中 ， 
ALDFE 一 FEDB=90”， 
了 一 90" 一 .4= 了 B。 
。 人 4D8HcpA 人 ZEDP， 
。 4D _ DZ 
刀 刀 .DP=4D.DB。 
由 假定 ,得 DZP2? 一 D 妈 .DF。 
DR 一 47.DP。 
因此 , 点 也 在 以 4B 为 直径 的 国 上 。 
反之 ,可 以 证 明 , 这 圆 上 的 点 适合 


条 件 。 
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因此 ,所 求 的 轨迹 是 以 4B 为 直径 的 圆 . 

1885， 设 4 为 定 贺 0 的 定 方向 这 ， 在 
29 的 延长 线 上 取 点 书 , 使 
2BQ .PR 一 mm2， 求 点 卫 的 
轨迹 。 

解 丛书 定 园 0 作 


切线 王 杏 ， 巾 | 
也 防 一 PO .PR 一 2。 ， 
os 卫 万 一 入 、 c_-_ 懈 
由 此 可 知 ， 忆 召 是 定 长 线段 所 以 , 点 卫 的 


轨迹 是 以 O 为 圆心 , 目 过 古 的 加 

但 是 , 在 定 锅 0 中 , 作 直 径 4B 委 直 于 9B， 
在 直径 两 端 奴 B, 分 别 作 重 直 于 4B 的 两 
条 直线 ， 则 这 两 条 直线 间 的 两 段 弧 是 所 求 的 
轨迹 。 

1886， 圆 内 找 四 边 形 4BOD, 从 -点 王 
向 它 的 两 组 对 边 作 垂 线 ， 
以 两 组 对 边 的 垂 线 的 积分 蕉 
别 为 矩形 的 面积 ， 若 这 两 贷 
个 矩形 面积 相等 时 ， 求 点 以 
己 的 轨迹 ， 4 一 

解 从 点 了 向 各 边 作 
重 线 , 设 委 中 分 别 为 工 _ 隐 、 开 、N， 则 四 边 
形 PZBM、 四边形 PDFK 都 内 接 于 加 。 

LIPUM 十 .PHM 一 180?， 
LNPTA 4DEK=1380"。 
又 四 边 形 4BCD 也 内 搂 于 圆 ,所 以 
ALBM 一 4D 克 、 
or 了 PP 一 了 人 PK 
而 了 PE 一 PM-PN。 
PP _ EN 
好 五 多 
人 并 PiMe 人 NPK。 
从 而 得 出 ， DMKP WEP。 


-又 TMP 一 4PBP， 


AP= 4DP， 
AL4DBP 一 .4DP. 
因此 , 点 己 在 过 人 4、 且 刀 的 加 上 。 所 以 , 所 
求 的 轨迹 , 是 四 边 形 4BCD 的 外 接 园 ， 
1887， 设 4_ C 分 别 
为 平行 线 4B、CD 上 上 的 定 
点 ， 作 这 两 平行 线 的 公 和 
线 3D, 在 BD 上 取 点 
4 好, 使 
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2B.MND 一 4B.OD， 
求 点 Mr 的 轨迹 。 

解 若 在 DB 上 取 DM'=BM， 则 

MD 一 DID 
从 点 4 向 CD 作 垂 线 4 至 ， 则 

4BP 一 也 门 。 
.DIMD 一 0D.TDPD， 

所 以 ，C\ 到 、M 于 在 同一 个 圆 上 。 但 因为 
过 MX、a' 的 圆 的 圆心 是 在 3630' 的 中 泰 线 上 ， 
又 这 个 圆 过 C、 五 , 所 以 它 的 图 心 也 在 C 瑟 的 
中 委 线 上 。 因此 ， 圆 CBIM'M 变 成 了 以 4C 
为 直径 的 圆 。 由 此 可 得 ,点 1 的 轨迹 , 是 以 
40 为 直径 的 一 个 圆 。 

1888. 过 定点 0; 作 有 定 方向 的 直线 
O4d, 定 半径 的 动 圆 吕 切 
于 04， 从 0 向 圆 C 作 
切线 OP, 并 延长 到 @G， 3 
使 OP. PQ 等 于 定 半径 
的 平方 , 求 点 @8 的 轨迹 ， 

解 过 C 作 CO 的 委 0 
线 ,与 OP、O4 的 交点 分 别 为 @、9， 则 

~OC8 一 90” 
”CP109， 
OP.PO@=CP2。 
所 以 点 名 是 适合 条 件 的 点 。 
又 00 是 人 PO9g' 的 平分 线 ， 所 以 
Q0=90. 
由 此 可 得 ， 从 @ 到 O4 的 距离 是 半径 的 两 
倍 。 所 以 点 8 的 轨迹 ， 是 到 O4 的 距离 为 定 
半径 的 两 倍 县 平行 于 O4 的 直线 。 若 把 圆 C 
作 在 04 的 相反 一 侧 ， 则 轨迹 是 关于 O4 与 
上 面 对 称 的 直线 . 

?1889.、 下 知人 4PBO 内 一 点 刀 ， 过 一 作 
BO、C4、4 入 的 平行 线 分 ， 人 
别 为 瑟 PB、 SPS、TPT/， 作 . 
有 使 PR.PR' 二 PS.PS' 
-PT.P7" 为 定 值 ， 求 点 
忆 的 轨迹 。 


Q A 


外 心 。 A4PR' 的 外 接 贺 2 

与 22" 的 延长 线 的 交点 为 戏 ，4 已 的 延长 线 

与 A4BC 的 外 接 圆 的 交点 为 工 , 连结 了 ZL， 

也 与 直线 MXZIP2 的 交点 为 W, 则 
A4T'MeoATPS' (两 角 相 等 )。 


。 PS' _ 开 下 
”本 47 
击 247 一 PS。 
PS.PS' 一 PT 
又 APHMReoATBEN， 
PRB' 了 人 
”瑟瑟 
而 了 7B 一 刀 ， 
一 忆 .PRB' 一 PMA.TN。 
也 尼 PR-PS.PS' 
一 PM.TN-TPT.7T'M。 
了 RPR PS.PS' 十 PT.PTY 
一 PMA.TNTPT.Z' 了 PT。PZY 
一 PM.TNTPET.PM=PM.PN。 
但 因为 4 难 到 克 在 同一 个 图 上 ,所 以 
PM.PN 一 P4.P7= (半径 )2 一 DP2 
《问题 1246) . 
从 而 得 出 
也 RB.PZB' -PS.PS' 十 PIT.PZY 
一 (半径 )? 一 OP2。 
由 此 可 知 ，OP 为 定 长 线段 。 所 以 点 一 的 轨 
迹 , 是 久 A4BC 的 外 心 为 圆心 的 一 个 圆 。 


1G. 调和 点 列 的 轨迹 

1890. 设 两 直线 4 有 、47 交 于 点 4 过 
定点 书 的 任意 直线 与 
4X、4 了 分 别 交 于 有 到 
& 若 已 是 已 关于 2 
的 调和 共 录 点 ， 求 点 
三 的 轨迹 。 

解 设 BP:PS= A 
BRP':SP'， 过 己 作 4P 的 平行 线 ， 与 4X、 
4 的 交点 分 别 为 M、WN, 则 

MP: 4P' 一 及 忆 : 厂 PP 
PFV:4P' 一 PS:SPr。 
而 BEP:PS 一 RP'SP'。 
MP:4P' 一 PN:4P'。 
MP= PN . 
因为 定点 也是 到 N 的 中 点 ,所 以 MPN 为 定 
长 的 线段 。 由 此 可 知 , 点 书 ' 的 轨迹 ， 是 过 4 
所 作 定 线段 MPX 的 平行 线 。 

1891. 两 定 直线 怀 、 卫 相交 了 点 至 O 
为 直线 琶 和 直线 了 的 夹 角 外 部 的 定点 ,过 O 
作 一 直线 与 王 、 了 分 别 交 于 4、C, 在 0 上 


16， 调和 点 列 的 轨迹 


了 到 点 卫 , 使 
二 
7 
求 点 书 的 轨迹 。 

解 在 40 上 取 点 到， 
使 O. 4 五 、C 为 调和 E 
点 列 , 则 点 如 的 轨迹 是 
过 定 直线 并 、 的 交点 
五 的 直线 (问题 1890) . 

其 次 ， 设 呈 为 0 允 的 
中 点 ， 过 书 作 已 玖 平行 于 五 开 , 则 三 是 所 
求 的 轨迹 。 其 理由 是 ， 

凡 为 和 2 

2 
记 一 访 二 遍 (问题 1478) 。 
而 ”2.0P=O. 


了 YX 


人 
因此 , 点 己 适 合 条 件 。 从 而 得 出 , 所 求 的 轨 
迹 是 直线 已 互 ， 
1892,， 两 定 直线 怀 、 了 相交 于 点 王 ，O 
为 直线 慌 和 直线 了 的 夹 角 内 部 的 定点 ,过 O 
作 一 直线 与 芭 、 工 分 别 、 
交 于 八 0, 在 这 间 线 上 


取 点 忆 , 使 
TI 1 IE 
CPP 04 00， 
求 点 卫 的 轨迹 。 


解 若 在 40 上 取 点 忆 使 及 4 0、C 
作成 调和 点 列 ，、 则 点 如 的 轨迹 是 过 直线 习 
和 直线 了 的 交点 五 的 直线 (问题 1890) . 

其 次 , 设 卫 为 0 刀 的 中 点 ,过 书 作 P 瓦 平 
行 于 翌 F, 则 BR 是 所 求 的 轨迹 .其 理由 是 : 

” 04:00= 了 4:EO， 

.…，04:00= (BO0-0O4):(BO+OC)， 

"，04.(BO+TOO) 一 00. (BO-0O4)， 
04.80+04.00=00.BO-04.00， 
.…， 2.04.00= BO.(00-04)。 
2 _0c-04 1 1 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 


0D 方 “04-00 04 0 
(问题 1477) 。 


2 并 
0 万 05， 


415 


1 _ 1 
所 以 5 04- 0 
1893.， 设 0 是 定点 ,C 是 已 知 圆 的 圆心 。 


过 O 作 任意 割 线 089 与 圆 交 于 &A 4， 
车 点 一 是 点 0 关于 有 

信 4 的 调和 共 斩 点 ， 

求 己 的 轨迹 . 但 假设 

0 在 中 C 的 外 部 .。 

解 从 0 向 园 0 作 刀 
两 条 切线 OO4、OB， 连 结 切 点 4、B， 弦 4B 
与 89 的 交点 为 P, 则 由 问题 1495, 得 

09:0S=P9:PS， 中 
即 423 上 的 点 适合 条 件 。 
反之 , 若 在 88 上 取 点 书 , 使 
0O9:08 一 POPS。 
让 上 式 与 @, 得 
疡 :PSPO:PS。 
由 此 可 知 ,点 书 与 点 书 重 合 , 即 适 合 
点 都 在 4 上 。 

因此 , 点 的 轨迹 是 线段 4B。 

1894， 设 避 为 定 融 O 内 的 定点 ,过 C 作 
任意 弦 Pe, 在 @P 的 - 
延长 线 上 取 点 羽 , 使 
点 吾 是 点 C 关 于 了 
人 4 的 调和 共和 扬 点， 求 
点 马 的 轨迹 。 

解 过 C 作 圆 0 的 
直径 4B， 在 B4 的 
延长 线 上 取 点 也 使 及 4、C、 忆 成 调和 点 
列 . 连结 DP、D9@, 则 环 @ 是 阿波 罗 尼 斯 
圆 上 的 点 。 


条 件 的 


PD:PC=D4:40。 
又 、 7D4:40=Deo:CQ， 
“.， PD:PO=9D:9C. 

由 此 可 知 ，DO 平分 “PDB. 

而 妨 、 已 CO、48 成 调和 点 列 ， 且 DO 是 
9DP 的 平分 线 ，、 所 以 7 平分 与 “8DP 
相 邻 的 外 角 。 从 而 得 出 DZR1LDC。 因此 点 
互 在 过 定点 忆 而 全 直 于 DC 的 直线 上 。 

反之 , 可 以 证 明 这 直线 上 的 点 适合 条 件 。 

从 而 得 出 ， 所 求 的 轨迹 是 过 而 垂直 于 
7ZD4 的 直线 。 


1896 过 定 加 外 的 定 训 P， 作 市 线 
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P4B， 求 满足 大厅 一 瑟 T 十 下 的 点 @ 的 
轨迹 。 

解 “ 设 关于 加 0 
的 点 也 的 极 值 线 为 9 
CD，0D 与 4 万 的 了 
交点 为 C, 则 PP、4、 
C、 了 3 成 调和 点 列 。 

荆 


2 
"” ”0 54 
工 2 


二 
一 一 一 -一 
全 间 


了 9 二 ” 
从 而 得 出 ，。 P9= 王 EC. 


所 以 ,所 求 的 轨迹 , 是 过 点 8 而 平行 于 CD 的 
真 线 上 的 一 部 分 。 亦 即 这 直线 夹 在 从 点 卫 向 
O 所 作 的 两 条 切线 间 的 部 分 , 才 是 所 求 
的 轨迹 ， 

1896. 过 定 圆 0 内 的 定点 书 ; 作 制 线 


荆 


十 五 了。 


一 一 一 一 


解 设 关于 加 0 的 立 
点 己 的 极 值 线 为 ZY， 邓 与 B4 的 交点 为 
0,， 则 PC 被 点 4 及 点 互 分 为 调和 比 ， 即 


C、 人 4 有 卫 成 调和 点 列 。 
人 
”4 琴 

， 1 _ 93 

人 西区、 


从 而 得 出 ， 所 求 的 轨迹 是 过 点 纺 而 平行 于 
和 了 的 直线 。 

1897. 设 4 为 人 XKOF 的 平分 线 上 的 定 
点 ， 过 点 4 作 直 线 
B40O， 它 与 角 的 两 边 
分 别 交 于 妃 、0, 过 
有 BC 向 角 平 分 线 作 
垂 线 3BD、0 怒 ，G 为 
Ca4 的 中 点 , 以 G 肆 为 
直径 作 圆 ， 求 这 圆 与 
垂 线 BD 的 交点 到 的 轨迹 。 

3 中。 GM 玉 一 90。， 

MDLGZ 


，， G412 一 GD.G. 

其 次 ， 过 点 0O 作 ON 垂直 于 0OB8, 延长 
C4 姻 与 直线 0O8 交 于 点 忆 ， 则 直线 48 被 
忌 C 分 为 调和 比 。 因 此 , 04 被 及 吾 分 为 
调和 比 。 又 @ 是 LO 的 中 点 ,所 以 

G42? 一 GD.G 且 。 
GT 一 G4. 
由 此 可 知 ， 点 1 的 轨迹 是 以 04 为 直径 的 
圆 . 

1898.， 设 4 为 定 圆 0 上 的 定点 ,过 4 作 
阅 O 的 切线 瑟 4， 肆 为 站 入 上 的 任意 点 ， 
过 怪 作 吏 0 的 直径 Fe, 在 PE8 上 取 点 刀 , 使 
及 忆 、 DB、9 为 调和 点 列 ， 人 B 


X 
ee 人 
C 


切线 BO， 设 4O、Z@ 的 Re 
交点 为 B， 则 至、P、B' 


" 纺 成 调和 点 列 (问题 143@， 又 因为 4CLP9， 


所 以 /4B'O 一 90*。 由 此 可 知 ,点 B' 的 轨迹 
是 以 40 为 直径 的 贺 。 

1899。 过 定 圆 0 上 的 点 也 作 切 线 , 人 4. 
为 这 切线 上 的 两 定点 , 忌 、 卫 是 关于 4 也 的 
调和 点 列 ， 从 开 、 了 向 欧 0 作 切 线 ， 求 这 两 
切线 的 交点 乡 的 轨迹 ， 

P 王 


解 ”因为 贺 0 的 定 切线 P@ 上 的 点 公 并 、 
公 工 是 调和 点 列 , 若 连结 04.OXZ、OB、O7， 
则 0O4、OX、OB、OF 成 调和 线束 。 从 人 
有 、 妈 了 工 向 加 CO 作 切 线 ， 设 切线 分 别 为 
4M、 开 T、BN、T7'。 连结 PMX、PT、PN、 
PT'。 设 FM 与 04 的 交点 为 召 PT 与 0 
的 交点 为 G, PN 与 0B 的 交点 为 吾 P7' 与 
OF7 的 交点 为 鼠 ， 因 为 COBR、OGP、 
05P OPBP 都 为 直角 ,所 以 及 G、 丈 、 瓦 
在 以 O2 为 直径 的 圆 上 。 于 是 

了 BPG= BO0G， 
即 CMRPIT 一 LO。， 
局 理 可 得 ， 


吗 十 


和 间 醒 


NTSINI 


1?. 杂 题 
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LTPN 一 -ZXOB，-NPT' = BOF. 
因此 , PMX、PT、PN、 P_ NM 
2 成 调和 线束 。 M 

其 次 ,在 右 图 中 , 连 人 

结 ZZ'， 设 了 2' 与 过 人 
点 1 的 切线 相交 于 
点 M'，72' 与 MT 和 | 
的 交点 为 W'， 则 到 NMI、MN^、MT 成 


调和 线束 (其 理由 是 : MOMZ 一 MPT， 
ATMN' 一 PN， NT 一 ~NP71， 
而 PM、PZ、PN、PZ" 是 调和 线束 )。 从 而 
得 出 , 2 代 、N4^ 2 成 为 调和 点 列 .所 以 , 由 
问题 1495 可 知 , 点 1' 的 极 值 线 过 点 .但 
因为 从 M' 向 圆 0 作 切线 ， 设 切 点 为 1， 
Mt' 的 极 值 线 过 MK， 所 以 1' 的 极 值 线 是 
MMX。 因为 引 的 极 信 钱 Z2Z' 过 所 以 
3 的 极 值 线 MX 过 (问题 1497) 因此， 
2 的 轨迹 是 直线 MKN (但 仅仅 是 圆 外 的 部 分 ， 
老 平 行 于 P@ 的 切线 与 MX 的 交点 为 W 
则 X" 是 轨迹 的 界限 ,轨迹 不 包括 点 W)。 


17。 杂 题 

1900.， 从 一 点 张望 平行 四 边 形 的 相 邻 两 
边 , 若 所 张 的 角 互 为 补 角 , 求 这 点 的 轨迹 。 

解 设 4BCD 为 平行 信 了 
上 四边形, 4 及 20 为 相 邻 
两 边 。 若 忆 是 轨迹 上 的 


点 , 由 假定 ,得 
ALPB 十 LBPO=180*. 吉 忆 
因此 ,4、P、C 共 线 。 从 而 得 出 ， 点 一 在 对 
角 线 4C 上 。 


其 次 , 若 三 为 这 对 角 线 上 的 一 点 , 很 明显 
4PDB++~GPO=180"。 
因此 ， 若 以 4B、23C 为 相 邻 的 两 边 ， 则 所 求 
的 轨迹 是 对 角 线 4C。 同 理 可 得 ， 若 以 4 忆 、 
ZC 为 相 令 的 丙 边 ， 则 所 求 的 轨迹 也 是 对 角 
线 4C， 若 以 4B、47D( 或 BC DO) 为 相 邻 
的 两 边 , 则 所 求 的 轨迹 是 对 角 线 BD. 

1901. 已 知 线段 4B, 直线 了 了 平行 于 
4B, 5 是 在 FY 上 的 定 长 线段 , 40、BD 
的 交点 为 CO， 当 CD 在 Y 上 变动 位 置 时 ， 
求 点 0 的 轨迹 。 . 

解 设 4C、BD 的 交点 为 O, 在 YY 上 取 


C'D'=CD. 连结 40、BD 设 4O、BD' 的 ， 


交点 为 CO 则 

40:00=4B:OD) 
又 

40':0'0/ 

一 4B;C'D'。 
“，40:C0 

一 40':CO'。 
从 而 得 出 ， 


40:00=40':00/. 
所 以 ， 00'1CD1 4B， 

反之 , 容易 证 明 O0' 上 的 点 适合 条 件 。 
区 所 求 的 轨迹 是 平行 于 4 的 直线 

1902.， 已 知 A4B0C 所 在 平面 上 的 点 书 ， 
从 己 向 4B、4C 人 
三线 的 长 分 别 为 7、 筷 ， 
求 满足 !> 双 的 点 书 的 
存在 范围 , 

解 设 ~4 与 它 要 
邻 的 外 角 的 平分 线 分 别 
为 4 开 、4Z， 书 为 4 
或 4Y 上 的 任意 点 。 从 
了 向 4B、4C 作 垂 线 ， 
设 垂 线 长 分 别 为 凡 则 很 明显 ， 一双。 

因此 ， 适 合 ?> 和 m 的 条 件 的 点 的 范围 是 在 
一 人 4OA ~ 了 40C 及 其 对 顶 角 的 内 部 ， 

1903。 设 瑟 为 直角 4OB 的 边 OB 上 的 
定点 ,过 忆 作 任意 直线 BP, 与 另 一 边 04 交 


于 点 肋 己 是 一 个 动 点 ， 涛 从 一向 04 作 垂 


线 PE, 连结 PO, 使 P 

PO:PZ 一 0O 刀 : 妃 ， 
求 点 症 的 轨迹 。 

解 ” 设 点 马 在 线段 BP | 
上 。 因 为 号 

PO:P 一 O 了 :万 万 ， 0 F 吕 A. 
所 以 P 妨 平分 OP8 .但 

OPB 1 PP， 
"。 OF = 一 BRPH。 8 
OP 一 OP 刀 7 

由 此 可 得 ，OP 是 定 长 线段 。 

如 果 马 在 线段 BP 的 延长 线 上 , 则 BRZ 是 
APoz 在 顶点 卫 的 外 角 的 平分 线 。 所 以 

OB=OP， 
因此 ， 点 书 的 轨迹 是 以 O 为 图 心 ， 以 OP 
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为 半径 的 贺 。 

1904， 在 正方 形 4BCD 内 : (从 一点 
张望 边 4D 和 边 BC， 且 所 张 的 角 相等 ， 斌 
用 图 形 表示 这 种 点 的 轨迹 。 (2) 若 从 这 点 张 
望 4B 和 BO 呢 ? 

解 (1D) 望 见 4D 和 BC 的 张 角 相 等 的 
点 ， 它 的 存在 范围 由 下 面 三 个 部 分 集合 所 组 
成 
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( 守 ) 4 及 DO 的 中 性 线 。 
( 兰 ) 对 角 线 4C、BD 向 正方 形 外 面 延长 
的 部 分 。 
《过 ) 作 正 方形 的 外 接 圆 , 这 贺 的 劣 弧 4B 
及 劣 弧 0D。 
= 共 ， 

设 卫 为 4 方 或 6 方 上 的 任意 点 , 则 

4PD=5PC。 

(2) 望 见 4B3 和 BC 的 张 角 相等 的 点 ， 它 
的 存在 范围 由 下 面 两 个 部 分 集合 所 组 成 。 
(〈 守 ) 对 角 线 BD 及 其 延长 线 。 

( 皇 ) 作 正 方形 的 外 接 圆 ， 这 圆 的 半圆 弧 
4DO。 其 理由 是 : 

念 = 捷 》 
若 卫 为 弧 4DC 上 的 任意 点 , 则 
.4 了 PP 一 BFPO. 
以 上 无 论 哪个 部 分 , 反 过 来 都 成 立 。 

[ 答 ] 在 下 狠 中 ， 用 粗 线 所 示 的 部 分 是 所 
求 的 轨迹 。 


19305. 在 平面 上 ,有 和 扼 形 互 . 把 与 五 全 
等 是 有 一 边 重合 
的 挎 形 已 绕 着 
忆 ， 一 个 接 一 个 
地 旋转 ， 再 回 到 
原来 的 位 置 ， 读 
画 出 王 内 的 点 


勾 运 动 的 轨道 。 其 次 ,要 使 这 条 轨道 的 全 长 ， 


轨 ， 迹 
为 最 小 , 则 点 取 取 在 一 内 何 处 为 宜 。 


解 设 和 矩形 五 为 了 HG 互 ,矩形 三 的 最 初 位 
置 为 也 8FXY, 4 关于 万 的 对 称 点 为 B, 了 3 关 
于 @G 的 对 称 点 为 C, C 关 于 互 的 对 称 点 为 
也 则 点 仅 点 也 关于 召 对 称 。 点 4 运动 的 
轨道 ,是 以 4B、BC、CD、D4 为 直径 的 四 个 


半圆 . 
轨道 的 长 度 一 m(4 了 十 BG 十 C 万 十 疡 万 )。 
” BG 一 4ZX，0 互 =47， 了 刀 一 4 也。 
`“， 轨道 的 长 度 
一 or(4 太 十 4 六 十 4 了 十 4 万 )， 


而 47 上 47 关 FY，4 克 十 4 取 宝 达 ， 
所 以 , 要 局 轨 道 的 长 度 到 得 最 小 值 , 只 需 上 面 
两 式 中 取 等 号 。 亦 即 是 ， 只 当 点 了 为 7T、 
孔 X 的 交点 ( 即 矩形 三 的 中 心 ) 时 ， 轨 道 的 长 
度 才 取得 最 小 值 

1906， 已 知 定 圆 4B5C， 圆 OPD 是 以 定 
圆 的 半径 为 直径 的 圆 ， 
著 小 圆 OP 了 不 停 地 在 
旋转 ， 但 它 总 是 内 切 于 
定 圆 4BC, 则 小 网上 的 
定点 卫 的 轨迹 是 怎样 
的 ? 

解 首先, 当 小 圆 上 的 定点 工 切 于 大 圆 上 
的 点 4 时 ， 小 圆 的 位 置 为 PPO. 再 按 箭 : 
方向 旋转 ,在 某 一 时 刻 , 小 圆 的 位 置 为 0DC， 
圆心 为 刀 过 4 作 大 图 的 直径 40DB,， 40B 
与 小 贺 交 于 点 妇 。 因 为 这 时 小 贺 仍 是 以 大 
俩 的 半径 为 直径 的 圆 ,所 以 ,在 这 两 种 情况 下 
的 小 圆 ， 它 们 的 交点 之 一 的 点 CO， 即 是 大 贺 
的 圆心 . 

其 次 ,连结 OB， 并 延长 OPB， 则 显然 OZ 
过 切 点 0. 在 人 OP' 中 ， 

LAOBP' 一 OP 下 POP 。 

0 万 一刀 P'. | 
OP 十 LPOBE=2LDTOP。 
-人 OFBP' 一 2 人 400。 


而 


从 而 得 出 ， 力 =?0. 

因此 ， 小 圆 从 第 一 个 位 置 变动 到 第 二 个 位 
置 时 , 亦 即 切 点 从 4 变 到 .C 时 , 忆 点 变 到 书 ' 
换言之 , 点 卫生 在 直径 4B 上 移动 ,所 以 , 直 
径 4B 是 所 求 的 轨迹 。 

1907.。 设 四 点 奴 B、C\、D 在 一 直线 
上 ,从 点 王 望 见 两 线段 4B、CD 所 张 的 角 相 


等 时 ， 求 点 己 的 轨 P 
， CA 人 

解 设 书 为 适 
合 条 件 的 点 。 作 A 吕 《“ 了 
人 AP4D 的 外 接 图 ,从 己 作 这 贺 的 切线 与 4 忆 
的 延长 线 的 交点 为 0, 则 
AOPD= 4。 @ 
但 由 假定 , 得 

AL4PB= ACPD. @ 
由 @、@@，, 得 
~AOPD+DPO=- “44PB， 
而 /4+-4PB=PBC. 
/OPO= “PEBO. 四 
内 此 可 知 ，OP 切 APBC 的 外 接 圆 于 点 乙 . 
从 而 得 出 ， 人 ABC 的 外 接 圆 在 点 书 内 切 于 
人 AP4D 的 外 接 圆 . 
-。 PO2=04.0D=OB.00， 
。 04 _ 00 04-00c_ 40 
”7 -07 05-06D 7) 
04 40 
即 -= 人 (一 包 )。 
由 此 可 知 , O 是 定点。 因为 OP? 一 0D.04， 
所 以 OP 为 定 长 的 线段 。 因 此 , 点 了 在 以 O 
为 圆心 , 以 OP 为 半径 的 加 上 .。 

反之 , 以 0 为 圆心 , 以 OP 为 半径 的 圆 上 的 
点 适合 条 件 。 

”六 此 ， 所 求 的 轨迹 是 以 定点 O 为 圆心 ， 以 
定 长 线段 OP 为 半径 的 贺 。 

1908。 在 人 4BGO 中 ，4B= 4C， 求 使 
A4PB=4P0O 的 点 书 的 轨迹 。 但 设 点 三 
在 A4BC 的 平面 内 。 

解 设 三 为 适合 条 件 的 点 。 在 人 4PB、 
A4Po 中 ,因为 4B= 40, 4P 公用 ， 

Z4PB= 4PO， 
所 以 ， 这 两 个 三 角形 变 成 所 谓 两 意 三 角形 的 
情形 ， 这 就 是 4BP 与 4CP 或 者 相等 ， 
或 者 相 补 。 若 .4BP 与 4CP 相等 时 , 则 
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人 4PPS2A 人 4P0O. 
DBP 一 CP. 区 
因此 , 点 卫 在 BC 
的 中 垂 线 上 ， 

其 次 , 若 人 4BP 
与 /4CP 相 补 时 ， 
则 四 边 形 4BPO 
成 为 内 接 于 轴 的 四 
边 形 。 所 以 , 点 了 在 人 A4BO 的 外 接 加 的 弧 
BO 上 , 设 在 点 媚 ' 的 位 置 上 , 或 在 BO 的 双方 
延长 线 上 , 设 在 点 P" 的 位 置 . 这 也 都 适合 条 
件 .因此 , 适合 条 件 的 点 ， 或 在 BC 的 中 垂 线 
上 ,或 在 B0 的 双方 延长 线 上 ,或 在 弧 BO 上。 

反之 ， 若 在 XZ 上 取 任意 点 已 。 因 为 
A4PB、A4PC 三 边 分 别 相等 ,所 以 

人 4Pp22A 人 4PCO， 
从 币 得 出 ”4PB 一 4PCO， 
其 次 ,在 弧 BC 上 取 任意 点 媚 。 
4B=4C， 
所 以 .4PPRF=-4PO。 

又 在 BC 的 双方 延长 线 上 取 任意 点 P". 则 

4PIIDB 一 4POOC， 

综 上 所 述 可 知 , 点 一 的 轨迹 , 是 底 边 B0 的 
中 垂 线 、 底 边 BC 的 双方 延长 线 部 分 及 弧 
BO。 . 

1909， 设 卫 为 A4B0O 内 一 动 点 ，BP 
与 4O_OP 与 4B 的 交点  A  . 

/只 头 芝 > 
分 别 为 有 殖 ， 求 满足 以 Se 


因为 


“4D ，4 万 
+ 
的 点 三 的 轨迹 。 SEE 
解 设 4P 的 延长 线 与 BC 的 交点 为 丽 
BD 是 过 人 4CF 的 规 线 ， 
万 了 P 太 BO 1 
击 : 三 现 = ( 梅 涅 劳 斯 定理 ) 。 
4 有 刀 .PR 了 3 
历 ' 率 、 @ 
4 及 瑟 有 0 有 
同 理 可 得 ， 五 也 2 一 全 


把 @、@ 的 两 边 分 别 相 加 , 得 


人 


LEANCD 万 三 / 五 C 
4D 4 肌 
而 + 
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所 以 PF 一 4P. 

因此 , 点 书 的 轨迹 是 连结 4B、4C 的 中 点 
的 线段 并 。 

1910， 设 4、 瑟 分 别 为 <XOTF 的 两 边 
所 、 了 使 4 互 : 万 了 了 一双: 
在 了 开 上 取 点 书 , 使 

卫 :PP 一 20:9) 
求 点 了 的 轨迹 。 
解 作 
一 有 忆 / BZ， 吾 妃 / .4 和 ， 


则 和 -3 和 -3 了 


由 此 可 知 , 到 是 定点 。 
又 3F_ZB_ ad 
4 三 4 万 0 二 9) 
因 下 = 一 4 .4Z。 
Er 光 
同 理 可 得 ， 
也 P= 一 人 _.B7 
2 十 @ 
由 人 @、 @)， 得 
再 _Q .4 和 
互 P 2 TZ， 
4 也 
风 王 W 
所 以 
太 9 .IM2 
本 互 三 入 元 定 )。 四 
因为 妃 P/OZ, 万 BO 民 所 以 
一 PP 万 8 一 定 。 ”四 


由 @ 国 、@ 可 知 , 人 BP 太 的 形状 是 一 定 的 . 
从 而 得 出 一 好 7P 的 大 小 一 定 。 
而 好 8 /0OX， 所 以 。 吾 环 的 方向 一 定 。 所 
以 ,有 P 的 方向 也 是 确定 的 。 
因此 ,点 卫 在 过 定点 丈 且 有 定 方 向 的 直线 
上 , 这 直线 就 是 所 求 的 轨迹 。 . 
1911. 设 卫 为 正三 角形 内 一 点 , 从 王 向 
各 边 作 垂 线 ， 垂 足 分 别 入 
为 心 五 五 车 以 八 
了 及、 歹 为 顶点 所 作 的 三 也 E 
角形 是 锐角 三 角形 ， 则 
卫 在 怎样 的 范围 内 ?又 
怎样 作出 这 个 范围 ? 请 D 


注 在 本 题 中 ， 为 了 要 使 ADBZ 是 锐角 上; 
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三 角形 , 就 必须 证 出 CBPC ~ACP4、~4PB 
都 小 于 150" 才 是 。 亦 即 采 用 如 下 的 证 法 。 
解 设 人 A4B0 为 正三 角形 ,了 为 适合 条 件 
的 点 ,由 卫 向 各 边 BO C4、4B 作 垂 线 , 垂 
足 分 别 为 愉 及 也, 则 . 
ADPPO 一 -APB4T+B4OTA4OP 


一 AD4OT 二 太 十 一 已 用 万 
一 DBF4O 二 一 万 中 
一 60" 十 一 万 万 万 。 
而 人 BDFH<90"。 0 有 0 
所 以 
BPCO<150*。 站 7 
因此 ， 作 以 BC 为- NE 
弦 ， 所 含 圆 局 角 等 到 
于 150* 的 弓形 弧 ， SR 
则 点 书 在 这 己 形 0， 
弧 的 外 部 , 是 与 点 4 位 于 BC 的 同 侧 。 
同 理 可 得 ， CP4<150。， 
4PP<1I50。"。 


因此 , 作 以 C4 为 怠 , 所 含 圆周 角 等 于 150。 的 
马 形 弧 ， 则 点 三 在 这 刀 形 绝 的 外 部 ， 且 与 点 
号 位 于 C4 的 同 侧 ; 又 作 以 4B 为 纺 , 所 含 圆 
周 角 等 于 150?” 的 弓形 弧 ， 则 点 了 在 这 弓形 
弧 的 外 部 ， 且 与 点 C 位 于 4 已 的 同 侧 。 但 因 
这 三 个 弓形 弧 在 人 A4BC 的 三 个 顶点 两 两 相 
切 , 所 以 用 这 三 个 弓形 弧 所 围 成 的 部 分 , 就 是 
所 求 的 范围 。 可 以 象 下 面 那 样 作出 所 求 的 范 
围 。 
以 BC、C4、4P 分 别 为 一 边 ， 在 原 三 角形 
的 外 便 作 正三 角形 ， 设 这 三 角形 的 第 三 个 顶 
点 分 别 为 Of O、 0 以 Of、 O>、03 分 别 为 
圆心 , 以 等 于 BC 的 长 的 线段 为 半径 作 圆 , 这 
些 圆 在 原 三 角形 的 内 部 的 三 个 绝 所 围 的 部 
分 , 就 是 所 求 的 范围 。 

1912.。 设 OM、 O7 及 了 为 三 系 定 直 线 ， 
名 为 0 了 7 革 的 任意 点 ， 从 纺 向 0 了 下 作 垂 线 
98， 过 怠 作 平行 于 
六 的 直线 有 P, 求 使 


的 点 书 的 轨迹 。 
解 因为 AO9B 


17. 杂 题 


全 是 一 一 定 , 设 为 2。 而 
久 玉 _ 急 
甩 瑟 0 
。 .ORB _OR .9R 
“， 蔓 -本 ' 放 -2 人 (一生 )， 


又 LAORP 是 定 角 ,所 以 ,人 AOP 慷 的 形状 一 定 ， 
出 此 可 知 ，CROP 的 大 小 为 一 定 。 因此 , 作 
直线 O 互 与 OM 的 夹 角 等 于 这 个 定 角 ， 则 点 
一 在 直线 O 蕊 上 ， 
反之 ,在 OX 上 取 一 点 也 ,过 已 ' 作 书 刀 平 
行 于 N, 作 Z9' 垂直 于 02， 则 
POOR _ GZ 
REP OF @R， 
太 
即 入 - 攻 -2 
所 以 ,点 忆 ' 适合 所 给 的 条 件 . 
因此 ,点 三 的 轨迹 是 直线 OX。 
当 把 及 P 作 在 关于 O 允 与 上 面相 反 的 一 
便 时 , 则 所 求 的 轨迹 是 直线 O 瑟 ' 
1913.。 从 一 点 三 向 两 定 圆 4、 吾 作 切 
比 等 于 定 比 ， ， 的 


设 了 为 


全 十 入 胃 ii 
总 “了 是 和 
贺 4、 刀 的 根 
轴 所 作 的 重 
线 . 过 己 作 圆 分 的 共 办 国 ， 设 园 心 为 
C (问题 970)， 则 
PITZ2 一 204.PN，PT72 一 20DP.PN。 


。 04:CB= PT72:PT2 (- 定 )， 

因此 , 若 以 定 比 PT2:PT2 外 分 线段 4B， 
则 以 外 分 点 C 为 圆心 的 一 个 圆 是 所 求 的 轨 
迹 。 

1914. 设 中 边 形 4BOC 的 形状 一 定 ， 当 
和 A4BC 不 断 地 移动 位 置 ， 
且 它 的 三 边 BO、C4、4BF 
分 别 过 定点 也 取 、 卫 时 ， 
求 点 0 的 轨迹 。 

解 因为 DBP 是 定 长 
ZLDBB 的 大 小 一 定 ， 所 和 
以 四 DBB 一 定 . 又 因 。 志 
一 DBO 的 大 小 也 一 定 ， 设 圆 DBB 与 BO 的 
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交点 为 G6, 则 弧 GD 的 长 一 定 。 由 此 可 知 , G 
是 定点 。 同 理 可 得 , 百 也 是 定点。 因为 
AGO 互 的 大 小 一 定 , 所 以 点 0 的 轨迹 , 是 以 
GT 为 弦 , 含 “GO 互 的 圆 弧 。 

1915， 设 三 角形 BCM 为 等 腰 三 角形 ， 
两 底 角 及 、C 的 大 小 一 定 ， 

且 又 在 定 图 0 上 移动 , 边 “一 TS 
BMX 过 定点 4， 求 点 太 的 一 卢 
轨迹 . 

解 以 0 为 圆心 .04 
为 半径 作 圆 ， 设 这 圆 与 直 
线 MC 的 交点 为 也 至。 由 4 到 /BO 及 
LA4BD 一 定 ， 可 知 点 刀 是 定点 。 又 因为 
CLUB 的 大 小 一 定 ， 所 以 点 好 的 轨迹 ， 是 以 
4D 为 弦 , 所 含 圆 周 角 等 于 ~CMB 的 两 个 弓 
形 弧 。 

1916， 设 两 直线 4B、4C 相交 , 点 乙 到 
4 的 距离 的 yn 倍 ， 下 
它 到 4C 的 距离 的 % 
倍 的 和 (m、?2 是 正 整 
数 ) 等 于 定 长 ， 求 点 
忆 的 轨迹 ， 

解 设 办 、% 为 正 和 
整数 。 作 BD、C 万 分 别 垂直 于 4C\、4B，, 若 
BD、0 的 长 都 等 于 定 长 六 则 4B、4C 相 
等 且 等 于 定 长 ， 又 在 4B、4C 上 分 别 取 49、 
4P, 使 


8= 过 4B， 


4B= 工 40-。 


连结 98, 则 在 直线 @B 上 的 任 章 点 乙 适 
条 件 。 其 理由 是 : 
车 从 书 疝 4B、4C 分 别 作 垂 线 已 世 、 已 忆 ) 
从 丈 向 4B 作 垂 线 RG， 则 
CB:BG= 4LC:4PR， 


即 1:BG= 4C: 工 40。 
7 和 
ee 7M"RG 一 站 


同 理 可 得 ， 
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因此 , 9BR 上 的 点 适合 条 件 。 二 
其 次 , 可 以 知道 , 在 这 直线 外 的 点 不 适合 条 


因此 , 点 一 的 轨迹 是 直线 BR。 

1917。 设 A4B0C 的 三 边 过 一 直线 上 的 
三 点 屋 了、 2 两 顶点 号 
4、 召 分 别 在 已 知 直 线 
04、0OBP 上 ， 求 点 C 的 . 
解 从 了 作 0O4 的 平 . 
行 线 ， 从 闷 作 CO 的 平 
行 线 ， 它 们 分 别 与 BO 
相交 于 9、, 则 4024 是 人 BXTY 的 截 线 。 
243- 

CE LZ XI 
_〈 梅 混 劳 斯 定理 ) 。 
.， 了 ZE _XC 34 
”77 OF 47 
PO BO P0O 
-55 5505 

因为 到 多 是 定 值 , 所 以 P0:09 也 是 定 值 - 
又 0 9 是 定点 ， 所 以 , 己 也 是 定点 。 因此 ， 
玖 书 是 定 直线 。 

从 而 得 出 ， 点 C 的 轨迹 是 平行 于 人 P 的 直 
线 00. 

14918.。 多 边 形 的 各 边 (或 延长 线 )， 总 是 


分 别 过 已 知 直线 An。 

上 的 定点 ， 除 去 入 

一 个 顶点 外 ， 其 要 A: A;A， A， 、 
他 顶点 总 是 分 别 Se 人 

在 一 定 直 线 上 . 移 了 5 P Ps Ps 中 


动 ， 求 这 个 被 除外 的 顶点 的 执 迹 ， 

解 ”由 上 题 可 知 ， 若 多 边 形 是 三 角形 ， 则 
所 求 轨 迹 已 经 被 证 明 。 

其 次 , 若 对 于 (一 蕊 条 边 的 多 边 形 , 它 的 罗 
迹 是 直线 , 则 我 们 可 以 证 明 , 对 于 包 条 边 的 多 
边 形 , 它 的 轨迹 也 是 直线 。 设 具 有 妈 条 边 的 
多 边 形 为 4i4>…4w 若 除外 的 一 个 顶点 
为 4j， 它 的 各 边 分 别 经 过 一 直线 上 的 % 个 定 
点 PKNPE…。 设 4243 与 4445 的 交 扣 为 了 


亏 迹 


若 作出 人 A43447， 因 它 的 三 边 分 别 经 过 一 直 


线 上 的 三 定点 Ps、P4、P5， 两 顶点 4s、44 
分 别 在 定 直线 上 移动 ， 所 以 顶点 工 的 轨迹 为 
一 直线 。 

这 样 一 来 ， 问 题 便 归结 为 边 数 为 (一 了 的 
多 边 形 4i4a74s46…4w， 上 且 各 边 分 别 经 过 一 
直线 上 的 (一 了 个 定点 ， 除 去 妇 外 ,其 他 
(二 3) 个 顶点 分 别 在 定 直线 上 移动 时 。 而 求 
点 41 的 轨迹 。 象 这 样 进行 下 去 , 若 顶 点 逐次 
减少 一 个 , 最 后 , 问题 便 归结 为 三 角形 的 三 边 
经 过 定 直线 上 的 三 点 ， 且 两 顶点 分 别 在 两 定 
直线 上 移动 时 , 而 求 剩 下 的 一 个 顶点 的 轨迹 . 
因此 ， 我 们 可 以 知道 ， 所 求 的 轨迹 是 一 条 直 
线 。 

注 现 以 五 边 形 4BG 瑟 为 例 设 BG、 
开 巨 的 交点 为 工 。 研 究 


四 边 形 4BZEK 时 ,车 、 A 
4B7Z 开 是 平行 四 边 形 ， K 旭 
则 由 此 不 能 得 到 三 角形 .“\__ 人 
的 情 部 。 这 时 , 我 们 就 N HSG KM 
研究 这 种 情况 , 设 4B、 


互 G 的 交点 为 开 ，4 玉 、G 互 的 交点 为 六 ， 则 
点 2 的 轨迹 是 直线 , 点 X 的 轨迹 也 是 直线 ， 
再 研究 A44WN， 就 知道 4 的 轨迹 是 直线 
了 . 2 
1919， 若 从 正三 角形 4BC 内 的 点 己 向 
三 边 4B、4C、BOC 分 别 ， 
作 垂 线 ， 垂 足 为 妈 、 了 五、 
五 ， 则 满足 情 十 古 刀 > 
Z8 的 点 卫 在 什么 范围 
内 变动 ? 

解 ”从 正三 角形 内 的 


点 向 三 边 作 垂 线 、 垂 线 


的 和 等 于 正三 角形 的 高 。 设 正三 角形 4BC 
的 高 为 妨 PD 一 2，Z 刀 一 儿 PZ 一 2 则 
2Z 十 4 十 2 一 万。 
Z 十 2 > 
22 < 一 万， 
了 
因此 ,车 4B、4C 的 中 点 分 别 为 、W, 则 
点 也 对 于 MXN 而 言 , 与 4 在 相反 一 侧 就 行 . 
由 此 可 得 ， 记 求 的 范围 是 梯形 MNCB 的 内 
部 。 CR 


第 四 编 作 图 题 


第 一 章 求 


1。 在 已 知 线段 上 求 适 合 条 件 的 
点 

1920， 将 已 知 线段 48 按照 酌 条 线 没 的 
长 人 好 (> 的 比 内 分 成 两 段 。 再 按 同 梓 的 
比例 外 分 。- 

解 过 点 4 作 射 
线 ，. 在 此 射线 上 截取 
4 也 一 !， 瑟 71 一 和 1; 连 
结 RB， 过 妃 作 直线 
平行 于 VB, 与 4B 相 
交 于 C， 则 点 C 就 是 把 4 内 分 为 23 双 的 
点 。 理 由 如 下 : 

了 CE， 
40:0BP 一 4 万 :万 太一 1 
因此 点 C 把 4B 内 分 为 
7270。 

外 分 时 ， 取 4 杏 一 六 上 
从 马 训 4 取 了 G 一 四 ，Y 
连结 GB; 再 作 直 线 BC 从 
1 GB, BO 与 48 的 延长 线 相 交 于 C。 

1 BO, 所 以 
40:0B 一 4 刀 : BEG 一 2。 
因此 点 C 把 4 如 外 分 为 1372。 . 

1921.。 用 点 C 和 呈 把 已 知 线段 4 已 分 
成 三 部 分 ,使 4O:CD= 和 加 :32，0ODIDB=2D:d。 
其 中 和 、%、 2、Q& 表示 已 知 线段 的 长 。 

解 [ 作 图 ] 在 过 点 4 的 任意 射线 4 九 
上 , 取 4M 一 2 政信 一 7 K 

再 从 太 作 任意 射线 ME， 。 H 
在 ME 上 取 已 @ 两 点 ， 了 

使 KZP 一 p，PO=9; 连结 

PN, 从 中 作 9G 平 行 PN， 

与 4 互相 交 于 G; 再 从 万 D 3 
和 间作 方 了 和 了 MC 平 行 GB, 与 4B 分 别 相 
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点 的 位 轩 


交 于 愉 .C。 则 以 也 就 是 所 求 作 的 点 。 
[证 明 ] 4C:CD= 4M:MN 一 mn， 
CDIDB 一 MNING 一 MRP 一 0; 9 

因此 4C、CD、DB 符合 条 件 。 

1922。 在 一 条 直线 上 有 三 个 定点 ， 顺序 
为 小 也 C. 在 40 的 延长 线 上 求 一 点 0, 使 
0 为 04、00 的 
比例 中 项 。 EEC 

解 设 所 求 点 为 0, 则 0B?= 0O4.00。 延 
长 B0 到 也 , 使 BO0=O0D,， 4、 下 、O:、 卫 就 构 
成 调和 点 列 ( 问 题 1480)。 ， 

因此 , 先 求 把 4C 外 分 为 4B:BO 的 点 力 
再 求 3D 的 中 点 0， 则 0 即 为 所 求 的 点 ( 问 
题 1920) 。 ， 

1923. 4、G、 D、 了 3 为 一 条 直线 上 的 有 
序 点 ， 在 这 条 直线 上 求 一 点 乙 ， 4 2ZB= 
CP:PD. 

解 “[ 作 图 ] 把 线段 CD 在 己 点 内 分 ,使 

40:DB=CP:PD， 

岗 卫 即 为 所 求 的 点 。 
证 明 ] 根据 作 图 
ne 40:DB=OCP:PD， 

40:0P 一 DB:PD， 
(40+OP):OP=(DB+TPD)IPD， 

即 4P:CP=BP:PD， 

4P:BPOP:PD。 

1924。 在 线段 43 上 求 一 点 己 ， 而 且 合 


全 让 让 


| 4P.BP-~2， 其 中 加 为 已 知 线段 的 长 。 


解 以 4B 为 直径 作 半 回 , 过 也 作 4 的 
垂 线 40。 取 40=M，,C_ 一 一 ~ < 一 汪 


过 C 作 4B 的 平行 线 与 > EN 
半 风 相交 于 刀 、D'。 厚 

由 忆 城 Zr) 向 4B 作 .AT 
垂 线 , 设 垂 足 为 P, 则 /4DB-ZHMLC4DZB 


一 一 到 。 所 以 
4P.PB 一 DP? 一 mo2。 
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因此 为 适合 条 件 的 点 . /4BX 一 45". 
1925. 在 线段 423 的 延长 线 上 求 点 C，| 以 4 为 圆心 , 双 为 半径 作 圆 弧 与 BX 相交 子 
使 C4.CB=M2。， 其 中 双 为 已 知 线段 的 长 。 忆 (一 般 有 两 个 交点) . 式 
解 [ 作 图 ] 先 以 4 为 直径 作风 0O， 从 | 再 由 了 作 4 的 垂 线 
4 作 4B 的 垂 线 DZ， 则 垂 足 己 就 是 所 纪 
4 忆 , 使 4 忆 一 , 连 求 的 点 。 
结 PO. 再 在 4BB 的 [证 明 ] 因为 ~B= ^ 


延长 线 上 求 点 C， 
使 OOC=OP， 则 C 
即 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] 如 果 从 
C 向 圆 0 作 切 线 0T, 则 AO4P 人 AoO7C, 所 
以 CZ 一 P4 一 人 .又 因 CT 为 切线 ,所 以 C4， 
0 一 073 一 M2， 因 此 C 为 适合 条 件 的 点 。 
1926. 从 定 圆 0 的 直径 人 
的 一 点 王 ， 向 阅 O 作 
两 条 切线 ， 设 切 点 为 
C、D, 求 当 EC 二 PD A 
一 P4 了 时 点 尸 的 位 
于 . 加 
解 ” 设 适 合 条 件 的 点 卫 已 作出 , 则 
PO 一 PPD， P4=2PO， 
” PFCOs=P4.PP， 


(学 ) 一 P4.PB. 


即 P4=4PB， 因此 PB= 椰 4P. 


由 此 可 求 出 点 乙 的 位 置 ， 

1927. 在 线段 4 的 延长 线 上 求 点 C， 
使 4B.4C=M2. 其 中 人 为 定 长 , 旦 加 >>4 了 局 . 

解 过 点 盏 作 4 的 垂 线 BD。 以 4 为 
圆心 , 以 和 为 半径 作 . D 
欧 ， 设 该 圆 与 3 的 
交点 为 卫 ， 过 也 作 A 
4 的 垂 线 Do， 设 
DO 与 4 的 延长 线 《 
的 交点 为 C， 则 C 为 所 求 的 点 。 这 是 因为 ， 

人 A4DO 为 直角 三 角形 ， 了 是 该 三 角形 
斜 边 上 的 高 。 所 以 
4 万 .40=47D2 一 M2. 

41928,， 在 线段 48 或 其 延长 线 上 求 一 

点 卫 ， 使 4P2? 二 EBP2 一 mm。 其 中 人 为 定 线 
段 的 长 。 

解 [ 作 图 ] 从 召 作 射 线 BX, 使 


E 


45。，DP 1 24, 所 以 PEB= 古 D. 
4P2 十 了 BP2 一 .4P2 十 忆 D2 一 4D2? 一 Mr2。 
因此 , 尸 为 适合 条 件 的 点 。 
1929. 在 线段 4 或 者 它 的 延长 线 上 求 
一 点 也 使 4P? 一 BP2 一 12。 其 中 仿 为 已 知 


线段 长 。 C 
解 [ 作 图 ] 过 瑟 

作 4B 的 垂 线 BC, 使 矣 

BOC= 人 加。 设 40 的 垂 

直 平 分 线 与 43 相交 上 


于 点 乙 , 则 书 就 是 所 求 的 点 。 
[证 明 ] 由 作 图 ， 夺 为 4C 的 垂直 平分 线 
上 的 点 ， 所 以 P4=PO。 又 由 人 B 一 一 


| PoO? 一 疡 DB2 一 有 O2， 


4P2 一 忆 B2 一 P0O2 一 乙 P2 一 BO2 一 2 
由 此 , 己 为 适合 条 件 的 点 . 
1930O. 用 点 CG 把 已 知 线段 4 分 为 两 部 
分 ,使 4B2 十 402 一 2BC2。. 
解 [ 作 图 ] 以 4B 为 边 作 正三 角形 
4B 刀 . 在 4B 的 延长 且 


线 上 取 点 也, 使 / 站 
人 A 吕 


4 刀 = 了 BD. 
再 在 4 了 上 了 到 DO = 
古 ， 则 C 即 为 所 求 的 点 。 
证 明 ] 4=BD= 也 也， 
AL 万 也 = 一 已 . 
“， 也 有 丽 ? 一 .4D2 一 4 羽 2 一 (24DB)2 一 4B2 
一 34PB2. 
因而 历 一 DO 一 34 万 . 中 
因 马 为 4D 的 中 点 ,所 以 
DO=4B+Bo, 40=4B- Bo。 
"， DO2 二 402 一 34B2 二 2B02， 
@，Do?=3452， 所 以 
3452 十 .402 一 24: 十 2B0O2， 
即 1L4B2- 二 40? 一 2302， 
1931， 在 线段 3 的 延长 线 上 求 一 点 


第 一 章 求 点 的 位 置 
C, 使 3240.BC= 4C2 上 4Z2 


解 [分 析 ] 4 责 一 (4C 一 BO 
一 403 二 BC2 一 240C .BO， 
四 2LO DO 一 4O2 十 好 C2 一 4.DB2. 人 


报 据 题 意 ， 240.BO= 40? 二 4。 
下 四 知 ， 402 十 DO2 一 .4PB2 一 402 十 4PB2, 即 
必须 使 BO2 = 24B2., 因 D 
此 可 如 下 作 图 。 上 ， 

[ 作 图 ] 过 4 作 4B 有 
的 垂 线 4D, 使 4B 一 A C 


4D。 在 4 的 延长 线 上 求 点 C， 使 BOC=- 
DD, 由 C 就 是 所 求 的 点 。 

1932， 在 线段 4 妃 上 有 求 点 P， 使 4 内 
分 为 4P:PB=m2:02。 其 中 和 和 % 表 示 已 
知 线段 的 长 。 

和 解 [ 作 图 ] 作 垂 直 相 交 的 两 条 直线 CD 
和 0 上 且 CD=M，0 刀 一 2%。 在 也 到 或 其 延 
长 线 上 取 线 段 了 DZm= C 
4B, 过 二 作 CD 的 平 ) ZTE 
行 线 与 (如 或 其 延长 
线 相交 于 五 . 从 吾 作 4 P 8 
B41/ 也 刀 与 CD 或 其 延长 线 相交 于 4。 再 由 
C 作 4 的 垂 线 CP, 则 旦 即 为 所 求 的 点 . 

[证 明 ] 根据 作 殴 ，~.DO 刀 一 AR 设 CP 
与 卫 刀 相交 于 也, 则 

刀 古 :也 盏 一 0D8:CZ2 一 0227002。 
又 知 也 刀 / 4 所 以 
4P:PB 一 万 太 ; 万 万 一 2:02。 - 
因此 己 为 适合 条 件 的 点 。 

1933， 在 线段 4B 上 求 一 点 C, 使 402; 
CB2 一 Mo: 丸 。 其 中 1 多 为 已 知 线段 的 长 。 

息 [ 作 图 ] 在 一 直 


人 
线 上 师 次 取 也、 如. 卫 三 
点 ,使 刀 玉 一 as, 瑟 万 一 %， 
以 DZ 为 直径 作 半 园 , 从 


” 作 D8 的 垂 线 ， 与 半 
圆 相交 于 G. 再 在 4BF 人 Z 
技 一 点 C, 把 4 万 内 分 为 40:CB= DG :GF， 
则 C 即 为 记 求 的 点 。 
[证 明 ] 根据 作 贺 ， ]DGF-] 忆 6GB 
DF， 
DG2G 有 ?一 万 :五 玉 一 7 
DG:GF = 40:0B， 
,DG62:6F2 一 40210B2， 


因为 


425 


"“， .40C2: CBzmn: 多 。 
1934.， 用 点 了 把 线段 4 内 分 或 外 分 ， 
使 4P 为 4 与 3P 的 比例 中 项 . 
注 这 叫做 黄金 分 割 或 分 为 中 外 比 。 


解 [ 作 图 ] 从 
4B 的 一 端 互 作 


4 万 的 垂 线 BO, 使 

BO= 4B, 以 BO 为 
直径 作 圆 ， 设 圆心 了 A 了 38 
为 0。 连结 40， 设 40 及 其 延长 线 与 圆 O 
相交 于 点 卫生 ,在 线段 4B3 和 DB4 的 延长 
线 上 分 别 取 4P= 4D, 4P'= .47D'， 则 一 和 
己 分 别 为 把 4B 内 分 和 外 分 成 中 外 比 的 点 。 

[证 明 ] … 4 为 贺 的 切线 ， 

“4B2 一 .4D.4Dr， @ 
又 4D=4P, 所 以 
4D =4D+DD 一 4P+DD 
一 4P+ 4 
4B?= 4P.(4P+4B) 
.一 4P2?+4P.4， 
4P2= 4DP.(4B-4P) 
一 4 也 .PPB. 四 
但 4D' 一 4， 
4D= .47 ~- DD'=4P'- 4B， 
再 由 @ 轩 ，4B? 一 (4P' - 4B) . 4P。 
4P 一 4.BP'。 

1935. 用 点 6 和 也 把 已 知 线段 4B 调 
和 分 割 ， 使 CD 的 长 人 一 一 
等 于 已 知 长 。 人 

解 设 4 的 中 点 为 0 4、C\、 好 、 呈 成 为 
调和 点 列 ,所 以 

00.0D=OFPa 
(问题 1480)， 这 里 CD，0B 的 长 都 是 已 知 
的 。 根据 问题 1925，OC、O 的 长 可 以 确 
定 。 


由 四 知 ， 


因此 


。 到 已 知 点 《或 已 知 直线 ) 的 
本 


” 1936,， 在 直线 Z 上 或 者 圆 0 上 , 求 到 
两 个 已 知 点 4 已 距离 相等 的 点 。 

解 ” 作 直 线 0C7P 垂直 平分 48, 设 它 与 琶 工 
的 交点 为 D， 则 忆 即 为 所 求 的 点 ， 其 理由 
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是 : CD 是 到 4、 局 等 距离 的 点 的 轨迹 ， 所 以 
4 站 =23D。 在 贺 上 也 同 
样 如 此 ， ， 

[讨论 ] 如 果 4B 不 A 
垂直 于 和 XY， 则 此 题 只 
有 -~ 和 解 .在 圆 的 场合 , 当 
4 的 垂直 平分 线 与 圆 相交 时 ， 则 符合 条 件 
的 点 有 两 个 ; 当 相 切 时 , 则 符合 条 件 的 点 只 有 
一 个 ;. 当 无 公共 点 时 , 此 题 无 解 。 
” 1937， 在 已 知 直线 ! 上 ， 求 作 与 候 知 直 
线 六 和 区 等 距离 的 如. ， 
点 。 交 
- 解 . 设 色 与 色相 
交 ， 则 与 办 、 色 等 距离 
的 点 的 轨迹 ， 是 各 、 包 
交角 的 平分 线 2 和 
2 ， 改 所 求 的 点 为 ? 
与 ?的 交点 ，Y7 与 
?7 的 交点 已 。- 

设 双 fo 与 和、 多 
等 距离 的 点 的 轨迹 ， 
是 和 、2% 距离 相等 . 
的 一 条 平行 线 2 故 所 求 点 为 2 和 7 的 交点 
也 

如 果 和 /72 本 7 不 平行 , 则 所 求 点 只 有 多 
与 子 的 交点 已 ; 如 果 2 与 7 重合 ， 则 站 题 有 
无 数 个 解 ; 如 果 双 /am1] 1, 而 ?7 与、 % 距离 
不 相等 , 则 此 题 无 解 ;如果 ; 与 包 、 和 等 距离 ， 
则 有 无 数 个 解 .. 


”938. 求 到 已 知 点 4、 等 距离 , 且 到 已 . 
浆 学 


知 角 和 OF 两 边 等 距离 的 

解 设 4 的 垂直 平分 ， 
线 与 ZXOT 的 平分 线 及 
它 的 外 角 平 分 线 的 交点 分 
别 为 卫 和 尸 ， 则 三 和 忌 
就 是 所 求 的 点 .因为 王 是 
4 妇 的 垂直 平分 线 上 的 
点 , 所 以 PP4 一 下 B; 又 因为 刁 是 人 XOZ 的 
- 平分 线 上 的 点 ， 所 以 也 到 OX、OZ 距离 相 
等 。 即 卫 到 已 知 点 4 已 距 离 相等 , 到 OZX、 
CT 距离 也 相等 , 因此 己 是 适合 条 件 的 点 . 同 
样 己 也 是 适合 条 件 的 点 

如 果 ACT 的 平分 线 与 4B 的 重 直 平 分 


|」 点 卫 作 OZX 的 垂 线 
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线 平行 ， 那 末 就 没有 交点 王 ， 这 时 本 题 无 解 ; 
如 果 这 两 条 直线 重合 , 则 有 无 数 多 个 解 . 

1939. 已 知 直线 4 已 与 CD 相交 ， 求 到 
4B 的 距离 为 到 CD 距离 为 色 的 点 ， 

解 [ 作 图 ] 在 42B 两 侧 作 与 4 的 距离 
为 7 的 两 条 平行 线 P@ 和 RS, 在 CD 的 生 
作 与 CD 的 距离 为 刀 
的 两 条 平行 线 五 P、 
8S9. 这 两 组 平行 线 的 
痰 点 己 9、 玉 就 是 
所 求 的 点 。 

[证 明 ] PP 和 AS 
是 与 4 的 距离 为 ! 的 点 的 轨迹 ， 瑟 己 和 8Q 
是 与 CD 的 距离 为 色 的 点 的 轨迹 ， 人 
直线 的 交点 己 Q、 忆 、8 为 适合 条 件 的 点 。 

1940.， 在 已 知 直 线 瑟 Z 上 求 点 也， 人 
与 了 上 了 上 的 已 知 点 4 和 

另 一 条 直线 和 'Y 的 距离 A 
相等 。 

解 从 4 作 XF 的 垂 
线 4 了 ,与 互 了 ' 相交 于 万 ， X- 闪 一 人 
43B 与 闷 袜 ' 所 成 角 的 平分 线 与 和 Y 相交 于 
己 , 则 三 即 为 所 求 的 点 。 其 理由 是 : 由 己 作 
环卫 的 垂 线 PPO， 在 直角 三 角形 P4B 与 
POB 中 ， 由 于 一 条 斜 边 和 一 个 锐角 相等 ， 所 
以 两 个 三 角形 全 等 。.… P4 一 PO， 

注 如 果 Z-.LSZ'， 设 它们 的 交点 为 
和 C, 则 线段 C4 的 中 点 已 是 适合 条 件 的 点 。 

1941. 在 直线 OZY. 上 求 点 已 ， 使 王 到 直 
线 OX 的 距离 和 到 点 4 的 距离 的 比 为 MX 

解 从 O7 上 的 任意 1 均 


DO, 在 DO 上 取 一 点 
五 使 
DO DD 刀 /一 加: 。 
再 以 九 为 圆心 、 也 瑟 / 为 半径 作 国 ， 设 过 O 和 
4 的 直线 与 圆 相交 于 了 吾 好 .过 点 4 作 4P 平 
行 于 卫 D 和 4P' 平行 于 了 也 ， 分 别 与 O 袜 相 
交 于 三 和 了 。 则 成 和 书 即 为 所 求 的 总 其 
理由 是 : 
如 果 由 卫 作 0 的 重 线 PPB, 则 
PPB:IDPO=OPIOD=P4:DZ 
因为 也 再 一 刀 玉 ， 所 以 PB:DO 一 P4:D 万 。 
天 此- PDBIP4 一 DO:DB 一 MI0。 
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1942， 在 直线 ZY 外 有 两 点 4、B， 在 
XZ 上 求 一 点 也 , 使 4P 一 B@， 其 中 四 是 过 
也 所 作 4P 或 其 延长 线 的 垂 线 的 垂 足 。 

解 [分 析 ] 设 此 图 
已 作出 , 由 4 作 屯 的 
垂 线 4 瓦 . 作 人 ABC8@ 使 ， 
BOV ZZ, C91/ 4 本 , 则 
在 A4HP 和 人 AZB09 、 
罗 


4P=Bg, AL4EFP=.-EBO9= -已 
并 且 五 4P= -COB9 
(…” ”BOL4 万 , B9QL4P)。 
5 和 人 4 五 P22A 人 BCq9， 

因而 BC= .4 妃 ( 定 长 )， 上 且 4 也. 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 由 4 作 和 XF 的 重 线 4 也 ,由 作 

BO1 妈 YY， 使 BO=4 万 。 以 4B 为 直径 作 
区， 由 C 作 7Y 的 垂 线 与 圆 相交 于 @ (有 两 
个 交点 )y 并 延长 49 与 人 Z 相交 于 书 则 点 
卫 即 为 所 求 的 点 . 

-1943， .在 三 角形 4BC 的 边 40 上 求 一 
点 万 ， 使 了 到 4B、BO 的 距离 的 比 为 n: 
多 。 

解 [ 作 图 ] 与 
4 和 BC 距离 的 
比 为 刀 : 色 的 点 的 ， 
轨迹 与 4C 相交 于 
PE， 则 己 即 为 所 求 8 
的 点 (根据 问题 1855) 。 

注册 问题 1855 知 ， 上 述 轨 迹 为 两 条 直 
线 , 但 在 /4BC 的 外 角 内 的 轨迹 与 4C 的 延 
长 线 相交 ,所 以 没有 必要 。 

1944， 在 人 4BC 内 求 一 点 ， 使 它 到 三 
角形 三 边 4B、BC、C4 的 距离 的 比 为 127: 
包 。 

解 .[ 作 图 ] ”根据 
问题 1855， 设 到 4 
和 BC 距离 的 比 为 了 天 RS 
匆 的 点 的 轨迹 为 BB， 8 SS 
到 B0 和 C4 距离 的 比 为 加 :yz 人 
CC 瑟 B' 和 CO' 相交 于 P， 则 了 即 为 所 求 
的 点 。 

从 卫 作 三 角形 三 边 的 重 线 P9，PR， PS， 
则 .PPQ:PE:ES 一 501X。 
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，1945。 已 知 两 点 4 和 了 和 一 直线 XZ. 
在 怀 Z 上 求 一 点 了 使 P4:PB 一 3:23。. 

解 ”[ 作 图 ] 作 与 4 和 号 的 距离 的 比 是 
3:3 的 点 的 轨迹 人 人 相 
交 于 忆 , 则 导 即 为 1 
所 求 的 点 。 

[讨论 ] 此 加 一 
般 与 互 忆 有 了 两 个 交 
点 已 、 书 ， 所 以 有 “ 
两 解 ; 如 果 此 图 与 和 了 相 切 , 则 有 一 解 和 如 果 
此 说 与 屋 卫 不 相交 , 则 无 解 。 

1946.， 已 知 两 定点 4、 刀 在 直线 Xy 的 
同 侧 , 在 ZY 上 & A  B 
求 两 点 允 和 WN，. 

使 WN 的 长 等 
于 已 知 线段 2 并 :人 六 


使 4x:BN 


MMX 为 蕊 知 0 
比 )。 

解 过 友 作 … 
4O1 XZ, 取 LO 共 MT N 一 Y 
一 2 利用 上 题 的 作 图 ， 在 和 Y 上 求 点 N, 使 
ON:BN 一 Mg9; 过 4 作 4M1YCN， 与 和 XZ. 
相交 于 开 。 这 时 MN= 4C=]， 4M=CN。 

.LIBN 一 NO:N 一 们 : 

[讨论 ] ”如果 4C 沿 相反 方向 作 图 ， 则 结 
果 如 下 图 。 无 论 上 图 或 下 图 , 如 果 阿 波 罗 尼 
斯 圆 与 入 Y 有 两 个 交点 ， 则 有 两 解 。 如 果 相 
切 则 有 一 解 。 如 果 民工 与 网 无 公共 点 ,， 则 此 
题 无 解 。 

1947.。 有 三 个 已 知 点 4、 瑟 、 C 和 三 条 线 . 
段 和 和 9。 求 一 点 卫 , 使 P4:PB:PC 一 1: 力 : 
7。 

解 [ 作 图 ] 连结 4 在 4 及 其 延长 
线 上 分 别 求 出 把 4 庆 
分 为 102 的 点 和 外 分 
为 妈 人 0 的 点 ， 并 以 这 两 
点 为 直径 作 贺 (阿波 罗 
尼斯 圆 ), 则 此 园 就 是 与 
4、 互 的 距离 为 3: 到 的 信 
点 的 轨迹 〈 问 题 1856) 。 
连结 40， 在 40 及 其 延长 线 上 分 别 求 出 拓 
40C 内 分 成 .430 的 点 和 把 4 外 分 成 ?2 的 


.小 点 ,以 这 两 点 为 直径 作 加 (阿波 罗 尼 斯 阅 ): 设 、 
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这 两 条 轨迹 相交 于 已 ( 若 相交 则 有 两 个 交点 ， 
若 相 切 则 有 一 个 交点 ) 则 己 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] 2P4:PB 一 TI:7， 
P4:PO 一 127， 
“。 了 4:PB:PC 一 :72372。 


3。 求 构成 定 角 (或 者 等 角 ) 的 
点 


1948. 已 知 4、 两 点 在 直线 T 的 两 


侧 , 在 并 了 上 求 一 点 也 B 
使 4P 和 有 BP 与 尽 构 D 
成 等 角 。 

解 [ 作 图 ] 从 4( 或 X Y 


B) 作 了 7 的 垂 线 4C 并 

延长 到 也 ,使 4O 一 CD. 

设 3D 的 延长 线 与 互 相交 于 也 ， 册 卫 为 适 
合 条 件 的 点 . 设 4B 与 Z 相交 于 P, 则 古 
也 是 适合 条 件 的 点 . 

[证 明 ] ” A4CP2A 人 DOP， 

“~ 人 BPO=DPO=4P0O， 
因而 卫 为 所 求 的 点 。 
又 AP'4 一 ERP'T， 
所 以 王 亦 为 所 求 的 点 。 

[讨论 如 果 BD1/ TY 时 ， 则 无 解 ， 因 
此 本 题 的 解 只 有 二 个 . 

1949. 在 直线 4B 的 同 侧 有 两 点 P、9. 
在 4 互 上 求 一 点 0， 使 EC、gC 与 4 互 所 成 
的 角 相等 。 

解 求 出 点 卫 关 于 4 的 对 称 点 P", 连结 
Pi@, 与 4B 相交 于 0， 则 CQC 即 为 所 求 的 点 。 
理由 是 : 设 刀 P' 与 4 相交 于 五， 则 

了 万 一 忆 太 ，PBEO 一 lA PEO， 

2C 为 公共 边 ,所 以 ， 

APEC2AP'BEO。 
因而 

人 .BOD 一 POP 
网 为 

APOT QQ90B， 
所 以 APOB= -905. 

同样 ，9P 的 延长 线 与 4 相交 的 点 0' 也 
是 所 求 的 点 。 ， 

1950. 已 知 两 点 4、 妃 在 直线 Y 的 同 
例 , 在 Y 上 求 一 点 忆 , 使 


】 侧 ， 在 到 上 求 一 点 
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3.4PX = 一 也 PY， 

解 由 4 作 Z 的 垂 线 .4D， 以 4 为 加 
心 , 4DD 为 半径 作 圆 4. 作 点 也 关于 了 的 对 
称 点 五 , 由 如 作 网 4 
的 切线 员 ' 妃 ， 与 又 了 
相交 于 书 , 则 己 即 为 
所 求 的 点 。 理 由 是 : 

厂 、 隐 ' 是 关于 玖 了 
的 对 称 点 。 所 以 . 

人 BPY 一 PPT. 

又 .BPYTDPT8 = 2 
根据 @、@， 冲 
DBPT 一 24PZ. 本 

注 若 如 右 图 , 则 Ng] | 
了 也 是 所 求 的 点 。 即 “站 
LABPZ 一 人 B'PX ， 1 
所 以 ， 


BPY= DB'PY， 
.ADB'PY 一 一 玉 PZ 一 24PZ. 
因此 24PX= BFBPZ. 

1951.。 已 知 点 4 和 圆 0 在 直线 了 的 
同 侧 ， 在 了 了 上 求 一 
点 对 ,使 过 履 所 作 贺 
O 的 切线 和 到 4 分 别 
与 和 了 组 成 等 角 。 

解 作 4 点 关于 
和 的 对 称 点 4， 过 
4' 作 贺 O 的 切线 4B， 设 4 与 双 Z 相交 
于 人, 则 刀 即 为 所 求 的 点 。 理 由 是 ， 

LABMY= AL4MNZ， 
因 44 与 4 关于 下 工 对 称 ， 所 以 人 4MKZ 一 
.40MZ, 因此 人 4MZ= BFMT. 
若 过 4' 作 圆 0 的 另 一 条 切线 ， 则 得 另 一 


这 


解 、 
1952.， 已 知 贺 O 和 0 在 直线 瑟 了 国 同 


妈 , 使 过 允 所 作 吏 C 
和 圆 O 的 切线 与 生 了 
所 成 的 角 相 等 。 

解 [ 作 图 ] 由 O/ 
作 人 7 的 垂 线 COG， 
在 0G 的 延长 线 上 取 
一 点 C, 使 GC 一 0OG。 


| 吧 c 为 加 心 作 与 圆 0' 相等 的 四 。 再 作 加 0 
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和 网 C 的 公 切 线 召 ， 与 Z 相交 于 点 好 。 
则 女 即 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] 过 作 圆 0 的 切线 MD, 则 ， 
AMOG2AMCG,， 人 MDO'B2AMFO. 


所 以 ADMTZ= -~YMz， 
且 AT 了 MD 一 人 MT 
DIM 一 了 ME， 
[讨论 ] ”因为 圆 O 和 圆 C 的 公 切 线 一 般 有 


四 条 。 因此 所 求 的 点 一 般 有 四 个 。 著作 
圆 O 和 圆 0' 的 公 切 线 (四 条 ) 与 Y 相交 于 
2 好, 则 好 也 是 适合 条 件 的 点 (四 个 )。 因 此 适 
会 条 件 的 点 有 八 个 。 

1953. 在 ~XOY 的 边 0R 上 有 一 点 
4 在 边 O7 上 求 两 点 百 C， 使 BO=; 且 
B4O 一 一 瑟 。 


解 [ 作 图 ] 
圆 , 与 COY 相交 于 刀 。 在 O7Y 上 呈 的 两 侧 分 
别 取 吾 . C 两 点 ,使 才 
DB=-DO- 也 2 由 则 
阵 G 即 为 所 求 的 村 
点 。 

在 A4BC 中 ，4D= DB= DO， 
所 以 /了 B40= AR 


报 据 作 图 ，4 4D= 喜 2 .… BO 一 1。 
[讨论 ] 4 到 07 的 于吉 1 


则 以 4 为 圆心 、 六 党 为 半径 的 圆 与 0 相 
交 , 此 题 无 解 。 

1954. 在 一 条 直线 上 顺 次 有 4、 盏 、C、 卫 

四 点 。 在 直线 外 求 一 点 己 , 使 
/4PF= BPO= COPD. 

外 假定 此 题 已 解 出 ， 已 为 所 求 的 点 ， 
.4PB3=BPO。 根 据 阿 波 罗 尼 斯 定理 , 作 
点 召 关于 40 的 调和 共 斩 点 刀 ， 人 
23B' 为 直径 的 圆 上 。 过 

同样 ，BPC= “OPD， 作 点 C 关 示 DBD 
的 调和 共 斩 点 C, 则 书 在 以 CC' 为 直径 的 贺 
上 . 因此 , 可 作 图 如 下 : 

作 避 点 关于 4C 的 调和 巷 点 妃 ,，C 点 关 
于 .27 的 调和 共 倒 点 C。 以 BB' 和 CC' 为 
直径 分 别 作 贺 。 则 两 网 的 交点 乙 即 为 所 求 


证 明 ] 


以 4 为 圆心 . 却 ? 为 半径 作 
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扩 
的 点 (一般 有 两 个 交点 ) 。 

1955. 已 知 两 条 平行 线 卫 了 和 工 'Z' 和 
一 点 已， 分 别 在 开 了 和 三 ' 了 ' 上 求 点 吾 、P， 
使 忆 轴 一 PP 入， 目 一 有 7P 太 一 丈 . 

解 [ 作 加 ] 过 了 作 开 立 ZXZ' 的 公 王 
线 , 与 和 F， 苞 Zr 分 :天 
别 相 交 于 M、XN， 在 
福 上 广 的 两 侧 求 
T、' 两 点 ,使 

NXPF=PM=NZ' YY 
过 书 作 PFB、P7' 的 垂 线 已 B、 忆 鼠 '， 分 别 与 
瑟 卫 相交 于 至 、 吾 。 则 吾 . 季 和 马克 ' 即 为 所 
求 的 点 。 

[证 明 ] 在 APNZ 和 人 和 人 了 BMD 中 ， 

PN 一 RR= BMP 
根据 作 狼 ， TIPF 一 APR， 
AMBP= NET 
又 MP= NT， ABMPe APNP 
PP 万 。 
同 理 ， 卫 万 /一 碟 卫 

注 可 利用 问题 1862 的 轨迹 作 图 。 

1956， 在 直线 习 Z 上 有 一 定点 4， 在 
和 了 工 两 侧 有 两 定点 互 和 C。 在 互 忌 上 求 一 
点 书 使 


兴 


PPB4 一 PO4， 

解 [分 析 ] 设 王 点 已 求 得 。 作 忆 点 关 

于 直线 了 了 的 对 称 点 瑟 ， 则 

PPB'4 一 PPB4， 
所 以 人 POCO4=PB'4， 从 而 有、C、B、 4 
在 同一 圆 上 。 这 个 圆 过 已 知 点 4、B3'、C, 因 
而 是 已 知 圆 。 因 此 ， 
可 作 图 如 下 。 

[ 作 狼 ] 作 瑟 点 关 
于 直线 互 Z 的 对 称 
点 盏 。、 过 4、DBOC XXX 
三 点 作 圆 , 与 与 Z 相 
交 于 已。 则 书 即 为 
所 求 的 点 。 ' 吨 


430 


略 。 

[讨论 ] ”为 了 确定 点 一 的 位 置 ， 必 须 过 
4、5'\、C 三 点 作 圆 。 如 果 刀 ' 与 C 重合 ， 则 
和 FY 上 所 有 的 点 都 符合 条 件 ， 因 此 本 题 的 解 
不 定 。 如 果 4、B'、C 在 一 条 直线 上 ,就 不 可 


能 过 4、2B、C 三 点 作 圆 , 所 以 无 解 。 过 4、- 
2 、C 三 点 的 圆 ， 一 般 与 了 了 相交 于 4 和 另 


一 点 ,所 以 一 般 有 一 解 。 如 果 过 4、B4C 的 
圆 在 点 4 与 和 相 切 , 则 此 题 无 解 。 

1957. 在 直线 和 的 两 仙 有 两 个 定点 
4 和 万 过 4、 殖 作 A 
和 了 的 垂 线 ， 垂 足 分 
别 为 到、 互 。 在 线段 
好 到 的 延长 线 上 求 点 - 
也, 使 

.4PB 一 TBP。 

解 [ 作 图 ] 以 4 为 直径 作 圆 ， 与 玉 工 
相交 于 已 、 已 。 则 己 、 书 ' 即 为 所 求 的 点 。 

[证 明 ] 4 为 较 的 直径 ， 

.4P 万 一 刁 。 
因而 4P 友 十 一 五 PB= 一 忆 。 


又 ABHP 一 一 已 
所 以 互 BP 十 有 PB 一 一 R。 
于 是 LA4PFH 一 BRP。 

同 理 ， 4P'B 一 万 BP'。 


1958，. .在 已 知 直 线 上 有 三 点 _ 4、B、C， 
在 另 一 直线 上 求 一 点 P, 使 
APE= APBPC. 


解 ”[ 作 图 ] 设 已 知 直线 轴 上 有 三 点 4、| 


` 了 五 、C， 另 一 直线 为 ， 先 在 双 上 求 点 也 使 
CD:4B=CD:4D。 再 以 BD 为 直径 作 圆 弧 


与 ! 相交 于 忆 ， 则 P_， 

了 即 为 所 求 的 点 ， EN 到 
[证 明 ] ” 殷 据 作 

图 ， 圆 BBD 是 阿 D 全- 有 


波 罗 尼 斯 轨迹 ， 所 以 忆 B 是 人 4PO 的 平分 
线 ,， 即 人 4PBP=BPO。 所 以 已 为 所 求 的 
[讨论 ] 如 果 以 3D 为 直径 的 圆 与 1 相 
交 , 则 有 两 解 .如 果 圆 与 7 相 切 , 则 只 有 一 解 
如 果 贺 与 ; 无 公共 点 , 则 本 题 无 解 。 
1959. 已 知 两 点 4、 刀 ， 直 线 环卫 过 点 
B3, 在 了 Z 上 求 与 召 等 距离 的 两 点 己 .Q, 使 
P449=a。(% 为 已 知 角 ) 


| 4 Z、 召 作 岗 , 与 
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解 延长 4 有 至 0， 使 BO=4B。 以 4G 
为 弦 ， 作 含有 (2 尼 一 o) 的 弓形 驱 , 与 BX 相交 
于 2。 在 BY 上 求 点 中 有 
使 B9@=BP， 则 P、@ 即 
为 所 求 的 点 , 理 让 是 ， 

4 一 BO，BP= 5Qq， 

,… 四 边 形 4PCG 为 平行 
四边 形 。 

AP49+4POC=23 一 刁 。 
但 ”PP=23R 一 aa， 4=a。 

1960，， 在 四 边 形 4BCO7D 的 一 边 BSC 上 
求 一 点 P, 使 CP4B= PDC。 

解 [ 作 图 ] 作 sg 
4 点 关于 BC 的 对 
称 点 4 设 4 刀 与 
CD (或 延长 线 ) 的 
交点 为 召 。 过 三 点 


20 相交 于 三 . 则 三 
为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] 根据 作 图 ， 马 、 刀 、P、4 共 圆 ， 
“， OODP 一 Pd 也， | 
因 4 和 4 关于 BC 对 称 ， 
Pd4 甩 一 PP4DP， 四 
根据 @, @， ~P4B= 一 PPO 
1961.， 已 知 直 线 人 7 与 三 角形 4BO 相 
交 , 在 了 Y 上 求 一 点 A 
也 使 . X 卫 
4PBPP= -4LOP. Y 
解 设 卫 为 符合 
条 件 的 点 (图 了 ， 则 
4PP=4C0P。 (也 
所 以 4、C 和 \、 瓦 、 书 四 点 共 图 。 因 此 过 4、B、 
0 作 贺 ,与 Z 交 于 已 则 尸 即 为 所 求 的 点 。 
如 图 (2) , 设 己 在 三 有 


角形 4BC 内 ， 

.4BP 一 -4COP. 
设 点 也 关于 了 7Z 的 
对 称 点 为 妃 ，X 了 与 D 
4B 相交 于 M,，EM 8 C 


与 4C 相交 于 取 则 


(G) 
APB'M 一 PB4 一 P0O04. 

所 以 B4P、D、C 四 点 共 贺 。 因 B、D、C 为 

已 知 点 ,所 以 过 瑟 \、D\、C 三 点 的 图 与 瑟 了 的 
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交点 卫 即 为 所 求 的 点 。 

1962， .已 知 两 条 直线 、 色 和 两 个 点 4、 
凋 。 在 7 上 求 一 点 也, 使 P4、F 分 别 与 名 
相交 于 C、 力 且 ~PCD=~PDO。 

解 { 分 析 ] 假定 本 题 已 解 出 ， 三 为 符合 
条 件 的 点 ，POD= APDC。 过 4 作 和 的 
平行 线 ， 与 PB 
和 ? 分 别 相交 于 
所 、 光 。 过 召 作 
色 的 平行 线 了 BF， 
与 7 相交 于 了. 
作 4 点 关于 ? 的 
对 称 点 44， 了 4 召 
与 38 相交 于 G。 
图 中 ,人 .4 一 4 一 PE4 一 一 开 BT， 

且 .-AC=7~D，/-4=-PK4. . 
… BT 一 人 4 因而 4、G、3、 卫 四 点 共 
贺 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 4、 瑟 分 别 作 加 的 平行 线 , 与 7 
相交 于 妃 、F， 作 4 关于 的 对 称 点 4， 连 
结 4BB, 与 BT 相交 于 G 过 4 必 、G\ 呈 三 点 
作 圆 ,与 3 相交 于 忆 。 则 即 为 所 求 的 点 。 

1963， 在 直角 了 08 的 一 边 上 有 两 定点 
4、B， 在 另 一 边 上 求 、 
一 点 斑 , 使 
.4X 万 一 2 人 .4BZ。 

解 ”假定 本题 已 解 
出 , 习 为 所 求 能 点 . 设 
4 巨 的 中 点 为 己 过 己 
作 4B 的 垂 线 与 2BZ 相交 于 了 则 .47 一 ET。 
人 4Y 开 一 324BX， 从 而 

4ZXZ= .47 各 。 

由 此 4 闪 一 .47。 

设 人 FT 的 中 点 为 C， 则 4O_LXT， 所 以 C 
在 以 45 为 直径 的 贺 上 . 过 C 作 4B 的 垂 线 
0OD， 则 也 为 OP 的 中 点 。 故 得 作 图 方法 如 
下 : 人 

作 以 4B 为 直径 的 区 〈( 贺 心 为 妃 ， 与 OP 
的 垂直 平分 线 相交 于 C， 延 长 BC 与 O 开 相 
交 于 又 , 则 闷 即 为 所 求 的 点 . 

1964. 求 一 点 P， 使 它 对 已 知 线段 4B 
的 张 角 LF 等 于 角 w， 且 过 三 点 向 已 知 贺 
”所 引 两 条 切线 的 夹 角 等 于 角 B。 

解 ” 设 一 点 已 过 己 向 网 9 所作 的 两 条 切 
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名 所 成 的 角 等 于 ， 
如 图 ， (内 
ADPRO- 了 8， 
paN 
AODP= AR C 和 


又 因 0 是 已 知 的 , 所 以 AZDOP 的 形状 、 大 
小 是 一 定 的 ,OP 的 长 也 一 定 。 所 以 点 三 的 
轨迹 是 以 O 为 圆心 , 线段 OP 为 半径 的 圆 .其 


次 使 对 线段 4B 的 张 角 等 于 已 知 角 w 的 点 的 


轨迹 ， 是 以 4B 为 驴 的 贺 弧 。 因此 这 两 条 轨 
迹 的 交点 三 即 为 所 求 的 点 。 

1965-.， 在 已 知 直 线 福 了 (或 已 知 圆 ) 上 求 
点 三， 使 另 两 个 已 知 圆 分 别 与 以 卫 为 顶点 的 
两 个 等 角 的 两 边 相 切 。 

解 ” 设 另 两 个 已 知 贺 OO 与 0' 的 半径 分 别 
为 和 7 使 圆 O、 
0" 与 珊 个 相等 角 
的 两 边 相 切 的 点 
的 轨迹 ， 是 与 圆 
心 O、0: 的 距离 
的 比 为 "人 的 阿 
波 罗 尼 斯 圆 (问题 1863) . 因此 , 这 条 轨迹 与 
民 王 (或 已 知 贺 ) 的 交点 即 为 所 求 。 ， 

1966， 有 一 张 长 方形 弹子 球台 4BCD， 
由 4B 边 上 的 任意 点 一 开始 打球 ， 使 球 磁 到 
BC 边 ， 然 后 碰 到 CD、D4 边 , 又 回 到 书 点 。 
那么 最 初 从 书 点 打球 时 , 应 报 据 怎样 的 方向 
发 球 ? 试用 作 图 求 之 。 

设 球 除了 改变 方向 外 , 总 是 直线 前 进 ,并且 


| 当 球 在 改变 方向 时 的 前 后 球 的 路 线 与 过 该 点 


所 作 该 边 的 垂 线 构成 等 角 。 

解 [分 析 ] 设 球 从 4B 边 的 一点 出 发 ， 
先后 碰 到 BO CD D4 边 上 的 @ RS 点 ,又 
回 到 三 点 。 则 98 的 位 置 应 从 点 厂 关于 BC 
的 对 称 点 己 ' 出 发 ; RS 应 从 己 关 于 CD 的 对 
称 点 已 " 出 发 ;SP 应 从 刀 关于 D4 的 对 称 
点 了 "出 发 。 因 此 , 作 加 如下。 

[ 作 图 ] 设 点 卫 关 于 .BO 的 对 称 点 为 P9 
了 关于 0 了 的 对 称 点 为 P"， 叫 .关于 D4 的 
对 称 点 为 P"。 连 结 PP 与 D4k 相 交 于 忆 
SP 与 CD 相交 于 R，RP' 与 30 相交 于 4。 
则 应 该 报 据 P9e 的 方向 发 球 。 

上 证 明 ] “…" 忆 、 忆 关于 30 对 称 ， 

APOB= -POBD， 
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因此 沿 PG@ 方向 打出 的 球 ， 在 点 和 向 9 有 
方向 运动 . 同样 , 球 在 点 可 点 8 分 别 向 2、 
SP 方向 运动 , 最 后 回 到 点 卫 。 


[讨论 ] “经常 有 解 . 
1967.。 求 点 P， 使 三 个 已 知 贺 分 别 与 过 
点 卫 的 三 个 等 角 的 两 边 相 切 . 
解 “ 设 三 个 已 知 图 为 4、B、C， 并 设 它们 
若 加 4、 圆 也 分 别 与 两 
个 等 角 的 两 边 相 切 ， 则 
此 两 等 角 的 公共 顶点 
的 轨迹 是 以 把 4B 内 分 
为 rzy' 的 两 点 连 线 为 直径 的 圆 (参照 问题 
1861) 。 同样, 若 圆 3、 贺 C 分 别 与 两 个 等 角 
两 边 相 切 ， 则 此 两 等 角 的 公共 顶点 的 轨迹 也 
是 一 个 圆 。 因此 , 若 这 三 个 加 分别 与 三 个 竺 
两 条 轨迹 相交 的 两 个 点 。 
祭 。 线段 的 和 、 差 为 定 值 
1968.， 在 已 知 弧 40CP 上 取 一 点 马 ,使 
《1) 4 已 十 万 B 一 0， (2 4 万 ~ 万 好 一 7。 
40B 的 中 点 C 为 四 心 、 
CL 为 半径 作 圆 弧 ; 以 .4 为 
圆心 、? 为 半径 作 三 弧 ,， 这 
两 条 弧 相 交 于 刀 4D 与 关 


的 半径 分 别 为 了 yo。 G) 

为 7: 人 和 把 4B 外 分 ; 

角 两 边 相 切 ， 则 此 三 个 等 角 的 公共 顶点 是 这 
解 人) [ 作 图 ] 以 弧 

弧 4CB 相交 于 马 则 召 即 为 所 求 的 点 。 


有 呈 


[证 明 ] “，.… C 是 四 4DB 的 略 心 。 
.AL4OB=2A4DB， 
且 LA4CB= 41B. 
.…。 A4BB 一 2A4DB. 
但 A4DBTADB7 万 一 了 4 妃 B， 


e。 2L4DPB= 人 DPI 刀 刀 关 厂 也 ， 


er 


图 题 


从 而 .4 好 十 万 忆 一 4 万 十 五 刀 一 47 。 

(23) [ 作 图 ] 以 弧 4CB 的 共 斩 弧 中 点 避 
为 圆心 、2 4 为 半径 作 圆 弧 ,与 以 4 为 圆心 、 
?为 半径 的 圆 弧 相交 
于 刀 ， 延长 4 与 弧 
40B 相交 于 可 则 台 陶 
为 所 求 的 点 。 押 

[证 明 ] “…" 克 为 加 
心 ， 所 以 
2 B4D 一 一 万 及 站 。 
7 .DB4 态 一 有 4 万 一 

so DT 及 一 BTHZB 昌 也 8 一 万 

人 DEADBPT 
万历 一 万 D， 4 妃 一 也 B 一 4D 一 7 

1969， 在 人 4B0 的 底 边 BC 上 求 一 点 
也 ,过 忆 作 40 和 .48 的 平行 线 , 分 别 与 4 万 、 
40 相交 于 召 、 丰 使 刀 妇 十 站 一 1 (为 已 知 
线段 长 )。 

解 在 4B、4O 或 
它们 的 延长 线 上 分 别 
取 4 刀 一 40=7，DB1OI 
与 BO 相交 于 也， 则 
必 为 所 求 的 点 。 理 由 
是 : 


4B'0' 为 等 对 三 角形 , D1 4C。 
万 万 一 刀 D。 
又 因 4 万 IF 为 平行 四 边 形 ， 
4 盏 一 刀 及 。 …， 也 万 十 万 不 一 4 一 1 
1970， 在 三 角形 4BC 的 边 BO 上 求 一 
点 己 , 过 三 作 40C.、4PB 的 平行 线 , 与 4B、4OC 
相交 于 妃 、B， 使 已 ~ 太一 7 (Mn 为 已 知 线 
段 长 )。 
解 在 34 的 延长 线 上 取 一 点 1， 在 40 
上 取 一 点 ， 使 4 到 一 4 一 。 延 长 MN 
与 EN 则 三 即 为 所 求 的 点 。 理 


四 
全 委 


和 
可 昌 


-。 PP 一 4 万 四 
注 如 果 在 C4 的 延长 线 上 取 点 全 ,在 4 
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上 取 点 戏 , 这 样 作 图 ， 则 有 一 忆 娘 一 各。 王 
为 适合 条 件 的 点 。 

1971， 在 已 知 三 角形 4BC 的 底 边 ;BC 上 
求 一 点 乙 , 从 卫 作 4B、40 的 垂 线 了 有、PP， 
使 已 责 十 已 丸 一 入 (00 为 已 知 线段 长 ) . 

解 [分 析 ] 设 适 合 条 件 的 点 了 已 求 出 . 
通过 书 作 直线 ZPM， 使 人 
与 4B、L40 构成 等 角 ， 设 
这 条 直线 与 4B、4C 分 别 
交 于 五 M. 则 A4ZM 为 
等 腰 三 角形 。 

由 工作 .40 的 垂 线 工人 
《 报 握 问 题 450) ， 则 

三 刀 十 瑟 太一 了 人 一 也 人 
因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 了 
平行 线 , 与 4B 或 者 4B 的 延长 线 相 交 于 世 
在 40 或 者 4C 的 延长 线 上 取 4 允 一 4Z， 连 
结 ZMN， 与 B0 相交 于 P。 则 卫 为 所 求 的 
点 。 

1972，， 在 人 4PBC 的 一 边 BO 上 求 一 点 
PP, 从 忆 作 4B、40 的 生 线 忆 妈 、PP ,使 PP 有 
改 ,PP 一 燥 (mm 为 已 知 线段 的 长 )。 

解 在 B4 的 延长 线 上 取 点 五 在 4C 上 
取 点 了 ,使 4Z=4M， 且 允 到 4B 的 距离 
MX 一 各。 则 等 腰 三 角形 4MNZ 的 底 边 
的 延长 线 上 所 有 点 到 
4B、40 的 距离 的 差 
都 等 于 双 ( 问 题 151)。 ， 

由 此 , 设 工矿 与 BO 
相交 于 已 由 了 作 
4B"40 的 垂 线 一 及、 

了 四， 则 厂 一 卫 也 一 
色 。 所 以 卫 为 适合 条 件 的 点 。 

1973， 求 一 点 ， 使 它 到 已 知 四 边 形 
4BOD 的 两 条 对 边 4D、BC 距离 的 和 为 忆 
到 另外 两 边 4B，CD 距离 的 比 为 双 :1 (2 多 
为 已 知 线段 长 )。 M 

解 设 呈 为 适合 条 
件 的 点 ， 则 满足 三 刀 
十 忆 8 一 的 点 一 的 轨 
迹 是 与 4D、BC 构成 
等 角 的 线段 开 民 ( 问 
题 1729)。 又 满足 


在 与 4C 的 距离 为 妈 处 作 4C 的 | 
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厂 如 催 
-一 人 的 点 也 的 轨迹 是 通过 B4 和 CD 


的 交点 开 的 直线 允 信 (问题 1855) 。 

[讨论 ] ”因为 第 一 个 轨迹 是 矩形 的 四 条 
边 , 第 二 个 轨迹 是 两 条 直线 , 因此 最 多 有 四 个 
适合 条 件 的 点 。 

1974.。 在 三 角形 4BC 的 边 BO 上 求 一 
点 P， 过 己 作 两 条 已 知 直线 也 互 " 和 了 Y" 的 
平行 线 .P9 和 PRB， 与 4B、40C 分 别 相 交 于 
@、 五 使 P9 十 PR 一 1C 的 

解 [分 析 ] 假定 
此 题 已 解 出 ， 设 P@~ D 
2 已 为 所 求 线段 。 延 加 
长 SP 至 G, 使 PG 一 
BP 玉 ， 过 吾 作 BA 3 C 
9G9， 且 使 3F 一 0G， 

则 加 
BH 一 GOG 一 P9 十 PR 一 1。 
即 如 下 的 长 和 方向 一 定 ， 厂 为 定点 。 延长 CG 
与 盏 了 相交 于 如， 则 
PG:TDP=CPICPD， 
了 PR:BDOP:OB (BED1 PEB)。 

GD 万 一 PR:BD。 
报 据 作 图 ， PRBPG。 .…，BD= 了 BDI. 
从 而 思 为 定点 ，C 刀 为 定 直 线 , 且 TG1/4D， 
故 可 确定 点 G 的 位 置 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 点 互 作 3BD/ZZ, 与 40 相交 
于 也 ;又 过 点 巨 作 B 刃 / 了 和 使 妃 一 BD， 
在 五 刀 上 取 点 刀 , 使 BB 一 ):。 过 点 刀 作 4 吾 
的 平行 线 , 与 召 C 相交 于 9 又 过 G 作 GO1/ 
刀 B, 与 BO 相交 于 , 则 三 为 所 求 的 点 。 

1975， 在 A4BC 的 .30 边 上 求 一 点 也 ， 
过 已 作 4 的 平分 线 的 平行 线 ， 分 别 与 .了 B4 


的 延长 线 、40 相交 于 囊 肋 使 PTPZ 一 


2m (7 为 已 知 线段 的 长 )。 

解 作 ~4 的 平分 线 4M， 人 
允 作 44 的 垂 线 , 分 别 与 
4B、40 或 它们 的 延长 线 
相交 于 了 N， 设 IN 与 
BO 相交 于 卫 。 则 三 为 所 
求 的 点 。 其 理由 是 : 

根据 问题 19， 

， 卫 也 十 PT 一 24M。 、 

4 PFAPZ 一 2m1。 
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[讨论 ] 报 据 m 的 长 度 , 关 直 线 ZN 与 
边 EC 不 相交 , 则 此 题 无 解 。ZMT 与 BC 重 
解 


1976. 有 相交 于 点 4 的 两 条 直线 4B、 
40. 在 4 有 B 上 求 一 点 己 , 由 王 作 40 的 垂 线 
P9, 使 4P-49=1( 用 全 仙 人 ) 5 

解 在 4B3 上 取 4D 
一 5 过 忆 作 DBE 4P， 
与 人 .4 的 平分 线 相 交 于 
妃 。 过 了 允 作 了 BP1/ 40， 
与 4 妃 相交 于 已。 再 由 2 
己 作 40 的 一 线 P@， A 
则 4P+49 一 2。 其 理由 是 ， 

在 A4P@ 和 人 PZD 中 

9 一 了 一- R ~P49 一 一 了 P 玉 。 


.4P9= PEBD。 
县 P4 盏 = 一 卫 40 
一 人 PEB4( 报 据 作 图 ) . 
因而 E4 一 也 ， 
.…。，A4P92A 人 PDBD。 
由 此 49 一 忆 D， 


4P+49=4PPD= 4D=!( 定 长 ) 。 

1977， 在 ~B4C 的 一 边 4 刀 上 求 一 点 
忆 过 三 作 4LG 的 垂 线 P@, 使 

(人 4P 二 PQ@= 加 (ma 为 已 知 线段 长 ); 

(2 4P 一 P8= 和 (oa 为 已 知 线段 长 ) 。 

解 人 在 4B 上 取 4D=m, 过 也 作 4C 
的 垂 线 刀 如 。 设 .47 如 的 平分 线 与 40 相 
交 于 g， 再 由 纺 作 40 的 垂 线 ， 与 4B3 相交 
于 已 则 书 为 所 求 的 点 。 其 理由 是 : 

PDBE， DO 为 也 的 平分 线 ， 
~F9D= -9DB= APD9. 
因而 “POPD， 
4P+PO= 4P+PD 和 
王 -好 太一 了。 
因此 己 为 适合 条 件 的 
点 


(2) 在 已 知 角 的 一 
边 4B 上 取 4D=m，A  Q EC 
出 也 作 4C 的 熏 线 刀 盏 ，,.BDZB 的 平分 线 
与 4C 相交 于 @。 过 印 作 4C 的 恰 线 9P 与 
4B 相交 于 卫 .。 则 4P 一 PO=m- 理由 是 : 
因为 29 DB 7 是 ALBDB 的 平分 线 。 
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所 以 

ADQP= -了 BD9 

一 PDQ. 
因而 _PD=zP9， 
即 4P-P9 
一 4P 一 0 

1978， 在 直线 开 X' 上 有 一 点 4, 在 直线 
YZ' 上 求 一 点 忆 。 过 作 与 直线 忆 和 ' 的 夹 
角 为 的 直线 忆 D 与 生 Z" 交 于 了 使 PDT 上 
PP4= 九 或 PD~P4=Ma(1 为 定 长 )。 

解 ”(1 假定 已 求 
出 适合 条 件 的 点 瑟 
则 ZPD4=w 且 

卫 万 十 忆 4 一 。 

将 DP 延长 至 如 使 
P4' 一 P4， 过 尿 ' 作 隔 
了 的 平行 线 Z20 ， X 六 人 
由 于 D4'=m，L.4DZ'=aw。 所 以 221 的 
位 置 可 确定 。 因 此 , 本 题 只 须 在 了 Z' 上 求 点 
P,， 过 忆 作 Y 

与 GG1 的 夹 
角 为 w 的 直 
线 P4 使 
P4' 一 P4， 大 
此 题 就 可 归 2- 鼠 
结 为 问题 2058. 

(2) 假定 已 求 得 适合 条 件 的 点 P，PDw 
P4=m， 在 PD 或 其 延长 线 上 求 点 4， 使 
了 4' 一 P4, 则 了 4 一 和 。 再 过 4 作 开 和 的 
平行 线 GZ， 则 ~D4'Z'=a，D4'= 力 。 所 
以 2Q 的 位 置 可 确定 。 因 此 , 只 须 在 了 Z' 上 
求 点 也, 使 P4= P4' 即 可 。 所 以 与 (1 同样 
轨 结 为 问题 2058。 

注 在 4D 的 延长 线 上 取 点 Lo， 使 D4v 
一 D4'， 琳 如 上 图 , 则 还 有 -一 解 。 

1979.。 在 直线 民 Y 上 有 一 点 4， 在 了 了 
外 有 一 点 P。 在 这 条 直线 上 求 一 点 9， 使 
498+98P=1(C 为 已 知 长 ), 或 使 49 一 COP 一 mr 
(om 为 已 知 长 )。 

解 和 的 情况 :[ 作 图 在 XZ 上 取 一 线 
段 4B 一 ?7， 作 


F 方 的 垂直 平 
分 线 ， 与 XZ 
相交 于 9 9G 天 且 下 20 四 
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即 为 所 求 的 点 。 ? 
[证 明 ] ”因为 @ 是 
的 垂直 平分 线 上 X 志 尼 
的 点 ,所 以 & 
F9=9B， 
因而 4+9P=94+6B= 一 4 一 !， 
差 的 情况 : [ 作 图 ] 在 F 上 取 点 刀 , 使 


4B 一 人 。 作 PPB 的 垂直 平分 线 , 与 和 Z 的 交 
点 4 了 即 为 所 求 . 

[证 明 ] 省 格 。 

1980. 在 直线 MX 的 两 侧 有 两 点 4、2， 
在 直线 MKN 上 求 一 点 PP， 使 P4 十 PB 为 定 
长 ! 

解 作 点 4 关于 MXN 的 对 称 点 4。 以 瑟 
为 圆心 、? 长 为 半径 作 圆 妃 ， 过 4、4' 作 与 贺 
吾 内 切 的 圆 (问题 2637) ， 设 切 点 为 C, 连结 
如 、0 与 直线 MXN 相 
交 于 书 , 则 三 即 为 所 [六 N 

求 的 点 。 其 理由 是 : > 有 

圆 4440 与 圆 刀 内 
切 , 两 圆心 在 直线 BC . 2 
上 ,而 点 4、4' 关于 MN 对 称 , 则 圆 44'O 的 
贺 心 在 直线 KWN 上 。 所 以 直线 BO、MWN 的 
交点 卫 为 圆 44'C 的 圆心 . 

因此 BPTP4=BP+PO=EBO=!。 

讨论] 连结 B44 使 4、 万 与 MN 上 的 
一 点 的 距离 之 和 最 小 。 本 题 成 立 的 必要 条 件 
是 : ;> B4'。 当 !>4' 时 , 过 4、4' 且 与 圆 
妃 相 切 的 加 有 两 个 , 故 有 两 解 . 当 ?一 B4' 时 ， 
过 4、4' 点 且 与 圆 互 相 切 的 圆 有 一 个 ， 故 有 
一 解 。 

注 过 两 定点 4、4' 且 与 已 知 加 召 相 切 的 

` 圆 的 作 图 可 参照 问题 2637. 

?1981,， 在 定 直线 和 7Y 的 同 侧 有 两 个 定点 
4、 呈 ， 在 了 了 上 求 一 点 PP， 使 P4 一 一 好 = 一? 
4 为 已 知 线 段 的 
长 ) 。 

解 以 4 为 贺 
心 、? 长 为 半径 作 
园 ， 作 点 召 关 于 
习 Z 的 对 称 点 DB， 

再 作 过 两 点 妃 、 忌 ' 
且 与 圆 丸 相 切 的 
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因 圆 卫 过 好、zZ3， 所 以 圆心 在 BB' 的 垂直 平 
分 线 站 了 上 。 设 圆 卫 与 圆 4 的 切 点 为 C, 则 
24 一 PDB=P4-O=-40=!。 

故 王 为 适合 条 件 的 点 。 

[ 作 图 ] 过 定点 吾 .B' 作 与 久 4 为 圆心 ， 
7 为 半径 的 贺 相 切 的 圆 (问题 2887)， 因为 切 
点 C 的 位 置 是 给 定 的 , 所 以 了 点 的 位 置 也 确 
定 了 。 

1982.。 在 正方 形 4PBoD 的 边 CD 上 求 
一 点 也 使 4P 一 BOTCOP。 人 站 

解 在 DC 的 延长 线 上 取 
点 闻 , 使 C 妃 一 0CB. 连 结 4 万， 
作 4 即 的 垂直 平分 线 与 CD 
相交 于 卫 , 则 

4P 一 PP 一 50OHCP， 

所 以 卫 为 所 求 的 点 . 

1983.， 在 平行 四 边 形 4B0D 的 一 边 CD 

上 , 求 一 点 互 , 使 4 和 一 全 

解 在 CD 的 延 二 
长 线 上 取 一 点 隐 . 
使 DZ = CD。 作 
4 也 的 重 直 平分 线 
与 CD 相交 于 开 ， 六 
则 互 即 为 所 求 的 点 。 这 是 因为 

4 胞 一 凋 生 一 万 万 十 万 和 一 CD 万 十 万 闷 
一 4B 二 DX， . 

注 如 果 4Dz4B， 则 满足 4 = 4B 二 

DZX 的 点 瑟 的 作 图 才 有 可能， 如果 4D= 


瑟 C 


| 4B, 则 点 互 与 九重 合 ; 如 果 4D< .45B， 则 


本 题 无 解 ( 若 人 允许 瑟 在 CD 的 延长 线 上 ， 则 
4 并 一 4 万 一 袜 站 ) 。 

1984。 在 正六 边 形 4BCDZBR 的 一 边 
也 万 上 求 一 点 书 , 使 4P 一 PD 人 
边 形 的 边 长 。 

解 [分 析 ] 设 
点 一 已 经 作出 。 在 
D 的 延长 线 上 取 
点 中 使 DO= 了 刀 ， 
则 4P=EP@。 所 以 
9 为 定点 ， 人 AP49 
为 等 灰 三 角形 。 故 
可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 2 的 延长 线 上 取 点 @， 使 


圆 ， 则 其 圆心 ? 即 为 所 求 的 点 。 其 理由 是 : ij D@ 一 DC; 再 作 49 的 垂直 平分 线 MKP， 与 


人 
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刀 相交 于 忆 , 则 三 点 即 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] ”由 作 图 知 4 一 P@,， 所 以 
4P-PD=P9-PD=De=Do， 
4P-DP= DO。 
[讨论 ] ”本题 总 有 一 解 。 


与 。 求 已 知 三 角形 人 《或 已 知 多 边 
形 ) 内 的 点 

1985。 在 人 4B0 .的 三 边 4B、BCO、C4 
上 分 别 有 已 知 线段 工人 MM'、NN'。 在 三 
角形 内 求 一 点 O, 使 

Saorrz' 一 Saoarar' 一 SAowN'。 

解 分析] 设 2 工 7 一，MM 一 NANY 
一 和 4。 由 O 向 4B、5C\、C4 作 垂 线 ， 设 垂 线 
长 分 别 为 jh 7 思 2、 73， 则 由 
Baorrz' 一 SAoara' 一 Seowwo 

(ji 一 3710212073y 


可 知 
四 即 ji 7 九 2 多 


一 一 一 工 一 一 一 一 


所 以 0 到 4B、BO 
的 距离 的 比 为 双 37 
OO 到 BC、C4 的 距 
离 的 比 为 色 ; 凶 。 故 
可 作 图 如 下 。 


形 的 各 边 同 侧 分 别 作 与 4B 平行 且 与 4B 的 
距离 为 妈 的 直线 (ac); 与 BC 平行 且 与 30 
距离 为 7 的 直线 (8); 与 BC 平行 且 与 30 距 
离 为 色 的 直线 (7?)， 与 C4 平行 且 与 C4 距 
离 为 zu 的 直线 (3) 。 设 w 与 有 的 交点 为 书 ， 
?与 3 的 交点 为 @9， 则 BP 与 C9 的 交点 O 
. 即 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] O 是 BP 上 的 点 , 则 7:j2 一 0227。 
“。 砍 1 一 ?Pho2， 
从 而 “， Saozr 一 Saoaarr。 
又 0 是 C9 上 的 点 , 则 
j2:73 一 73710。 
so。 INj2cIMij3，。。 SAoM' 一 Seoww'e 
个 | 此 Saozz' 一 SAoarax' 一 SAoww'e 


[讨论 ] 本题 有 一 和 解 . ， 
1986. 在 已 知 三 角形 4BC 内 求 一 点 书 
使 人 AP43B 一 SAPBo 一 SAPo4。 


解 由 Sa4ps 一 Se4po 一 SAaspo 
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知 SaA4PB 一 Sa4Pc。 人 A 
延长 4P 与 BC 
相交 于 忆 则 37 
一 COC。 同 样 ， 
BFP、( 忆 的 延长 
线 分 别 交 于 4C、 
42B 的 中 点 ， 故 
一 点 为 A4BOC ，P， 


[人 


的 重心 。 SA 
注 如 果 P 在 AZ 到 
三 角形 外 , 过 4、 到 Se 


B、C 分 别 作 与 人 
对 边 平 行 的 直 可 4 
线 ， 则 它们 的 三 了 
个 交点 Pi、Ps、Po 均 为 所 求 的 点 也。 
1987.， 在 人 4B0 内 求 一 点 O, 使 
/0OBO= -004= 04F. 

解 过 了 B、C 作 与 40 相 切 的 圆 ; 过 0C，4 
作 与 4B 相 切 的 圆 ， 则 这 两 个 圆 的 交点 O 即 
为 所 求 的 点 .其 理由 是 : 

40 是 圆 B0C 的 切 
线 ， 

400Om -OPO。 
同 理 ， 外 
了 B4O= -400， 上 日 
所 以 OPBO= -4C0OmB4O。 

1988. 在 凸 四 边 形 4BCD 内 求 一 点 也 

使 SAp4a 一 SApcp，Saepao 一 SApp4。 


解 延长 B4CD 相 交 于 马 。 在 已 4、 厂 刀 


上 分 别 截 己 
DG= .4B， ， 
五 妃 一 CD。 5 类 
设 G 互 的 中 点 
为 ， 过 思 M 
的 直线 上 的 任 A 
意 点 为 也, 则 聊 D 
-SAP4E 一 Sepcp. 外 、 ， 
其 理 昌 :多 人 


从 2 到 ZBG、3 &s 
如 瓦 的 距离 的 比 与 从 书 到 4B、CD 的 距离 的 
比 相等 。 

“， Sap4a:SApop 一 SAMGBISAxB。 
因为 双 是 GZ 的 中 点 ，Saaxczg 一 Sexaze。， 


wp4s 一 SepPcp。 
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同 理 ， 延 长 4D、BC 相交 于 邓 。 取 JR 一 
4D, 74=BC. 连结 RS 的 中 点 六 和 丈 设 
ZX 上 的 任意 点 为 一 ， 则 Sap4p 一 Spac。 
因此 Ba 和 ZN 的 交点 即 为 所 求 的 点 。 

1989.。 在 人 4BC 的 边 4B3 上 求 一 点 卫 ， 
在 边 4C 上 求 一 点 至 , 使 BD 一 也 妃 一 BC。 

解 设 4B>40， 在 4 上 取 .47 一 40， 
从 CH 上 的 任意 点 G 作 B4 的 平行 线 与 C4 
与 BC 相交 于 忌 。 设 以 GE、GK 为 两 边 的 
次 形 的 第 四 顶点 为 二 连结 ZC， Z0 4 
相交 于 。 过 刀 作 
Z 瑟 的 平行 线 , 与 LC 
相交 于 鼠 。 则 双 也 


即 为 所 求 的 点 。 其 理 
由 是 : . 
。 3BD1] IE， 
DZ 1 ZI， 
ZI 民 一 7 万 
HBD= DB. 
又 DB1/IZE, ZE=5G=TC， 
,也 姻 一 TOC。 
故 了 BD= 了 D 刀 一 BO。 


1990。 在 人 4BC 的 边 BC 或 其 延长 线 
上 求 一 点 也 使 4B2 十 BD2=40C2 十 CID2。 

解 由 4 作 BC A 
的 垂 线 4 怒 ， 其 垂 
足 为 五。 在 BC 上 
取 点 D, 使 CD= 
BRB， 则 忆 为 所 求 
的 点 。 其 理由 是 : 

” 47 BC， 
。 4P2w4C?= BE2CZ2 四 
根据 作 图 CD=BP， 
.， EBD=CB。 
代入 四 的 右边 ,得  ， 
4B2402 一 0OD2BD2。 
“， 4B? 十 万 D2 一 402 十 0OD2。 

1991， 在 人 A4BC 的 底 边 BO 上 求 一 点 
D, 使 4D2=BD.DC. 

解 ”[ 作 图 ] 延长 4 了 至 书 使 B1 一 4PB. 
由 忆 作 BC 的 平行 线 ， 与 A4BC 的 外 接 
相交 于 刀 (或 召 )。 4 百 与 边 BC 相交 于 也 
(或 忆 ) 则 忆 (或 ) 即 为 所 求 的 点 。 


E  . DC 
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[证 明 ] 根据 作 图 4 万 一 妃 1， 万 7 1/ 万 万， 
,了 为 4 歹 的 中 
点 ， 


DB.DC= 47D, DZ 
@ 

由 @、@， DB.DO 一 47D2。 

因此 为 所 求 的 点 。 ， 

[讨论 ] 直线 2 互 与 圆 必须 有 交点 ,. 此 题 
才 有 解 。 一 般 7 刀 8 与 A4B0 的 外 接 圆 有 两 
个 交点 。 因此 ， 如 时 8 盏 
与 此 贺 相 切 ， 则 

只 有 一 解 。 五 刀 
与 加 不 相交， 此 
题 无 解 . B 

注 如 果 在 
BC 的 延长 线 上 
求 点 也 ， 则 它 就 是 况 4BC 在 点 4 处 的 切线 
与 BC 的 延长 线 的 交点 。 

1992， 在 人 4BC 的 底 边 0 的 延长 线 
上 求 一 点 刀 , 使 402?~ 4B3?= BO.B 克 . 

解 ”假定 适合 条 件 的 点 召 已 求 出 , 则 

402 一 4DB2 一 BO.BD。 @ 
从 4 作 .BC 的 垂 线 4D,， 则 … 
.402 一 4B? 一 CD2_D2 
一 (CD+D5D) .CD- 了 3D) 
一 BO.(CD-BD). @ 
.BO.BBE 一 BO.(CD 一 57D)， 

.…。 BTB=CD 一 DBD. 

从 而 BE+BD=CD， 

即 瑟 站 =DO A 

因此 , 由 A4BO 

的 顶点 4 向 对 

边 作 垂 线 4D， 

再 在 C 刀 的 延长 83 D 
线 上 求 点 已 使 CD= 也 1, 则 瑟 为 适合 条 件 
的 点 。 

1993.， 在 ~- 个 平面 上 有 两 个 全 等 三 角形 
4BC 和 4B4O 无 论 把 其 中 蛙 一 个 绕 这 个 平 
面 上 的 某 一 点 旋转 时 ,都 可 能 与 另 一 个 重合 。 
因此 在 此 平面 上 求 点 P， 使 A4BC 在 此 平 
面 上 绕 己 点 旋转 , 与 A4"B'C' 重合 . 

解 44'、BB' 的 重 直 平分 线 的 交点 一 即 ， 


由 心 .@， 
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为 所 求 的 点 。 其 理由 是 : 
因为 已 为 44\、BB; 人 交 
点 ， 


人 P4BP2AP4' 万 。 
因此 ， 以 了 为 中 心 旋 转 人 AP4B5， 使 4 到 
2Z4' 的 位 置 ， 则 PB 就 到 PB' 的 位 置 ， 所 以 
了 与 召 重 合 。 同样 ， 人 APBOZQAPBC，C 
与 0' 重合 。 因 此 , A4BO 与 人 4/B'O' 重合 . 
1994。 在 人 4BO 内 求 一 点 卫 , 使 
Sap4a:Saep4c:SApPac 一 T:23:3。 

. 解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 点 己 已 求 
出 ， 
Sap4s1SAph4c:SaApaco 一 1:2:3。 
延长 4 与 BO 相交 
于 取 则 


APA4C 


因此 , 刀 为 定点 。 同样 ， 延 长 BP 与 4C 相 


交 于 丈 , 则 


一 一 一 -一 -一 一 一 


因此 , 如 为 定点 。 故 可 作 图 如 下 。 ， 
[人 图 ] 在 边 BO、04 上 分 别 取 队 妞 两 
点 ,使 
BD 1 .4 已 2 
有 了， 
连结 4D、 了 BB， 相 交 于 P， 则 了 为 所 求 的 
点 。 
[证 明 ] AP4B 与 AP4C 有 一 公 
4 书 ， 


共 边 


.Sep4B 2 
Sep4o DO ”- 
2 了 _ 工 
LO 3” 
SePap _ 
Sapac 


根据 作 图 


te| 
】 


SapiB 也 万 zx 交 
Spac 0 2 
SAp4B _ 工 2 
且 的 本 间 


“， 连 
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.SAp4p1SAp4olSApPso 一 1:3:3。. 
即 三 为 符合 条 件 的 点 。 
[讨论 ] 使 BDI:DO=1:3，4 妞 : RECO=1:3 


| 的 点 也 孔 通常 只 有 一 个 , 又 4D,、D 克 的 交 


点 也 只 有 一 个 , 所 以 此 题 只 有 一 解 ， 

1995. 在 项 角 为 锐角 的 等 履 三 角形 4BO 
的 腰 .4B 上 求 一 点 忆 ， 由 三 作 底 边 BC 的 垂 
线 已 蕊 与 BO 相交 于 马 , 使 

.了 和 2 二 4X2 一 4B2. 
解 [分 析 ] 设 忆 为 符合 条 件 的 点 ， 则 - 
也 2? 十 4Z2 一 4PB2。 -@ 

由 44 作 BC 的 垂 线 4 互 , 则 

4B?- 42 一 万 H2 一 和 12。 
员 .4 万 ?一 4 写 ? 一 忆 三 2， 

万 和 2 一 万 妃 2 一 六 万 2， 

甩 刀 2 一己 和 2 十 并 五 ?一 一 厅 2， 
即 了 均一 一 万 。 有 
天 此 作 图 如 下 。 、 

[ 作 图 】 从 4 作 BC 的 
垂 线 .4 互 ， 在 4B 上 取 点 . 
乙 , 使 B 互 = 2 万 , 则 为 
所 求 的 点 。 B 

证 明 ] 从 分 析 中 可 以 明确 ,证 明 从 略 。 

注 本 题 对 任意 三 角形 也 成 立 。 

1996.，， 在 任意 四 边 形 4BCD 内 求 一 点 
结 达 与 四 边 形 各 顶点 4、B、C、 也 所 
成 的 四 个 三 角形 的 面积 相等 。 

解 ” 设 四 边 形 内 的 一 点 为 P， 且 SaApP4p 一 

SaAp4p, 则 连结 4P 的 
线段 或 其 延长 线 必 通 。 A 
过 古 D 的 中 点 了 . 设 
SeaaPo 一 SAppco 则 C 忆 
3D 的 中 战 到 .所 以 ， 
司 使 BAphg 一 Sapip 上 且 Sapao 一 Sappo 的 点 
卫 在 对 角 线 4C 上 。 且 .40 通过 对 角 线 了 3D 
的 中 点 允 。 因 此 使 SAPaa 一 Sap4p 一 SApPao 一 
Sappo 的 点 书 应 在 4C 的 中 点 。 

局 样 , 当 BD 通过 4C 的 中 点 时 , 如 果 忆 为 
23D 的 中 点 , 则 

人 apaB 一 SAP4D 一 Sepao 一 SAppo。 


除 此 以 外 , 不 能 找到 符合 条 件 的 点 ， 因 此 ,只 
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有 当 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 时 ， 本 题 才 有 
解 . 

1997。 已 知人 4BC 和 与 它 相 交 的 直线 

和 7。 在 瑟 立 上 求 一 点 也 , 使 
AP4DB 一 POPB。 

解 “[ 作 图 ] 设 BO 与 XF 的 交点 为 也 ， 
点 C 关 于 互 了 的 对 称 点 为 2 0 与 4B 的 
交点 为 互 。 过 4、C、 

双 三 点 作 圆 ， 与 已 知 
直线 XZ 相交 于 卫 ， 
则 三 为 所 求 的 点 。 
证明] 报 据 作 图 ， 
4、C'、 甩 、 忆 四 点 共 
攻 现 。 


ALP4 盏 =POB。 @ 

又 G 和 C 关于 了 7 对 称 ， 有 
.…。 POCO=PO DO=DO。 
APOD= APO'D. @ 

根据 中 @@， ~ P48=-FCB。 


@G. 求 已 知 加 或 已 知 圆 弧 上 的 


1998， 将 以 4B 为 弦 的 圆 弧 在 点 C 分 成 
两 段 ,使 ( 骇 40) : ( 纺 BO) 一 人 3 Cn 多 为 已 
知 比 )。 

解 [分 析 ] 假定 示 题 已 解 出 ，C 2 
的 点 ,“ 设 <C 的 平分 
线 与 4B 相交 于 了 
并 与 红 4CB 的 共 柏 
弧 相 交 于 允 .: 则 允 是 
弧 .4ZB 的 中 点 所 
以 


忆 
4D:DB=40C:0B5 一 人 :7 
从 而 卫 为 定点 。 故 可 作 图 如 下 。 

.[ 作 图 ] 将 4B 在 点 思 内 分 为 oo 设 红 
40CB 的 共 斩 红 的 中 点 为 允 , 万 D 的 延长 线 与 
弧 40P 相交 于 C， 六 则 C 7 为 所 求 的 点 。， 

天 明 ] 4 方 =- 甩 7， 
o LALCZB= BO。: 
由 此 知 CD 平分 “4OP. 
oO4IC 一 4D:PD。: 
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-04:CB 一 mr20e 
因此 C 为 所 求 的 点 。 

[讨论 ] :此 题 有 而 且 只 有 一 个 解 。 

1999， 已 知 圆 上 三 点 4、B、0,， 在 贺 内 
求 一 点 己 延长 4P、BP、CP， 分 别 与 轿 局 
"相交 于 共 、 妨 、 五 ， 使 弧 也 妃 、 愧 如 丸 
条 已 知 弧 。 

解 ”假定 点 了 为 符合 系 件 的 点 , 则 4PB 
与 在 弧 4B8 和 在 弧 也 刀 上 上 的 圆周 角 之 和 相等 
(问题 325) . _ 但 4、 忆 
为 已 知 点 ， 世 认为 已 知 
弧 ， 所 以 念 + 2 为 一 
定 , 从 而 4PB 的 大 小 
一 定 。 同 样 ，BPC 与 
23C+ZBE 上 的 圆周 角 相 
等 ， 也 是 一 定 的 。 故 以 
4B、B0 为 骇 各 作 与 做 上 人防 ， 和 二 本 
上 的 圆 局 角 相 等 的 角 为 圆 局 角 的 两 条 弧 时 ， 
它们 的 交点 三 即 为 所 求 的 点 。 

2000， 已 知 加 上 两 点 4、3B， 在 此 加 上 
求 一 点 P, 设 ~4PB 的 平分 线 与 驴 4B、 圆 
分 别 交 于 CO、 了 D, 使 DO:DP=1:3, 

解 [分析 ] 设 圆心 为 0， 直 线 
分 了.4PB， 则 忆 为 弧 
4DB 的 中 点 ， 如 果 在 
0 上 取 一 点 好 , 使 

DMIDO=1:3。 
则 MD:MO= DO:OP， 
MOA1OP。 
OP=OD， 
.…。 MO= MD， 
因此 ，C 是 以 下 为 圆心 、D 为 半径 的 圆 与 
纺 4B 相交 的 点 。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 连结 弧 .48 的 中 点 卫 和 圆心 0， 
在 半径 OD 上 取 一 点 MK， 使 DMKX:DO=1:3， 
以 2 为 圆心 ， 刀 为 洲 径 作 加 ， 此 贺 与 弦 
4B 相交 于 CO, 直线 DO 与 弧 4DB 的 共 斩 红 . 
相交 于 刀 ， 卫 人 为 厅 环 的 训 《一 般 有 两 个 交 
点 )。 

[证 明 ] ，…” 0OD=OP, MD=ac。 1 

…， OPD= -0ODP= -MoD， 
MCAoOP， 
oo DO:DP=DMH;:DO=H3，， 
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因此 ,了 为 符合 条 件 的 点 。 

2001， 已 知 画 的 直径 4B 上 有 定点 C， 
在 园 周 上 求 点 P, 使 4P、CP 与 过 点 书 的 切 
线 构成 等 角 。 


解 ”假定 符合 条 件 的 点 了 已 求 出 。 设 通 ' 


过 忆 点 的 圆 的 切线 FPZ 与 4 的 延长 线 相 
交 于 马 。 设 0 为 已 
知 圆心 ， 则 

4PF 一 OPD 刀 ， 
OP 一 尽 

一 OP 也， 

4PO= -OPO。 
因 P 玉 是 贺 的 切线 ， 了 玉 LPO， 所 以 了 好 平 
分 <4PO 的 外 角 。 根据 问题 1058，4、O、 
C、 刀 构成 调和 点 列 ， 但 4、O、C 三 点 为 定 
点 , 所 以 点 O 关于 40 的 调和 共 斩 点 召 也 为 
定点 。 因 此 先 求 出 召 点 ， 作 以 0 已 为 直径 的 
圆 , 则 该 圆 与 较 0 的 交点 即 为 所 求 的 点 . 

.2002， 已 知 贺 0 的 直径 4B，M、N 分 
别 是 O4、0P3 上 的 点 ， 在 圆 上 求 一 点 卫 ， 使 
过 己 和 驳 的 弦 PO 和 过 吓 与 六 的 弦 忆 BR 相 
等 . 
解 如 果 ZP9= 
PR， 则 此 两 弦 与 
圆心 0 的 距离 相 
等 ， 所 以 2O 平分 
MPN. 因 此 可 与 光 
上 题 一 桩 , 在 MKXN 的 延长 线 上 求 点 也 使 点 
M、O、WN、 工 成 为 调和 点 列 。 作 以 OZ 为 直 
径 的 圆 ， 则 它 与 圆 2 的 交点 书 。 即 为 所 求 的 
点 


2003， 已 知 圆 O 和 直线 SXZ、SZ, 在 此 
圆 上 求 一 点 P， 由 己 向 已 知 两 个 方向 作 直 
线 ， 分 别 与 .SX、&SZ 相交 于 、 丈 ， 使 线段 
PPQ 和 BR 之 比 等 于 已 知 
比 。 

解 ” 设 此 题 已 解 出 ,P9、 
ZE 妃 为 所 求 的 直线 。 P9、 
PR 的 方向 已 知 ， 所 以 
AQPR 一 定 。 又 因 Pq: 
卫 忆 也 混 一 - 定 的 ， 所 以 区 
APeR 的 形状 一 定 ，9 及 
的 方 商 一定. 因此, 以 83 为 根 似 中 心 , 在 相似 
的 位 置 作 任意 AP9 吕 与 人 AP9BR 相似 。 再 
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过 &、 作 直 线 , 与 圆 O 相交 于 三 ( 一 般 有 两 
个 交点 , 因此 有 两 个 解 )。 由 三 作 忆 9\、 忆 局 
的 平行 线 ， 分 别 与 SXZ、SY 相交 于 9、 马 则 
2ZQ、ER 为 所 求 的 直线 。 

2004， CC、 记 是 以 4B 为 弦 的 已 知 弓 形 
弧 上 的 两 个 定点 。 在 其 共 斩 弧 上 求 一 点 书 
设 POCO、DPD 与 48 的 交点 分 别 为 召 、2， 使 
五 巨 一 亿 (o 为 已 知 线段 长 ) 。 

解 [ 作 图 ] 由 5 作 与 4DB 平 行 的 纺 C9， 
在 C8 上 取 点 瑟 ， 使 C 一 色 。 作 过 忆 、q、 
刀 ' 三 点 的 贺 ， 与 4B 相交 于 忆 《 一 般 有 两 个 
交点 )。 设 DZ 的 延长 线 与 圆 相交 于 己 , 则 书 
为 所 求 的 点 。 

E 证 明 ]J ZDQO= DPCO， 且 卫 、 卫 、 也 、 
驴 四 点 共 圆 ， 

"， < 一 <DHF， 

了 一 LTDFB/。 
因而 FFZ' 1 Po。 
又 CN] 一 太 ， 

"。 瑟 厅 一 C 卫 一角。 
因此 书 为 符合 条 件 的 点 ， 

[讨论 ] 过 、9、 丈 的 圆 一 般 与 4B3 有 
两 个 交点 , 故 所 求 的 点 一 般 有 两 个 。 如 果 此 
圆 与 4 相 切 ， 则 所 求 的 点 只 有 一 个 。 又 如 
果 圆 与 4 刀 没 有 公共 点 , 则 此 题 无 解 ， 

2005,， 已 知 贺 的 定 弦 4B3 上 有 定点 2， 
C、 了 为 在 4 巨 同 侧 的 贺 上 的 两 个 定点 。 在 
其 共 斩 红 上 求 一 点 忆 设 直线 POCO、PD 与 4 如 
根 交 于 县、 了 ,使 戏称 一 MT 了 

解 ”假定 所 求 点 书 
已 作出 , 延长 CM, 截 
取 MC'=0CMN， 则 CX 
/CO' 了 ， 

"“。 APTZCO' 一 PP。 

因为 和 也 为 已 知 点 ， 
COZD 的 大 小 一 定 ， 
所 以 CPYC' 的 大 小 一 定 ， 它 的 补 角 ZTC 
的 大 小 出 一 定 . 因此 , 以 DO ' 为 弦 , 作 含 ~ 了 
的 补 角 的 弓形 , 与 48 相交 于 工 。 春 据 以 
上 分 析 即 可 求 出 点 卫 。 

2006, - 已 知 直径 为 4 的 学 圆 上 的 两 
个 定点 CQ、 也 , 在 这 个 半圆 的 共 斩 弧 上 求 一 点 
, 过 C、M 作 直 线 与 4 刀 相交 于 .和 人， 过 履 、 
双 作 直 线 与 4B 相交 了 ， 使 王 、 工 到 圆心 9 
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的 距离 的 比 等 于 已 知 比 罗 六 。 

解 [分 析 ] 设 邓 为 所 求 的 点 ， 由 了 作 
CS 的 平行 线 , 与 CO 的 
延长 线 相 交 于 0,， 则 

AcxOACTO， 

“， 00:00'=0OXIOF 

= 人。 
因为 已 知 00' 的 长 度 ， 
且 MIZC' 一 MCA 一 定 ) 所 以 人 DTC 
也 一 定 。 又 因为 刀 、C' 是 已 知 点 ， 所 以 可 确 
定点 工 的 位 置 , 从 而 点 并 也 可 确定 ， 

2007. 在 A4B0 的 外 接 加 上 求 一 点 也， 
使 关于 点 到 的 三 角形 4BC 的 西 摩 松 线 与 已 
知 直 线 MAN 平行 . 

解 .由 已 作 妈 的 
平行 线 , 与 A420 的 
外 接 圆 相交 于 盖 ， 由 
九 作 边 4C 的 重 线 
也 互 ， 与 圆 相交 于 忆 ，“ 
关于 对 的 西 摩 松 线 
BEG8 与 内 AN 平行。 其 理由 是 : 


一 一 一 一 一 人 


根据 问题 669, 关于 点 了 的 西 摩 松 线 EGR 


与 3D 平行 。 报 据 作 图 B 与 N 平行 , 所 
以 BEG8 与 内 N 平行 

.2008.， 已 知 圆 上 的 一 点 一 和 弦 4B. 在 
该 加 上 求 一 点 C， 作 
弦 20O 并 延长 与 B4 
的 延长 线 相 交 于 也 ， 
使 CD:CB=a:0(a:D 
为 已 知 比 ) 。 ,D 

解 在 ACDB 和 、 
A4DP 中 , 人 B= 一 P，L 忆 为 公共 角 ， 

AAACDPoA4DP。 


已 知 一 志 = 代 ， 


.由 于 4P 的 长 一 定 , 且 4 为 已 知 点 ,所 以 4 

为 定 长 ， 从 而 了 为 定点 。 由 四 求 得 47D, 则 

ZD7D 与 已 知 加 的 交点 9 即 为 所 求 的 点 ， 
2009. 在 已 知 贺 上 定 驴 2 刀 的 同 侧 有 两 
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共 斩 约 上 求 一 点 P， 设 4P、BP 与 OD 相交 
的 点 分 别 为 如 、 互 ,使 到 瑟 .0 了 一 和 2 

解 [分 析 ] 假定 ， 呈 
点 己 已 求 出 . 设 延 长 
42 与 圆 相交 于 已， 
过 4、 瑟 、 环 三 点 的 贺 
与 4 互 相 变 于 G， 则 
好 4.MG 末 万 ,1M 克 

一 M2。， 人 
所 以 MG 为 定 长 ，G 为 定点 。 

再 由 G 作 CD 的 平行 线 ， 与 互 了 3 相交 于 点 
羽 , 则 G、D、 互 都 可 确定 。 且 

KG = G 刀 = 人 P4 刀 一 PFB 瓦 ， 

所 以 在 三 角形 忌 GB 中 , 且 在 直线 CD 上 求 点 
卫 , 使 KG 一 BE， 则 郊 即 为 符合 条 
件 的 点 (参照 问题 1997) 。 

{ 作 贺 ] 在 4 了 的 延长 线 上 取 点 G 使 
4M.MG=M2， 作 弦 LG 万 ,过 G 作 CD 的 平 
行 线 ， 与 了 3 豆 相交 于 羽 . 在 CD 上 求 点 也， 
使 全民 G 了 一 FEBE， 则 337 的 延长 线 与 网 
的 交点 已 ， 即 为 所 求 的 点 。 

20910， 已 知 贺 0' 上 两 个 定点 4、 五， 在 
该 加 上 求 一 点 一， 延长 4P、BP 和 另 一 个 已 
知 圆 0 相交 于 开 、N, 使 NT 等 于 已 知 长 )。 

解 [分 析 ] 设 
此 题 已 解 出 ， 己 为 
所 来 的 点 ， 则 因为 
MAN 为 已 知 长 ， 所 
以 MON 的 大 小 
一 定 . 以 0 为 中 心 
旋转 AOM4， 设 
当 OM 转 到 ON 的 
位 置 时 , 4 的 位 置 为 4， 则 

/404'= AMON (一 定 )， 


又 0O4=045 所 以 44 的 位 置 一 定 ， 


AOM4e 人 ON4,， 
…， 4MO= 4NO， 
设 4 与 4 的 交点 为 &， 则 
SAows 一 Saoxs， 
所 以 人 、O、S、 了 四 点 共 圆 。 从 而 XLS= 
MON (一 定 )， 
AS+TLNPS=5N4'。- .， @ 
因为 4、 如 为 已 知 点 ,所 以 .4PPB 的 大 小 一 


定点 4、B, CD 上 的 定点 M。 在 弧 C4D 的 ,| 庆 LNPS 也 一 定 。 由 @,，BN4' 的 大 小 
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一 定 。 故 可 作 图 如 下 ， 

[ 作 狼 ] ” 求 贺 0O 中 长 度 为 ! 的 弦 所 对 的 贺 
心 角 , 设 它 为 w。 如 图 , 作 人 404% 使 CO 一 
w 04=04， 设 圆 0 中 弧 4B3 上 的 圆周 角 为 
8, 以 4 号 为 纺 , 作 含 十 8 的 弓形 弧 , 与 圆 9 
相交 于 六。 过 、 互 作 直线 与 欧 0' 相交 于 
守则 己 为 所 求 的 点 。 

[证 明 ] ”分析 中 已 指明 , 故 证 明 省 略 。 

注 . 有 时 4W 和 41 的 交点 8 可 能 在 卫 


方法 不 变 。 

2011， 已 知 4、 妃 分 别 为 两 定 加 CD 和 0 
上 的 定点 。 分 别 在 区 
两 加 上 各 求 一 点 王 区 S) 
和 了 ,使 人 O4= SN6 
AT 了 了 OP, 且 和 7Y= KW- 和 
1 为 已 知 长 ) .. 

和 解 上 分析] 假 
定 和 Y 已 求 出 . 设 
00 与 B4 相交 于 


2012, 求 作 等 于 已 知 线段 人 . 勾 的 比例 
上 截取 BO = 思 。 作 
垂 线 ， 与 半圆 相交 于 区 民 
.了 DB2 一 4DB.BO=7.2， ] 
别 解 [ 作 图 ] 作 
40=- 和 nm. 作 以 4B( 或 40) 为 直径 的 半圆 , 再 


第 二 章 直 
中 项 的 线段 。 
以 4C 为 直径 的 半 
了 则 瑟 了 为 所 求 的 线段 。 
即 DB 为 ! 和 惫 的 比 Se | 
线段 4B 一 7 在 .4B 2 
由 点 C (或 刀 作 4C 的 垂 线 与 半圆 相交 于 ， 


1。 作 符合 已 知 条 件 的 线段 
_ 解 [ 作 图] 作 线 和 43 在 其 延长 线 
加 ,由 点 也 作 4C 的 
[证 明 ] ”4DPo= 一 R DB1L40。 
例 中 项 。 
(或 其 延长 线 ) 上 截取 “AL 
”连结 4D, 则 4D 为 所 求 的 线段 


第 四 编 作 图 题 


也 。 作 A4DO 和 ABDO' 的 外 接 圆 , 设 第 二 
个 交点 为 0, 则 C 为 定点 。 又 
400= 4DO， 
500'=BDO-。 
“"。， 4CO 一 BOO'。 
AC04= -CD4= 00'FPB， 
AcO4coACO'B， 
“"。， 00:C0'"=04:0 也 =OZ:OT， 
004= 00'F。 
一 XO4= 了 YZO'B， 
“。 060 = COT， 
由 @,@， AcoZwwACcoOY。. 
AKCOO= AZ0o， 
了 OZ 一 0OC0' (一定 )。- 
CX:OY 一 OZ:OZ (一 定 )。 @ 
由 @@、@, 知 ~XOZ 及 CX:OZ 一 定 ,又 
了 7 的 长 已 知 ， 所 以 AXRCOY 也 一 定 。 从 而 
C 开 和 0C7Y 为 定 长 ，C 为 定点 。 所 以 可 确定 
工 、 工 的 位 置 。 


线 的 作 图 


”~A4DB 一 已 DOT4BP.。 : 
“， 4D2=-.4.4O=4Mn。 
作 两 条 已 知 线段 C、6 的 第 三 比 


@ 


又 


证 明 ] 


2013 
例 项 . 
解 ”[ 作 图 ] 作 线段 4B=a， 由 4 向 任 
意 方向 作 4C 一 六 在 
4 上 截取 4DD=2 
连结 BC, 由 卫 作 BC  ， 
的 平行 线 与 4C 交 于 了 
点 百 , 则 .4 马 为 CQ、D & 
的 第 三 比例 项 。 

[证 明 ] “…” BC17 DB， 

4PB:40O 一 4DI4 万 | 

邯 Q3D 一 014 万 。 
因 纪 4 如 为 5&.2 的 第 三 比例 项 . 

2014， 求 已 知 线段 4、2、:2 的 第 四 比例 
项 


解 [ 作 图 ] 作 X47,， 在 4 芝 上 各 取 
4B=a 40O=z5 在 4Z 上 取 4D=c。 连 结 


5D， 再 从 C 作 3D 的 平行 线 与 4Z 相交 于 


第 二 章 直线 的 作 图 


一 一 一 一 -一 一 


妃 ， 则 j4 恺 即 为 所 求 
线段 


{ 证 明 ] DPCZB， 
所 以 
LBL4O=4D:4 万 ， 
了 即 … ”2G:0 一 0:4 也 。 
因此 4 女 为 所 求 的 第 四 比例 项 。 

2015， 已 知 两 线段 的 和 为 积 为 Mi2, 求 

解 [ 作 图 ] 作 4B 
一 2 以 4B 为 直径 作 半 
贺 ， 与 半圆 的 局 侧 、 离 A 《“ 0 8 
4 妃 的 距离 为 色 处 作 4 如 3 的 平行 线 , 设 它 与 
半圆 的 交点 中 的 一 个 为 也, 由 刀 作 4 的 三 
线 Do， 和 改线 足 C 把 4 所 分 成 的 两 部 分 
4C、B0 即 为 所 求 的 两 线段 。 

-[ 证 明 ] 4CATBO= 4 一 )， 
LO,BOOD2 一 M22。 


当 轩 二 7 时 , 有 一 个 解 
当 和 > 亏 7 时 ,此 题 无 解 . 


撕 讨 论 ] 


2016 . 
求 这 两 条 线段 。 了 有 
解 作 线段 BF~7， 以 E 

刀 F 为 直径 作 圆 0， 由 也 
作 此 图 的 切线 了 4, 取 了 4 
一 多 。 设 连结 4、O 的 直  C 
线 与 圆 O 的 交点 分 别 为 
BC, 则 40 和 4B 即 为 所 求 线段 。 理 由 是 : 
据 作 图 4C 一 4B= BO= 卫 F 一) 
4C.4B 一 4 及 一 772。 
网 此 4C、4BB 为 所 求 的 两 条 线段 。 
2017, 设 两 个 正方 形 的 面积 分 别 为 己 和 
4, 求 作 比值 为 也:@ 的 两 条 线段 。 
解 [ 作 图 ] 设 正 从 
方形 三 的 一 边 为 %， 


Q@ 
2 作 三 角形 4BC, 使 ， 


正方 形 9 的 一 边 为 . 
4B=a，40=b 并且 了 B4C=: AR。 由 4 
作 BC 的 阜 线 4D， 垂 足 为 已 则 2D 和 CO 
为 所 求 的 两 条 线段 。 
[证 明 ] 了 :9=a3: 碎 = 4B2: 402， 
LEB4O= -已 4DTLBOv。 


了 .在 2ZB' 或 其 延长 线 于 


已 知 两 线段 之 盖 为 六 积 为 mz2， 


交 的 两 条 直线 
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"，。 报 据 问题 1136， 4B2:402 一 BDIDO。 
"，、I9 一 BDIDO。 


-因此 已 D 和 DC 为 所 求 的 两 线段 。 


2018. 已 知 两 线段 的 比 为 妈 ;7，. 它 们 的 
积 为 她 ， 求 这 两 线段 。 

解 ” 作 线段 4B'O,， 
%。 作 以 4C' 为 直径 的 
半圆 , 由 好 作 4C 的 垂 
线 刀 2P， 与 半圆 相交 于 


使 4B' 一 mu BC- 


外 


上 截取 PB 一 已 再 由 瑟 作 40' 的 平行 线 , 与 

P4'、PC" 或 它们 的 延长 线 分 别 相交 于 4、C， 

则 42、Z50 即 为 所 求 的 两 线段 。 理 由 是 : 

4PB:BO=4PBI DOOI 一 作 :7， 

又 人 4PO= BR PPB 14C、 
.4DP.PBO 一 D2 一 妇 。 

因此 4B2. BC 为 符 含 条件 的 两 线段 。 
2019.， 已 知 两 线段 的 积 以 及 分 别 以 这 两 

线段 为 边 所 作 正 方形 的 盖 , 求 此 两 线段 。 
解 .[ 作 图 ] 设 42B2? 为 A D 

两 个 已 知 正 方形 的 差 ， : 

上 矩形 4BCOD 为 两 线段 之 

积 ， 延 长 4 至 瑟 使 

4X. BXSBO2 在 4 上 Y 尼 

作 半 圆 ， 与 CB 的 延长 线 式 


”相交 于 工 , 则 4Y、BZ 即 为 所 求 的 两 线段 


允 了 2 一 4 写 .万 工 ， 
”又 7 一 BO 
又 47:4PB= 工 了 :BT， 
4.BZ 一 4 万 .XT7 一 4B.BO， 
且 4 了 ?一 刀 Z? 一 4DB2， 
因此 4Z，B7Y 为 所 求 的 两 线段 。 

2020. 作 两 条 线段 ， 人 
两 条 已 知 线段 的 
比 的 二 次 方 三 、 
次 方 ， 四 次 方 ， 


[证 明 ] 


解 [ 作 图 ] 
4i) 二 次 方 的 
比 。 作 垂 直 相 


XOR'、7ZOZ, 在 OZ'、 oy 人 刀 
两 点， 使 04 一 M，0B=?。 过 殖 作 4 妃 的 


: 垂 线 ,与 OX' 相交 于 0 则 0O4、.OC 即 为 所 ， 
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求 的 两 线段 . 

《ii) 三 次 方 的 比 ， 过 点 C 作 BC 的 垂 线 ， 
与 了 ZOF ' 相交 于 妃 则 04、OD 即 为 所 求 的 
两 线段 。 

《过 ) 四 次 方 的 比 。 又 过 忆 作 C7D 的 垂 线 ， 
与 XOX' 相交 于 如 则 0O4、O 马 即 为 所 求 的 
两 线段 。 

Gy) 以 同样 方法 ， 可 求 出 等 于 两 巨 知 线段 
的 五 次 方 的 比 \ 六 次 方 的 比 的 两 条 线段 。 


[证 明 ] …” A4BoC 为 直角 三 角形 ， 且 
B0..40。 
、 0O4 _ 0B 人 
所 以 55 05 一 
OBE _ oo _oD_ mm 
网 旦 -0707 瑟 末 
、04 004 06 和 
因此 ， 旬 .加 "丽人 ， 
动 0 -04.03.00 -好 
0OD 0B 00 07 全 
G) .2404.03 .CC .0D 
5 万 ”05057707 0 万 
24 
Giv) 以 下 同样 可 证 。 


乙 . 代数 计算 的 作 图 题 
2021.， 已 知 线段 Q\ 的 长 , 求 作 线段 冬 


2。 
2 十 4 一 0 了 一 9 一 C，: 
人 
(其 中 三 直 . 

解 (也 作 线段 4 万 = 以 4B 为 直径 作 
半 四 ， 在 与 4 的 距 Q 
离 为 b 处 作 4B 的 平 ! 
行 线 ， 与 半圆 相交 于 
@. 由 g 作 4B 的 垂 ”An 一 一 
线 ， 设 垂 足 为 了 ， 则 认 


4D.DPB=.D92 一 25. 
又 4D 十 DB=C， 所 
以 4=2 DB 一 1 
符合 题 给 的 条 件 。 

(2) 作 直 径 为 的 
圆 ， 出 上 任 症 一 点 ， 
Z 作 此 圆 的 切线 T4 使 4T 一 2?， 


过 4 和 加 | 


即 


ZD 为 思 则 


第 四 编 作 贺 题 


心 O 作 直 线 ， 与 圆 的 交点 为 2、 CO， 由 
4 瑟 .40 一 4723 一 轨 ， 
” 4LC 一 4B 一 BC=a， 
40=2， 4B=2 符 合 条 件 。 

2022， 已 知 长 度 为 5 的 线段 ， 试 求 长 度 
为 3a、 Sa、 on VC 的 线段 ， 并 叙述 
其 理由 。 

解 ” 作 线段 4BC, 使 4 有 =a，PO 一 ?0 以 
4C 为 直径 作 半 圆 ， 
过 刀 作 BD JJ 4C 
交 半 圆 于 也 则 

A4DPO= -已 
所 以 


也 D2=4PB.BO。 

也 D2 一 0.6G 一 3002， 

.…，.BD 一 wec. 

因此 ， 设 久 一 2， 3， … 则 可 得 出 线段 

</ 2a， <A[/ 36， /7 
3023. 求 作 表 示 56、v7 了 、wa 的 : 


解 r 设 z 一 6 , 则 
"， 2 一 2X3， 人 有 C 


妇 2 一 6。 
因此 ， 在 园 中 ， 了 歌 4B=2， BC 一 3， 根据 问题 
2012， 求 出 483 和 BO 的 比例 中 项 瑟 D， 设 


4 了 .BC= 了 3D2， 
.23X3 一 22，zZ 一 6， 
(这 “= 了, 即 好 =IX7, 因此 , 只 须 求 
1 和 7 了 的 比例 中 项 。 
(这 ) zx= va， 即 好 =1xa。 设 单位 线段 
为 卫 只 须 求 出 它 与 4 的 比例 中 项 即 可 . 


2024. 以 已 知 线段 为 单位 ， 作 出 长 度 
为 录 了 c 的 线段 C 

解 ” 以 长 度 为 4 的 
线段 BC 为 直角 边 ， 


@ 
作 直 角 三 角形 4BCO， 2 
并 使 ~B=60", 则 
BO:4O=T:v 3 _ 
若 设 BC=w 则 LO= /3a. 人 
再 求 出 BC、40 的 比例 中 项 并 设 为 z， 则 
好 一 BO.04=a./ 3a. 
22 一 3 0 一 水 5c， 


全 
昌 和 


第 二 章 直线 的 作 图 


2025. 已 知 线段 o, 求 作 线段 4 2a， 

解 “[ 作 图 ] 以 4 点 为 直角 顶点 作 等 明 
直角 三 角形 4BC, 使 4B=- 4C=a。 在 斜 边 
0 的 延长 线 上 取 点 也 ， 本 
使 CD=a。 过 C 作 BO 
的 垂 线 ， 与 以 BD 为 直 
径 的 加 相交 于 加 则 OZ 人 
即 为 所 求 的 线段 . 号 <  D 

[证 明 ] 。， CZB2 王 DO.COD 一 BO.a， 
又 BC? 一 247B2? 一 2a2。 

BO=、 5a， 
so。 OF 一/ 23c.a=、/3a)， 
CZB 一 3a. 
2026. (TD) 已 知 线段 <、 2 求 作 线段 mn 


使 z 一 /azD. 
(2) 已 知 线段 G、2， 求 作 线段 2, 使 


2 一 一 。 


人 


(8) 已 知 线段 6、&、 o， 求 作 线段 必 使 
VY 一 2c 


G 
解 “(1) 吧 =a-5， 同 问题 2012。 
(2) ac:om0D:2， 同 问题 2013 
(3) G:D=c:Z， 同 问题 2014、. 


2027.。 设 C、D、c 为 已 知 三 线段 , 求 作 线 
段 z， 使 z 一 0 之。 
解 [分 析 ] 有 
两 边 平方 , 则 mo 过。 
2 D 
@ 8 两 中 


为 作出 符合 @ 的 图 形 , 可 作 直 角 三 角形 
BCOZB,， 由 直角 顶点 C 向 BT 作 垂 线 GG, 则 


COB2 _ .了 2G 
CHF2 0G8 
因此 可 作 图 如 下 攻 
[ 作 图 ] 在 任意 直 
线 上 取 4D=b，DB 吕 
一 2 作 参 肌 4DB 2 
以 4B 为 直径 作 半 上 6 了 


圆 , 由 作 4B 的 垂 线 ， 设 与 圆周 相交 于 C， 
在 0B8 上 截取 CT 一 o 由 卫 作 BB1/ 4B, 设 
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与 C4 相交 于 玖 , 则 C 即 为 所 求 的 线段 . 

[证 明 ] 设 允 四 与 0 相交 于 准 ，… A 人 O 石 克 
为 直角 三 角形 , 县 CG 万 媚 ， 

OF2I072 一 1G:GT 一 4D:DPB， 
22:02 一 D:C。 
因 紫 二 二 Ce 

2028， 已 知 线 有 段 GC、 1 
2， 求 作 线段 va 上 芳 。 人 
wa 一 0 

解 [ 作 图 ] 作 线 段 
4B=o 过 4 作 45 的 重 
线 4C, 并 取 4C 一 2 连结 BC 则 

BO 一 va 十 丈 ， 
又 以 48B 为 直径 作 尘 圆 , 取 弱 4D 一 2 则 
DBD 一 wz 二 刺 、 

5 证 明 ] ~B40C= -了 Ri， 

BO2 一 4P2 二 4402 一 0 十 2。 
因而 BO= va 十 歼 。 
又 LOD=- 已 

了 BD2 一 4 一 4D2=a2 一 D2， 
所 以 DBD= /do 一 歼 . 

20293. 已 知 线段 为 C、D、c， 求 作 线段 
/de 十 包干 到。 

解 ”[ 作 图 ] 作 直 角 三 
角形 4BO, 使 一 = 一 忆 ， 
4B=a BO 一 z 再 由 C 作 
40 的 垂 纱 CD, 使 CD=c， 
则 4D 即 为 所 求 线 入 。 

[证 明 ] ，… 40? 一 a2 十 妨 ， 

“42 一 402 二 CO7D2 一 02 十 成 十 c2， 

4D 一 wo 十 区 十 . 

2030.， 求 作 z 一 wa 十 方 二 00 

解 在 本 题 中 ,所 求 作 的 线段 y, 是 两 边 分 
别 为 6 和 且 夹 角 为 60。 的 人 450 的 第 三 


边 4C. 理由 是 : 
由 4 作 .230 的 垂 线 
4 妃 , 则 根据 问题 902 
-4402 一 4B32 十 BO2 区 起 C 
一 2BC.B 万 一 02 十 22 一 20. 万 万 。 
四 


… 人 B=60?， 
ee 4DB:DZ=3:1， - 
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。 工 1 
2 一 误 4B3= 末 4。 
因此 ,由 @ 
402 一 o2+DpP 一 39, 可 C 一 02 十 成 二 2D， 
. LO 一 va2 十 22 一 G0 。 

2031， 求 作 zx 一、/ 史 十 记 十 ob 。 

解 同上 题 ， 0 是 两 边 C 
分 别 为 Q.6 是 来 角 为 120 
的 三 角形 的 第 三 边 。 这 是 
因为 : 在 人 A4BC 中 , 由 C 
作 4B 的 垂 线 CZ， 则 A 


一 


@ 


4C2 一 -45 二 BC2 十 24 万 .万 万 。 中 


4BO120"， 
:， COB 刀 =60。。 
王 工 
从 而 BR 一 豆 BO- 襄 2. 
册 @， 
40z 一 az 上 iT32a. 玉 D 一 a2 十 达 十 xD， 
40= VBTD。 ， 
人 
2032. 求 作 z= 一 到 . 
/ca 十 奶 


” 解 ” 作 直角 三 角形 4BO, 使 4B=a, 40 一 


D，-.B4C 一 8. 由 4 扩 


作 BC 的 垂 线 4 妃 , 则 aa 8 
4 五 为 所 求 线段 。 理由 


是 : 3 所 C 


BF40O= 瑟 , 4 忆 1 BO。 
”.…。4B.4C= 50.4， 

且 BO-=vaT 责 . 
8 .02D 一 az 十 巡 .4 忆 ， 


0 
oz=.4E= 一 2 
V ac2? 十 太 


2033. 已 知 五 条 线段 信和 ce 求 


作 线段 W/ -2 ~o2。 


加 的 交点 为 CD， 


解 [ 作 图 ] 在 任意 直线 上 依次 取 三 点 
4、 好 、O 使 4=GC，BO 一 c。 过 瑟 作 4B 
的 垂 线 , 与 以 4C 为 直径 的 半圆 相交 于 双 , 在 
好 4 或 者 它 的 延长 线 上 取 点 瑟 , 使 到 刀 等 于 
4a 和 2 的 比例 中 项 ， 过 吾 作 4C 的 平行 线 与 
MXC 或 其 延长 线 相交 于 不 。 以 了 为 圆心 、e 
为 半径 作 圆 和 以 夏 好 为 直径 的 半圆 ， 相 交 于 
N, 则 2N 即 为 所 求 的 线段 。 

5 证明] 4B:BC=M42:3062 
一 M 奋 2:07 万 2?， 
。 G:c 一 0D:LT2， 
Q.MB2 一 aoc: 
好 N2 二 NE2 一 17， 
2N2 十 ez 一 MT 
GCTN2 二 cz) 一 apc， 


| 


MN2+e-22 


因此 。 2N~M 202 一. 

2034. 求 作 方程 组 史 十 办 一 力 2，o 十 g 
4 的 解 的 线段 。 

解 [ 作 图 ] 设 42=7， 以 4 为 直径 
作 半 圆 ,又 在 4 忆 
上 作 含 后 " 的 马 
形 弧 .以 4 为 加 
心 、% 为 半径 作 
圆 ， 设 此 略 与 弓 
形 驳 的 交点 之 一 
为 DLLD 与 半 


则 4C 和 COB 即 为 所 求 的 线段 2 和 42。 
[证 明 ] ~ DOB=-R， -CDPB=45"。 
CD=CPB3， 因 而 4C+CBE=w 

且 -402 十 BCO2 一 ?7102 
2035. 求 作 适合 条 件 z:2 一 仅 : 妈 ，22 十 

饮 一 六 的 两 条 线段 w、%。 其 中 必 、 人 如 、 包 均 为 

已 知 线段 . 


解 [ 作 图 ] 
设 4B 一 作 AN Q 
线段 4 如 的 内 5 
点 9,， 使 4P: 


PB= 49:59= 四 :2。 作 与 4、B3 的 距离 之 
比 为 妈 :Vg 的 点 的 轨迹 , 即 以 29 为 直径 作 贺 , 


第 二 章 直线 的 作 图 


设 它 与 以 4B 为 直径 的 半圆 相交 于 C， 则 


4C=0，CB 一 y。 
下 证明] ”因为 4 为 直径 ,所 以 402 十 BO2 
一 4B2， 即 邓 十 分 一 ?2。 又 0 为 与 4、 互 的 距 
离 之 比 为 思 冯 的 点 . 

"， 4C:CB 一 人 JI1 
即 014 一 人 :也 。 


2036.。 已 知 线段 co 2 求 作 适 合 下 列 方 
程 组 的 线段 :zy 一 qz， 太一 儿 一 态 。 

解 ” 作 和 矩形 4BCD， 使 4 万 =b，4DB .5C 
一 2， 连 结 4 刀 的 中 点 马 
和 点 C。 在 4 万 的 延长 线 
上 取 点 互 ， 使 五 和 一 卫 C. 
再 以 4 为 直径 作 半 圆 ，A 
与 023 的 延长 线 相交 于 了 ， 
则 4 了 了 =，BZ 一 9。 理 由 
是 : 


根据 作 图 “~4B7T 一 -AR 
和， L72 一 DY2 一 4D2， 
洪 一 多 一 玉 。 
了 ,， 则 4YZ= AR ZBP14。 
了 2 一 和 4. 广 甩 。 @ 
人 4 一 五 五 十 4 万 一 瑟 0 十 妃 B， 


工 刀 一 开刀 一 如 了 B 一 C 一 卫 B。 
根据 四 
了 Z? 一 (EC 二 BFB) (TO 一 了 0B) 
一 瑟 02 一 刀 B2 一 BO2。 
”了 Z=B0. 
又 A4BYcAZBX， 


47Z.BZ 一 4P.BO=a2， 
2g 一 0 
由 人、 轩 可 知 , z\、2% 为 符合 条 件 的 线段 。 
2037 .已 知 线段 6、2、c， 作 图 求 方程 
太一 az 十 8 一 0 的 根 ， 


轴 而 


- 解 [ 作 图 ] 0 在 它 的 两 员 向 同 


一 钾 作 垂 线 PS、QZ， 
使 PS=D，8R 一 co 以 
8BR 为 直径 作 圆 ， 与 IN 一 
PQ 的 交点 之 一 为 了 PT 一 一 
则 PZ、Q7 的 长 度 即 为 此 方程 的 两 个 根 。 

[和 证明] ASPT 一 ATQR 一 90 且 一 STR 
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一 90?。 
ASP7c 人 79Z。 

PSTPT 一 67:9B， 

PT.,97 一 PS.9R 一 zc， 

且 PT 二 O7T 一 O 一 a。 

因此 , 线段 P7 97 的 长 是 zz 一 az 十 ee0 的 
两 个 根 。 

注 “ 求 方程 必 一 一 pz+g=0 的 根 时 可 取 PQ 
一 0，PS 一 1 9BR= 9 用 与 本 题 同样 的 作 图 方 
法 求 得 。 

2038。 证 明 ， 周 长 和 面积 都 是 已 知 矩 
形 的 周 长 和 面积 的 2 ( 正 整 数 ) 倍 的 矩形 , 总 
可 以 用 直 尺 和 圆规 作出 。 并 指出 在 什么 情况 
下 所 求 矩 形 可 以 成 为 正方 形 ? 

解 ” 如 果 两 条 线段 的 和 为 g， 它 们 的 积 为 
态 ， 则 这 两 条 线段 就 是 方程 式 好 一 az 十 态 一 0 
的 根 , 而 且 这 两 个 根 可 用 直 尺 和 圆规 作出 。 

者 要 这 方程 的 两 个 根 能 够 作出 ,xb 必须 满 
足 3 笃信。 因为 它 表明 上 面 的 二 次 方程 的 判 
别 式 为 2 一 42? 全 0。 

因此 , 当 已 知 矩形 的 两 边 是 ae、2 时 ， 周 长 
为 %(e 士 功 、 面 积 为 %a3 的 矩形 能 否 作出 ,就 


因而 


| 看 满足 和 为 2(C 士 切 、 人 %ap 的 两 个 根 是 


否 为 正 数 。 
列 = 次 方程 : 
太一 ma 二 DiooD 一 0 : 
它 的 判别 式 为 
224C 十 0)2 一 4000 一刀 [0 (十 六 2 一 4 
一 外 (一世 (十 切 2? 十 (一 功 人 ] 仁 0。 
所 以 此 方程 有 实 根 。 又 因 两 根 之 和 2%(c 十 切 
>0， 两 根 之 积 %ap>>0， 所 以 两 个 根 都 为 正 
数 。 因此 周 长 为 mn(a 十 动 ， 面 积 为 %ag 的 矩 
形 总 可 以 作出 ( 见 上 题 ) 。 
如 果 村 求 两 根 相等 , 则 有 
9 (一 了 《CC 十 0)2 二 (一 站)2] 一 0。， 
。…。 包 一 I，w 一 1 
即 当 已 知 和 矩形 为 正方 形 ， 且 %= 了 时 ， 所 求 矩 
形成 为 正方 形 。 
2039.， 已 知 线段 的 长 为 G、2 试 求 满足 ， 
下 列 方程 的 线段 的 作 图 法 (ae> 妇 。 - 
(1) 吧 二 az 一 琅 一 0，(2) 好 一 az 一 好 一 0， 
(3) 双 一 GZ 十 防 一 0， (外 如 一 63mm0。 
解 (人 2 二 az 一 大 一 0 


44B8 第 四 编 ” 作 


即 z(z 十 0) 一 z2。 
这 就 是 说 , 已 知 (z 
十 4) 和 2 的 差 为 
a 积 为 达 . 根 据 问 
题 2016， 就 可 作出 
线段 w。 

(2) 好 一 00 一 妨 一 0 


"， OO 一 0) 一 太 ， 


5 肥 +W (全 ) + 瑟 (只 考 起 o>0)， 
因此 在 0 的 作 图 中 ， 4 即 为 未 “的 


证 太一 GZ 十 刀 二 0， …，v(C 一 人 一 2， 
2 

> 

因此 ， 境 作出 如 右 图 ， 大 8 
4C 或 0 就 是 表示 2 3 


的 线段 . 当 瑟 > 9 时 有 两 解 。 当 琳 -- 时 有 
一 解 , 当 王 < 时 无 解 . 
(外 妈 一 a2 一 0， 


也 
和 


因此 , 作出 如 右 图 , CD ”和 必 - 一 一 SB 
是 表示 yz 的 线段 。 


_ 号。 作 与 已 知 各 点 的 距离 相等 


〈 或 为 已 知 比 ) 的 直线 

2040， 过 已 知 点 书 作 直线 , 使 它 与 另 两 
个 已 知 点 4、 马 的 距  b 
离 的 比 为 饮 ?9。 

解 [分 析 ] 设 所 
求 直 线 已 作出 ,由 4、 
吾 向 这 条 直线 作 垂 线 P_ 
4 九 和 BB。， 设 这 条 人 FS 
直线 与 4B 的 交点 为 蕊 则 

A4BDoA 人 BFD， 
"， 4D:BD 一 4 万 :BR 一 人 :2。 

如 果 直 线 与 4B 的 延长 线 的 交点 为 D',， 局 
上 ， 

、 4 :DBD 一 双 :1。 
因此 ,可 作 图 如 下 . 


[ 作 图 ] ”把 线段 48 分 别 在 愉 、' 点 内 分 


题 


和 外 分 ,使 4 忆 ]: 万 万 一 入 2 4 一 久 :。 
作 直 线 PP 和 忆 DP'， 即 为 所 求 直 线 。 

2041. 有 三 个 已 知 点 4、 下 、C, 过 44 作 
一 条 直线 , 使 从 吕 、C 分 别 向 这 条 直线 所 作 垂 
线 的 垂 足 与 4 点 的 距 
离 的 比 等 于 已 知 比 取 
3 多。 

解 ”假定 所 求 直 线 
4BC0' 已 作出 ， 设 由 和 
刀 和 C 向 这 条 直线 所 
作 垂 线 足 分 别 为 B'、C'， 且 BB' 或 其 延长 线 
与 4C 相交 于 了 则 . 

4D:40O=4B 40 一 加 :0 
因此 , 点 也 将 4C 分 为 4DP:40=7:2， 连 结 
2D， 再 由 4 作 ,BD 的 垂 线 4B'O， 即 为 所 求 
直线 。 

2042. 作 一 直线 ， 使 从 已 知 人 A4BOC 的 
顶点 4、B\、C 到 这 条 直线 的 距离 的 比 为 1 和 


2。 有 
解 ”[ 作 图] 把 边 4B 在 王 点 外 分 为 1 
M， 再 把 40 在 纺 点 外 分 为 ?332。 则 过 己 .9 


的 直线 互 即 为 与 X-M NPY 
4、 当 、C 的 距离 之 比 
为 同和 :9 的 直线 。 
[证 明 ] 由 4、E、 
2 疝 XI 作 垂 线 47、 了 C 


DBM、CN， 则 4 瑟 / DBM 
“"，47LIDBM=4P:PB 一 :7M。 
又 LO 
。， 4DICN 一 49:09 一 1 
47:BMION 一 71: 委 :7。 

上 讨论 ] 设 点 己 内 分 4B 为 7; 点 @ 内 
分 40 为 1 可 以 证 明 PP9'、P 都 符 
合 所 给 条 件 ， 因此 ， 当 ?六 仍 天 多 时 ， 所 求 直 线 
有 四 条 。 ，.. 

2043. 作 过 已 知 点 C 的 直线 , 使 从 另 两 
企 已 知 点 4、B， 向 它 所 作 垂 线 4M、BX 之 
和 等 于 已 知 长 !。 


NT ET TYRe 
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解 [分 析 ] 如 果 4、 刀 在 直线 Ca 的 同 
仙 。 设 4B 的 中 点 为 刀 由 也 作 Ca 的 垂 线 
也 刀 ， 则 2 也 马 一 4 十 BN 一 I， 且 DBC= 
LABF。 

如 果 4、 卫 在 线段 CWM 的 异 便 ， 延 长 
4M0, 在 4M 上 截取 MD=BN, 则 4D=4M 
+BN=1，4DB=~ “3B。 因 此 得 到 如 下 作 
图 方法 。 

[ 作 图 ] 设 4B 的 中 点 为 D, 连结 DC, 以 
线段 DC 为 直径 作 加 ,再 作 弦 .DB 一 二 7 则 


所 求 的 直线 过 C 和 召 。 其 次 以 4B 为 直径 作 
贺 , 作 弦 4 一 2 由 C 作 DB 的 平行 线 , 与 线 
段 4B 相交 , 则 这 条 直线 也 是 所 求 直线 。 

2044. 已 知 两 个 三 角形 4BC、 4'BC' 和 
点 乙 , 过 点 一 作 一 直线 ,使 以 4、B、.C 到 Pe@ 
的 距离 之 和 与 从 4、B'、C' 到 P@ 的 距离 之 
和 的 比 为 双 ;%。 


解 假定 直线 PO 已 作出 。 设 人 4BC 和 
人 4'BC' 的 重心 分 别 为 G、G'， 由 G、G' 分 
别 向 P9 作 垂 线 GM、G40. 又 设 6G' 与 P9 
的 交点 为 O， 则 由 4、BE、C 向 P@ 所 作 垂 线 
之 和 等 于 3G3 人 (参照 问题 107)， 由 4、 厂 '、 
C' 所 作 垂 线 之 和 为 39434'。 因 此 ， 
3GM 39 一 GMIGM 一 人 2。 
又 AGMOcACXO， 
，G4 休 IGM 一 了: 
因此 ， 求 出 G、 6 0O、0' 将 GG' 分 别 内 分 和 
外 分 成 勾 :0 则 PO、PO' 即 为 所 求 直线 。 


人 么 . 作 角 平分 线 、 垂 线 、 平 行 线 . 
2045.。 过 已 知 直线 4B 外 的 已 知 点 卫 
作 一 直线 ， 使 这 条 直线 与 4B 的 夹 角 等 于 已 
知 角 a。 

解 [ 作 图 ] 过 已 知 点 已 作 4B 的 平行 线 
CD,， 再 过 点 书 作 与 CD 的 夹 角 为 % 的 直线 


下 
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PO 和 PR, 分 别 与 4B 相交 于 4、 五 则 PQ、 
2 如 为 所 求 直线 ， 
5 证 了 明 ] 由 CD1/4B， 
"，。， ~CPO 一 POOR 
一 Q。 四 长 
ADPR= “PPFQ 
一 尼 。 
2046. 平分 已 知 角 B4C. 
解 [ 作 图 ] 以 已 知 角 的 顶点 4 为 圆心 ， 
以 任意 半径 作 圆 弧 与 角 的 两 边 4B、4C 根 交 
于 已。 分别 以 九 五 
为 圆心 ， 以 同样 的 半径 . 
作 两 条 了 贺 红 ， 设 两 驶 的 
一 个 交点 为 下， 则 4B A 
平分 ~B4CO。 
[证 明 ] 连结 DF， 
五 了 ， 则 


人 AID41B 人 也 4， 
人 TD47 一 一 了 4 
注 反复 使 用 上 述 方法 ， 可 把 已 知 角 分 成 
4 等 分 ,8 等 分 ，16 等 分 ; 一 般 可 分 为 2n 等 


2C47， 三 等 分 一 个 直角 , 

解 [ 作 图 ] 设 ~4OB 为 直角 。， 以 O 为 

圆心 、 任 意 半径 作 贺 ,与 A 、 
CC4、OB 相交 于 CO、D。 再 
以 了 为 圆心 、OD 为 半径 

. 作 圆 红 ， 与 CD 相 交 于 
如 .以 0 为 圆心 .CC 为 半径 “” 尼 人 、 
作 圆 弧 ， 与 CD 弧 相 交 于 
五 , 则 O 怪 、O 太 三 等 分 人 4OB. 


一 3 


[征明 ] 连结 瑟 D， 则 O 了 =OD 一 D 万 . 风 


此 人 OBED 为 正三 角形 . 

， BOD=60。 一 CO 了 =30。， 
.同样 ”~ZOD=30"，… ”FEOF 一 30。。 
因此 OZ 、OF 三 等 分 直角 . 

2048,.， 五 等 分 一 个 直角 。 

解 设 直角 和 OZ 
的 两 边 O 和 、OY， 与 
以 O 为 圆心 、 以 ?为 
半径 的 圆 相交 于 4、 
B3; 以 04 的 中 点 C 
为 圆心 、C4 为 半径 
人 的 贺 与 BC 相交 于 忆 。. 以 了 为 加 心 、 BD 为 


二 5O 
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半径 的 图 与 相交 于 也. 在 4 福 上 取 ZN 一 BEO 的 平分 线 的 交点 为 T[，~BBF、 
一 下 放 , 设 下 放 的 中 点 为 卫 , 下方 的 中 点 为 @，| 一 2BBHD 的 平分 线 的 交点 为 0, 则 连结 07 的 


则 OF 、OP、OZB 、09 将 直角 40P 五 等 分 ， 
理由 是 : 

也 也 一 万 站 = BO--CD=VO 形 0 -CD 

> /5 
-Ve2+( 人 2 ) 一 吾 一 一 于 一 7 
因此 ， 纺 B 玉 是 半径 为 少 的 圆 的 内 接 正 十 边 
形 的 一 边 ， BO 刀 一 360。10 一 36。， 
“， .408=90*- 36*x3=18， 
(一 90* 二 5) 。 

注 设 z=43 是 以 "为 
半径 的 圆 的 内 接 正 十 边 形 的 
一 边 ,而 0O4=05=>。 设 点 
C 使 
/40OC= -0O40= CO4B 

一 36". 
因为 B4 与 圆 D4C 相 切 ， 所 以 
4B? 一 BO0.BO。 
22 一 人 (7 一 0)， 


0 


天 而 
-到 十 IO 一 从 一 0。 


v5-: 


人 一 


2049. = 和 分 下 到 形 的 上 

解 设 408B 为 正 
五 边 形 的 外 角 ,， 以 O 为. & 
圆心 .O4 为 半径 作 圆 弧 D 
4DB,， 则 


360。_vo。 
LA4OB 一 -5 一 72 下 


7。 


全 


因此 ， 设 三 等 分 4OB 的 一 条 直线 为 0 也 
则 

/DOB=72" 二 3 一 24。。 
所 以 号 了 为 圆 0 的 内 接 正 15 边 形 的 一 边 . 根 
据 问 题 2595, 取 BDP、Do 和 C4 等 于 贺 O 的 
内 接 正 本 边 形 的 一 边 即 可 解 . 

2050. 已 知 两 条 不 相交 的 线段 4B、.CPD， 
不 利用 它们 的 交点 ， 作 Se 
等 分 它们 的 夹 角 的 直 
. 解 [ 作 图 ] 作 与 站 
453、CD 相交 的 任意 直 ”CC- 一 
线 如 玉 ， 设 业 .4 瑟 万 、 上 


真 线 就 是 平分 4B、CD 的 夹 角 的 直线 。 

[证 明 j 延长 B4、DPO,， 设 交点 为 一。 因 
为 人 0 分 别 为 全 的 4 心 和 旁 心 所 以 
O7 等 分 ~P。 

2051. 不 延长 已 知 线段 4B， 过 端点 妃 
作 它 的 垂 线 . 

解 [ 作 图 ]. 以 4B 的 垂直 平分 线 上 的 任 
意 一 点 0 为 圆心 , 以 OB 
为 半径 作 圆 , 设 过 4 的 直 
径 的 另 一 端 为 C, 则 Se 
所 求 直线 。 

[证 明 ] 因为 4C 是 直 垦 


径 ， 


.4BC 一 一 PR， 
2052 . 


它 的 垂 线 . 
解 ，[ 作 图 ] “在 已 知 直 线 上 任 取 两 点 4、 
,以 这 两 点 为 图 心 分别 
以 LC、BC 为 半径 作 两 个 
圆 , 设 它们 的 另 一 交点 为 
D, 则 CD 即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] “CD 为 两 个 加 
的 公共 弦 ， 它 与 连 心 线 
4B 垂直 ， 因 此 CD 为 所 求 垂 线 . 

2053， 过 已 知 点 P，. 作 已 知 直线 4 的， 
平行 线 . 

解 [ 作 图] 在 .43 上任 取 一 点 C， 连 结 
CP. 以 C\P 为 圆心 ， 
分 别 作 以 PC 为 半径 
的 两 个 圆 . 设 以 C 为 
圆心 的 圆 弧 与 _4BB 相 
交 于 4. 在 以 也 为 加 “ 拉 了 
心 的 圆 弧 上 取 弦 C9 一 P4， 连 结 PQ, 则 P@ 
为 所 求 直 线 . 

[证 明 ] ”根据 作 图 ， 


4B1BC. 
从 已 知 直线 4B 外 的 一 点 C 作 


在 两 个 等 圆 中 ，Z24 = 


_@0， 它 们 所 对 的 加 局 角 相等 。 


.…，L 人 PCO4= -COCF9, PO1 4 
2054. 由 已 知 点 一, 向 两 条 已 知 直线 c、 
5 作 相 等 的 线段 PCO、PZ， 使 所 形成 的 角 
CZ 妨 等 于 已 知 角 c。 
解 [分 析 ] 设 此 题 已 解 出 。 PFC、 万 为 
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所 求 的 两 条 线段 ， 则 人 PEC 为 ~BEPCO 等 于 
已 知 角 w 的 等 腰 三 角形 , 所 以 它 的 形状 一 定 . 
点 己 的 位 置 已 知 ， 点 如 在 已 知 直线 丸 上 , 根 
据 问 题 1862, 点 C 的 轨迹 是 一 条 直线 。 因 此 
这 个 轨迹 和 4 揭 交 点 C 的 位 置 可 定 。 


如 下 : E 
[ 作 图 ] ”出 点 也 向 

已 知 直线 5 作 垂 线 .。 人 

DPUM, 以 PHL 为 一 边 ，. 

作 顶 角 忆 等 于 已 知 4 一 M 上 


角 w 的 等 腰 三 角形 .PMN。 过 六 作 垂直 于 
PN 的 直线 ， 它 与 直线 4 的 交点 为 C。 对 于 
PN 而 言 ， 在 PM 的 同 便 ， 过 书 作 与 PC 的 
夹 角 为 ax 的 直线 ,与 五 交 于 点 瑟 , 则 PO、F 
为 所 求 线段 ， 

[证 明 ] ”参考 问题 1862. 

2055. 由 已 知 角 B4C 的 _ 边 4B 上 的 
点 乙 ， 向 40 作 直 线 P9@， 使 4PQ 等 于 
49P 的 三 售 , 

解 分析 ] 设 所 求 直 线 PQ 已 求 得 ， 在 
49 上 取 点 马 , 使 BP 一 B9, 则 

APB4=3AP94= 4PR， 

汪 4P 一 4LR 
因此 可 作 图 如 
下 

[ 作 图 ] 在 40 
上 点 4 的 两 个 wy Fe 
取 点 也 、 忆 ,使 
-4 有 一 .4 忆 一 484， 在 4R、47 的 延长 线 上 各 
截取 59 一 PE，B'Q' 一 PR'。 连结 pe@、Po， 
则 P@ 和 P9' 为 所 求 直线 。 

2056。 有 由 条 已 知 直 线 ， 其 中 任何 三 条 
不 过 同一 点 ， 任何 两 条 都 不 平行 从 一 点 作 
。 这 四 条 直线 的 垂 线 ， 
使 重 足 都 在 一 条 直线 
上 


解 [ 作 图 ] 设 已 
知 直 线 的 交点 为 全 
B、C、D、 怠 、F， 则 
在 这 六 个 点 中 的 任意 
三 点 所 构成 的 两 个 三 角形 _ 4BD、DB 太 的 外 
接 四 相交 于 0, 则 O 为 所 求 点 。 

f 证 阴 ] 设 由 O 向 直线 4B、4D、DZ 到 
所 作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 了 、@、 屯 、 8， 根据 西 
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摩 松 定理 已 9、 瑟 在 一 直线 上 , 同样 9 、 忆 、S 
也 在 同一 直线 上 。 因此 已 9、 及 、 仿 四 点 共 
线 。 
2057. 在 两 条 已 知 直线 了 、 了 之 外 有 一 
点 4 由 了 上 的 一 点 己 作 了 的 垂 线 P9, 使 
DO= 4. 

解 ” 设 点 4 关于 互 的 对 称 点 为 4， 作 过 
4、4' 且 与 直线 了 相 切 
的 圆 ( 见 问题 2818), 设 
圆心 为 卫 . 由 疡 向 直线 
了 作 垂 线 P@, 则 

DO 一 P4 一 P4' 
由 于 4、 才 关于 已 知 直 
线 互 对称, 因此 三 在 屋 .  . 
上 ， 故 2、P4 为 所 求 直线 。 

2058. 两 条 已 知 直线 屋 、 了 外 有 一 已 知 
点 如 由 互 上 的 一 点 卫 作 直线 P9， 使 它 与 
直线 了 的 夹 角 为 w 且 PRQ=P4， 

解 [分 析 ] ”假定 此 题 Eee 设 0 
24 为 所 求 直线 。 设 直 线 
马 与 了 的 交点 为 召 , 以 忆 
为 圆心 、 P9 为 半径 作 圆 ， 
过 召 作 圆 的 切线 刀 瓦 , 囊 
为 切 点 。 则 在 APB9 中 
9 一 a( 已 知 )， 2 
APB= 二 人 TFT (已 知 ) 
因此 APZB9 的 形状 一 定 ， 


:所 以 EBP 为 定 值 。 因 .P9=2 万 ， 所 以 


2 了:2 也 是 定 值 . 且 已 瓦 再 一 90"。 直角 
三 角形 研 召 好 的 形状 一 定 ，. AP 号 的 大 小 - 
一 定 。 因此 必 豆 也 为 已 知 直线 ， 将 吾 瓦 叫 


-做 瑟 Q, 则 本 题 便 成 从 互 上 的 一 点 已 作 已 知 


是 尼 G 的 垂 线 2 瑟 ， 使 忆 瑟 一 P4， 所 以 本 
归结 于 上 题 。 


己 , 作 与 已 知 平行 线 相 交 的 直 


- 线 


2059。 过 已 知 点 忆 ， 作 一 直线 与 两 条 已 


; 知 平行 线 4B、CDP 相交 , 使 它 在 4B、CD 之 


闻 部 分 的 长 为 已 知 长 a。 
解 [ 作 图 ] 在 4B 上 任 取 一 点 至 ， 以 如 
为 圆心 、c 为 半径 作 圆 弧 ， 与 CD 相交 于 也 .- 


,，G。 连结 BE， 厂 6G， 由 卫 作 它们 的 平行 线 
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石和、PR， 即 为 所 求 
直线 (问题 2083) . 

[证 明 ] 因为 9 允 
1 民 F，@BR1N 3F， 所 
以 @RF 太 为 平行 四 . 
边 形 , 9 及 一 互 太一 0. 

同样 @ 一刀 G 一 a。 

[讨论 ] 由 如 向 CD 作 垂 线 吾 互 ， 

当 a> 刀 如 时 , 有 两 解 

当 = 马 妃 时 ,有 一 解 ; 

当 &< 卫 万 时 ,无 解 . ， 

2060. 过 已 知 点 4 作 两 条 互相 重 直 的 
直线 ， 使 它们 在 另 一 已 知 直 线 上 截取 的 线段 
BO=a(a 为 已 知 线段 长 ) . 

解 [ 作 辆 ] 在 已 知 直线 上 截 XZ-a， 以 
和 Z 为 直径 ， 
作 半 圆 PXT 了。 
过 4 作 开 了 的 
平行 线 ， 设 与 人 
半圆 相交 于 点 忆 。 由 4 分 别 作 PX、PTZ 的 
平行 线 ， 与 直线 TY 相交 于 妈 、C， 则 4 有 B、 
40 即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 人 A4BC2A 人 PXT， 

.BO 一 开 了 一 a。 
区 ~.B4Om 尼 。 

[讨论 ] ”根据 点 4 到 BC 的 距离 是 小 于 、 

等 于 、 还 是 大 于 已 知 线段 的 一 半 ， 决 定 从 4 


A ， P 


所 作 7 的 平行 线 与 半圆 是 相交 、 椒 切 、 还 | 


是 不 相交 , 因而 有 两 解 、 一 解 、 无 解 . 
2061. 已 知 平行 线 又 、2 和 一 个 点 书 ， 


作 两 端 在 子 、2 上 上、 长 度 为 已 知 长 & 的 线段 .| 


4P, 日 使 P4=PB. 

.- 解 [ 作 图 ] 过 己 及 的 直行 线 二 < 在 
马上 取 式 点 , 以 
4 为 圆心 、% 为 
半径 作 圆 弧 ， 与 
2 交 于 点 Br 

4 的 垂直 平分 线 (4 本 的 董 直 平分 线 ) 与 
BPY 交 于 点 P(P' 小 则 AP'4'B(AP''4B0) 
为 等 晒 三 .角形 ，4B' 43 )= 一 4。 由 王 作 
P4(P' 4 的 平行 线 , 与 忌 交 于 4(41)， 由 
卫 作 (P'B') (P"B") 的 平行 线 , 与 各 相交 于 
下 (B)， 则 4B(41B1) 即 为 所 求 直 线 。 

.让 证 明 ] 省 略 .. 
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[讨论 ] 当 环 和 2 的 距离 4<a 时， 有 两 
解 。 当 d=a 时 , 若 卫 与 互 、G 等 距离 , 则 有 
一 解 , 否则 无 解 。 当 >c 时 ,无 解 。 

2062P. 忆 知 平行 线 发 和 了 , 4 为 辟 、 工 
之 间 的 一 点 。 过 4 作 互 相 垂直 相交 的 两 条 
射线 4B、40, 与 人 了 分 别 交 于 点 及 CO, 使 
线段 BC 的 长 等 于 已 知 线段 鸭 。 

解 “[ 作 图 ] 在 了 X、 工 之 间 任 意 位 置 上 作 
线段 BC 一 和 、B B B， 

(可 向 两 个 方 X 
向 截 到) 作 以 
瑟 C' 为 直径 的 2 

圆 , 与 过 4 所 

作 广 、 了 的 平行 线 相 交 于 4. 由 4 作 42， 
4C 的 平行 线 , 设 与 怀 . 了 的 交点 分 别 为 双 
C, 则 4 号、4C 即 为 所 求 射线 。 

[证 明 ] 酷 . 

[讨论 ] 当 人 7Y 的 距离 < 和 时 , 有 四 解 ? 
当 = 和 时 ,有 两 解 ; 当 G> 祝 时 ,无 解 。 

2063， 以 已 知 点 4 为 圆心 作 圆 , 与 已 知 
两 平行 线 双 分别 相 交 于 如 、C, 使 BC 一 1OC 
为 已 知 长 ) 。 

解 [分析 ] 


假定 符合 条 件 的 线段 BC 已 


作出 ， 将 图 形 按 与 平行 的 方向 平移 任意 距 
离 ， 设 4 移 至 4 处 BC 移 至 PIC 处 则 
BiC 一 5 BiCi 是 以 4 为 圆心 的 阁 的 弦 , 4.4 
内 此 , 作 图 如 人 下. . 


1 z。 


[ 作 加 ] 以 2 上 任意 点 81 为 圆心 ，? 为 半 


_ 径 作 圆 ,与 y 相交 于 C1。ZBiCi 的 垂直 平分 线 


和 过 4 与 了 平行 的 直线 相交 于 丸 。 以 4 为 
圆心 、4B: 为 半径 作 圆 , 与 入 9 分 别 相交 于 
有 刀 O, 则 至 C 是 所 求 点 。 

[证 明 ] 以 4 为 圆心 ，4Bi 为 半径 的 圆 
过 人 C 并 与 久 _ 9 相交 于 Bt CU BIO 一 7。 以 
4 为 圆心 、4'Bi 为 半径 的 男 , 是 把 贺 4 沿 与 . 
己 平 行 的 方向 平移 距离 为 44， 因 此 , 与 从 
4 相交 所 截 得 的 弦 BO(=.B:OD =!。 

E 讨 论 ] 圆 4 截 久 得 弦 BO 和 BO 所 
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以 有 两 解 。 因为 以 1 为 圆心 、; 为 学 径 的 贺 
与 V 昌 有 了 现 个 交点 Ci 和 Ci 但 用 BIOC1 作 图 
所 得 结果 与 用 BliC1 作 图 的 结果 一 致 . 

当 ? 等 于 和 之 间 的 距离 ，4 在 zx、2 的 
正中 间 , 此 题 有 无 数 个 解 。 当 1 小 于 入 9 之 
闻 的 距离 ,或 与 入 4 之 间距 离 相 等 ， 但 4 
不 在 和 3 的 正中 间 , 不 可 能 作 图 。 其 他 情况 
下 有 两 解 。 

2064. 有 有 息 、 乙 两 组 平行 线 ， 它 们 的 交 
点 依次 为 4、 五 、C、， 由 已 知 点 一 作 一 直 
线 , 使 它 在 甲乙 两 组 平行 线 之 间 的 两 部 分 相 
等 。 

解 ”[ 份 析 ] 假定 所 求 直 线 已 作出 ， 它 在 
甲 、 乙 两 组 平行 线 之 间 
的 部 分 五 克 一 瑟 G， 则 
五 G 一 刀 万 (或 刀 瑟 一 下 G); 
人 五 GD 与 人 也 如 巨 ( 或 
A 人 万 B4 与 AFGO) 的 三 
个 角 分 别 相 等 ， 所 以 这 两 
个 三 角形 全 等 。 因 此, 连 人 中 上 
结 顶点 五、 也 (或 人 4) 的 直线 与 王 平行 。 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 贺 ] 过 己 作 两 条 直线 分 别 与 BDP、4C 
平行 , 则 这 两 条 直线 即 为 所 求 的 直线 。 

[证 明 ] 略 。 

2065,， 已 知 两 平行 线 及 戏 和 另 一 条 直 
线 N,， 过 已 知 点 书 作 直线 使 与 五 M、N 分 
别 交 于 4、 下、C， 且 4B:OP 一 和 o:2 (23 为 
已 知 比 ) 。 

解 设 荆 和 相交 于 4， 过 4 作 ZPo 的 
平行 线 ，、 设 它 与 过 己 与 六 平行 的 直线 相交 
于 书 , 与 允 相交 于 五, 则 4B':P4 一 4B: 
EC 一 双 :2。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 44 作 政 的 重 线 4D， 在 了 D4 
的 延长 线 上 取 点 忆 ， 
使 4D:4 奋 一 M2 :7 
过 召 作 加 P'V/ 二 和 
过 一 且 与 交 平 行 的 
直线 相交 于 已 ， 则 过 
卫 且 与 已 4 平行 的 “ 
直线 PC4LB 即 为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 和 人 A4DB coA4LTBP/。 
因此 4 站 :4 至 一 .4 BO4P 
但 “4PI=OP，4'DB' 一 4 
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"4B:CP 一 .40B'I4IP 

一 4 也 :4 万 一 入 :7。 
2066. 设 了 ZX、 了 了 "为 互相 平行 的 两 
条 直线 ， 呈 为 下 和 上 的 一 个 已 知 点 。 关于 


. 习 台 在 了 Z" 的 异 侧 有 一 已 知 点 4。 过 4 作 


一 直线 ， 使 它 与 瑟 怀 、 了 了 ee P、9， 
且 E9=9D. 

解 求 4 关 于 了 YY' x 
的 对 称 点 4 设 B4， 
与 ZZ' 相交 于 点 @9， 
49 与 了 X' 交 于 点 了 ， 
则 直线 4P9@ 为 所 求 
直线 .理由 是 :4 和 4 . 。 
关于 了 Y" 对 称 ,所 以 人 

AL4QZ' 一 4097， 

担 演 区 1 至 汕 

4 人 了 一 有 一 49QY' 一 
六 此 PE9= ~BP9， 

'，PO@=95. 

2067. 已 知 习 X'、ZY' 为 两 条 平行 直 
线 , 召 为 YY' 上 的 一 点 ,点 4 和 点 已 在 验 并/ 
的 异 侧 。 过 4 作 直线 分 别 与 互 和 "、 了 YY' 相 
交 于 CD, 使 BD=CD。 

解 ” 假 定 此 题 已 解 出 ，4CD 为 所 求 直 线 ， 
则 


.BF9. 


DBD=CD，… DOB=D5O。 

” 互生 1 了 了 

DBOmBOX'。 

设 4B3 和 三 和 的 交点 为 ， 本 的 平分 

线 CZF 与 4 允 的 交点 为 万 ， 

则 4 五 、 吾 、 瑟 成 调和 点 

列 。4、 玖 互 为 已 知 点 ， 

所 以 五 也 为 定点 。 因 
TOB 一 一 忆 ， 

设 以 了 B 为 直径 的 圆 ， 与 

移交 相交 于 C.4O 与 也 Z/ 

交 于 点 刀 则 4OD 为 所 求 直线 。 

2068.， 在 上 题 中 ,使 DO:DB 一 和 :0。 
解 假定 此 题 已 解 的 
出 ，DCO:DB=M:2。 在 
DO 或 其 延长 线 上 截取 
DBPB' 一 DB, 则 DO:DB' 
一 DO 了 DB 一 7 :人 。 但 
民 人 了 了 已 知 ， 且 互 


YY 站 
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相 平 行 ,所 以 使 

DO:DB' 一 名 3% 的 点 如 的 轨迹 为 定 直线 
也 M。 因 此 不 用 和 ZX， 以 ZM 和 了 7, 与 上 
题 一 样 , 求 点 如 使 DB=DB' 即 可 。 

2069. 已 知 &、2 为 两 条 平行 线 ，a 上 有 
一 定点 4, 过 平行 线 外 的 已 知 点 王 作 直线 与 
人 和 分别 相交 于 瑟 了 ,使 4 和 一 47。 

解 [分 析 ] 假定 
所 求 直 线 PXT 已 作 
出 ,4 已 王 .4 了 。 设 过 “ 
有 了 的 中 点 政和 点 
又 的 直线 与 密 相 交 于 
9, 则 49 PT7, 显 然 
开 为 49 的 中 点 ， 因 此 人 249q 是 等 腰 三 角 
形 ，E4 一 P9， 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] ”以 卫 为 圆心 , 以 P4 为 半径 作 圆 ， 
设 此 圆 与 直线 妨 相 交 于 以 9 ， 则 连结 49、 
49' 的 中 点 开 、 对 ' 与 点 王 的 直线 PXT、 
了 人 了 " 即 为 所 求 直 线 。 

2070. 已 知 平行 线 也 X' 和 了 了 Y' 外 的 一 
点 P, 点 4 在 X' 上 。 过 己 作 -一 直线 与 
五 允 、 了 了 ' 分 别 相 交 于 至 C， 使 4B:4C= 
2723M2。 

“ 解 ”假定 此 题 已 解 出 ， 设 PBC 为 所 求 直 
线 ，F4 的 延长 线 与 了 
YY' 交 于 点 刀 。 因 为 
避 玉 了 了 ， 定 为 已 x yw 
知 点 ， 所 以 4P:DO= 
P4:PD( 一 定 ) . 

设 P4:PD=p:9g， YD 
则 4B:DO 一 2D:9，4B:4O 一 人 72 

.…。 DO= 人 4DB，40= 卫 4 了， 
吧 72 


(一 定 ) 


且 人 水 了 为 定点 。 因 DO:40 一 定 , 所 以 点 C 
的 轨迹 是 阿波 罗 尼 斯 贺 。 即 以 连结 将 4D 内 
分 和 外 分 成 mg;7i2 的 两 点 的 线段 为 直径 作 
圆 ,与 了 Z” 相交 于 C 《一 般 有 两 个 交点 )。 则 
EC 为 所 求 直线 ， 

2071，， 在 两 条 平行 线 上 各 有 一 个 定点 4 
和 吾 ， 过 已 知 点 O 作 直 线 ， 与 两 条 平行 线 
相交 于 挟 了 ,使 4 到 、BY 的 和 等 于 已 知 长 


22。 


昌 一 -2Q 
因而 DO:4C 


第 四 编 作 图 丁 


解 [分 析 ] 设 所 求 直线 为 0ZZ, 在 BZ 

的 延长 线 上 取 点 0， 

使 BTZ 二 OY 一 人 。 连 

结 C4， 则 4C、 开 也 
的 交点 蚊 为 4OXT 
的 中 点 ,所 以 2 点 为 
所 求 的 点 。 

[ 作 图 ] 取 C 点 使 BC 一 my, 连结 40 的 中 
点 至 和 已 知 点 O，MO 与 两 条 平行 线 相 交 
于 习 、 卫 则 直线 OZ 为 所 求 直 线 。 又 ,可 
以 在 点 号 的 另 一 侧 取 点 C， 再 用 同样 的 方法 
求 得 直线 0O 层 了 '。 因 此 本 题 一 般 有 两 解 . 但 
须 注意 ,根据 奴 妃 的 位 置 ,有 时 和 变 成 差 。 

2072， 已 知 丈 ， 了 工 工 " 是 两 条 平行 线 ， 
4， 号 为 互 到 、 了 YY 之 外 的 两 个 定点 。 在 
了 Y' 上 求 点 也 设 4P、BP 或 它们 的 延长 线 
与 瑟瑟 ' 的 交点 分 别 为 信也 使 AP@ZR 的 面 
积 等 于 EC32， 

解 [分 析 ] 假定 此 题 已 解 出 ， 忆 为 所 求 
点 。 由 4 向 六 和 ' 作 垂 
线 4 刀 ， 它 的 延长 线 与 
了 了 ' 相交 于 点 瑟 . 和 XXX、 

"是 已 知 平行 线 ，4 
为 已 知 点 ， 所 以 也 如 的 
长 度 一 定 。 但 

Sapep 一 到 @R 万 ， 


且 刀 好 为 定 长 , APQR 为 一 定 ， 所 以 BR 为 
定 长 。 设 它 的 长 为 o， 由 44 作 瑟 互 ' 的 平行 
线 ， 与 BP 的 延长 线 相交 于 C， 因 为 40/ 
9P, 所 以 95:4O 一 也 了 :4 刀 ， 由 于 @R 为 定 
长 , Z:4 刀 一定, 所 以 40 的 长 度 一 定 。 

[ 作 图 ] 由 4 作 允 的 垂 线 4D， 延 长 
4 与 了 了 的 交点 于 召 。 因 为 定 面积 是 互 2 


所 以 求 寺 DB 和 互 的 第 三 比例 项 各。 再 求 


DR、4 及 加 的 第 四 比例 项 wm。 由 44 作 瑟 忆 ， 
的 平行 线 ， 在 其 上 面 蕉 取 LO 一 7 连结 BC， 
BO 与 了 ZZ' 和 ZX' 相交 于 刀 克 。 又 连结 4P， 
4 书 与 联 X' 相交 于 @， 则 人 52 为 所 求 的 
三 角形 , 
上 证 明 ] Sapop 一 避 @BR.DD 刀 ， 
@R _ 疙 可 作 


和 -5 太一 W 


。 中 有 一 妨 ， 
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又 于 也 尼 . 和 rn 一 互 29 


CApap 一 到 2。 

[讨论 ] 在 过 4 与 飞 忆 ' 平行 的 直线 上 取 
点 C 时 , 因 方 向 不 同 有 两 个 解 ， 

2073， 已 知 4B3 和 CD 为 两 条 平行 线 ， 
卫 为 此 两 直线 外 的 定点 。 在 4B、.CD 上 分 别 
求 点 及 媚 ， 使 P 刀 一 PZ， 且 吾 N 荆 (二 为 
已 知 直 线 ) 。 P T， 

解 [分 析 ] 假定 YYZ 
点 至 、 刀 已 求 出 ， 连 人 
结 马 FF， 由 三 作 五 
的 垂 线 PO,，PO 或 它 
的 延长 线 与 4B、CD 
相交 于 G、 互 . 因 瑟 刀 一 P7 ,所 以 TO= 30. 
GO 一 互 O。 又 因 瑟 下 1 工 , 所 以 PPO 工 。 故 
可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 卫 作 与 工 垂 让 的 直线 PG 互 ， 
与 4B、CD 交 于 点 G、 瑟 , 求 G 瓦 的 中 点 0， 
过 0O 作 瑟 不 1 琅 B 与 4B、0CD 相交 于 了 鸡 、 
也 , 则 到、 万 为 所 求 点 。 

2074. 如 图 ， 在 河 的 两 岸 有 人、 瑟 两 栋 
房子 。 要 在 这 条 河上 架 兢 
一 座 桥 ， 使 桥 的 两 端 与 
4、 互 两 栋 房子 的 距离 
相等 。 求 桥 的 位 置 。 设 . -区 
河 的 两 岸 平行 ， 且 桥 与 
河岸 委 直 . 

解 设 河岸 为 a 3。 呈 

[ 作 贺 3 过 五 作 ?的 垂 线 ， 在 垂 线 上 取 C 
点 ， 使 30 与 河 的 宽度 相 
等 ,40 的 垂直 平分 线 和 = 
的 交点 为 P, 由 王 向 2 作 
重 线 ， 其 稚 足 为 9, 则 一 、 
@ 即 为 所 求 桥 的 两 端的 位 
轻 。 ; -一 
[证 阴 ] 因为 BO/9@P， 3 
BO=9P;: 所 以 四 边 形 BCPQ 为 平行 四 边 形 。 
因此 59=CP, 但 已 在 40 的 垂直 平分 线 上 ， 
所 以 CP~4P, 因此 4P= 9， 


@@. 作 与 已 知 角 相 交 的 直线 


2075., 过 已 知 点 己 作 直线 与 已 知 的 三 
条 直线 OX .OFY、02 相交 的 点 分 别 为 4、 有 瑟 、 


工 过 


0 使 4DB=.BO。 

解 [ 作 图 ] 在 053 上 取 两 点 @、z 使 
0 一 98。 过 日 作 9 刀 
/OZ， 与 OFY 相交 于 
召 。 过 书 作 PP4 1 也 已 ， 
则 ?4 为 所 求 直 线 。 

[证 明 j 车 8 如 的 延 
长 线 与 0 相交 于 也 
则 根据 作 图 ,五 瑟 一 妃 D， 
且 D1/AP4。 


2076. 作 一 直线 与 三 条 已 知 直 线 OX 
OFY、02 相交 于 点 4、 瑟 、C， 使 4C= 1 ( 定 
长 ), 且 4B= B0. 

解 根据 上 题 作 图 ,在 07 上 任 取 一 点 可 
过 召 作 直线 分 别 与 
OX、 023 相交 于 也 
也 , 使 如 7 一 吾 D。 在 
了 或 它 的 延长 线 上 0 
取 G 一 王 % 过 G 作 


OF 的 平行 线 ,与 O 习 


C、Z 
相交 于 4. 由 4 作 子 BD 的 平行 线 , 与 OF、 
02 分 别 相交 于 吾 .C, 则 4 了:BO 一 万 刀 : 厂 D. 
但 歼 刀 一 吾 也 ， 所 以 4B= BC. 因 


4B=BG 一 互 2 


所 以 40C 一 !。 因此 ,4、 BC 是 符合 条 件 的 点 ， 
2077， 已 知 两 条 直线 苞 忆 .并 '' 相交 于 
O， 过 已 知 点 4 作 直 线 4P@， 与 忆 了 、 忌 ' 六 / 
相交 于 己 9, 使 OP:08= 思 :0( 定 比 ) 。 
解 ”[ 作 图 ] 在 OFY、 OZ' ee 
MON 一 % 过 4 
作 2WAN 的 平行 区 
线 即 可 .。 3 
证 明 ] 因为 
MNVYPe, 所 以 QY， 
OM:ON 一 OP:O9。 
因 OM:ON 一 :0 所 以 OP:O08= 罗 :2。 又 
在 NO 的 另 一 仙 截 取 ON'=%， 著 过 4 作 
妈 入 ' 的 平行 线 , 则 OP' :0O8' 一 入 :4。 
2078. 己 为 已 知 角 人 X4T 内 的 一 点 。 


456 


过 忆 作 直线 BPC 与 4X、47 相交 于 也 、C， 
使 PB:PO 一 和 :2 

解 [ 作 图 ] 过 卫 作 
4 的 平行 线 ， 与 4 怠 相 
交 于 也 ,在 也 人 上 取 点 也 ， 
使 TBD:D4= 和 :02. 延 长 
BP 与 4F 相交 于 点 C， 入 Y 
则 BZPC 即 为 符合 条 件 的 直线 。 

[证 明 ] ”根据 作 图 4C / PD. 

“， BP:PC=BD:D4 一 7M]10。 
因此 BPOC 为 符合 条 件 的 直线 . 

注 在 本 题 中 , 要 使 PB=PC, 只 要 使 刀 4 
一 也 B 即 可 。 

2079. 作 端 点 分 别 在 已 知 的 两 相交 直 
线 上 等 于 定 长 ; 的 两 条 线段 , 且 与 另 一 条 已 
知 直 线 平 行 。 

解 ” 设 相交 的 两 直 
线 为 4B、CD， 另 一 
已 知 直线 为 工 .过 CD 
上 的 任意 点 9 作 平 
行 于 荆 的 直线 , 在 它 
上 面 截取 G 刀 和 GF， 都 等 于 !。 过 有 刃 、 五 作 
平行 于 CD 的 直线 ， 分 别 与 4 已 相交 于 4、 
巨 。 再 过 4、 召 作 平 行 于 工 的 直线 与 CD 分 
别 交 于 点 C\、D,， 则 4C、BD 为 所 求 直线 . 其 
理由 是 : 根据 作 图 4CG 下 和 BDGZ 都 是 平 
全 四 边 形 ， 所 以 4C 一 G 刀 =， 万 站 一 G 有 一 2 
而 且 互 下 /了 因此 4C、 她 D 为 所 求 线段 。 

2080.， 忆 为 已 知 点 ，4B、CDD 为 已 知 直 
线 . 不 求 4B、CD 的 交点 , 作 过 点 妃 和 此 交 
点 的 直线 . 

解 [分 析 ] 设 两 直线 的 交点 为 0, PO 和 
2DD 的 交点 为 @， 过 已 作 BD 的 平行 线 ， 与 
4B、CD 相交 于 五 、 忆 。 人 A 忆 
别 ， 

22 刀 :PP 一 9B:9D， 
且 PB:P8 为 已 知 比 。 
困 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 连结 了 BD, 过 “ 
点 一 作 2 了 的 平行 线 , 与 4B、CD 分 别 相交 
于 有 树 丈 ) 则 点 急 将 BD 内 分 为 QB:9D 一 PP 
:PEF。 连 结 PP、9， 故 直线 P9 为 通过 4 已 、 
CD 的 交点 O 的 直线 。 

2081。 过 已 知 点 书 作 一 直线 P4'B'， 与 


已 知 直 线 到 开 、 娘 相交 , 使 这 三 个 交点 与 已 
知 点 鼠 成 调和 
点 列 。 

解 过 点 书 
作 任 意 一 直线 
PP4'B'， 与 工 
开 相交 于 4、 
2 再 求 与 已 、 

、 瑟 "成 调和 点 列 的 点 C， 连 结 二 和 歼 的 
0 与 C 。 OC' 与 第 三 条 直线 广 相交 于 
CO, 连结 PC 的 直线 与 二 到 相交 于 4 则 
ZP4BC 即 为 所 求 直 线 。 理由 是 : 四 条 直线 
OP、 O4、 OB'、 OC/ 与 一 条 横 截 线 了 PC; 的 交 
点 成 调和 点 列 。 从 而 与 另 一 横 截 线 PC 的 交 
点 PP、4、 刀 和 C 也 成 调和 点 列 ( 殷 据 问题 
1482) . 

注 当 人 下 平行 时 ， 作 OC' 与 工 到 平 
行 即 可 , 

2082. 
4 瑟 ， 过 另 一 定点 书 
作 直 线 ， 与 已 知 两 直 
线 相交 于 从、 了 工 ， 使 
4 反 与 23F 的 比 等 于 
已 知 比 妈 :9。 

解 [分 析 ] 落 所 
求 直 线 王 实 荆 已 作 
出 . 设 天 交 的 交点 


M 


已 知 直线 也 到 上 各 有 一 定点 
R 工 


为 0, 圆 4ZBO、 X7O 的 第 一 交点 为 @@， 则 
~O4q9 = 2020. 
449 一 Be， 
又 /OX9= OF79. 
Auw4X&cA 人 9BT， 


Q4:9B 一 4 世 :B7 一 1。 
因 AO4B 的 外 接 圆 已 定 ，4、 为 已 知 点 ， 
94:4B 一 定 , 所 以 @ 点 可 求 出 (问题 1856) 。 
因 REY 一 OF (一 定 )， 所 以 
过 9 一 2 了 忆 一 94( 一 定 ) . 

因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] ” 设 直线 世 和 下 的 交点 为 C， 作 
人 AO4B 的 外 接 圆 ， 此 病 与 4 如 的 距离 之 比 
为 双 :% 的 点 的 轨迹 (阿波 罗 尼斯 加 ) 相交 于 
人 再 以 Z9 为 弦 , 在 49 与 A49B 的 同 便 ， 
作 含 有 角 2 一 人 4 的 弓形 弧 ， 它 与 工 
相交 于 所 , 则 直线 PX 即 为 所 求 直 线 。 
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证明] 略 。 

2083. 在 角 XOTF 的 两 边 OX、OZ 上 分 
别 有 定 点 4、 万 。 作 与 已 知 直 线 MAN 平行， 
与 OCX、OY 分 别 相 交 于 入 的 直线 CD; 使 
40= 了 BD。 

， 解 [分析 ] 设 所 求 直 线 C7P 已 作出 . 作 
以 0C4、CD 为 两 邻 边 的 平行 四 边 形 4CDPP， 
则 也 刀 = 40O=BD, 且 _BDZB=XOZ (一 


定 ) ,或 一 BDI 等 于 人 XOT 的 补 角 , 设 ~O 
的 平分 线 为 O08, 则 B 殖 或 与 O8 垂直 , 或 与 
O8 平行 。 因此 可 作 Y 
EN 

[ 作 图 ] 过 五 作 KAN 
ZXZOZ 的 平分 线 OF N 
的 垂 线 或 者 平行 线 ， 全 7 
与 过 4 所 作 ZX 的 
平行 线 相交 于 已 过 
召 作 OX 的 平行 线 ， 
九 作 MWN 的 平行 线 , 与 0X 相交 于 和, 则 CD 
即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 略 . 

[讨论 ] 若 2WN 与 OZX 或 O7 平行 时 ,无 
解 ; 车 2 与 0 平行 或 者 垂直 ,， 则 有 一 解 ; 
其 他 情况 下 有 两 解 。 


图 如 下 。 
了 
B PN 
、， 0 和 人 人 X 
与 O7 相交 于 巍 过 
2084.， 过 已 知 点 三 作 另 一 端 分 别 在 


OX、OZ 上 的 两 条 相 Y 
等 线段 ， 使 它们 的 来 吧 
角 为 直角 认 和 
解 _[ 作 图 ] 过 PP ofx 
作 OX 的 垂 线 ， 重 足 
为 4。 再 过 刀 作 与 
P4 相等 , 且 与 P4 重 
直 的 线段 PB; 过 五 
作 了 B 的 重 线 ,与 OZ 0 se 
相交 于 7; 连结 已 N， 4 的 
过 了 作 PN 的 垂 线 , 与 0 相 交 于 妈 。 则 
PM、PN 为 所 求 两 线段. 
[证 明 ] LMXPN 一 人 4PB 一 AZ。 
lMNP4=NPP， 
AP4M 一 -PPBN 一 一 环 ， 
P4= 2P， 
因而 AP4ME22APBN， 


PM=PN。 
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办 此 PM、PN 符合 题 意 。 

[讨论 ] 因此， 垂直 旦 等 于 线段 P4 的 线 
段 开 B, 可 以 在 书 的 两 侧 作 两 条 , 所 以 一 般 有 
两 解 . 

如 果 OZ 是 直角 ，2 与 OX、O7 不 是 
等 距离 时 , 则 无 解 。 如 果 一 XOT7 为 直角 , 已 
与 OX、OY 等 距离 时 , 则 有 无 穷 多 个 解 。 

2085. 过 已 知 角 瑟 OY 内 的 一 个 已 知 点 
4， 作 两 条 直线 4P、48， 与 0X、OT 分 别 
相交 于 了 PP、 9, 使 4PO=-490, 且 4P 十 
4 一 /。 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 直线 4LP、49@ 
已 作出 ,过 4 作 与 OCX、OZ 构成 两 个 等 角 的 
直线 , 分 别 与 OX、O7 相交 于 了 BC. 过 呈 作 
4@ 的 平行 线 , 与 C 立 相 
交 于 了 . 若 作 以 B4、 
2BD 为 两 邻 边 的 平行 
四 边 形 4BD 刀 ， 则 在 
A 人 95D 和 人 和 人 AP45 中 ， 

歼 D= 4， 
AQ@BD= -4C= -P4B， 
AQDE= -9@c4= PPB4， 

AQZTceAP4P， 
BO=4P， 
BD=B4= 9+94=-4P+T49=)1， 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 4 作 直 线 与 OX、OY 构成 等 
角 , 这 条 直线 与 OX 相交 于 好 ,与 OZ 相交 于 
C.， 然 后 以 瑟 为 圆心 ? 为 半径 作 珊 ， 与 OZ 
相交 于 也 . 从 4 作 2D 的 平行 线 与 OZ 相交 
于 纺 ， 作 直线 4P， 使 CB4P 一 0O49， 设 
4 与 08 相交 于 三 ， 则 4P、49 为 所 求 直 
线 


[证 明 ] 略 。 
[讨论 ] 根据 以 召 为 圆心 、? 为 半径 的 贺 
与 OY 相交 、 相 切 ， 或 者 无 公共 点 ( 设 由 吾 到 
OF 的 距离 为 & 则 ;>j，7 一 ) 或 3< 思 ) 本 题 
有 两 解 , 一 解 或 无 解 。 

2086. 已 知 过 同一 点 O 的 三 条 射线 
OX、O7Y、023， 试 作 一 直 
线 与 这 三 条 直线 相交 ， 使 
截 得 的 两 部 分 4B、ZBC 分 


人 
别 与 两 已 知 线段 四 4 相 XA 、 已 “> 


4 等 。 


- 季 58 
一 条 直线 上 取 4B' 一 mn 训 
弓形 弧 ， 设 它们 的 交点 为 CE 
以 把 AOL4'C' 移 到 人 和 OZ 即 可 . 即 在 0 交 、 

2087， 过 已 知 点 4 作 直 线 与 已 知 角 
解 [分析 ] 假定 此 题 已 解 出 . 设 CXOT 


解 设 XOYZ=c, ~Y025 一 8。 另外 ,在 
BO 一 以 4DB BCI 为 
弦 分 别 作 含有 ae、 8 的 
0 在 AOL4'C' 中 ,因为 4O'B'= XOY， 
OO'B' 一 20 .48 一 浆 ，BIO 一 7 所 
.0303 上 各 取 O4L=O0O24， 0O0=OO' 设 4C 与 
OZ 的 交点 为 妃 , 则 4BC 为 所 求 直线 。 
XOT 的 两 边 OX、OZ 相交 于 也 、C) 使 OB 
十 O0C=-2B0。 
的 平分 线 02 与 BC 的 交点 为 也 则 
OP _ OOC -0O2B+OO OB+OC _ 2 


也 一 本 77 三 TI” BO “ 工 
.OPD:7T 甩 一 3:1， 
因而 AOB7 可 定 , 故 9 
可 作 图 如 下 。 人 
[ 作 图 ] 在 OZ 上 


任 取 一 点 瑟 . 以 如 为 ”A< 
圆心 、 到 O 双 为 半径 
作 加 ， 与 0G 相交 于 尽 -YY 
下 9, 过 4 作 罗 8 或 刀 G 的 平行 线 , 与 0、 
OY 相交 于 也 、C (或 了 、00)， 则 4BC (或 
4BC0) 为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 辐 。 

[讨论 ] ”为 使 本 题 成 立 ， 直 线 O2 与 圆 至 
需 有 交点 。 设 过 召 作 O2 的 垂 线 的 长 为 刀 


当 % < 二 0 妈 时 ,加 如 与 08 有 两 个 交点 ,从 
而 此 是 有 两 解 。 当 一 于 0 妃 时 , 圆 刀 与 0Z 
相 切 ， 只 有 一 解 。 当 > 亏 0 也 时 ， 本 题 天 


解 . 

2088. 已 知 圆 0 和 两 条 直线 OX、OZ， 
求 作 贺 O 的 切线 4B 与 
OX、OZ 分 别 交 于 4、 了 万 ， 
使 4B 一 Mr。 

解 { 份 析 ] 设 圆 0 的 有 
半径 为 7， XOZ 为 Aa 
《已 知 角 ) ，4B 为 所 求 切线 , 卫 为 切 点 , 则 在 
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AO4 万 中 ，4B 一 加 ， 高 
OP=7，4OB 一 一 a, 因 
此 可 作 与 它 全 等 的 三 角 
形 。 故 可 作 图 如 下 。 A\ 鳃 jg 

[ 作 图 ] ” 作 线 段 4B' 一 m， 册 水 作 4B 
的 垂 线 , 在 垂 线 上 取 点 豆 使 4' 吾 =y, 过 五 
作 互 尼 ] 4'B'。 以 4B' 为 弦 , 在 互 玉 一 全 
作 含 /Ac 的 弓形 红 ， 设 与 瑟 忆 的 交点 为 0 
在 OX 上 截取 O4=O0O'L4 在 OZ 上 截取 OPB 
=0'B' 连结 4B, 则 4 也 即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 人 AO4B 和 AO'A4B'， 因 为 两 边 
与 夹 角 分 别 相等 , 所 以 它们 全 等 。 因 此 

4PB=4B' 一 轨 。 

设 在 AO4B 中 , 过 0 的 高 为 0D; 在 
AOL4'B' 中 过 0' 的 高 为 0D'。 则 OD= 
OLD，0'1= 万 4 一 7， 所 以 0OD=7. 因 比 
4B 为 圆 0 的 切线 ， 它 的 长 为 加 。 所 以 符合 


[讨论 ] ”与 4'3' 距离 为 和 的 直线 五 素 与 - 
以 4 已 为 弦 、 含 Ka 的 弓形 张 相交 时 , 有 两 
解 ; 相 切 时 有 一 解 ; 无 公共 点 时 无 解 。 

2089， 已 知 两 个 角 人 B4C 和 一 万 肌 了 ， 
向 已 知 方向 作 一 直线 ， 使 它 被 两 角 的 渍 边 所 
截 的 两 部 分 之 比 为 已 知 比 妈 :7%。 

3 上 作 图 ] 设 两 边 4C、 人 点 为 

过 @ 向 已 知 方 
0 与 
边 4B 相交 于 也。 


等 于 已 知 比 思 :xz 
过 4 作 4 区 /BOY， 设 4 环 与 边 瑟 D 交 于 
到 ,到 了 生 8 相交 于 8. 过 8 作 直 线 P9RS 
1 5O7,， 则 PRS 为 所 求 直 线 。 
[证 明 ] P9:BO=4P:4B， 
BRS:OYZ 一 和 XS: 工 了 。 
因 43、PS、B7 事 相 平行 , 所 以 
4P:45 一 XS:XYT7. 
因此 _PQ@:BO=PS:OZ， 
即 PO:ES 一 5O:OF 一 MX 
因此 PQRAS 为 所 求 直线 。 
[讨论 ] 如 果 五 与 如 重合 ， 王 不 在 卫 7 
上 时 , 则 无 解 ; 若 环 与 殖 重 合 , 了 在 百 太 上 ， 
虽 有 无 数 个 解 。 其 他 情况 下 有 一 角 。 
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2090， 已 知 角 ZOMN 和 已 知 罗 0O 上 的 两 
个 定点 4、 了 3. 在 圆 上 P，， 
求 一 点 一, 连结 P4， / 
PB, 其 延长 线 与 OZ、 
CM 交 于 点 环 . 了 , 使 


4 一 BT。 订 
解 [ 作 图 ] 由 刀 忆 
作 CM 的 垂 线 BZ'， 延 长 Z'B 与 圆 0 相交 


于 PR'， 在 P'4 的 延长 线 上 取 点 忌 ， 使 4Z， 
一 BZ,, 若 令 过 ' 作 4Z' 的 垂 线 , 与 CI 相 
交 于 X, X4 的 延长 线 与 圆 0 相交 于 了 P，PB 
和 CM 相交 于 卫 ， 则 卫 X、PY 为 所 求 直 线 . 

[证 明 ] 在 A4XX'、ABZY' 中 ， 

已 ' 叶 了 一 开 ， 人 和 4 人 (一 了 BT 

(人 PI4P 一 PPFP)，4Z 一 P/。 

*。 人 4 和 Z222A 人 BYZTY， 
4 式 一 B7 。 

[讨论 ] 若 由 碟 ' 向 4X' 作 垂 线 与 ZO 平 
行 ,无 解 ; 落 与 ZC 重合 , 有 无 数 个 解 ; 其 他 情 
形 恒 有 一 解 。 

2091， 过 已 知 角 X4T 的 平分 线 上 的 已 
知 点 卫 作 一 直线 , 使 它 被 角 的 两 边 所 截 得 的 
部 分 BC 的 长 等 于 已 知 长 a。 

- 解 “ 候 定 此 三 已 解 册 设 BC 为 所 求 直线 ， 
则 在 A4BC 中 ，BOC 为 
定 长 , 人 B4C 的 大 小 一 AS 

. 定 ， 且 L4 的 平分 线 和 
4D 为 定 长 ,所 以 A4BO 
(根据 问题 2307) 可 作 “ 头 SA 
出 。 因此 , 作 一 个 底 边 


为 o 顶 角 等 于 二 并 4 了 ， 及 

顶 角 的 平分 线 等 于 4 了 

的 三 角形 4/BCO'. 在 已 

知 角 的 一 边 4Z 上 取 BC 
4 了 =4'B'， 设 BD 的 延长 线 与 4 的 交点 


为 C, 则 BDOC 为 所 求 直线 。 

2092. 过 已 知 角 和 4 平分 线 上 的 已 知 
点 办 求 作 一 直线 ， 与 人 
4 和 相交 于 互 ， 与 了 4 
的 延长 线 相 交 . 于 C， 且 
DO=a。 

解 假定 此 题 已 解 2 
出 ，ZBC 为 所 求 直 线 ， 

则 在 A4ZBC 中 ，BC 一 2 


4 


7 
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@ ~B40 与 人 X4T 的 补 角 相 等 , 因 过 4 外 
角 的 平分 线 4D 为 定 长 ， 根 据 问 题 2303, 求 
得 底 边 、 顶 角 及 其 外 角 的 平分 线 的 长 度 ， 作 
Ad4BCO, 象 上 题 一 样 倒 过 来 作 图 即 可 。 

2093.， 已 知 O0X、OZ 为 互相 垂直 的 直 
线 , 卫 为 ~ 了 OZ 的 平分 线 上 的 点 。 求 作 点 到 
使 线段 民 PY 等 于 已 知 长 


解 ”假定 此 题 已 解 出 ， R 
一 AR, XZZ=I， 0 的 平 9 文 
分 线 为 定 长 ,所 以 此 题 归 结 于 河 题 2091。 

注 此 题 叫 做 帕 普 斯 问题 。 

2094。 已 知 角 一 王 4Z 和 一 点 一 。 过 忆 
作 直 线 , 与 4 和 X、4Z 相交 于 及 0, 使 4B 十 


LO 一 了。 A 
解 [分 析 ] 设 

PBC 为 所 求 直 线 , 作 1 

A4BC 的 外 接 圆 , 设 

/4 的 平分 线 与 圆 相 PSVUDBE 


交 于 也 ,由 也 作 4 坏 、 从 DY 
4F 的 垂 线 DB、DF， 则 


4 47 一 地 (4 十 40) = 壮 和 


《根据 问题 886) 
因此 了 吾 卫 全 也 的 位 置 也 可 定 ， 


且 “BOD= 54D= 半 4， 所 以 可 作 图 


如 人 下。 
在 4XK、4Z 上 各 取 4 瑟 、4 等 


于 去 me 过 玛 卫 分 别 作 4X、47 的 重 线 ， 
两 重 线 相交 于 刀 。 以 卫 D 为 纺 作 含有 忌 C4 


的 弓形 弧 , 设 它 与 4Z 相交 于 C, 则 Po 为 所 
求 直 线 。 

2995. ”过 已 知 点 卫 作 与 已 知 角 ZKOZ 
的 两 边 OX、O7 相交 于 4、 ,五 的 直线 ， 使 04 
~OB=I。 

解 [分 析 ] 设 04 
一 0B 一 1，P4B 为 所 求 
直线 。 (Z" 为 了 CO 的 延 
长 线 上 的 一 点 ) AO4B 
的 外 接 圆 与 点 上 的 外 
角 民 O7Y' 的 平分 线 相交 
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于 0, 从 0 向 OX、OF" 所 作 垂 线 为 CD CE， 
则 


OD-OB 一 部 (04-OB) =- 去 ?， 


点 CO 的 位 置 可 定 . 且 CO、O、 丈 四 点 共 贺 ， 


了 


所 以 ~CB4=AC04，~CO04 一 定 。 若 令 
CO04=a( 即 ~XOYZ' 一 32, 当 卫 在 Pi 的 
位 置 (一 XOF' 的 内 部 ) 时 ， 或 在 Ps。 的 位 置 
(<XOY 的 内 部 ) 时 ， 则 <CBP 一 -CCB4 一 
ww。 又 当 己 在 Ps 的 位 置 (OF 的 内 部 ) 
时 , 则 CCBP=180。 一 “CCB4=180" 一 o, 故 
无 论 在 哪 种 情况 下 ~CBP 一 定 。 因此 可 作 
贺 如下。 

[ 作 图 ] 《iD 当 O4-OB = 时 ， 设 ZO 


延长 线 上 的 点 为 了 在 OZ' 上 取 OB 一 豆 妃 


由 作 O 刀 的 垂 线 与 ~XOZ' 的 平分 线 相 
交 于 C. 若 一 在 瑟 或 书 的 位 置 时 , 则 以 PCO 
为 弦 作 含 c (OZ' 的 一 半 ) 的 弓形 驱 ， 落 
忆 在 Ps 的 位 置 时 ， 则 以 PC 为 弦 作 含 180” 
一 % 的 弓形 驱 。 这 样 作出 的 弧 与 边 OZ 的 交 
点 为 刀 , 则 连结 PP、B 的 直线 PPB 即 为 所 求 直 
线 。 

(ii) 当 OB--O4= 7 时 。 人 
对 称 点 为 C, 若 忆 在 已 
的 位 置 上 ， 则 以 PC' 为 
纺 ， 作 含 180*。-a 的 弓 
形 弧 ; 若 忆 在 P 或 Ps 
的 位 置 时 ， 则 以 PC' 为 器 
弦 , 作 含 x 的 弓形 弧 . 这 
样 作 出 的 弧 与 OX 相交 于 4， 
为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 根据 分 析 已 很 明显 , 故 省 略 。 

[讨论 ] 以 Po 为 弦 作 含有 w 或 180" 一 ac 
的 弓形 又 时 , 不 与 人 OF 的 边 OY 相交 时 ， 
则 在 04 一 OB=; 的 情形 下 , 无 解 . 以 PC' 为 
弦 ， 含 有 180" 一 x% 或 w 的 弓形 弧 不 与 0 于 相 
交 时 , 则 在 OB 一 0O4=! 的 情形 下 , 无 解 。 一 
般 在 04--OB=:1 和 OB--04=;7 的 情形 下 ， 
有 两 个 解 。 但 有 时 其 中 一 个 无 解 , 有 时 两 个 
都 无 解 。 

2096. 过 已 知 角 六 OY 内 的 已 知 点 忆 ， 
作 一 直线 ， 与 角 的 两 边 相 交 于 4、B， 使 
P4.PB 等 于 已 知 正 方形 7r2。 


则 直线 P4 即 


第 四 编 作 图 题 


解 ” 假 定 此 题 已 解 出 ， 言 政 4PB 为 符合 条 
件 的 线段 。， 过 4、 刀 作 任意 融 ， 与 O 斑 相交 
于 9 延长 9P 与 
此 圆 相交 于 怀 ， 
则 P4.PB=P9 
了 RR 昌 忆 4. 书 刀 
一 %2， 所 以 PQ. 
了 了 及 一 7102。 因 此 
作 图 如 下 。 

在 0OX& 上 任 取 一 点 9， 在 8P 的 延长 线 上 
取 点 玉 使 P@ .ERB 一 Mi2。 以 PR 为 驴 作 含 
/AP9U4 (人 P847) 的 弓形 弧 与 OZ 相交 于 
P4B0D)，BP(LB'P) 的 延长 线 与 OZ 相交 于 
4(4)， 则 

P4.PB(P4'.PP') 一 PQ9. PR 一 Mr2。 
如 图 , 本 题 有 4B、4'B' 两 解 . 

2097， 已 知 角 ~XOF 和 两 个 已 知 点 
4 呈 ，、 作 一 直线 P9 与 OCX .OF 分 别 相交 于 
、 9 使 OP=-09, 且 4P=-B9. 

解 ” [分析 ] 假定 符 含 条 件 的 直线 P@ 已 
作出 . 设 点 怠 关 
于 ~ 和 OF7 的 平 
分 线 02 的 对 丈 
点 为 4 则 己 . 9 
也 关于 O2 对 称 ， 
所 以 4 坟 = 4 
29， 可 以 作 图 如 下 。 

{ 作 图 ] 作 点 妈 关 于 0O2 的 对 丈 点 4 设 
线段 4 吕 的 垂直 平分 线 与 OZ 的 交点 为 @， 
过 作 OZ 的 垂 线 , 与 OX 相交 于 书 , 则 P@ 
为 所 求 直线 。 

证明 ] 分 析 中 已 很 明确 , 故 省 略 。 

2098. 在 已 知 角 怀 OZ 外 有 已 知 点 也， 
壹 作 一 直线 与 0 和 、O7 相交 于 点 公开 
使 08 .0R 一 2。 

解 [分 析 ] 假设 问题 已 解 出 , PR 为 所 
求 的 直线 。 在 OR 上 作 与 国人 相似 的 三 
角形 ORS,OR 与 OP 
为 对 应 边 , 那么 

OP:IO8=OP:OS， 
.OP.08=09.OR 
一 212。 
由 OP、7z2 为 一 定 , 因 
此 CS 也 一 定 。 由 
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SO 


LBOg= 2PO9 (证 角 )， 
知 &8 为 定点 一 OP,， 因 而 四 边 形 
OSR9 为 加 内 接 四 边 形 . 
:LAST ASO9 一 2L 刀 . 

由 线段 PS 和 SBP 就 可 以 确定 束 的 位 置 ， 
故 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 在 一 ZOF 的 外 侧 作 /了 YOS 等 
于 一 POX, 确定 58 点， 使 OP.0S=m2。 以 
8 为 弦 ， 作 含 角 等 于 一 XO8 的 补 角 的 弓形 


弧 , 设 弧 与 OF 的 交点 为 忆 , 则 32 吕 即 为 所 求 


作 的 直线 . 
f 证 明 ] 内 作 图 知 OSR9 为 图 内 接 四 边 
形 , 所 以 人 OCSR= OP 再 下 作 图 ， 
~PO9 一 SOR， 
“， 人 PoewAEOS， 
OP:O09 一 0OR:OS， 
098.07 一 OP.OS 一 mm2。 
所 以 2B 为 所 求 的 直线 。 


注 1 车 忆 在 一 ROF 内 ， 则 上 面 解 中 的 


点 8 就 在 ~XOZ 内 ，, 解法 同上 。 

2 本 题 的 应 用 , 可 见 第 13 节 。 

2099， 过 已 知 点 书 作 直线 , 使 与 两 直线 
4X\、47Y 所 成 三 角形 4XZY 的 面积 等 于 已 知 
面积 . 


4 了 为 定 值 ,因此 本 题 
可 归结 为 上 题 . 因为 区 上 Y 


A4XY- 豆 .4.4Zsinb 


( 设 ZXK47=6)。 
而 A4XZ 一 2 (一 定 )，， 
sin g 一 a (一 定 ). 
因此 ，4 筷 .4Y 为 定 值 , 本 题 与 问题 2098 类 


了. 作 与 已 知 三 角形 形 的 两 边 相 


交 的 直线 
2100。 在 已 知 三 角形 4BC 的 一 边 40 
上 求 一 点 PP， 过 己 作 4B、ZBC 的 平行 线 与 
CO\、4B 分 别 相交 于 琶 、 了 ,使 P 和 = PZ。 
解 ” 若 点 己 已 求 出 ， 连 结 PPB, 则 己 并 BT 


上 故 可 作 图 如 下 。 
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为 菱形 。 所 以 BP 为 人 互 的 平分 线 。 因 此 
也 或 它 的 外 角 平 分 线 与 4C 或 其 延长 线 


的 交点 为 一 

或 卫 ， 即 为 

所 求 的 点 。 

其 理由 是 : 

卫 忆 为 人 B 

的 平分 线 ， 

由 于 PY 一 B 了 了，BZ 一 2X， 

“了 和 一 7， 
点 书 ' 亦 可 同样 证 明 。 
2101. . 求 作 A4B5C 的 边 B0 的 平行 线 


了 3， 使 它 与 4B、4C 相交 于 忆 、 互 ， 且 
A4D 刀 与 人 DBC 的 面积 相等 . 

解 [分 析 ] 假定 直线 也 Z 巨 求 得 ， 则 
A4 卫 D 一 ~C，Sa4pg 一 Sapac 因此 


Sahpg 4 盏 .DZ _ 4 
一生 厅 蕊 -1 (问题 1459)， 


4 万 2 
0O.4LOC 
即 4 到 一 BO.4C。 


一 1 


[ 作 图 ] 在 4C 上 求 点 也 使 4 配 一 BC.4C 
(问题 1934) ， 过 妃 作 BC 的 平行 线 ， 交 48 
于 点 也 , 则 刀 吾 即 为 所 求 的 直线 。 . 

2102。 在 人 4B0 的 底 边 BO 上 求 一 点 
书 ， 使 过 该 点 所 作 另 外 两 边 的 平行 线 所 成 的 
平行 四 边 形 的 周 长 等 于 定 长 !. 

解 假定 一 点 已 求 得 ， 间作 4B3 的 
平行 线 PR、RR, 与 
4B3、40C 分 别 相交 
于 4、 瑟 . 则 

PO+PR=- 王 7。 
由 此 可 作 图 如 下 - 

Ra 在 4B、4C 或 其 延长 线 上 分 别 取 
等 于 到 的 线段 4D,、4 召 则 78 与 B0 的 
交点 书 即 为 所 求 。 

2103. 作 与 已 知人 A4BO 的 边 BO 平行 


的 直线 ， 与 4B3、4C 分 别 相交 于 甩 已， 使 
4D=280， 
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解 [分 析 ] 假定 此 题 已 解 得 ， DRE 1 
BO， 则 DO 为 平 
行 四 边 形 。 

也 7 一 0， 
。 4 一 2D7。 
且 /4DF 一 23 尺 

一 一 4， 

所 以 A4D78 的 形状 是 确定 的 ， 因 而 点 如 的 
位 置 也 可 确定 。 
[ 作 图 ] 在 4B3 上 任 取 一 点 芭 ) 作 了 ZN 


40O, 目 了 D'= 于 4D'. 连结 4 和 0 延长 4 再 / 


与 pp 相交 于 也 过 下 作 4C 的 平行 线 与 
428 相交 于 刀 , 作 妾 /BO 与 4C 相交 于 吾 ， 
则 闻 即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 有 略 。 

2104， 已 知人 4BoO 的 边 BC 上 有 一 点 
忆 。 求 作 边 BO 的 平行 线 与 4B、 人 
忆 9， 使 POPD 一 7 

解 [ 作 图 ] 过 4B 
上 的 任意 一 点 召 作 BC 
的 平行 线 与 4C 
了 五 ， 以 允 为 圆心 ， 以 总 er 


- 卫 长 为 半径 作 加 红 与 4 相交 于 @ 作 
DP1/ GZ， 与 4B3 相交 于 P， 由 忆 作 了 0 的 
平行 线 , 与 40 相交 于 9, 则 P@ 即 为 所 求 直 


[征明 ] BG/PD，BZB1 P9. 


因此 P9 为 所 求 直线 。 

2105. 在 A4BC 中 作 直 线 P81/ BC， 
与 边 4B、40 分 别 相交 于 P、@. 使 

(人 PQ@=PB+TC9@，(2) PQG=PB-C9. 

解 (1) 若 P9 通过 A4BC 的 内 心 , 则 有 
PB+C9=P9. 
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(2) 过 一 如 所 含 的 人 4BC 的 旁 心 0' 作 
2BC 的 平行 线 ， 与 4B、4C 相交 于 己 9， 则 
DBP 一 PO, 9C=90 因此 

DB-e90PO' 一 9O0' 一 P9'。 

2106. 作 人 4B0 的 底 边 BC 的 平行 线 ， 
与 4B、40 分 别 相交 于 有 芭 吾 ， 使 召 成 为 
DB 和 丈 0 的 比例 中 项 。 

解 [ 作 图 ] 作 任 意 直 和 9 20: 与 
40 相交 于 D、 

: 在 : 了 3 上 取 点 


平行 线 ,与 4B 相交 于 D， 则 z5 员 电 所 
直线 。 

[证 明 ] 过 尸 作 4C0 的 平行 线 ， 与 BC 相 
交 于 C， 则 PC' 一 BO。 根据 作 图 ，DrP?= 
已 了 .BO 所 以 TDP2 一 DB.PO'， 又 四 边 形 
BDEC 与 四 边 形 BD'PC' 相似 ， 


BD DB _ BC 
57“TP 矶 7， 
.…， DB2= DBE.BO。 


注 这 种 作 图 法 叫做 相似 法 。 

2197.， 作 已 知人 A 人 4850 的 边 BC 的 平行 
线 , 与 4BR、40 分 别 相 交 于 妈 瑟 , 使 

〈《i 》 也 怀 一 2DPB 二 3BOC， 

(这 》 也 瑟 一 MB 一 7 了 0O， 

(iii) 也 B2 一 忆 B2 十 C2. 

解 ” 同 上 题 , 先 作 任意 直线 也 ' 允 ' 平行 BC， 
在 也 上 取 符 合 条 件 的 点 一 即 可 。 即 根据 
上 题 的 图 , 取 点 症 , 使 

(i) PP=2D'B-3BO， 

(站 ) 了 PP 一 人 也 瑟 一 0 了 O， 

(过 ) 思 ' 一 万 DB2 十 盏 /CO2。 

连结 BP, 延长 BP 与 4C 相交 于 吾 ， 过 至 
作 BC 的 平行 线 ,与 4B 相交 于 刀 即 可 。 

[证 明 ] 同上 题 。 

2108， 作 人 4B0C 的 边 BO 的 平行 线 , 与 
4 已 、4LO 交 于 点 刀 、 刀 ， 使 刀 瑟 一 .4.7D. 

解 [内 析 ] 假定 所 求 直线 了 妃 已 作出 ， 
以 4B 为 直径 的 半圆 与 过 点 刀 且 垂直 于 4B 
的 直线 相交 于 G,， 则 

DG2 一 4D.DDB， 
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又 卫 媚 ? 一 4 亿 DBP， 改 可 作 图 如 下 。 

.DG=DZ。 人 [ 作 图 ] 在 .30 或 其 延长 线 上 到 点 妈 使 
过 点 召 所 作 4B 的 C8 一 my 过 卫 作 40 或 其 延长 线 的 垂 线 ， 其 
垂 线 ， 与 4G 的 延长 垂 足 为 妃 . 过 名 作 BC 的 平行 线 , 与 4B 残 

， 线 的 交点 为 互 , 则 其 延长 线 相 交 于 刀 ， 则 刀 即 为 所 求 直 线 。 
DG _ 47P_ DZ [征明 ] BO/DBE，DB、BP 都 与 40 垂 
BE8 4 5 直 , 所 以 也 B 1/ 了 8。 因而 也 B 一 妃 太 . 

BO= 了 FF。 。 也 B2 十 OCT2 一 玉 72 二 OZ2 一 CHF2 一 Mi2。 
因此 可 作 图 如 下 。 2111. 过 已 知 A4BC 的 顶点 4 作 直 线 ， 


.[ 作 狗 ] 过 避 作 4 的 委 线 ， 在 秋 线 十 才 
取 B7 一 BO， 以 4B 为 直径 作 半 圆 ， 与 4 了 
相交 于 G 过 G 作 4B 的 垂 线 GD， 过 作 
BC 的 平行 线 , 与 4C 相交 于 马 ， 则 吾 即 为 
所 求 直 线 。 

证明 咯 。 

2109， 作 A4BC 的 底 边 BC 的 平行 线 
与 4B、40 分 别 相交 
于 己 9, 使 

4P2 十 PO2 一 PPB2。 

解 [ 作 图 ] 求 线 
段 V， 使 4B2 十 BO2 
一 M12. 延长 4 万 至 也 ， 
使 BDID 一 ?mi 连结 CD， 
过 忆 作 B91 DO， DB9 
与 40 相交 于 9, 作 gpP1cB， 则 PO 人 
直线 。 


[证 明 ]j 根据 作 图 ， 
. 4B2 十 BO 一 B12。 . 中 
人 APB@eABDO. 所 以 
4 有 BO _ DBD- 四 
-PP ”5 
根据 @.@， 4Pa+PG?= PH 
2110， 作 直 角 三 角形 45C 的 余 边 BC 的 


平行 线 也 再 ;与 4B、40 或 其 延长 线 相交 于 
有 从. 卫 , 使 了 D2TCZ2 等 于 已 知 正方 形 加。 
解 [分 析 ] 设 BC 的 平行 线 与 4 有、4C 

或 其 延长 线 分 别 相交 于 有 妃 。 过 五 作 4C 
的 垂 线 与 BC 相交 于 ，B 
万， 则 

允 到 十 刀 02 一 TO2， 蔬 
且 了 1 一 BD。 村 
因此 

五 D2 十 妃 02 一 FO2。 A .下 让 


线 的 足 为 B、C， 则 


再 过 瑟 、C 作 此 直线 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 刀 、 

CO 使 4B'4O 一 久 ; 了 2。 
解 上 分析] 设 所 求 直线 4 已 作出 ， 过 

点 召 和 C 作 的 重 - 


BB' /CO'。 设 0 
延长 线 与 40O 相交 于 
也 则 
4D:40=4B':40/ 

二 II 92 


因 40 为 定 长 ， 所 以 忆 为 定 点 故 可 作 图 如 
下 . 


[ 作 图 ] 在 4C 上 求 点 D， 使 4D:40- 
久久 。 作 直 线 4 互生 直 于 BD， 则 4 王 即 为 
所 求 直线 。 

证 明 ] 略 。 

.2112,， 作 一 直线 与 A4B0 的 两 加 4 
40 分 别 交 于 书 9， 
使 P=M， 且 4R 一 
4 

解 [分 析 ] 假定 
符合 条 件 的 直线 P9 
已 作出 。 将 PQ 平移 
到 0D， 则 PD=C9= 4P. 

.AP4D= APD4，- 
又 PED140， 所 以 APD4=D4O。 因 此 
4D 为 LA4 的 平分 线 ， 又 CD=P@= 和 ， 因 
而 CD 为 定 长 。 由 这 两 个 条 件 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 1] 作 4 的 平分 线 。 以 C 为 圆心 、 
亿 为 半径 作 圆 。 与 4 的 平分 线 相 交 于 功 
过 刀 作 4C0 的 平行 线 与 4B 相交 于 刀 ， 过 也 
作 DC 的 平行 线 与 40 相交 于 9 则 P@ 即 为 
所 求 直 线 。 

[证 明 ]， 分 析 中 已 很 清楚 , 故 省 路 。 

2113， 作 一 直线 与 已 知 A4BC 的 两 边 
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4B、40C 相交 于 P、 9 使 P=n，BP=09， 

解 [分 析 ] 假定 
P9 为 所 求 直线 。 过 C 
作 等 于 Pg 上 且 与 它 乎 
行 的 线段 CD， 连结 
PD， 则 CD=BPB9 一 
Mi 也 DmQGO=PPB, 且 
ADBPD=4 (一 定 ). 设 BD 的 延长 线 与 
4C 相交 于 刀 ,， 则 4B= 4B'. 故 可 作 图 如 下 ， 

[ 作 图 ] 在 4C 或 其 延长 线 上 取 4B' 一 
43B， 再 以 C 为 加 心 、 和 为 半径 作 圆 弧 ， 与 
B' 相交 于 履 。 过 作 4C 的 平行 线 与 4 如 
相交 于 妃 过 己 作 DC 的 平行 线 与 4C 相交 
于 @, 则 P9 即 为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 根据 分 析 已 很 明确 , 故 省 略 。 

注 若 4B:4B' 一 1 则 可 变 成 BP:C9 
一 允 ? 的 作 图 。 

2114. 作 一 条 与 定 直线 工 平 行 的 直线 与 
已 知人 A4BC 的 边 4 有 、BC， 相 交 于 王 、 工 ， 
并 使 4 互 十 ZC 等 于 定 长 ?. 


解 [分 析 ] 假定 所 求 直 线 Z 已 作出 ， 


过 4 作 与 ZXF 平 行  ， )， 
县 相等 的 直线 4D， 
连结 DF。 则 4X=- NNN 
DY， 然 后 在 BY 上 
截取 BZ= DZ, 连结 .LA 
刀 D, 则 0 S 

4XZA+TZC=DF7+YZO=-BZTZC= BO. 
因此 BC=1， 为 定点 。 又 AZ 鸠 D 为 等 腰 
三 角形 ,所 以 

DPC- 玛 DZC- 亏 FF. 


可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 过 4 向 己 知 方向 作 4D, 在 BC 
上 截取 C 刀 =7 过 加 作 直线 互 D, 使 


2ZDBC- 卫 了 B. 


也 也 与 4D 相交 于 了 过 卫 作 DZY /4B, 与 
BC 相交 于 卫 。 作 了 和 /4D 与 4 相交 于 
碟 , 则 互 Z 为 所 求 直 线 . 

[证 明 ] 分 析 中 已 很 明确 , 故 省 略 。 

2115.， 过 三 角形 4BO 的 边 BO 上 的 一 
点 卫 作 4B 的 垂 线 ,. 设 垂 线 足 为 已 , 使 瑟 卫 
二 了 避 一 M1， 
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解 ” 设 此 题 已 解 出 ，Y4、YX 为 所 求 直 
线 . 在 ZY 的 延长 。 
线 上 取 点 Z'， 使 
YYZ' 一 Z4。 过 了 
作 ZM1A4B， 则 
及 交 一 名 ， 又 忆 冯 
了 了 工 ， 因 此 工 M 
为 已 知 直 线 。 本 题 
变 为 在 BC 上 求 点 
Y， 过 了 作 已 知 直线 ZU 的 垂 线 YZ'…， 使 
YY' 一 Y4 的 作 图 题 。 因此 可 根据 问题 2104 
和 2057 解法 (图 中 虚线 部 分 表示 根据 问题 
2104 的 解法 ) . 

2116， 在 A4HC 中 作 一 直线 与 巴 知 直 
线 如 太平 行 ， 与 4B 相交 于 瑟 ， 与 BC 相交 
于 了 , 使 人 Y 与 了 4 之 和 等 于 已 知 长 。 

解 [分 析 ] 设 所 求 直线 了 Z 已 作出 , 在 
2ZY 的 延长 线 上 取 点 全. 

了 ,使 了 Z" 王 YY 过 
也: 作 4B 的 平行 线 
GZ1r。 过 4 上 的 任 三 
意 一 点 到 作 五 下 的 
平行 线 , 与 ZG 了 ' 相交 
于 到 。 则 

又 也 十 了 Y4 一 天 也 十 了 了 一 盏 一 思 。 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 4B3 上 的 任意 一 点 到 ， 作 历 太 
的 平行 线 瑟 ， 使 如 ' 玉 ,一 mi. 过 也 点 作 4B 
的 平行 线 ， 与 BC 或 其 延长 线 相交 于 G。 过 
BC 上 的 任意 一 点 Z， 作 到 ' 太 ' 的 平行 线 ,与 
BF'G 相交 于 IT。 在 434 上 取 点 FF， 使 ZF= 
ZU. 过 4 作 ZJ 的 平行 线 与 BC 相交 于 了 ， 
过 卫 作 了 丽 了 ' 的 平行 线 与 4B 相交 于 与 ， 则 
7 为 所 求 直 线 。 

f 证 明 ] 略 . 

2117， 作 一 直线 与 A4BC 的 两 边 4 九 、 
4C 分 别 相交 于 刀 、 隐 
使 
4 刁 一 刀 刀 ，4 万 一 妃 D， 

解 [分 析 ] 如 狼 ， 
假定 盖 也 为 所 求 直 线 ， 
将 也 D 平移 到 刀 瑟 ， 则 

4 一 刀 D 一 万 了 1 


第 二 章 直线 的 作 图 
于 是 DC 是 以 和 为 斜 边 、 一 边 为 ? 的 直角 三 


线 。 又 设 号 ' 的 延长 线 与 4C 相交 于 4， 因 
4D 一 刀 刀 ， 所 以 4 一 B4'。 因此 可 作 图 如 
下 5 

[ 作 图 ] 作 .~44 的 平分 线 4X， 在 40C 上 
取 点 4 使 4B=B4'， 设 4 与 B4' 的 交 
点 为 刀 . 过 子 作 .45 的 平行 线 , 与 4C 相交 
于 如 ， 过 瑟 作 B4' 的 平行 线 与 4B 相交 于 
也 , 则 刀 刀 即 为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 见 分 析 。 

[讨论 ] 略 ， 

2118 。 在 已 知 三 角形 4HC 请 边 4 刀 上 
求 点 互 , 在 4C 上 求 点 YY， 使 4X=CZY， 目 
和 了 与 BC 构成 的 角 等 于 已 知 角 w。 

解 [分 析 ] 设 此 题 已 解 出 ，XZ 与 BC 
的 延长 线 相交 于 丈 。 作 以 到 了 了 C 为 两 边 的 
平行 四 边 形 瑟 YOD, 则 人 BO 一 o 且 瑟 了 = 
YZC= 4 
/和 4D= 一 天 D4， 

和 DLL4O， 

AD4= D47Z. 
因此 , 4 也 为 人 B40 的 平分 线 。 故 可 作 图 如 
下 。 

[ 作 图 ] 作 4 的 平分 线 4Z。 作 直线 
CD， 使 “BCD A 
一 a，O0D 与 4F 
相交 于 九 . 过 也 
作 4C 的 平行 线 


但 


CD 的 平行 线 , 与 4C 及 BO 的 延长 线 分 别 相 
交 于 了 殖 ， 则 互 了 万 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 见 分 析 。 

[讨论 ] 略 。 

2119， 在 人 4ZB0 中 , 呈 为 直角 。 作 一 
线段 XZ, 使 它 的 两 端 在 人 4ZBC 的 两 边 4D、 
5C 上 , 且 等 于 马 知 长 ?， 并 使 4 允 ? 十 互 Z2? 十 
YC2 等 于 已 知 正方 形 mm2。 

解 [分 析 ] 设 瑟 了 已 求 出 ， 过 4 作 4D 
1/ 了 Z, 且 4D 一 了 局， 
连结 DY， 则 4X= xy 
DZ，DFZ.LBCO, 所 以 折 
4Z2 十 Z2 二 Ca 

一 DZ244Da+ZC2 上 SS 

天 DO2 二 4D2 一 和 2 即 DO2 一 M12 一 疡 ， 
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角形 的 另 一 边 。 因 此 4D、DC 已 知 , 刀 点 可 
定 。 故 可 作 图 如 下 .。 

[ 作 图 ] 在 A4ZBC 内 求 一 点 D， 使 它 与 
点 .4 的 距离 为 ?， 与 C 的 距离 为 /72 二 匹 . 
过 刀 作 BC 的 短线 DZ, 过 了 作 D4 的 平行 
线 , 与 4 互相 交 于 民 , 则 和 Y 即 为 所 求 查 线 . 

2120, 作 直 线 允 及 与 已 知 直 线 平 行 ， 且 
把 上 四边形 4BOD 的 o 
对 边 4D、BC 分 成 相 
同 的 比 。 

解 [分 析 ] 假定 
刀 万 已 求 出 。 过 刀 作 
DDP' 与 了 8 平行 ,过 
4 作 .BC 的 平行 线 8 下 相 
分 别 与 互 及 、DD' 相交 于 囊 、DP'， 则 

4 万 :万 万 一 .4 万 :下 站 '。 
因为 4 万 :万 刀 一 万 BITO， 
所 以 万/ 万/ 也 一 有 TO 
因此 B4、F 豆 、CD' 共 点 ， 或 互相 平行 。 故 
作 图 如 下 . 

下 作 图 ] 过 4 作 47'/ BO， 与 过 刀 且 和 
已 知 直 线 平 行 的 直线 也 D' 相交 于 了 D'. 设 B4 
与 CD' 的 交点 为 0， 过 0 作 已 知 直线 的 平行 
线 OF, 则 OZ 即 为 所 求 直线 。 

[证 明 ] 咯 . 

2121. 已 知 三 角形 4BO 及 该 三 角形 外 
的 一 点 也. 过 忆 作 一 
直线 , 与 4 瑟 、4C 分 
别 相交 于 和、 了 了 ， 使 
与 一 CT7。 

解 在 问题 2082 
中 取 和 =2， 即 可 求 
得 此 题 的 解 。 

2122， 过 和 人 4BC 内 前 一 点 卫 ， 作 一 直 
线 与 4B、40 分 别 相交 于 M、WN， 使 BMN 二 
CNM 王 MN。 

解 [ 作 图 ] 在 4B、4C 上 分 别 取 点 有 
允 , 使 从 
4 万 一 4 刀 


= 半 (4B+40)， 


作 与 4B、4C 分 别 相 了 
切 于 了 又 刀 的 加, 再 过 


466 


点 忆 作 此 园 的 切线 ， 与 4 4 五 、40 相交 王 M、 
和 则 MPXN 即 为 所 求 直 线 。 

让 证 明 ] 4BAT4C = 4D 二 4 刀 ， 所 以 DBD 
一 已 ， 因 此 
BEBMTOCN 一 DM 二 EN 一 MB 二 NB=MN。 

[讨论 ] 著 点 三 在 贺 DB 内 , 则 无 解 ,过 
点 己 的 其 他 切线 也 是 所 求 直线 。 

2123， 作 已 知 三 角形 4BC 的 截 线 PR， 
与 4 有 8、BC、4C 或 其 延长 线 分 别 相交 于 瑟 、 
人 允 ， 使 29、 7 各 为 马 知 长 。 

解 ” 作 此 三 角形 的 边 及 其 截 线 所 成 的 四 个 
三 角形 的 外 接 较 ， 则 它们 共 点 (参照 问题 
和 设 此 点 为 咏 连结 SB，SP，S9,，SC， 

。 则 

Psg 一 ~PB9, 一 FS9G= 4 
且 ZF9 和 6R 为 定 长 ， 
所 以 ASF 吕 可 作出 . 
因此 底 角 人 SPB 与 
ASHP 可知 。 因 为 | 
COBS、~ BOS 分 别 
等 于 上 述 两 角 ， 所 以 
-点 8 可 定 。 又 SP、 
&R 的 长 度 已 知 , 故 王 和 了 五 

2124. 在 已 知 直 角 三 角形 4BCO 的 两 直 
角 边 4O、EBC 或 其 延长 线 上 分 别 求 点 乙 和 
9, 使 E9 的 中 点 恰好 在 斜 边 4 有 上 , 且 与 另 
一 已 知 直线 om 平行 。 

解 [ 作 图 ] 作 任意 直 线 刀 妈 / 7 与 三 角 
形 的 两 边 C4、C3E 或 其 延长 线 相 交 于 了 五 
连结 DB 的 中 点 C 
和 心 与 4B 相交 于 
0. 过 0 作 ZP91/ DZB， 
分 别 与 C4、OB 或 延 
长 线 相 交 于 王 .9, 则 
直线 PG 即 为 所 求 宜 线 。 

[证 明 ] 2PQ1/ 已 DBN 所 以 PQ 
/ M， 又 卫 为 直角 三 角形 DOB 的 斜 边 上 的 
中 点 ,所 以 0 为 PQ 的 中 点 。 


号 . 作 弦 
2125. 过 已 知 点 卫 ， 作 已 知 园 的 弦 等 于 
已 知 长 <. 

解 { 作 图 ] 在 圆心 为 2 的 已 知 贺 上 的 任 
意 一 点 C 作 弦 CD=a， 过 0 作 CD 的 素 线 
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O 妈 , 以 O 为 圆心 、O 为 半径 作 圆 。 过 三 作 
此 圆 的 切线 , 与 圆 0 相交 于 4、B, 则 4 为 
所 求 直 线 。 

上 证 明 ] 设 切 点 为 
， 连 结 了 O， 则 OP 
4B, 所 以 O 妈 、O 刀 了 
为 圆心 0 到 弦 和 了、 
OF。 


.4 万 一 CD 一 a。 

[讨论 ] 若 点 已 在 以 0 为 半径 的 圆 之 
外 , 则 可 作 两 条 切线 ,所 以 有 两 解 . 若 点 书 在 
加 上 ， 则 有 一 解 。 落 己 在 圆 内 ， 则 无 解 。 

2126.，， 过 已 知 圆 0 内 的 已 知 点 4 作 纺 
20, 将 圆 分 成 两 部 分 ， 使 两 部 分 绝 长 的 比 为 
23;:1。 若 圆 的 半径 为 ”， 求 该 驴 的 长 。 

解 [ 作 图 ] 人 和 作 圆 心 角 为 120* 的 弧 P9， 
由 圆心 O 作 P9 的 垂 线 O 互 ， 以 0 为 圆心 ， 
OZ 为 半径 作 贺 ， 全 
圆 O 相交 于 到 .C， 则 弦 BC 将 圆周 分 


1 _ 
[证 明 ] 因为 BC 本 


] Q 


的 圆心 角 为 1320*， 即 
2C 将 圆周 分 成 3:1， 己 

[讨论 ] 如 果 点 4 
在 圆心 为 O、 半 径 为 0 已 的 圆 的 内 部 ， 则 无 
圆 的 外 部 , 则 可 作 两 条 弦 , 所 以 有 两 解 . 

2127 . 在 已 知 圆 中 作 一 弦 ， 使 | 
直线 买 了 平 行 ， 并 等 
于 已 知 长 1. 

解 [ 作 图 ] 在 已 
知 圆 0 内 作 长 为 了 的 
弦 P9, 以 0 为 殉 心 ， 
作 与 PQ 相 切 的 同心 
贺 . 过 O 作 已 知 直 线 五 了 的 重 线 OK 与 P9 
相 切 的 同心 圆 相交 于 、 开 '， 过 M、2M' 作 
圆 0 与 环 Z 平行 的 弦 4B、4B'， 则 这 两 条 
弦 都 是 所 求 的 弦 。 

证明] 略 。 

2128， 过 已 知 圆 上 的 已 知 点 对 作 吕 
2MN, 使 被 已 知 纺 平分 。 

解 设 C 为 所 求 纺 的 中 点 。O 为 圆心 ， 则 
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20=CN， 所 以 0O0.12MN。 因此 以 R 为 
直径 的 圆 与 已 知 弦 4B 
相交 于 CO、D， 设 2C、 
2D 的 延长 线 与 圆 0 相 
交 于 W、N', 显然 MXN、 
AN 即 为 所 求 的 缔 。 

当 以 MO 为 直径 的 圆 与 4 互相 交 时 ， 有 两 
解 ; 相 切 时 有 一 解 ; 与 4B 不 相交 时 无 解 。 

2129.， 已 知 贺 上 一 点 4 及 了 纺 B0,， 过 4 
作 弦 4D, 与 BC 相交 于 思 , 使 DB 一 也 4D. 

解 [ 作 图 ] 延长 4B3 至 玖 ,使 

BB= 寺 4B， 


过 二 作 BC 的 平行 线 ， 与 已 知 男 相 交 于 人 
D, 则 4D、4D 为 所 


求 弦 。 

证 明 ] 设 4D、 C 
30 的 交点 为 妞 , 因为 久 D 
五 妃 / D,， 所 以 


也 B: 47 一 和 DBI48 一 1:3。 
全 1 生 寺 
。 轧 司 了 4 忆 。 


[讨论 ] ”村 使 本 题 有 解 ， 必 须 使 过 丸 所 作 
.20 的 平行 线 与 已 知 圆 相交 。 因 此 , 若 有 两 个 
交点 , 则 有 两 个 解 ; 有 一 个 交点 , 则 有 一 解 ;不 
相交 , 则 无 解 。 

2130. 已 知 欧 O 内 两 点 4、 下 ， 洲 将 此 
贺 折 选 ,使 折 过 来 的 弧 过 4、 吾 两 点 ,， 则 应 怎 
样 确 定 折线 ? 

解 ” 设 折线 为 P8, 弧 P4B9 的 圆心 为 C， 
则 圆 C 和 圆 0 相等 ， 让 人 洒 于 2Z9 对 称 。 因 
此 ， 以 4、 好 为 加 
心 、 以 园 O 的 半径 
，Y 为 半径 作 两 个 贺 
了 台 ， 设 它们 的 交点 
为 C (在 4B 的 两 
QOC 的 垂直 平分 线 
29 即 为 所 求 的 折线 。 
以 此 题 有 两 解 。 

2131 ， 
4B 在 这 条 直径 上 的 射影 等 于 已 知 长 1 

解 {【 作 图 ] 设 已 知 圆心 为 0， 已 知 弦 为 


由 于 点 Q 有 两 个 ， 所 


作 已 知 画 0 的 直径 ， 使 已 知 弦 
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4 以 万 为 圆心 , 以 2 为 半径 作 园 , 与 久 4PB 
为 直径 的 加 相交 于 C. 
过 0 作 与 BC 乎 行 的 直 
径 Pe@, 与 40 的 延长 线 
相交 于 政 . 设 了 在 PO 
上 的 射影 为 N， 岂 民 福 到 
为 4 妃 的 射影 , 且 等 于 7 

证 明 ]1 4B 为 贺 

4CB 的 直径 , 所 以 
_ 40OB= -了 
又 42LMN,， BNLMXN， 
.…，MN 一 BO=1。 
因此 ，MAN 为 4 刀 的 射影 ， 且 等 于 已 知 长 7. 

2132. 已 知 两 个 同心 圆 , 作 外 圆 的 弦 , 使 
被 内 贺 所 截 的 三 部 分 相等 。 

解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 弦 4 已 求 
出 。 设 45 与 内 圆 相交 于 
CD, 40=CD=DB. 延 
长 00 至 , 使 00 一 0 刀 ， 

则 4C=-0CD, 00=0B, 所 Is= 
以 0487D 为 平行 四 边 形 ， 
4 五 =OD=OC.。 关 此 ， 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 内 圆 上 任 取 一 点 C， 在 0C 的 
延长 线 上 截取 C 吾 =0OC。 以 为 圆心 、EO 
为 半径 作 圆 , 与 外 网 相交 于 4, 延长 4C 与 内 
圆 相交 于 了 D， 与 外 贺 相 交 于 呈 ， 则 4B 即 为 
所 求 的 弦 。 

fi 证 明 j 栈 。 

[讨论 ] 如 果 以 瑟 为 圆心 ，BC 为 半径 所 
作 的 园 和 处 贺 相 交 ， 则 有 两 个 解 ; 相 切 有 一 
解 ;不 相交 时 无 解 . 

2133.， 有 三 个 同心 圆 。 作 一 线段 , 使 它 
的 两 端 在 内 外 两 圆周 上 ， 而 中 间 的 圆 将 它 截 
成 两 等 分 。 

解 [上 作 加 ] 过 公 
共 贺 心 C 作 任意 直 
线 09, 与 中 间 的 贺 相 
交 于 PP 再 OP 一 PE9. 
以 @ 为 园 心 作 与 内 贺 
相等 的 圈 与 外 圆 相交 
于 &S， 连 结 9S， 作 内 圆 的 半径 08 与 8 平 


. 行 。 连 结 8 瑟 , 则 SR 即 为 所 求 直线 。 


[证 明 ] 根据 作 图 OCR] S9，OR=Se, 即 
@SO8 为 平行 四 边 形 , 且 对 角 线 C9 的 中 点 己 
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在 书 点 被 分 为 两 等 分 。 
2134. 已 知 四 个 同心 圆 ， 求 作 一 直线 ， 依 
次 与 四 个 圆 交 于 4、 至、C 也 使 4B=CD. 
解 [分 析 ] 假定 
所 求 直 线 为 4BOD. 
延长 这 条 直线 ， 设 它 
与 四 个 圆 又 相交 于 点 
DA、O、DB'、4:。 过 4 
作 圆 忆 的 切线 4 也 
过 妃 作 圆 0 的 切线 3 (将 同心 较 由 外 向 里 

依次 称 为 圆 4 圆 妃 …)， 则 
452 一 .47 站.47D，PBF3 一 BO. BC 

”4B=CD= Do 
…，4D' 一 BO. 
因此 472:BH2=4D:BC， 
因为 已 知 四 个 圆 为 同心 圆 , 所 以 4 到 、B 太 的 
长 度 一 定 , 所 以 4D: BC 一 定 , 设 它们 之 比 为 
4292 则 4 也 : (4D 一 BO) 一 和 :0 一 2) 。 
即 4.1D:24 万 一 Ma: (0 一 92) 。 
在 4O 上 求 点 0 使 0'B1J/ 0OD, 40:340'= 
7 (一 2%) 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

{ 作 图 ] 连结 两 4 上 的 一 点 4 和 圆心 0， 
在 4O 上 求 点 0 使 40:340' 一 和 :一 7) 。 
作 O0OB 使 OP:O'B 一 和: ( 唉 一人， 以 0 为 圆 
心 ，O'B 为 半径 作 圆 ， 与 圆 卫 的 交点 之 一 为 
2, 连结 4B, 则 43 即 为 所 求 直 线 ， 

2135.， 已 知 两 况 内 切 于 4 点 , 内 圆 互 的 
直径 O4 为 外 圆 的 半径 ， 作 弦 P@ 垂直 于 
0O4, 且 被 内 圆 截 为 三 等 分 。 

解 [分 析 ] 假定 
所 求 弦 PQ 已 作出 ,与 
O4 相交 于 C, 与 内 加 
相交 于 玉 、S,， 则 RCOs 


一 00.40. 又 40 的 
延长 线 与 外 圆 相交 于 
也 , 则 PC3a= DO.4C. 
RO3_ Oc:406 CC 
PC .20046004+05， 
PR 一 RS 一 S9， 
Cs _ 工 
PO2 9 
OO _ - 工 
[FEET73 NE 
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在 中 间 的 呵 上 ,所 以 另 一 对 角 线 8 有 过 忆 , 且 


故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 04 上 取 00= 寺 04, 过 C 作 
与 04 垂直 的 外 加 的 弦 P9, 则 P9 即 为 所 求 
的 纺 


[证 明 ] 喇 . 

2136.， 求 作 已 知 贺 的 弦 ， 使 它 的 长 等 于 
已 知 长 ,而 且 它 的 延长 线 与 另 一 已 知 圆 相 切 ， 

解 [ 作 图 ] 设 已 知 加 的 贺 0， 另 一 
况 的 圆心 为 0， 已 
知 长 为 2。 先 作 圆 
O 的 弦 4B=?， 由 
0 作 4B 的 垂 线 4 
OOC, 再 作 以 00' 为 
直径 的 第 三 个 圆 。 以 0' 为 圆心 ， 以 贺 0' 的 
半径 与 0C 的 差 为 半径 作 圆 与 第 三 个 圆 相交 
于 也 延长 0 与 加 0 相交 于 瑟 . 连 接 OD， 
过 刀 作 直线 五 8j/ OPD, 与 圆 0 相交 于 队 G， 
刚直 线 吾 FG 即 为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 根据 作 图 OPO'- ABR, BEZG1 
0OD， 


0 


CE 


OO' 太 8 一 一 忆 。 


二 即 直线 妃 FG 为 圆 0' 的 切线 。 作 FG 的 垂 线 


O 互 , 根据 作 图 ， 
0 呈 --0O0= 0'D， 
.DB=OC. 
因为 四 边 形 OP 万 是 矩形 , 所 以 
O 刀 一 DD 甩 ， 
OO=O 万 ， 
BFG=4 了 =7. 
因此 直线 刀 FG 即 为 所 求 直 线 ， 
2137 . 作 圆 O 的 弦 , 被 已 知 两 半径 04、 
0OB 三 等 分 。 
解 【分 析 ] 假定 
所 求 弦 PS 已 作出 ， 
设 它 与 04、OB 相交  - 避 
于 纹 已 则 PO=6R 4A 8 8 
一 RS、 这 时 OP 一 0OS， 所 以 AOPS 为 等 腰 
三 角形 ，-OPS= 0OSP. 
… AOP6SAOSR (两 边 及 严 角 相等 ) . 
所 以 0O9=OP，AO9RB8 也 是 等 腰 三 角形 ， 
9B/L4BE， 连结 4 的 直线 与 OP、OS 的 延 


内 而 


第 二 章 ”直线 的 作 狼 


长 线 分 别 相 交 于 PS ， 则 PS PS， 所 以 
P'4=4B=BS'。 因 此, 可 作 图 如 下 ， 

[ 作 图 ] ”连结 4B, 将 纺 4B 向 两 边 延 长 ， 
取 P'、&' 两 点 ,使 P'4= .4B 一 BS'， OP'\、OS' 
与 圆 弧 的 交点 为 下 、&S， 弦 PS 与 半径 O4、 
OPB 相交 于 9、R 则 PO=9R 一 RS， 

证明] 由 于 PS / PS 所 以 结论 是 显然 
的 。 

2138， 过 已 知 圆 上 的 两 点 4、B3， 分 别 
作 互 相 平行 的 纺 4 瑟 、BB， 使 4 妃 :B8 等 于 
已 知 比 o2 2 和。 

解 “[ 作 图 ] 连结 4B, 点 CC' 把 4 已 内 
分 和 外 分 成 双 :%。 过 C 作 直 径 ， 再 过 4、3 
分 别 作 与 该 直径 垂直 的 孩 4 已 、BB 。 


或 过 C" 作 直 径 ， 过 4、3 作 与 直径 委 直 的 
纺 4 如 、B 妃 亦 可 。 无 论 娜 种 作法 ，4 尽 、B8 
都 是 所 求 的 弦 . 

[证 明 ] 在 第 一 种 情况 下 , 设 4 至 、B5 与 
过 C 的 直径 相交 于 G、 瓦 ， 则 愉 忌 分 别 为 
各 弦 的 中 点 ，4 马 / BF 所 以 


一 


当 4、B8 与 过 外 分 点 C' 的 直径 垂直 时 ， 
也 可 同 翌 证 明 。 

2139.， 过 已 知 圆 上 的 两 点 4、 刁 分 别 作 
互相 平行 的 弦 4D,.BC， A D 


使 这 两 弦 之 和 等 于 已 知 一 从 
长 双 。 人 > 六 
解 [分 析 ] 因为 性 沁 外 
4D1/ BC, 所 以 

=. Se 


因此 从 殴 心 到 纺 4B、C 了 的 距离 相等 。 设 
4B、CD 的 中 点 为 M、N, 则 0OM=ON. 


为 4D1A BO0， 2 
MX 至 (4D+ BC) 一 部 mn。 
因此 可 作 图 如 下 。 


-469 


[ 作 图 ] 连结 4B, 设 4B 的 中 点 为 25, 以 
O 为 圆心 _OMX 为 半径 作 圆 . 作 此 贺 的 芒 2 


(或 MN? 等 于 于 过 企 卫 分 别 作 纺 4D、 


20 平行 于 MN, 则 4DP、BC 即 为 所 求 的 弦 . 

5 证 明 ]、f 讨 论 ] 咯 . ， 

注 上 面 是 4 与 BC 方向 相同 时 的 解 
法 。 若 如 右 图 4 和 
20C 方向 相反 , 则 可 以 
从 过 4 的 直径 的 另 
一 端 4 作 与 4D 平 
行 的 弦 4Z， 则 4 了 
一 4 也 ， 因 此 象 上 面 
一 样 作 法 ， 可 以 用 点 丸和 刀 , 先 求 出 4 人 也、 
2C, 然后 决定 4P、BC 即 可 ， 


2140， 过 已 知 圆 O 上 的 两 点 4、 呈 分 别 
作 相 五 平行 的 弦 4ZD、BC， 使 它们 的 差 等 于 
已 知 长 软 。 A 一 ~D 
内 求 一 点 五 ， 使 4 瑟 一 ,AAA 。 
4 也 ，B 刀 一 。 作 过 五、 SR 
吾 的 弦 BC， 过 4 作 弦 
5 证明] 4D1/ BO， 

且 DO=4DB= 4 也， 
4BD 一 .47PB。 


解 【 作 图 ] 在 四 O 
4D1/ 50, 则 4 已 、B3C 即 为 所 求 的 纺 。 
因为 48 一 PC, 所 以 


4BD 一 人 DO 已 ， 
.…， 4BB= DOB. 
因此 4 互 / DO, 4BCD 为 平行 四 边 形 。 
…，4D= 了 0， 


HOC- 4D=FO-BO= BB=mm。 
因此 BC、47D 为 符合 条 件 的 平行 弦 。 

2141， 妈 、C 是 已 知 男 O 上 的 两 定点 , 过 
B、9C 作 平 行 弦 BY、C 和 ， 使 直线 了 YX 过 已 
知 点 卫 。 

解 [分 析 ] 设 7Z 
1 CZ, 则 大 = 87, 即 
弦 人 了 一 BO. 因此 以 2 
为 圆心 ， 与 BC 相 切 的 
圆 与 玉 荆 也 相 切 。 

[ 作 图 ] 以 2 为 圆心 , 作 区 与 BC 相 切 , 过 
三 作 此 圆 的 切线 与 已 知 圆 O 相交 于 民 、 也 
则 BYZY、C 即 为 所 求 的 弦 。 
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2142. 过 已 知 圆 O 上 的 两 定点 仅 刀 作 
平行 纺 4P、69, 使 4P.5Q= 玖 3. 

解 作 圆 9 关于 4B 对 称 的 圆 0 过 两 贺 
的 交点 4 作 倍 弦 
D4P， 使 4D.4P 
一 到 〈 参 照 问题 
2198) 。 过 刀 作 纺 
2B9@1/4P， 则 因为 
O 和 圆 O' 关于 4B 对 称 ,， 所 以 B9= 47D， 

、。。，4P.B9= 4P.4D= 民 2. 

2143。 过 圆 O0 上 的 已 知 孩 4B 的 一 端 
4 作 与 4 互 构成 等 角 的 两 条 弦 LP、49, 使 
4P.49 一 玉 2， 

解 [分 析 ] 假定 4P、 
49 已 作出 , 设 P9、 4 的 
交点 为 C， 则 4C . 4 成 一 
4P.49 (问题 1074) ， 且 
.4P.49 一 开 2， 故 40.4B= 愉 2， ,因此 40 可 
知 。 设 过 五 的 切线 为 BX, 则 瑟 方 = 6 四 ， 所 
以 P@/ BE。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 43 上 作 40, 使 40 为 4B 和 
忌 的 第 三 比例 项 。 由 0 作 过 五 的 切线 BX 
的 平行 线 ， 汪 国 相交 地， 9， 则 4P\、49 即 
为 所 求 的 弦 。 

别 解 设 4C14PB， 作 加 O 关于 4C 对 称 
的 园 O, 过 4 作 两 加 
的 割 线 P46' (问题 
2195) , 使 4P.49' 一 
互 ? 则 可 得 点 已 。 又 
由 


孙 = 把 ， 
可 得 点 4. 
，2144， 在 以 4B 为 弦 的 已 知 较 的 弧 上 求 
点 乙 , 使 P4 和 PDB 之 积 为 ?22. 

解 假定 此 题 已 解 出 P4.PB 一 72， 
AP4 的 外 接 圆 的 直 P 
径 为 PE, 过 十 作 4DB 
的 垂 线 刀 互 ; 则 根据 ( 问 
题 1318)， 

P4,PE=PO9.F 万 ，@ 8 
又 因为 此 外 接 圆 为 已 知 
园 ， 所 以 直径 P@ 为 定 长 。 Se 25， 
则 根据 @， 


设 


on2 一 2 忆 .一 万 ， 
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“因此 了 豆 为 定 长 , 作 与 4B 的 距离 为 5 的 
予 行 线 ， 与 加 相交 于 P, 则 P 为 符合 条 件 的 


2145., 过 已 知 贺 O 上 的 两 点 4、3， 作 
相互 垂直 的 两 弦 4P、BQ, 使 4P .BO 一 太 . 

解 [分 析 ] 假定 4P、B9 已 作出 ， 则 态 
4PP.B9= 4PB.P8+49.BP (问题 1500)， 
又 4B 为 定 长 ， 

4P1B9，.… 人 + 多 一 去 x (四周 )， 


器 此 P9 为 定 长 。 4B.P9 定 了 49.BP 
刘 为 定 积 。 设 积 为 蕊 则 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 直 径 40， 在 点 妃 关 于 4C 另 
一 侧 的 半 加 弧 上 求 点 及 
9, 使 49.0C9= 玉 ( 疝 


题 2144) 。 作 弦 B9， 

过 4 作 艾 4PLB9， 

则 4P、29 为 所 求 

弦 。 了 总 


[证 明 ] . PC B9，,…。 BP=C9。 
.从 而 49.BP=49.09=2. 
六 此 ”4P.B9= 4B.P9@+49.B3P=12。 

f 讨 论 ] 除 @ 外 还 可 求 点 池 。 为 求 点 9 
所 作 LC 的 平行 线 若 与 半圆 的 弦 不 相交 ， 几 
无 解 。 

2146.， 过 已 知 灸 0 内 的 沁 知 点 人 4 作 攻 
B4O, 使 40.BO 一 并 2。 

解 假定 符合 条 件 的 弦 B40 已 作出 ， 
40.BC=E2、 则 

Ka=40.BO=40.(404B) 
一 4024.40.4F。 
点 4 为 定点 ， 可 设 此 圆 的 半径 为 有 ，4O= 
(根据 问题 1246) 
40.4B 一 了 一 四 (一 定 )。 2 
根据 个 ， 
E3 403 二 (P2 一 加 ) 。 0 
.40 一 成 5 十 太一 更 
(一 定 ) 。 
因此 , 以 4 为 圆心 ，V 琵 寸 呈 义 为 半径 作 
跨 ， 与 已 知 圆 根 交 于 C， 则 过 4 和 C 的 弦 
40 为 所 求 的 弦 。 


-一 一 :一 一 一 一 ee 


Q@ . 
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.2147， 过 加 O 内 的 已 知 点 也 作 纺 4， 
使 4 忆 =2PB. 

解 [ 作 图 ] 延长 OP 截取 PC， 使 OP 
一 2P0, 以 0 为 圆心 , 亏 *( 为 圆 0 的 半径 ) 
为 半径 作 圆 ， 与 图 O 相交 于 妃 (一 般 有 两 个 
交点 ), 则 过 及 卫 的 纺 4B 即 为 所 求 的 弦 。 

[证 明 ] 在 人 A4OP、 < 
和 ABCP 中 ,根据 作 图 
OP:PO 一 40:BO 一 2: 
1， 且 4O>PFO，BO> 
PCO,， 4PO= 一 BEPC。 


所 以 
A40PwAEOP， 
因此 “了 P4:PB=PO:PO=2:1。 
[讨论 ] 圆 C 与 贺 0 一 般 相交 于 两 个 点 ， 


， 所 以 适合 于 条 件 的 弦 有 两 条 ; 如 果 两 圆 相 切 ， 

有 一 解 ; 如 果 两 圆 没有 交点 ,无 解 。 

注 如 果 使 P4:PB 一 人 :02， 则 作 图 同上 . 

2148. 已 知 圆 上 的 定点 4 和 定 纺 BC. 
过 4 作 弦 4D， 与 BC 相交 于 如， 使 了 好 与 
DO 之 比 等 于 已 知 比 :7%。 

解 分 析 ] 假定 47DP 弦 已 作出 ， 则 
ADO 画 和 人 B4 刀 有 三 个 角 相 等 而 相似 。 

也 刀 :B4 一 也 万 :DO 一 Mo 


因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 在 BC 上 截取 3B， 使 
卫 百 : B4 一 似 ? 包 ， 人 A 


连结 4 召 ， 延 长 4 有 丸 与 已 
知 圆 相交 于 D, 则 4D 为 
所 求 弦 。 B 5 
[证 明 ] 路 。 D 
2149， 在 已 知 圆 0 内 作 等 于 定 长 2 的 
弦 P98， 使 过 定点 4 所 作 的 与 此 弦 相 对 的 角 
了 449 一 a。 . 
解 “[ 作 图 ] 作 一 
驴 BC=1 以 BO 为 
弦 作 含 /a 的 弧 ， 与 
“以 0 为 圆心 _04 为 
半径 的 圆 相 交 于 卫 . 
以 4 为 圆心 、DB 为 
半径 的 圆 , 和 以 4 为 阅 心 .以 DC 为 半径 的 较 
分 别 与 已 知 较 相 交 于 PP、9, 则 P@ 即 为 所 求 
的 弦 。 


”471 
[证 明 ] 人 A4Pe 可 着 成 是 把 ADBC 以 0 


为 中 心 旋 转 了 ~.4OD 而 得 到 的 ， 
四 AP49 一 ~BDOmoa) 
DO BC 一 /。 


[讨论 ] 除 卫 之 外 还 可 取 点 D'。 两 圆 相 
离 时 此 题 无 解 。 

2150， 已 知 两 贺 和 一 直线 ， 求 作 -一 直线 
与 已 知 直线 平行 并 与 两 圆 相交 ， 使 被 两 圆规 
取 的 两 弦 相 等 ， 

解 [ 作 图 ] 设 已 知 两 圆 为 4.B， 已 知 直 
线 为 玉 PZ。 连结 
4 了 ,由 4、 了 83 分 
别 作 到 的 垂 线 
4D、BZD。、 过 4 
作 了 刀 的 平行 线 ， 
与 巨 允 相交 于 了 克 . 
以 好 为 圆心 ， 作 
与 圆 4 相等 的 圆 ,与 圆 也 相交 于 到 N, 连结 
NZ，, 延长 ,可 得 所 求 直 线 MBZN。 

[证 明 ] BD=BN，BZ= 一 FTN。 

“。 了 LN PP， ZN 1 ZXTZ。 


又 ZN 4z， 
2MMN 1 4 
因 圆 4 和 贺 歹 为 等 圆 , 所 以 
G4 一 万 万 ， 且 G41 万。 
"。 了 2 互 一 ZN 


注 圆 下 与 贺 屯 相 离 时 无 解 。 

2151， 在 已 知 方向 上 作 直 线 ， 与 两 个 已 
知 圆 0、0' 相交 ， 使 所 得 两 弦 之 和 或 差 等 于 
已 知 长 1. 

解 [ 作 图 ] 过 O 向 已 知 方向 作 直 线 0G， 
过 0O' 向 06 作 垂 线 OG) 在 0G 上 截取 GP= 
到 1 以 卫 为 圆心 , 作 与 圆 0 半径 相等 的 圆 ， 
此 圆 与 较 0' 相交 于 CC 分 别 过 CC' 向 已 
知 方向 作 直线 ， 这 
两 条 直线 即 为 所 


求 。 
[证 明了 设 所作 

的 直线 与 两 个 圆 分 \- 

别 相交 于 4. 刀 以 交 

D; 4 B、C、D, 与 圆 卫 的 交点 为 到 古 ， 

则 


OF 二 COD=TD=3P9 一 7 
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0/D 一 0 一 万 Dr 一 2PG 一 7。 

4 一 0，4T' 一 OF 
.48BTOCOD 一 TCD 一 4B' 2 
因此 这 两 条 直线 4BOD 及 4 B'C0D' 即 为 所 
求 直线 。 

2152. 过 已 知 点 邓 作 直 线 ， 使 它 被 两 个 
已 知 圆 4、 五 所 截 得 的 弦 相 等 。 

解 ” 设 所 求 直 线 已 作出 ， 与 圆 4、 四 五 的 
交点 分 别 为 CD, 如 丈 . 过 4 作 44/ PF， 
过 五 作 44' 的 垂 线 B4, 则 CD 一 五 1, 所 以 
4 妃 一 4C, 因此 ， 
以 4 为 圆心 ， 作 
与 圆 4 相 等 的 
豆 、 点 。 因此 
过 宇 所 作 圆 吾 、 圆 录 的 切线 相等 。 过 书 作 
圆 4 的 切线 PG, 则 在 直角 三 角形 PG4' 中 ， 
PG、4G 已 知 , 所 以 P4' 的 长 度 可 求 。 设 以 
4B 为 直径 的 圆 和 以 王 为 圆心 ，P4' 为 半径 
的 圆 的 交点 为 4， 则 过 王 所 作 割 线 平 行 于 
44' 的 割 线 即 为 所 求 直 线 . 巡 

2153， 在 定 图 0 外 有 两 定点 4、， 作 
此 圆 的 弦 CD 与 已 知 直线 7 平行 ， 使 过 结 
4C，BD 的 直线 的 交点 也 在 圆 O 上 . 

解 ”假定 此 题 已 解 出 , CD 为 所 求 弦 , 媚 为 
符合 条 件 的 点 。 过 0 作 CP'1 4B, 与 圆 O 
相交 于 三 则 0OD1 和 Z，CP' 1 4DBD。X7、 
4 互 为 已 知 直 线 ， 所 以 /DOP' 的 大 小 一 定 ， 
设 此 角 为 c， 则 和 角 ac 所 对 
的 弧 DP' 的 长 一 定 ，DP， 
为 定 长 . 然后 延长 PiD 与 
.4 相交 于 @, 则 

AD9B= P'= PP， 

， 因 此 P、4、@、 了 四 点 共 
贺 . 
-，B4.BQ=BD.BP. 
但 图 0 为 已 知 圆 ， 了 为 已 人 

知 点 ,所 以 瑟 D.BP 一 定 ( 问 题 1246) 。 由 此 
知 B4.B9g 一 定 ，9 为 定点 。 所 以 本 题 可 归 
结 为 过 已 知 点 @ 作 割 线 QDP'， 使 孩 DP' 等 
于 定 长 的 问题 (问题 2125) 。 


号. 作 与 驱 、 圆 相交 的 直线 


2154， 


并 且 


已 知 直 线 互 、 点 乙 和 圆 0,， 过 己 
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. 作 直 线 与 互相 交 于 4 与 圆 0 相交 于 及 使 


了 PP4:PPB 一 人 :7。 

解 [ 作 图 ] 过 己 作 碟 的 垂 线 PO, 延长 
至 了 忆 使 PC:PD 一 人 :2。 过 万 作 互 的 平行 
线 了 上 ， 与 圆 O 相交 于 吕 一般 有 两 个 交点 )。 
则 好 即 为 所 求 直 线 。 

证明] 根据 作 图 C4/DB, 所 以 P4: 
2 甩 一 PEO:PD， 又 
PO:PD 一 力 :7 
。 P4:PPB 一 人 :YY 
对 于 E4' 3 也 一 样 . 

[讨论 ] 若 了 与 加 .xc7CX 
0 相交 , 则 有 两 解 ; 相 P 
切 则 有 一 解 ; 若 无 交 点 则 无 解 . 

2155. 过 已 知 点 三 作 一 直线 , 与 已 知 区 
4 和 召 分 别 相 交 于 @ 束 ,使 了 9: 一 720。 

解 [ 作 图 ] 连结 4P， 在 4 的 延长 线 
上 取 点 O, 使 

4P:PO 一 和 :1 
以 O 为 圆心 ， 以 与 
圆 4 的 半径 之 比 为 
匀 : 包 的 长 为 半径 作 
圆 , 与 圆 妃 相交 于 
五 ( 若 不 相交 则 无 解 ) ,连结 瑟 P 并 延长 与 过 4 
所 作 COR 的 平行 线 相 交 于 @, 则 @PR 为 所 求 
直线 。 

[证 明 ] AP4e@wA 人 POP， 

49:0OR= 4P:PO 一 和 7。 
根据 作 图 和 :OCR 一 7M:0 (7 为 圆 44 的 半径 )， 
.4Q 一 > 
因此 驴 在 圆 4 上 .又 9P:PR=7:9%， 因 此 
QPR 为 所 求 直 线 ， 

2156， 已 知 两 圆 4、B, 在 两 圆 中 各 作 一 
条 半径 4X、BT， 
使 它们 互相 平行 ， 
且 从 已 知 点 忆 所 张 
的 角 相 等 。 

解 [分 析 ] 假 
定 所 求 半 径 4X， 
BY 马 求 得 . 过 4 民 作 4C1f EPZXO1TP， 
设 它们 相交 于 C， 则 

APBT7wAC4Z， 
…， 卫 记 :04 一 BTZ:4。 
从 而 40 为 定 长 , 且 其 方向 与 BP 平行 , 故 点 
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C 可 定 。 又 人 4PX 一 BPY 一 4OX. 因 

此 C 在 人 4PZ 的 外 接 圆 上， 因为 4、 已 .C 

三 点 为 定点 , 所 以 此 外 接 圆 与 圆 4 的 交点 忌 
可 求 出 。 故 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 过 4 作 BP 的 平行 线 , 在 其 上 取 


点 C, 使 40:BP=a:D (a, D 分 别 为 贺 4, 圆 
瑟 的 半径 ); 过 己 4、C 三 点 作 圆 与 较 44 相 
交 于 互 ， 作 半径 4 忆 ， 及 与 4 瑟 平行 的 音 径 
3BZ, 唱 瑟 Z 为 所 求 半 径 。 一 般 有 两 解 。 

二 证 明 ] 玫 . 

2157. 作 已 知 直线 居 Z 的 垂 线 ， 与 在 直 
线 刁 了 全 全 人 和 网 才 拓 朝 全 二 4、B， 使 
4 被 瑟 Y 平分 。 

解 [ 作 图 ] 设 
已 处 两 殴 的 圆心 分 
别 为 P、@, 点 纺 关 . 
于 区 7 的 对 称 点 为 
允 . 以 驴 为 圆心 作 
和 圆 纺 相等 的 圆 
9， 与 区 4 交 于 4、 4 则 过 4、 也 分 别 作 
习 了 的 垂 线 就 是 所 求 的 直线 . 

[证 明 ] ”因为 圆 @ 和 圆 4 关于 文 了 对 称 ， 
设 4、4' 关于 王 了 的 对 称 点 分 别 为 妃 、B“, 则 
了 DB、B' 在 圆 上 , 且 4B、4 都 被 X7 垂直 
平分 . 

2158. 已 知 圆 O 和 两 点 4、3， 求 作 贺 
O 的 直径 P8@， 使 
4P=.B9. 

解 [分 析 ] 设 
所 求 直 径 PO 已 作 
出 ， 则 P4 = 4%B， 
OP=08. 设 4 关 
于 9 的 对 称 点 为 4， 则 

A4PC22A4'90。 
从 而 84'=P4, 故 可 作 图 如 下 。 

{ 作 加 ] 连结 4O， 在 40O 的 延长 线 上 截 

04' 一 40. 作 423 的 垂直 平分 线 , 与 贺 C 
交 于 @ (一 般 有 两 个 交点 ); 再 作 直径 Ze， 
四 

[证 明 ] 咯 。 

[讨论 ] 4 的 垂直 平分 线 一 般 都 与 圆 0 
有 两 个 交点 ， 则 有 两 解 ; 如 ee 
解 。 
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2159. 已 知 两 圆 切 于 点 4, 过 44 作 直线 
使 它 在 两 图 之 间 的 部 分 等 于 已 知 线段 双 。 其 
中 和 不 大 于 两 圆 半 
径 之 差 。 

解 [ 作 图 ] 过 
4 作 两 贺 的 直径 < 
4B0， 与 内 圆 相交 
于 2B， 与 外 圆 相 交 
于 C. 以 如 为 圆心 、 
奴 为 半径 作 圆 ， 与 
以 BC 为 直径 的 圆 相交 于 卫 . 延长 CD 与 外 
圆 相 交 于 马 , 则 连结 4 怠 就 是 所 要求 作 的 线 
段 。 


[证 明 ] 这 4 与 加 相交 于 也 连结 
BF, 则 


LD- ZEB- ZLR 
因此 DBF 为 矩形 , 从 而 
万 用 一 万 万 一 和 轧 。 
故 直 线 48 五 为 所 求 的 直线 ， 

[讨论 ] 当 BC> 和 时 有 两 解 }》 当 BC 一 双 
时 有 一 解 。 

注 如 以 召 为 园 心 、 以 叉 为 半径 的 圆 与 以 
330C 为 直径 的 病 有 两 个 交点 只 、 了 则 本 题 有 
两 解 。 

2169. 求 作 与 直线 发 了 平行 , 且 两 端 分 别 
在 两 个 已 知 贺 上 的 线段 ,使 它 等 于 已 知 长 么 ， 

解 ”[ 作 图 ] 设 两 圆 的 圆心 分 别 为 O.C'. 、 
先 过 圆心 O 作 直 线 O41/ XTY, 县 O4 一 mm 再 
以 4 为 圆心 ， 作 与 圆 0 相等 的 圆 , 与 珊 0' 相 
交 于 了 B、B'、 连结， 
4B， 过 O 作 半径 交 
O0 平行 于 4 互 , 则 
连结 BC 就 是 所 求 
的 线段 . 

[证 明 ] 根据 作 


多 


4B10C, 4B=CC。 
因此 四 边 形 4BCO 为 平行 四 边 形 。 
“，401 50, 40= 50。 
又 401 了 Z，4O=mn。 
， BO1 XT，BO=mn。 
同样 , 连结 4B', 过 O 作 半 径 00'] 4B54 出 
连结 BC 也 是 所 求 的 线段 。 
2161， 将 图 中 的 半圆 弧 以 它 的 弦 为 折 六 
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折 选 ， 又 EBD=<Ac， 
4《i) 使 所 折 的 贺 缴 积 直 径 相 切 于 该 直径 上 | …。 402 一 BO.4 了 B， 
的 已 知 点 书 ; 因此 点 C 将 4B 分 为 
《i 使 所 折 的 圆 弧 和 直径 相 切 于 该 园 弧 | 中 外 比 。 A C 
”上 的 已 知 点 名 [ 作 图 ] 将 4 内 分 为 中 外 比 ( 问 题 
求 作 两 种 情况 折 痕 的 弦 。 1924) ， 设 分 点 为 C 过 C 作 4B 的 垂 线 和 半 


G) 设 半 加 的 直径 为 4B，4 刀 上 的 定 
PP。 屋 Y 为 折 痕 , 所 折 半 酌 缴 在 点 也 处 
与 4B 相 切 。 再 设 弧 PZ 的 圆心 为 0, 则 
四 0' 的 半径 与 已 知 
男 0 的 半径 相 等 ， 且 x 0 
OP 4B. 因此 可 作 
折 痕 如 下 。 

过 点 P， 在 半圆 的 有 
同 侧 作 4B 的 垂 线 
DO', 使 PO'=D4，。， 以 0 为 圆心 、O'P 为 半 
径 作 圆 ， 与 半圆 相交 于 瑟 、Z， 则 Z 就 是 
所 求 的 折 痕 。. 

[证 明 ] 加 O、O' 关于 XZ 对 称 ， 以 卫 节 
为 折 痕 拆迁 , 则 半 罗 上 的 弧 和 了 与 圆 0' 上 的 
驱 XY 重合 。 又 O'PL4B, 所 以 圆 0' 在 点 
忆 与 4B 相 切 ， 

人 i) 设 过 点 @ 且 与 半圆 04B 相 切 的 直线 


与 该 半圆 的 直径 4 的 延长 线 相 交 于 了 了， 则 


2 在 作为 折 痕 

的 弦 人 的 延 Q 
长 线 上 .因此 必 

可 作 折 痕 如 

下 。 

过 点 名 作 半 圆 4BO 的 切线 与 4 的 延长 
线 相交 于 了 3; 作 人 479 的 平分 线 与 该 半 
弧 交 于 忆 、 了 , 则 弦 并 Y 就 是 所 求 的 折 痕 。 

[证 明 ] 设 点 @ 关 于 .和 了 的 对 称 点 为 9， 
则 时 在 4B 上 , 且 折 和 迭 的 弧 在 点 从 与 4 刀 3 相 
切 。 

2162. 在 已 知 线段 4B3 为 直径 的 半 嵩 

- 土 求 一 点 也, 使 过 忆 所 作 4B 的 和 三线 DC 满 
足 DBE=40。 
解 [分 析 ] 设 所 求 的 点 也 已 作出， 则 
BTI2= BO.4F。， 


贺 相 交 于 也, 则 了 为 所 求 的 点 。 
[证 明 ] 有 略 。 


ID. 作 割 线 


2163， 过 已 知 点 4 作 一 直线 与 已 知 圆 0 
相交 于 8、 歹 ， 使 48:4R 等 于 已 知 比 人 um。 
解 [分 析 ] 设 所 求 的 直线 4SBR 已 作出 ， 


连结 已 知 圆 的 加 
心 O0 和 点 8， 过 SC 一 一 

忆 作 SO 的 平行 iT、 
线 与 40 的 延长 SA 
线 相交 于 0 则 


40:4O0' 一 48S:4 忆 一 MI 
因 4、O 为 已 知 点 ， 根 据 上 式 ， oa 
定 。 又 
SO:RO' 一 4S:4RR。 
设 30 一 沁 则 由 上 式 得 


7 :RO' 一 人 :7 
ee REO' =22 
故 可 作 锅 如 下 。 
[ 作 图 ] 在 40 的 延长 线 上 取 点 0, 使 
LO:40' 一作 3 
再 以 O' 为 圆心 、 以 40、y、240' 的 第 四 比例 
项 , 即 全 为 半径 作 圆 ,与 圆 0 相交 于 忆 , 则 
4R 为 所 求 的 直线 。 


2164. 过 已 知 圆 0 外 的 定点 王 作 割 线 
P4PB, 使 P4 十 PB 等 于 已 知 长 ]。 


解 [ 作 图 ] 连结 
P 和 图 心 0, 以 PO 为 
直径 作 圆 ， 再 以 卫 为 (> 
天心 ， 寺 ? 为 半径 作 LA 一 八 坟 
加 ， 这 两 个 四 相交 于 SN- 


。 连结 EC, 与 加 0 相交 于 4、 吾 则 P4BB 
两 为 所 来 的 人 起 。 
[证 明 ] 连结 00, 则 人 POCO= 一 尺 所 以 
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C 为 4 的 中 操 ， 
，P4TPB=2FC。 


PCO- 王 2 -，P4 十 PB 一 1. 


2165. 过 已 知 加 0 外 的 定点 卫 作 圆 O 
的 割 线 P4 万 ,使 

4D3 一 P4.PB.。 

解 [分 析 ] 设 所 
求 的 割 线 P4BP 已 作 
出 . 过 点 书 作 圆 0 的 
切线 了 D, 则 

4D3a=P4.PP 一 PDa， 
.。 4P 一 PPD. 

[【 作 图 ] 卫 作 圆 O 的 切线 PD, 过 刀 作 
弦 DB 一 PPD; 过 四 心 0 作 了 刀 的 垂 线 OP， 
并 以 办 为 圆心 、OF8 为 半径 作 圆 。 再 从 卫 向 
第 二 个 圆 作 切 线 ， 与 圆 0 相交 于 4、B， 则 
P4 巨 即 为 所 求 的 割 线 。 

[证 明 ] 略 。 

2166. 求 作 两 已 知 加 O、O' 的 公共 割 线 ， 
使 两 区 所 鹤 得 的 弦 分 别 等 于 已 知 长 人 mm。 

解 [ 作 图 ] 作 贺 O 的 弦 刀 , 使 刀 太 一 7， 
以 0 为 圆心 作 与 召 8 相 切 的 同心 贺 . 在 区 O/ 
中 作 弦 ZM， 使 工 开 =Mm， 以 O 为 圆心 作 与 
Za 相 切 的 同心 网 。 再 作 上 述 两 加 的 公 切 线 ， 
与 加 0O 及 0 分 
别 交 于 4\、Z,C、 
D, 则 4ZBOD 即 
为 所 求 的 割 线 。 民 

[证 明 ] ”根据 
作 图 ， 弦 4B 与 万 玉 都 和 以 O 为 网 忆 的 同 -。 
个 圆 相 切 ， 所 以 这 两 条 弦 的 弦 心 距 相 等 ， 从 
而 


4B 一 了 BF 一 1。 
同 理 CD= ZU = 
因此 割 线 4BOD 符 合 条 件 。 


[讨论 ] ”两 个 圆 的 公 切 线 一 般 有 四 条 ， 因 
此 本 题 一 般 有 四 解 . 当 所 作 的 珊 圆 外 切 时 ,其 
公 切 线 有 三 条 ; 内 切 时 ,其 公 切 线 有 一 条 ; 相 
交 时 ， 其 公 切 线 有 了 两 条 。 在 上 述 情况 下 本 题 
解 的 个 数 和 公 切 线 数 一 致 。 当 两 况 内 离 时 ， 
没有 公 切 线 , 所 以 无 解 。 

2167. 过 圆 0 外 的 定点 4 作 割 线 4DO， 
使 以 弦 BC 为 直径 的 圆 和 LO 相 切 。 
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解 [分 析 ] 设 所 求 的 割 线 4BO 已 经 作 
和 以 BC 为 直径 的 

圆 和 4O 相 切 于 环 
则 A E 

472 一 .4.4O 
(一 定 ) . 
设 BC 的 中 点 为 G， 则 
GOD，~OG4 一 一 天 

(D,， 台 为 40 与 圆 0 的 交点 )。 故 可 作 图 如 
下 


[ 作 图 ] 设 40 与 圆 O 的 交点 为 刀 、 也 ,在 
40O 上 了 到 点 不 ， 使 482 一 .4D.4 瓦 。 过 孕 作 
40 的 垂 线 ， 与 以 40 为 直径 的 圆 相交 于 G。 
连结 4G 所 得 割 线 4BC 即 为 所 求 的 割 线 。 

证 明 ] 因为 OCS.LBO， 所 以 G 为 BO 的 
中 点 , 从 而 

GZ23 一 4G3? 一 472 一 4G32 一 4 了 B.4O 
一 463-- (4G2~ 了 BG3) 一 BG3 
[ 因 4B.40= (4CGAGCO) (4G-GO)]， 
"， G1= 了 BG. 
因此 以 BC 为 直径 的 园 和 40 相 切 于 万 。 

2168,， 作 一 直线 与 已 知 直 线 4 互 相交 于 
室 ， 与 已 知 圆 相交 于 了 、ZG， 且 了 ZY、XZ 各 
等 于 已 知 长 入 入 。 

解 [分 析 ] 设 所 求 直线 XZZ 已 作出 ， 
则 工 2 为 定 长 ,所 以 与 圆 O 的 同心 圆 相 切 , 设 
切 点 为 C, 从 而 


ZO- 也 yo， ZXC=7 二 豆 男 (一 定 )， 


故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 加 CO 中 
刀 8 相 切 的 同心 圆 ， 
切 点 为 C. 在 了 3B 的 
延长 线 上 ， 人 C 截取 


C' 也 = ~1 二 误 和 。 6 攻 民 以 OD 为 半 


径 的 圆 与 2 相交 于 马 ;, 过 并 作 此 小 圆 的 切 
线 即 圆 0 的 割 线 了 ZG， 则 YG 为 所 求 的 
直线 。 一 般 地 , 过 碟 的 切线 有 两 条 , 习 表示 
的 点 有 两 个 ,所 以 本 题 最 多 有 四 解 。 

2169， 过 已 知 点 盖 作 直线 把 已 知 圆 分 
成 两 部 分 , 使 它们 的 比 等 于 3:7。 

解 [分 析 ] 、 设 所 求 直 线 P4 已 作出 ， 
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它 与 已 知 圆 0 相交 于 4、B， 过 结 40、BO， 
册 约 4B 和 它 的 共 罗 弧 。。 
的 比 等 于 3:7, 所 以 


3 


因此 可 知 弧 4 的 长 等 AI 
于 已 知 圆 的 内 接 正 十 边 形 的 一 边 所 对 必 的 三 
倍 。 故 得 如 下 作法 。 

[ 作 图 ] ” 作 圆 2 的 内 接 正 十 边 形 (问题 
1514) 并 作 它 的 一 边 所 对 绝 的 三 倍 所 对 的 纺 ; 
再 作 与 这 条 弦 相 切 的 同心 圆 ,然后 从 己 作 这 
个 圆 的 切线 和 圆 0 相交 于 4、B, 则 P4 了 就 
是 所 求 的 割 线 。 

洲 书 在 与 圆 O 同 心 的 小 圆 之 外 , 则 有 两 解 ; 
己 在 小 加 上 有 一 解 ; 一 在 小 圆 内 无 解 。 

[证 明 ] ”了 略 。 

2170. 过 已 知 点 导 作 与 已 知 园 0 相 交 于 
4、 呈 的 割 线 P4B， 使 从 
圆心 0 到 PEB 的 距离 00 
等 于 弦 4B。 

解 [分 析 j 设 所 求 的 
割 线 P4 已 作出 ， 则 
A405 为 底 边 4 万 与 高 
OOC 相等 的 三 角形， 所 以 
4 的 大 小 一 定 。 故 可 作 
图 如 下 。 

[ 作 图 ] 以 任意 线段 
4 8 为 底 边 ,以 0 一 4 PB/ 为 高 作 等 腰 三 角 
形 94'B'， 再 以 OP 为 弦 , 作 含 有 一 Bl 的 弓 


也 


形 弧 ， 与 已 知 圆 O 相交 于 了 则 连结 PB 所 


得 的 割 线 P4 即 为 所 求 (一 般 有 两 解 )。 

[证 明 ] 路 。 

2171， 在 已 知 加 O 上 有 了 两 定点 4.B. 过 
已 知 点 己 作 直线 与 圆 O 相交 于 互 、 了 ,使 4 民 
和 BZ 所 成 的 角 即 人 .4OB 等 于 已 知 角 a。 

解 [分 析 ] 设 此 直线 已 作出 , 则 人 4CB 
一 (一 定 )。 设 弧 4 妃 所 
对 的 圆周 角 为 B， 弧 环 了 
所 对 的 圆周 角 为 % 则 有 
如 下 各 种 情况 : ? 

a=8-y7 (图 了 ， 

一 ?一 B (图 3)， 

ca=pB+7 (图 3)。 
在 以 上 各 情况 中 , 由 于 GD 


( 叮 
不 


] BBS 已 作出 。 作 
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8 一 定 , 所 以 ?7 也 一 定 ， 
从 而 知 红 人 了 的 长 度 也 
一 定 。 因此 本题 可 归结 
为 , 从 已 知 点 王 , 求 作 已 
知 圆 的 割 线 ， 使 所 截 的 
弦 长 等 于 已 知 长 的 作 
图 问题 (问题 2125) 。 

2172.，， 已 知 两 圆 相 
交 于 4、 刀 。 分 别 过 两 
定点 卫 、 马 作 两 圆 的 割 “下 
线 PaXN、 RN7M 使 连 
结 弦 2WN ,MY 两 端的 
直线 263MNM' 都 过 点 
4 


5 (3) 

解 ”假定 符合 条 件 的 割 线 PMN、BRNO 
已 经 作出 , 则 
LMBN 一 ML4N=AM'4N'= MBNo 

LEBMWHN=-B4N=ABMINT 

AMBNooAM'BN， 
BMDBM' 一 BNIBN' 
一 NM:NOMX' 一 >:7 
《2 为 已 知 两 圆 的 半径 ) . 再 连结 BP, 过 忆 
作 直 线 BP'， 使 与 及 
BM' 所 成 的 角 与 
/MBP 相等 ， 且 
BP' 与 BP 在 瑟 20， 
的 异 侧 。 设 3P' 与 
和 2M 相交 于 忆 7 则 
BMP= BMP'。 

人 BMPcooADMP，， 
BP:BP' 一 BMIBMN' 一 :377 ( 定 比 )。- 
又 ZLPBP' 一 AMGBM' 目 4MNZB 和 4M'BB 
都 一 定 ， 所 以 人 到 Ba 也 一 定 。 因此 点 书 / 
的 位 置 可 确定 ,从 而 割 线 EN'4MK' 可 作 , 割 线 

PMN 也 可 作 。 

2173.。 过 已 知 两 定点 4 万 ， 分 别 作 已 知 
圆 O 的 两 条 割 线 4P9、BBS， 使 FB 和 G8 
通过 另 一 定点 C。 

解 设 符合 条 
件 的 割 线 4P9 及 


A4PFR 及 人 CRZS 
的 外 接 圆 . 设 4C， 
0 分别 与 加 4PR、 
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CRS 相交 于 刀 、 妃 ， 则 
CR 一 RS LERP4 一 RDO。 
于 此 忆 在 加 CRS 上 . 

由 圆 宁 定理 ,，C4- CD 一 CP. CE， 对 于 圆 O 

来 说 ，C 为 圆 0 外 的 定点 ，CP.CR 为 定 值 
由 于 4、C 为 定点 ,所 以 点 也 就 确定 了 。 
同 理 ， BO.B 万 一 BR.BS (一 定 )， 
到 也 是 定点 。 由 C、 了 允 、 卫 三 点 可 以 确定 图 
CRS、 先 确定 两 点 刀 、 如。 设 圆 0BD 与 圆 0 
的 交点 为 妃 、8，CBR、CS 与 圆 O 的 交点 为 书 、 
@. 则 4PQ@，BBES 即 为 所 求 的 割 线 ， 

[证 明 ] “ 略 . 

2174.。 作 与 两 个 相交 的 等 圆 0，C' 的 害 
线 4CBD， 与 欧 0 相交 于 4、B， 与 圆 0' 相 
交 于 和、 万, 使 LO 一 CB= BD。 

解 【 作 图 ] 设 00' 的 中 点 为 Mt， 以 0 了 
为 直径 的 圆 与 圆 O/ 


人 
相交 于 C/. 设 过 CU 
的 直线 与 两 医 依 次 相 SS 
交 于 4、B、C、 了 . 则 只 
4CBD 即 为 所 求 的 害 N 
线 。 


[证 明 ] COM 一 BR， 
40= BO0. 
又 4CO、BD 关于 于 对 称 , 所 以 
<40=PD， 因 页 4C= BO=BD， 

[5 讨 论 ] 除 C 外 , 利用 COM 为 直径 的 圆 
与 圆 0 相交 于 另 一 点 ) 也 可 以 得 到 符合 条 件 
的 割 线 ， 一 般 有 两 个 解 。 但 圆心 0、O' 在 另 
一 贺 上 时 有 一 解 。 圆心 0、O' 在 两 圆 的 公共 
部 分 内 时 ,无 解 、 

2175,， 过 已 知 点 4、.B, 求 作 已 知 圆 O 的 
割 线 4PFRO 和 .DBPD， 使 两 割 线 相交 于 加 上 的 
点 卫 , 且 张 DO 与 已 知 直线 民 卫 平行。 

解 ” 设 此 图 已 作出 DC 和 了 ， 人 万 B 
使 卫 ]/ 4B. 设 了 CO 的 延 
长 线 与 4 万 或 其 延长 线 相 
交 于 9 则 

Aq9 二 llDEB=2 一 尺 . 


. @ 
又 了 画 、C\ 三 四 点 共 贺 ， 
所 以 


ADPOATADHO=3LALB 加 


根据 @、@, DPC= -9, 因此 盏 .PC、9. 


直线 的 作 图 
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四 点 共 贺 。 
2 4B.49 一 4P.4C。 

因 4 为 已 知 点 , 所 以 4P.4C 一定 ,4 万 .4Q 
也 就 一 定 。 又 4B 为 已 知 线段 ,所 以 @ 为 定 
点 。 且 D 玉 1 4B，DON/ XZ， 那 么 人 BEDC 
的 大 小 一 定 ,如 的 大 小 亦 可 定 。 因此 本 是 
变 为 过 已 知 点 9， 作 已 知 男 0 的 割 线 9CB， 
使 弦 BC 为 定 长 的 问题 (参照 问题 2138). 可 
由 此 作 割 线 9CZ. 


_ 了 . 作 切 线 
217， 过 已 知 点 了 作 已 知 圆 0 的 切线 。 
解 [ 作 图 ] 人 乙 在 加 上 时 : 连结 OP， 

过 书 作 OP 的 垂 线 
4, 则 4 为 所 求 的 
切线 . 

(过 卫 在 柄 外 时 : 
作 以 PO 为 直径 的 圆 ， 
与 已 知 圆 相交 于 4、 
已 ， 则 P4、PB 为 所 
求 切线 。 ER 

[证 明 ] 2 
0O4P、 OPBP 都 是 
直角 。 故 P4， 忆 B 与 已 知 贺 相 切 。 

2177， 作 两 个 已 知 圆 的 公 切 线 。 

解 [ 作 图 ] 设 两 个 已 知 加 的 圆心 为 4、 
3， 圆 4 大 于 圆 3. 
以 4 为 圆心 ， 以 两 个 
已 知 圆 的 半径 之 和 为 
半径 作 圆 ， 或 者 以 两 
个 已 知 圆 的 半径 之 差 
为 半径 作 图 。 过 点 如 
作 此 辆 的 切线 BC， 设 切 点 为 C。 连结 4C， 
设 4C 或 其 延长 线 与 圆 4 相交 于 刀 . 过 点 刀 
作 2ZB /COD, 设 与 刀 在 BC 周 侧 的 万 丸 与 图 
已 交 于 点 刀 , 连结 
也 万 ， 则 也 如 为 已 
知 两 圆 的 公 切 线 。 

. [证明 ] BO 是 

过 点 C 的 圆 4 的 切 
线 .所 以 4CB 为 


.直角 ， 且 4LOC 为 4D 和 五 刀 之 和 (或 益 )。 所 
.以 瑟 有 =CD， 上 且 因 为 有 BACD， 故 BCD 万 
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为 平行 四 边 形 .又 其 中 角 BOD 为 直角 ,所 以 
LOCD 刀 和 一 BBD 也 是 直角 。 因 此 2 
已 知 两 贺 4、 如 相 切 。 

[讨论 ] ”如 昌 两 个 已 知 圆 既 不 相交 ， 也 不 
相 切 , 则 4B 大 于 两 圆 半径 之 和 ， 且 召 在 作 
图 所 用 过 的 两 圆 之 外 ,所 以 可 作 四 条 公司 线 。 

如 果 两 个 已 知 贺 外 切 ， 则 4 等 于 两 圆 六 
径 之 和 ， 点 互 在 作 图 所 用 两 圆 中 的 一 个 贺 
上 ,所 以 可 作 三 条 公 切 线 。. 

如 果 已 知 两 圆 相交 ， 则 4 小 于 两 圆 半径 
之 和 ， 且 点 如 在 作 图 所 用 两 圆 中 一 圆 之 内 ， 
而 在 另 一 加 之 外 , 所 以 可 作 两 条 公 切 线 。 

- 如果 两 已 知 贺 内 切 ，. 则 4 等 于 两 圆 半径 
之 差 ， 则 歼 在 作 图 所 用 两 贺 中 的 一 圆 之 内 ， 
县 在 另 一 贺 上 , 因此 可 作 一 条 公 切 线 ， 

如 果 两 已 知 圆 中 有 一 个 在 另 一 个 之 内 ， 且 
无 公共 点 , 则 4B 小 于 两 圆 半径 之 差 ,点 召 在 
作 图 所 用 两 圆 之 内 ,所 以 不 可 能 作 公 切 线 。 

2178,， 作 已 知 圆 O 的 切线 ,使 它 被 两 条 
已 知 平行 线 或 两 个 同心 加 所 截 的 部 分 等 于 已 
知 线段 1. 

解 ， 人) 设 已 知 平行 线 为 工 、 双 ， 在 直线 
也 上任 取 一 点 4 | ?为 半径 作 
， 圆 , 与 直线 M 相交 于 
人 、P， 则 与 4LB 或 
4B' 平 行 的 画 0 的 切 
、 线 都 是 所 求 切线 。 

f 讨 论 ] 设 双 下 


的 距离 为 &， 当 7>8 时 有 四 解 ，1 一 2 时 有 两 


解 , 1<Q@ 时 无 解 。 
( 芝 ) 设 两 个 已 知 同心 圆 的 圆心 为 了 它们 
9)。 设 所 求 切线 4BC 
已 作出 ， 则 BO 一 5 所 
以 在 人 PBO 中 PB 
? 即 三 边 已 知 。 所 以 由 卫 所 作 BC 的 垂 线 
2 也 一 定 。 由 此 , 以 卫 为 圆心 、PD 为 半径 
的 合 与 圆 O 的 公 切 线 即 为 所 求 的 切线 。 
已 知 点 4、 互 的 距离 之 和 等 于 已 知 长 了 

解 ( 设 所 求 切线 万 已 作出 ， 且 4、 号 
在 不 的 同 侧 。 过 4 已 和 4 的 中 点 CQC 分 


的 半径 为 及 、7 (到 >， 
Ci 
一 环 ，PO 一 ， BO 一 
2179. 作 已 知 圆 忆 的 切线 ， 使 它 与 两 个 
别 作 N 的 垂 线 44 必 BEB'、 CO 则 .44' 合 BB/ 


所 以 C 在 以 C 为 圆心 、 


LO 一 ?， 则 BC]AN， 


. 因此 可 求 得 马 可 作 图 


-也 ) 把 4 外 分 《或 内 
- 分) 为 台 :2 过 点 己 ( 或 


了 
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一 7 《假定 )， A'” 
44' 十 了 PDB' 一 200'。 


因此 CC'= 言 1 (一 定 )， 


到 ! 为 半径 的 加 上 ， 且 CO' LN， 所 以 允 为 
贺 C 和 加 0 的 公 切 线 , 因此 本 题 可 根据 问题 


2477 作 图 。 


Ga) 设 4、 了 3 在 切线 六 的 异 便 ， 在 44' 的 
延长 线 上 取 点 CO， 使 


并 且 Bo0 与 以 4 为 圆 
心 、! 为 半径 的 圆 相 
切 。 在 这 种 情况 下 ， 、 
就 以 4 为 圆心 、! 为 半径 作 圆 。 过 呈 作 该 加 
的 切线 BO, 再 作 与 4 相交 , 与 BC 平行 的 
园 0 的 切线 克 即 可 。 

2180. 作 已 知 加 0 的 切线 ,使 它 与 两 个 
已 知 点 4、 妃 的 距离 之 比 等 于 已 知 比 MIX。 

_ 解 [分 析 } 设 符合 条 件 的 切线 已 作出 。 

过 4 号 所 作 此 切线 的 重 足 为 4、B'。 设 两 
直线 4LB、4' 呈 .的 交点 为 书 , 则 人 BB 
且 44':BB' 一 mA。 所 
以 

P4:PB 一 MX。 


如 下 。 大 
[ 作 图 ] 求 点 书 ( 或 


PP) 作 国 0 的 切线 , 即 为 ”人 [> 
所 求 作 的 切线 。 3 昌 

[征明 ] 咯 。 和 

[讨论 ] 若 将 4B 外 ，、v 
分 为 加 3 的 点 一 在 贺 G 外， 则 过 王 可 作 加 
0 的 两 条 切线 。 若 点 也 在 较 0 上 , 则 可 作 一 
条 。 若 点 卫 在 较 0 内 部 , 则 无 解 

若 将 4B 内 分 为 办 和 a 的 点 书 在 现 0 外 ， 
则 有 两 解 ; PP 在 园 0 上 , 则 有 一 解 ; P' 在 加 0 
内 , 则 无 解 。 因此 ,如果 ,已 都 在 圆 0 外 ， 


. 则 有 四 和解; 一 点 在 圆 0 外 , 一 点 在 圆 O 上 , 由 


有 三 解 ; 一 点 在 圆 0 外 , 一 点 在 圆 C 内 ,或 者 


. 两 点 都 在 圆 上 , 则 有 两 解 ; 一 点 在 区 0 上, 一 
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点 在 贺 O 内 , 则 有 一 解 ; 若 两 点 都 在 加 C 内 ， 
则 无 解 。 
2181. 设 已 知 圆 的 圆心 为 0， 在 贺 外 求 
一 点 4， 过 4 作 圆 0 的 切线 4D，4C 的 延 
长 线 与 圆 O 相交 于 0, 使 4C 一 247D. 
解 ” 设 符合 条 件 的 
点 4 已 求 出 , 则 
4D2 一 48.4C0。 


了 


”代入 上 式 ， 过 403=4B.4C， 
甸 工 二 > 
.于 40=4B。 
因 泡 


延长 直径 CB， 取 B4 一 也 BC, 过 4 作 贺 的 


切线 4D 即 可 。 

2182 . 在 已 知 三 角形 4DC 的 底 边 BC 
上 取 两 点 卫 、 马 ， 过 巨 和 C 作 人 A 人 4D 刀 外 接 
圆 的 切线 BP 和 C9， 使 BP 一 C8， 且 使 刀 妃 
一 7 为 已 知 长 ) 。 站 

解 [分 析 ] 设 符 
合 条 件 的 点 也 、 玫 已 
求 得 。 作 A 人 4D 妇 的 
外 接 园 。 过 好 、C 作 8 D C 
此 圆 的 切线 BP、C9,， 则 

也 Fe 一 BD.BZ， 
Cg 一 0D.C. 
要 使 BP 一 09， 则 须 使 BD=0CB。. 因 为 BC 
为 已 知 线段 ， 了 D 甩 为 定 长 2 设 BC=a 则 


BD=CB 一 了 (BC 一 也 九 ) 


工 
423 一 可 BEC。 


工 
一 豆 (C 一 仿 。 


因此 ，B 和 C 召 均 为 定 长 ， 由 此 可 确定 了 、 
马 的 位 置 。 

2183. 已 知 两 圆 4 和 23， 求 作 一 点 马 
使 由 点 三 向 两 圆 所 作 切 线 的 夹 角 等 于 已 知 
角 , 并 使 一 条 切线 的 长 等 于 已 知 长 ?。 

定 所 求 切 线 EO，ZD 已 作出 ， 则 五 边 形 
PRO4BD 的 四 条 边 PO、C4、4B、BD 和 三 个 
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角 O、 忆 都 为 已 知 ， 因 此 五 边 形 可 定 。 即 
从 贺 4 上 的 任意 
点 0 作 切 线 OP 
使 C' 忆 一 5 过 书 作 
直线 PT 使 了 PDT/ 
与 PC 的 夹 角 等 
于 已 知 角 c。 过 
CR' 上 的 点 召 作 


| BB'/PD' 使 TB' 与 媚 D' 的 距离 为 7。 以 


4 为 圆心 ，4 互 为 半径 作 圆 与 妃 B' 相交 于 
她。 过 :3' 作 PPD 的 垂 线 BTD， 则 五 边 形 
POA4BT' 与 五 边 形 PO4DBD 完全 相等 。 因 
此 作 五 边 形 POCO'L4B'2D' 如 上 。 过 4 作 半 径 
40C, 使 40 与 4 的 夹 角 等 于 人 L4C 过 
已 ， 关 于 4 在 4C 的 同 侧 作 半 径 BD， 使 
2 与 4 号 的 夹 角 等 于 4B'D， 作 过 C、 
的 切线 CP、P, 即 为 所 求 的 两 条 切线 。 

[讨论 ] 与 忆 DP' 的 距离 为 的 .直线 有 两 
条 。 且 过 己 与 PC' 的 夹 角 为 & 的 直线 一 般 
有 两 条 , 关于 4C 对 称 和 书 同样 的 点 有 两 个 ， 
所 以 和 五 B' 同样 的 直线 一 般 有 八条 ， 因 此 
以 4 为 圆心 、 过 召 的 圆 与 上 述 直 线 相交 ,类 
似 点 召 ' 的 点 有 16 个 。 因此 本 题 --- 般 有 16 
个 解 .如 果 ZD 的 长 为 已 知 长 六 也 同样 有 16 
个 解 。 

2184， 在 外 离 的 两 等 圆 O、0' 之 外 有 已 
知 点 忆 , 作 平行 的 两 条 半径 O04、0'.4 使 P4 
一 Pd 


B 


解 [ 作 图 1 《i》 作 平行 四 边 形 OO'PB， 
再 作 P 的 垂直 平分 线 与 阅 0 相交 于 点 十 
再 作 与 O4 平行 且 同 向 的 半径 0.4' 即 可 . 

人 G) 设 00' 的 中 点 为 MK， 过 了 所 作 MP 
的 三线 与 圆 0 的 交点 即 为 4; 再 作 点 4 关于 
M 的 对 称 点 , 即 为 4。 

[征明 ]  (i) 因为 OOPB、OO'4'4 为 平行 
四 边 形 ,所 以 PB44' 也 为 平行 四 边 形 ， 因 此 
P4' 一 B4 一 Pd4d。 
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Gi) MP 为 44' 的 三 直 平分 线 ， 所 以 P4 
一 Pd 又 OO 44/ 互相 平 分 ， 则 0 一 
04, 因此 点 少 在 圆 0 上 . 

2185， 在 已 知 直线 Z 上 求 一 点 也, 使 
点 己 到 已 知 点 4 的 距离 P4 和 过 了 的 圆 0 
的 切线 P7 相等 。 Ne 

解 设 了 为 符合 条 荆 Y 

73 一 DO23 一 0O73. 

DPI 一 Pd4， 区 本 

"。 4 一 PO3 一 O72， 
,POa 一 P42 一 72 (r 为 加 0 的 半径 )。 
过 卫 作 O4 的 垂 线 PE， 则 
PO2 一 P42 一 OO 万 3 一 万 423。 
"， 0O052 一 妃 42 一 72. 

根据 问题 1929 可 求 得 点 互 。 过 点 互 作 O4 
的 重 线 ,与 XY 相交 于 刀 则 也 即 为 所 求 的 
点 。 

2186.。 在 已 知 直线 XZ 上 求 一 点 书 , 使 
过 所 作 两 已 
知 辆 的 切线 P4、 
EBP 相等 。 

。 解 ”根据 问题 
968， 先 作 两 已 
知 圆 的 根 轴 ， 它 
与 Z 的 交点 了 
即 为 适合 条 和 件 的 点 。 

2187。 已 知 园 0 外 有 定点 4， 在 线段 
CO4 土 求 一 点 己 过 己 作 此 圆 的 切线 PB, 使 
了 4 为 PB 的 两 倍 。 

解 [ 作 图 ] 过 4 作 0O4 的 垂 线 4B， 使 
-4B 等 于 圆 0 半径 的 交 邮 

两 倍 。 过 好 作 圆 .0 

的 切线 BZB，BB 与 
40 相交 于 巴 则 了 为 
所 求 的 点 . 

[证 明 ] 4PB- 
一 刀 PO， 


4 一 一 再 一 人 P， 
。， 人 4PPwowA 人 DPO_ 
4 万 一 2RO，.…，P4=2P7 刀 . 
2188.， 已 知 两 加 0O 和 0 在 贺 O 上 求 
一 点 己 过 一 作 贺 0 的 切线 P4、PB， 设 切 
点 为 4、 盏 。 P4、PB 与 圆 0 相交 于 CO、D， 


-一 一 一 一 一 -一 一 一 一 - 一 -… 


切线 4B、CD， 上 且 4B1CD， 


0 7 = 


使 4 万 一 CD. 
解 [分 析 ] 设 忆 为 所 求 的 点 ,FLCO'EB 为 


圆 内 接 四 边 形 ， A 
OP 为 圆 0 的 直 

径 。 因为 4B= 人 
CD，4PB 与 R 
<CPD 相等 或 


互 为 补 角 , 所 以 人 人 PDO 和 和 人 A4PB 的 外 校 加 
相等 。 因此 圆 P4O' 刀 的 直径 0O 与 贺 O 的 
直径 相等 。 由 此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 以 0' 为 圆心 . 圆 O 的 直径 长 为 半 
径 作 圆 , 与 网 O 相交 于 己 ( 一 般 有 两 个 交点 )， 
过 书 作 圆 0 的 切线 P4、PB, 则 己 为 所 求 的 

点 。 


2189， 已 知 圆 0 和 0'。 分 别 作 两 贺 的 
定点 三 到 
4B、C 了 的 距离 P4 和 FC 之 比 等 于 已 知 比 
212 77。 

解 [ 作 图 ] 设 贺 
0O、 圆 0' 的 半径 分 别 
为 六 9". 在 OP 的 延 
长 线 上 取 点 瑟 , 使 


以 0 为 网 心 、 灾 一 ?X 取 为 半径 作 回 , 过 如 
作 此 贺 的 切线 再; 作 各 圆 的 切线 4B、CD， 
使 它们 与 3 至 平行 , 则 4B、CD 为 所 求 切线 , 

[还 明 ] 设 4 与 3 的 交点 为 6, 因 0 也 
了 40, 则 


和 


又 O'BD1CG， 
'， CG= DZH=CD 一 0 


CG 7X 开 多 
P4 鹃 
网 必 we 
4B3、CD 为 所 求 的 切线 ， 


2190,， 作 两 个 已 知 加 4、 瑟 的 切线 ,使 它 


们 的 夹 角 等 于 已 知 角 w . 旦 连结 两 切 点 的 直 


线 过 已 知 点 乙 。 


4 


=- < 吕 人 


下 \ 妈 


加 
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线 , 也 4、F 刀 的 延长 线 的 交点 为 0, 则 
LEBO 一 2L 忆 一 一 瑟 G 太 一 2L 瑟 一 o。 
又 设 圆 4BCO 和 圆 瑟 8C 的 第 二 个 交点 为 0， 
则 OZ4 一 OFB. 
又 BO8=405=-40PB， 


因此 40 万 = 人 BOP . 
人 4OFcoA 人 BO ， 
O4:0B= 4 万 :DB 一 ac:D 

(23 为 圆 4 的 半 

径 ). P 

由 于 4CB 及 

AL4OB 一 定 ， 由 

4BO 就 可 以 确定 点 

O。 又 


ONP=2/ 尺 一 OF 如 
一 2.]RR 一 COB 
一 2.R 一 0B4 (一 定 )， 
所 以 点 环 也 可 确定 。 


12. 作 倍 弦 ” 
2191. 已 知 圆 O 和 圆 0' 相交 于 4 过 4 
作 直 线 与 圆 0 圆 0 相交 于 到 0 使 4B 十 
40= 妈 (0 为 已 知 长 ) . 
解 [分 析 ] 人 GD 设 ， 


信和 
BO 在 点 4 的 异 侧 ,所 人 
求 直 线 B40 已 作出 .过 
0.0' 作 BC 的 垂 线 OB、 - 
0 则 豆 、 瑟 各 为 4B、40C 的 中 点 。 所 以 
了 AR 
瑟 太 一 误 BC= 了 了 2。 
又 过 0 作 0 的 垂 线 OM, 则 
OM 一 了 一己 好: 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 以 00' 为 斜 边 作 直 角 三 角形 
OMO'， 使 OU= 半 加。 过 4 作 OM 的 平行 
线 与 两 加 相交 于 了 B、C， 则 直线 B4C 为 所 求 
的 直线 。 

[证 明 ] 过 OO' 作 BO 的 垂 线 .OO'， 
其 委 尼 为 及 万 则 如 BMD 为 矩形 。 因 


BF=OM- 豆 31 


解 ”假定 此 题 已 解 出 。BG、FG 为 两 条 切 | 且 吾 了 为 4B、4C 的 中 点 ,所 以 


BF- 亏 BC，BO 一 3 妃 太 一 办 。 
[讨论 ] “要 使 本 题 成 立 ， 必 须 00' 不 小 于 
OM , 即 00'> 玛 刀 。 因此 00'> 豆 双 时 ， 一 
般 有 两 解 ; 00' 一 卫 双 时 ,有 一 解 .OO'< 寺 加 


时 ,无 解 . 

( 边 怪 C 在 4 的 同 
例 时 ,用 回转 法 作 图 . 
延长 04， 取 40"= 
24， 以 0" 为 圆心 、 
O"“-4 为 半径 作 圆 ， 对 
于 融和 圆 07 作 倍 
弦 B4C'， 使 4 二 40' 一 加 。 延长 0'4 与 贺 
2 相交 于 C， 则 4CB 为 所 求 直线 。 因为 加 
C 和 圆 0" 是 相交 于 4 的 等 圆 ， 所 以 4C 一 
LO 


4B 二 LOC=4BT4C' 一双 。 


2192.， 在 上 题 中 ， 使 4 有 和 4C 的 差 等 
于 已 知 长 . 

解 [分 析 ] (iD 若 瑟 CO 在 点 4 同 侧 ， 
设 符合 条 件 的 线段 
4B3C 已 作出 。 过 O、 
2' 作 40C 的 垂 线 OF、 
0 五 ， 则 


4 了 = 工 40， 
公 


AS 
4ZF= 卫 4B. 
，， BF 一 也 (4B 一 4C0) = M。 
过 C 作 CO8 的 延长 线 的 垂 线 O4G,， 财 
0G-B8-- 于 mn 
因此 直角 三 角形 O0G 可 定 。 
[ 作 图 ] 以 00' 为 余 边 作 直 角 三 角形 
00G,， 使 OG 一 二 o( 或 0G= 于 四. 过 4 
作 O 了 的 平行 线 与 圆 O、O' 相交 于 吾 、C, 则 


4BC 即 为 所 求 作 的 直线 。 
[证 明 ] [讨论 ] 略 . 


* 过 两 融 交 点 的 直线 被 两 贺 截 得 的 部 分 叫 
做 售 弦 。 一 一 译 者 注 
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人 车 BC 在 4 的 异 侧 , 先 作 圈 0 关于 
点 双 的 对 称 圆 0“， 然 后 以 两 圆 O、07” 代替 
两 圆 0、O' 按 上 题 作 图 , 倍 弦 即 可 确定 . 

别 解 设 40-4B=7 过 00' 的 中 点 如 
作 50 的 垂 线 了 BF， 
设 4B,、4C 的 中 点 分 
别 为 一 @, 则 


4 =~ 子 40， 


49-4P- 亏 (4C 一 4B) 王 mm。 


又 如 为 00' 的 中 点 , 玫 为 P@ 的 中 点 ， 
.。 4 一 豆 (49 一 4P) 一 王 on。 


因此 可 作 加 如下。 
[ 作 图 ] 设 00' 的 中 点 为 吾 ， 以 4 如 为 直 


径 作 半 回 ， 在 半圆 上 求 点 巴 使 4 一 二 和， 


则 割 线 B48C 即 为 所 求 直 线 。 

2193. 已 知 贺 O 和 圆 0 相 切 于 点 刀 , 过 
瑟 作 直线 与 两 圆 相交 
于 到 五 使 五 7 等 
于 已 知 长 7。 

解 [ 作 图 ] 设 两 
圆 连 心 线 00' 的 延长 . 
线 与 两 圆 相交 于 人 4 
C,， 以 9 为 圆心 为 半径 作 圆 ， 过 4 作 贺 的 
切线 4D。 过 两 器 的 切 点 召 作 五 邓 久 OD，, 与 
两 加 相交 于 至 8， 则 真 线 BE 为 所 求 直 线 . 

[证 明 ] 一 4ZDB 和 BFZC 都 是 半圆 周 
角 , 所 以 都 是 直角 . 因此 妃 FCD 为 矩形 , 吾 玉 
一 0 了 7 一 5 环 即 为 所 求 的 直线 , 

2194. 过 两 已 知 圆 0 和 〇 的 一 个 交点 
作 直 线 ,与 两 圆 相 灾 于 五 C, 使 

(1L) 4B 一 40; 

(23) 4B:40C 等 于 已 知 比 加 :7。 

解 [分 析 ] (人 假定 此 题 已 解 出 。 设 
DB4、4C 的 中 点 分 别 


为 召 和 了 ， 连 心 线 BE 
00' 的 中 点 为 好， 则 | 人 
因 0B 1 MX41 ON 以 


且 4BJOZ 所 以 


]」 作 24、2M4 的 


JM41BC。 
因此 , 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 求 O0' 的 中 点 M， 连 结 4M， 过 
4 作 与 4U 垂直 的 直线 与 贺 O 和 国 O 相 交 
于 及 0, 则 B4C 为 所 求 直线 。 
[征明 ] 略 。 


(2) [ 作 图 ] 点 M、 民 "把 00' 内 分 和 外 


低 


、 
B 


分 为 1 。 过 也 


20: 相交 于 马 、C、B 
BC'。 则 B4O0 
和 LO'B' 均 为 所 求 直 线 。 

[证 明 ] 略 。 

2195. 过 两 已 知 圆 O、,C0' 的 一 个 交点 4 
作 割 线 ， 与 两 圆 相交 于 B、C， 使 4 怪 与 4C 
的 积 等 于 2 (mm 表示 
已 知 线段 长 ) 。 

解 [分 析 ] 假设 
此 题 已 解 得 ，B4C 为 
所 求 直 线 . 过 4 作 贺 
0 的 直径 4D， 作 过 
及 及 5 的 圆 ， 设 贺 
与 D4 的 延长 线 相交 于 怪 ， 则 

4D.4 妃 = .4B.4O 一 7z2. 


因 47 为 已 知 圆 的 直径 , 且 47: 4 如 一 om2 所 


以 召 为 定点 ， 又 COBD 一 4BD 一 一 已 。 
因此 瑟 C 为 定 直线 。 故 可 作 图 如 下 . 

作 图 ] 作 圆 0 的 直径 4D， 在 D4 的 延 
长 线 上 求 一 点 妃 ， 使 4 也 .4 刀 一 mm2。 过 作 
DZ 的 垂 线 BO, 与 加 0 相交 于 C( 一 般 有 两 
个 交点 )， 倍 弦 C4 刁 所 在 的 直线 即 为 所 求 。 

[证 明 ] 略 。 

[讨论 ] 0 与 圆 0' 一 般 有 两 个 交点 ， 所 
以 所 求 弦 为 两 条 。 


着 瑟 C 与 圆 0 相 切 ,所 求 纺 为 一 条 ;BO 与 


圆 0 无 公共 点 时 无 解 。 

注 用 同上 面 的 思考 方法 可 解 下 面 的 问 
题 。 过 两 圆 的 一 个 交点 4 作 一 直线 , 与 两 贺 
分 别 相交 于 瑟 、C, 使 4B、4C 的 积 最 大 。 

在 上 面 的 解法 中 ，4 刀 .4C 一 4DP .4 吾 ， 因 
此 ， 要 使 MDB.LC 最 大 ， 必须 4 万 .4 马 最 大 。 
为 此 ， 必 须 4 至 最 大 ， 如 以 上 讨论 所 述 ， 取 
ZC 与 圆 0 相 切 的 情况 , 过 其 切 点 C 和 4 从 


和 
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过 愉 书 作 43 的 重 线 FO、PD, 则 


直线 即 可 。 
2196. 过 两 已 知 网 O、0'. 的 一 个 交点 4 
作 倍 弦 已 4Z， 使 ad4 瑟 二 D4T 一 ca(w、 Doc 为 
已 知 长 ) 。 
40O= 工 .40， 
C ， 
LO = 了 .40 
人 
以 CC' 为 圆心 、 
C4 与 C"4 为 半 
径 作 两 个 圆 。 作 这 两 圆 的 倍 弦 又 LY 与 贺 
相交 于 互 \ 了; 而 与 圆 OO' 分 别 相交 于 式 、 
了 则 


4X04X 一 40:40 一 0:C) 


二 4X' 一 二 .4 克 。 
同样 4Z'- 过 .47- 
所 以 。 瑟 Z 一 全 .4 和 十 .4 


ie 

因此 本 题 可 化 为 对 以 CC' 为 圆心 的 圆 , 作 等 
于 长 为 c 的 们 弦 问 题 ,可 根据 问题 2191 作 图 . 

2197 .， 过 两 个 已 知 圆 O、9" 的 一 个 交点 
卫 作 两 条 倍 弦 4F44\BPB' (4、 如 在 一 个 贺 
上 ，4'、 瑟 在 另 一 加 上 ) 。 使 它们 的 夹 角 等 
于 已 知 角 wc， 且 使 两 
个 三 角形 4PB 和 
4PB' 的 面积 相等 

解 设 玩 0 和 o [| 
的 半径 分 别 为 到 人 站 
所 求 直 线 4F4、 
PPB' 已 作出 , 是 两 圆 的 另 一 交点 为 久 。 过 书 
作 国 0 的 切线 FEP"， 与 圆 0 相交 于 定 . 则 


AQFEPRP 一 AQ9BP 
AP4' 一 9PB4。 
所 以 PP4' 一 APB' 4 一 APB4， 
又 AL4PB=A4PB' 一 4PBr。 
因此 AP4BoAP4'PB',， 
AP4B:AP4'B' 一 4B3:4/BI3 
-一 22372 〈( 定 比 ) 。 
但 AP4B= 和 AP4'P， 
所 以 AP4d'B' :APL4I'B 一 ip2:73 
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AP4'B':AP4'B' 一 PO:P'D， 
“， PRO:PI 万 一 Ra:72. 
在 圆 0' 中 作 含 xc 的 弓形 驴 4"B"， 作 与 此 弦 
相 切 的 同心 圆 03 再 作 此 圆 的 一 条 切线 
4'B'， 使 它 到 两 定点 及 己 的 距离 比 为 开 2: 
73《 问 题 2180) 。 故 可 求 得 4、 了， 人 
倍 弦 4P4' 和 BPP'。 


13. 作 按 一 定 条 件 分 割 面积 的 
直线 
2198. 过 已 知人 4BC 一 边 BO 上 的 已 
知 点 P， 求 作 一 直线 平 人 ， 
分 此 三 角形 的 面积 。 AAA 
解 “[ 作 图 ] 作 中 线 AN 
4 连结 4P, 过 了 作 zl 
4P 的 平行 线 MN9, 与 悍 下 M 
40 相交 于 @, 则 FQ 即 为 所 求 直 线 。 
.…。 人 Apwg 一 SAkxa。 
等 式 两 边 同 加 上 AgMO， 
SAzec 一 SAawc。 
因 1 为 边 BC 的 中 点 ,所 以 
Saawo= 总 SA4BC)y 


自 
量 


。 Repbo 一 部 人 SaA4ac。 


因此 29 即 为 所 求 直线 。 

2199. 过 已 知 三 角形 4B0C 一 边 BO 上 
的 一 点 己 作 直线 ,将 此 三 角形 的 面积 分 成 已 
知 比 322。 

解 [ 作 图 ] 在 AN 人 

MG 一 MI:7 连结 4 书 . 
过 歼 作 MQO/L4P， 
29 与 40 相交 于 吕 ， 
则 2 即 为 所 求 直线 . 

[还 明 ] …” 297 ; 
4P， 亡 了 M 忆 


SApxe 一 SAaxo。 
上 邢 两 边 加 上 A9aC， 
“SApec=Saanxc 
且 DBHMIHMO 一 力 :20。 
所 以 


Ma4NBISaLarc 一 MI 
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因此 

四 边 形 4BP9 面积 : 人 APQC 面积 一 入 :9。 

2200. 在 等 腰 直 角 三 角形 4BC 中 , 人 .4 
为 直角 ,， 40 边 上 有 一 已 知 点 卫 . 

(在 4 或 其 延长 线 上 求 点 马 使 
4 已 .4 及 一 SA4ac。 

(3) 设 2B0C 的 中 点 玖 , 证明 ZPM 一 定 ， 
与 点 卫 的 位 置 无 关 . 信 


解 人) 设 40 的 p 
xD 


中 点 为 D， 过 也 作 

3BP 的 平行 线 , 与 4B 盖 

相交 于 歹 ， 则 五 即 为 所 求 的 点 。 理 由 是 
…。 DR 1 BP， 


工 
Se4PP 一 SA48D 一 可 SA4ao。 


且 L.4 一 一 忆 ， 所 以 
Saunz 王 4R.4P。 


因而 4 及 .4P 一 SAuso。 
(32) 人 4BM 是 等 腰 直 角 三 角形 。 
所 以 4 一 亏 4 Ba 一 4P.4B， 


4PI4MN 一 4MI 4 
史 AP4M 一 FEM， 
人 4PMcoA 人 42IR， 
.4MfD 一 4PiM1 
因此 APMRB= 4MP+A4P 隐 
一 180?" 一 34 了 PP 
一 135” (一定 ) 。 
2201. 过 人 4BO 边 BO 上 的 已 知 点 卫 
作 两 条 直线 ， 使 它们 
将 此 三 角形 的 面积 三 丰 
等 分 。 世 C 
解 [ 作 图 ] 在 BO 
上 求 点 愉 也 , 使 BD 
一 也 丸 一 了 OO、 连结 了 C 
4P, 作 DB 和 6G 都 平行 于 4P, 与 边 4 有 
40 分 别 相 交 于 耻 G， 连 结 2BH、PG， 则 
FF、PG 即 为 所 求 直 线 。 
[和 证明] 根据 作 图 情 8 4 忆 
“， SAppzr 一 Se4dpr。 
又 4P1GB， 


"。 SaApgc 一 SA4sG3 
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SaAspzp 一 SA4BD 一 于 SA4Bo。 
同样 有 Seore 一 Sauzo 一 SA4pc。 


因此 四边形 4FPG 面积 一 吉 Sahpo。 


2202， 作 与 已 知 三 角形 .4BC 的 底 边 
BC 平行 的 直线 ,使 它 平分 三 角形 4BC 的 面 
积 。 

解 “[ 作 图 ] 在 三 角 
形 外 ， 以 4B 为 直径 作 


一 A 


半圆 ， 过 4 的 中 点 双 
作 4B 的 垂 线 ， 与 圆 相 
交 于 W.。 在 4B 上 取 8 @ 


4 国 一 4N， 过 召 作 BO 的 平行 线 刀 克 , 与 40 
相交 于 到， 则 台 玉 即 为 所 求 的 直线 。 
[证 明 ] 连结 WB, 在 A4NES 中 2MNL 
4B，A4NBE 一 匹 。 
“， 4Na 一 .4.4MN (问题 1134) 。 


又 报 据 作 图 也 BR/ BC， 

因此 A4BFcoA4BO。 
SA4pp 、 妈 万 2 

8 so 页 ， 


4 刀 3 一 4N3 一 4B.4M。 
六 A4mm 
必 s48E0 


因而 


。， Saazz 一 豆 SA4ac。 


2203， 作 与 人 A4B0 的 底 边 BO 平行 的 
两 条 直线 ,三 等 分 此 三 角形 面积 。 

解 [ 作 图 ] 点 了 鸡 和 将 4B 三 等 分 ， 过 
从 、 六 作 483 的 垂 线 , 与 。 
以 4B 为 直径 的 半圆 相交 
于 点 也 了 在 4B 上 了 到 
线段 4D 一 4D，4 古 = 
42Z'。 过 及 了 作 BO 的 
平行 线 , 与 4O 相交 于 及 
9 则 忆 Z、2G 邯 为 所 求 的 直线 。 

[证 明 ] 情 为 以 4B 为 直径 的 半 贺 上 的 
一 点 ， 且 也 ML4B， 所 以 4D3a= 4LM .4 万 
《问题 1134)， 


同样 
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根据 作 图 ， ID 盏 / FG1 BC 
且 4D= 4D'，4 刀 = .4 太 , 所 以 


Sahppg 4Da 4D2 _ 工 
To” 4 现 4 三 ) 
Serg 4F2 _ .42 2 
已 3， 


于 是 Sae4pg:Sa4ze:Sax4soc1:2:3。 
因此 刀 ，FG 即 为 所 求 作 的 直线 . 
2204. 作 与 已 知 三 角形 4BO 的 底 边 
8C 平行 的 直线 , 使 三 角形 分 成 已 知 比 双 :7。 
解 { 作 锅 ] 点 也 将 4 分 臣 了 3 4 忆 = 
税 :%。 过 万 作 4 号 的 
垂 线 ， 与 以 4 刀 为 直 A 
径 的 圆 相交 于 6， 在 
4P 上 取 4 了 一 4G， 节 
过 下 作 BC 的 平行 
线 ， 与 边 4C 相交 于 ”8 
马 ; 则 互 尺 即 为 所 求 的 直线 。 
[证 明 ] “.” Sa4ao:Sa4arz 一 4B2;4 开 2 
一 4B2:4G2， 
且 4GB 一 PR GD 4PB。 
“。 4G2 一 4.4 记 ， 
SaA4so:SA47B5 一 4 有 2:4 万 .dD 
一 4D:4D。 
(SA4ac 一 SA4PFE) :SA4PB 
一 (4 忆 一 4D) :4 站 ， 
即 梯形 了 BO 万 :人 48 万 一 了 DB:4D。 
根据 作 图 ”DB:4D=m:n， 
。…。 梯形 多 BO 马 : 人 4 万 也 一 轧 ]。 
2205.,， 作 与 已 知 三 角形 4BO 底 边 BO 
垂直 的 直线 ， 将 已 知 三 角形 面积 二 等 分 或 % 
等 分 。 六 
解 [分 析 ] 如 图 ， Q 
设 Ze@ 为 所 求 直 线 ， 
于 为 BO 的 中 点 , 则 


8 工 
A4MC 一 瑟 A4BC。 


Sa4xc 一 Sepec，4P1A19M。 
.09:04=CM:OP. 
过 4 作 BC 的 垂 线 4 妃 , 则 4 互 / P8， 所 以 
OP:OH-09:04。，， @ 
根据 四 、@@，CV:OP=CP:OD。 即 CP 为 
CM、C 刀 的 比例 中 项 ， 是 定 长 ， 所 以 忆 为 定 


也 卫 
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[ 作 图 ] 过 4 作 BO 的 垂 线 4 设 BO 
的 中 点 为 W， 在 CB 上 求 点 书 使 CP2 一 
CM.CH,， 过 书 作 直线 三 直 于 BC， 与 4C 相 
交 于 9, 则 BO 即 为 所 求 的 直线 。 

[证 明 ] [讨论 ] 略 。 

注 1 在 解 中 , 设 4O> .48B. 若 4 互 >4C， 
只 要 求 点 书 使 BPa= 3 刀 .BINX 即 可 . 

2， 在 上 面 的 作 图 中 , 以 1 为 BC 的 中 点 . 


关 在 BC 上 取 COM 一 寺 x BO0, 象 上 面 那样 作 
图 , 则 Barec 一 工 SAdac。 证 明 同 上 。 


2206， 以 人 4B0 的 边 4B 为 直径 ， 在 
三 角形 外 作 半 圆 。 过 半圆 弧 的 中 点 三 求 作 
一 直线 ， 使 它 平 分 要 
由 半 河 弧 与 边 BC、 
04 所 围 成 的 贺 形 
的 面积 。 

解 过 4 的 中 
点 对 作 CP 的 平行 
线 , 与 04 交 于 9， 
则 ZE 即 为 所 求 的 
直线 。 理 由 是 : 了 

PFC/ MO 所 以 Sapxkge 一 Sacuo。 
因此 直线 PO、94 与 弧 4 忆 所 围 成 的 面积 等 


主 开 加 MK4P 和 人 A4MC 的 面积 之 和 ， 即 等 


于 人 48B0 与 半圆 面积 之 和 的 一 半 。 
2207， 已 知人 450 和 边 BO 上 的 一 点 
也 ， 求 作 平行 于 定 直 线 4 的 直线 MXN， 使 
它 将 A4BC 的 面积 分 割 成 om:9%。 
解 [ 作 图 ] 在 了 BO 本 瑟 , 使 
呈 克 一 饥 
再 7 
若 妃 在 巨 和 呈 之 
间 ， 取 BN 等 于 
她 及 、BD 的 比例 中 
项 ,过 六 作 -4D 的 ee 
平行 线 , 与 4B 交 于 MK， 则 ax 即 为 所 求 的 
直线 。 
[证 明 ] 人 A4B 画 与 AMBN 有 公共 角 也 ， 
所 以 


A 8 


.M 


4 万. 万 万 


Sa4ag 
DBN O 


SAxwB 


又 MN1N4D, 所 以 ， 
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-了 3D 2B4 
”本 和 、 国 
ED_ 了 33N 
2BL 
天 ”. 
.4B.BZ=BM.BN。 
由 .@， Sa4BB 一 SAMxBw。 
因 .， ， 3B:BO=m:7 
所 以 ASe4sz 一 本 Seaso， 
-人 wa 一 2 .GA4Bc。 


”四 边 形 4MNC 面积 一 Se4ac 一 SAxaw 


人 Sea4ao)， 可 


入 
.和 2 十 多 
"SAxax: 四 边 形 4MNOC 面积 一 久 :%。 

2208.， 过 已 知人 4BC 内 的 一 点 卫 作 两 
条 直线 ， 使 它们 平分 . 
人 4BO 的 面积 。 

解 .[ 作 图 ] 连结 
4P, 过 BC 的 中 点 卫 
作 4 忆 的 平行 线 ， 与 
边 4B 或 LOG 相交 于 
玖 连结 PPD，z2， 则 : PPD、F 妃 即 为 所 求 的 
两 直线 。 

[证 明 ] 


， 4P1/ 2D， 
SApgp 一 &4zp。 
上 式 两 边 同 加 上 人 了 DZ, 则 
ER EBDBD Sa4BD  . 


一 误 Sa4Bo。 


2209， 乙 作 直线 ; 将 已 知 
人 450 的 面积 二 等 分 。 

解 设 刀 P 妈 为 所 求 直线 ，A4 刀 如 和 
和 人 A4B0O 有 公共 角 4 所 以 

4D.4 怒 1 


Sa4pg 


0 内 ) (B 在 人 4EBC 外 ) ” 


第 四 编 . 作 .图 是 


上，4D.4B= 王 4B.40=m2 (一 定 )。 


根据 问题 2098 可 作 图 ， 

2210， 过 人 450 边 48B3 上 的 一 个 已 知 
点 忆 作 直线 , 与 边 .40 或 其 延长 线 相交 于 @， 
与 边 BO 或 其 延长 线 相 交 于 邓 ， 使 人 
和 人 494 的 比 为 已 知 比 0:。 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 直线 FUW9 已 
作出 ， 则 

了 Se4uq 一 PMX :MX9。 

但 SA4apariSAaag 一 op:7 
过 允 作 240 的 平行 
线 MAN 与 483 相交 
于 六 则 
PNIN4=PHMIMNM9 

四 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 将 4P 在 点 六 内 分 (或 外 分 )， 成 
FN:N4 一 Mr:2。 过 入 作 4C 的 平行 线 ， 与 
20 交 于 允 ，PM 的 延长 线 与 40 交 于 @, 则 
Z39 为 所 求 直线 。 . 和 

[证 明 ] 分 析 中 已 很 明确 , 故 略 。 ， 

注 在 上 图 中 ，N 内 分 4P,， 若 设 W 为 外 
分 4P 为 定 比 的 点 ,可 同样 作 加 ， 

2211.， 在 人 4BC 四 求 作 直线 29， 与 
4B、 9 使 . 


2 B9-- 子 SS 十 BOAOCJ) 》 


且 Seapo 一 地 SA4ac。 


解 [分 析 ] 假设 直线 P9 已 作出 , 与 4C 
相 切 的 旁 切 圆 与 BC 相 切 于 允 则 


BB 一 于 (4B 上 BO+CL)。 


。、 DBPPTEB9= BZ. 


又 设 3C 的 中 点 为 
2 则 


SAaro= 人 可 人 A4BC 


一 SA4sy 四 


“，:BP.B9= .45.B1。 
因 4 也. BM 已 知 设 它 为 We 即 得 如 下 作 


图] 设 与 4C 相 切 的 旁 幼 图 与 BE 的 


和 伸 二 章 直线 的 作 图 
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切 点 为 世 在 3B 上 求 9 点 ， 使 B9. 9 一 
民 2 在 .4 上 求 点 允 使 BP 一 9 刀 则 人 
为 所 求 的 直线 。 


[证 明 ] 分 析 中 已 很 明确 , 故 略 . 

2212。 过 人 4BC 内 的 已 知 点 卫 求 作 三 
条 直线 , 三 等 分 已 知 三 角形 4BC. 

解 “[ 作 图 ] 设 A450 的 重心 G， 过 G 
分 别 作 D4、DP、 
DO 的 平行 线 , 与 
A4B0C 的 边 分 别 . 
相交 于 玖 8、 克 , 则 
也 及 、 了 也有、 了 D 妃 三 
等 分 人 4BC，。 

5 正明] 设 了 及 站 克 分 别 在 CA4、 4B、C4 


0 放 也 宙 让 
Saepo 一 SAEpc。 


DEFBC 妃 的 面 0 


人 SAaBpce。 
又 0 SepagGe 一 SecaG， 


工 本 
SAprgg 一 Saco4 一 可 Saa4ac。 


因此。 四边形 DB 的 面积 一 地 2 


2213、 已 知 六 边 形 4BCDB88 的 三 组 对 
边 分 别 平 行 且 根 等 。 过 已 知 点 忆 作 直线 平分 
此 六 边 形 . 

解 [ 作 图 ] 设 4B、DO 的 延长 线 的 交点 
为 五 ，4 石 、 刀 万 的 延 
长 线 的 交点 为 卫 。 设 
4 了 用. 互 也 的 交点 为 O， 1 
连结 PO, 则 BO 为 所 于 
求 直线 。 

[证 明 ] 因为 4 万 ] DZB，4 下 NOD， 所 以 
4 互 DL 为 平行 四边 形 。 网 此 过 它 的 对 角 线 
的 交点 CO 的 直线 2O 平分 平行 四 边 形 4 瑟 队 
的 面积 。 

因为 BC 人 万 刀 ， 所 以 

人 刀 BCS2ATER .。 
故 BO 平分 六 边 形 _ 4BCDBT. 
2214. 过 已 知 平行 四 边 形 4BODD 的 边 


350 上 的 已 知 点 一 求 作 两 条 坦 线 , ER 
边 形 4BOD. 


解 “ 在 边 BC 4D 上 点 及 了 使 
z0- 亏 BC， 7D= 喜 4D. 
连结 刀 了 , 风 4zmy 人 
边 形 4BOD 的 号 ， 过 三 作 平分 平行 码 边 
形 4BZB 达 的 直线 
FQ,， 及 平分 四 边 形 “人 -一 生产 一 


PFCOD9 的 直线 PB 
(问题 2216) 。 则 … 
PO@、ZzB 即 为 所 求 
_2215。 已 知 平行 四 边 形 4BCD 内 的 一 
点 胞 过 作 各 边 的 平行 线 ,使 
记 4 瑟 P 厅 :DPCG 一 5:9. 
癌 厂 BFP:DDRRGD 一 5: 4 
解 ” 设 过 书 所 作 各 
边 的 平行 线 与 4B、 
BO、CD、 D4 相交 于 
及 及 6G、 妃 ,因为 
口 4BRP 末 和 PHOG 
都 含 顶 角 书 ， 大 小 相 了 
等 . 所 以 这 了 个 平 四边形 的 面积 与 ZP 的 
两 边 的 积 成 比例 。 ， 
。 间 4BPRE 的 面积 _PZ-FZ 
万 2808 的 而 宫 ” 0 


7 9 
同 理 总 刀 BFP 的 面积 也 怀 
8 记忆 PC 的 面 机 矶 P 三 
_PB .PR 5 gg 
瑟瑟 一 本 
将 @、@ 两 边 相 冬 ， 
/PE 3 。 zz 5 
《 赤 ) = 击 ， 5 8 
BZE 2 . 
把 @@ 代 入 四 式 ; 也 记 一 可 


: 因此 ; 作 把 4 好 分 为 2:3 的 内 分 点 忆 把 
4 也 分 为 5:6 的 内 分 点 瑟 ; 过 恕 和 瑟 分 蜀 作 
4D\、4 刀 的 平行 线 , 则 两 平行 线 的 交点 王 即 
为 所 求 的 点 。 这 个 交 点 很 容易 被 证 明 为 符合 
条 件 的 点 。 

2216. 过 四 边 形 4BCOD 的 一 个 顶点 : 双 
求 作 一 直线 , 平分 此 四边 形 。- 
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解 [ 作 图 ] 设 3BD 的 中 点 为 20, 过 取 作 
MB/ 40, 与 DC 或 BC 相交 于 孔 则 4 也 
即 为 所 求 的 直线 。 

[证 明 ] 2 为 BD 的 
中 点 , 所 以 四 边 形 4BCM 
为 四 边 形 4BCOD 的 一 半 ， 
且 2 到 1 40. 所 以 

Saudox 一 SAasoz 
因此 ， 
四 边 形 4BO 互 面积 一 四 边 形 _ 4BOM 面积 


一 言 (四 边 形 4BCD 面积). 


2217 . 过 已 知 四 边 形 4BODD 的 顶点 4 
作 两 条 直线 三 等 分 此 四 边 形 。 


解 [ 作 图 ] 作对 角 线 BD 的 三 等 分 点 


互 、E， 过 瓦 和 环 点 A 

分 别 作 4C 的 平行 线 

与 BOCD 相 交 于 以 

好 ， 则 4G、4 石 为 所 

求 直线 . 3 D 
[证 明 ] 根据 作 图 ， AN 
也 万 一 万 太一 也 DD. 

.Sa4sg 一 SA4zpp 一 SedrD， 


& ACE 一 Saozsz 一 Seorp。 


,…。 四 边 形 4BCZB 面积 
= 四 边 形 4BCD 面积 。 


轩 为 8BG1/ 4CO 所 以 SA4ge 一 SAorzc。 
“，、 Saaae 一 四 边 形 4BCZ 面积 
=- 子 四 边 形 4BCD 而 积 。 
同 理 ”Sa4pa 一 四 边 形 4DCOZ 面积 
一 椰 四 边 形 _ 45CD 面积 ， 
四 边 形 46C 互 面积 
一 读 四 边 形 4BCD 面积 。 
.2218.， 过 四 边 形 4BCD 一 边 4D 上 的 
已 知 点 王 作 直 线 , 平 
分 四 边 形 的 面积 。 
解 殷 据 问题 2216 
的 作法 , 过 顶点 4 作 
平分 四 边 形 徊 积 的 直 
线 4 也 ,与 BC 相交 于 


因此 


第 四 编 ” 作 


图 是 


丈 , 连结 Z 瑟 ,过 4 作 2 的 平行 线 49， 与 
20C 交 于 9 则 2 为 求 折 直线 。 理 由 
是 : 3 
” FEBE149， 
“， Saepz 一 SA4ppB。 
.四边形 PCD 面积 
一 四 边 形 4BCD 面积 


一 也 四 边 形 4BCD 面积 。 


2219， 过 一 已 知 点 书 作 一 直线 ， 平 分 已 
知 四 边 形 4BCD. 丰 

解 ”过 顶点 已 作 直 
线 B 妨 平 分 四 边 稍 
4BCD (问题 2216) 
设 B4、CDD 的 交点 为 
五 ;过 定 作 直线 POPR， 
使 SereRg 一 Sepzsg( 问 
题 2098) , 则 Pe 匹 为 所 求 直 线 。 理 由 是 : 了 3 妇 
平分 4BCD， 所 以 ABZBC 是 已 知 四 边 形 的 
一 半 。 又 根据 作 图 Sarssg 一 SAzpo, 所 以 

四 边 形 尼 BCQ 面积 一 9aagc。 
因此 直线 P9 丸 平分 四 边 形 4BCD， 

注 “在 上 述 作 图 中 , 若 @ 或 五 在 已 知 四 边 
形 的 边 的 延长 线 上 ,， 则 可 过 吾 以 外 的 顶点 作 
平分 四 边 形 的 直线 ， 

2220.、 求 作 直 线 P@ 平行 于 已 知 直线 
福 了 ， 并 平分 已 知 四 边 形 4DOD. 

解 ”根据 问题 2216， 过 五 作 平分 四 边 形 
的 直线 BE. 设 B4、 玉 
CD 的 延长 线 相交 于 
也, 根据 问题 2207, 作 
PFA/ 了 7, 使 

人 azpPg 一 SaAzBz 
即 可 。 、(, 

在 这 种 情况 下 ， 车 一 或 侠 在 边 的 延长 线 
上 , 则 可 过 其 他 顶点 作 平 分 四 边 形 的 直线 , 同 
样 作 图 即 可 . 

2221， 在 已 知 正方 形 4BCD 内 求 作 一 
个 正方 形 及 四 个 全 等 的 全 了 
直角 三 角形 ， 将 正方 形 
五 等 分 。 . 

解 [分析 ] 设 所 求 MX 
图 形 已 作出 ， 瑟 8G 太 为 
正方 形 , 则 K、 


第 二 章 直线 的 作 图 


RSazao 一 于 口 4BCD 面积 。 
设 BE BC, 则 
BE.BC- BO?， 


即 BE 一 亏 50. 


因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 在 B4 上 取 BLI= 3 4B， 过 工 


作 BC 的 平行 线 , 与 以 BC 为 直径 的 圆 相交 于 
刀 ，。 连结 C 刀 、BB， 分 别 过 4 和 呈 作 C 瑟 、 
了 也 的 平行 线 , 则 所 得 忆 FGZ 为 所 求 正 方形 ， 

[证 明 ] 略 。 

2222.， 在 已 知 四 边 形 4BCD 内 3 总 
书 , 使 连结 己 0 
边 形 。 

解 [ 作 图 ] 分 别 过 
对 角 线 4C、BD 的 中 点 
召 、 妃 作 DP、4C 的 平 
行 线 ， 设 它们 的 交点 为 
了 ， 各 边 的 中 点 为 4、 
DO'、D， 则 P4、PPB、 PO、PD/ 。 
四 边 形 。 

[证 明 ] “〈 参 照 问题 839) . 

2223. 在 已 知 四 边 形 内 求 一 点 ， 使 连结 
这 一 点 和 四 边 形 各 顶点 六 
的 线段 四 等 分 此 四 边 A 
形 , 

解 ” 若 已 知 四 边 形 为 
平行 四 边 形 ， 则 对 角 线 
的 交点 即 为 所 求 的 点 。 也 中 

若 四 边 形 的 一 条 对 角 线 4C 过 3BD 的 中 点 
@, 把 40 的 中 点 开 与 各 顶点 连结 , 则 

SA4BN 一 SABvc， SA4UD 一 SAMDC。 
又 40 过 号 忆 的 中 点 0, 所 以 Sa4ao 一 Sa4apc。 
因此 四 个 三 角形 面积 相等 。 除 此 以 外 , 在 一 
般 的 四 边 形 中 ,不 存在 符合 条 件 的 点 。 

2224. 过 已 知 五 边 形 0 的 顶点 
4 作 直 线 ， 平分 此 五 边 
形 。 

解 过 马 作 4D 的 平 
行 线 瑟 妃 "， 与 0 也 的 延 
长 线 相交 于 鼠 ， 再 过 攻 
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作 直 线 48 ,平分 四 边 形 4BCOB (参照 问题 
2216) 。 则 4 刀 为 所 求 直线 、 理由 是 : 五 边 
形 4BCDZB 面积 一 四 边 形 4BOZB' 面积 。 

四 边 形 4B5CX 的 面积 


= 记 四 边 形 .4BCZ 的 面积 
=- 亏 4BCD 届 的 面积 。 


注 若 4F 和 0CD 的 
延长 线 相交 ， 可 过 环 作 8 
了 81 1] 4D，, 与 也 将 相交 
于 也 , 则 .4 页 ' 为 所 求 直 
线 。 容 易 证 明 此 作 圆 正确 . 

2225. 过 五 边 形 4BOD 双 的 一 个 顶点 
4 作 两 条 直线 三 等 分 
此 五 边 形 . 

解 [ 作 图 ] 连结 
4C、4D.、 作 BB 1 
40，BG1 4D,， 分 别 
与 CD 的 延长 线 相交 
于 及 6G。 过 结 4F、4G， 则 SAsre 与 五 边 形 
4BOD 刀 的 面积 相等 。 点 鸡 N 把 7G 
三 等 分 ， 则 五 边 形 
4BCD 刀 L 即 被 直线 
4M、4N 三 等 分 . 

[证 明 ] ”BE ， 
1 40， ;> 

Sepdc 一 SaAr4c. 
两 边 都 加 上 人 4MC， 则 
四 边 形 4BCM 的 面积 
一 人 4BM 的 面积 


=- 亏 4BCD 有 的 面积 。 


同 理 ， 四 边 形 4BEDN 的 面积 一 Sa4xe 

~ 亏 4BCDZ 的 面积 . 
因此 4M、4N 三 等 分 五 边 形 .车 下 在 邓 和 
C 之 间 ,可 作 MP/ O4, 与 BC 相交 于 轧 过 
结 4P 则 4P 使 SAsap 一 亏 4BCDB 的 面 


积 . 若 六 在 忆 和 G 之 间 , 亦 可 同样 考虑 。 
2226.， 求 作 已 知 梯形 底 边 的 平行 线 ,， 平 

分 此 梯形 。 . 
解 [分 析 ] 


假定 此 题 已 解 得 ，ZB 为 所 
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求 直 线 。 延 长 B4、CD 相交 于 G。 则 :- 
Saeac 一 Sao4p ， 梯形 4BCDD 的 面积 
Sacaz 一 Sep 梯形 4BEF 的 面积 


= 了 了 ， O 


且 4 也 1 如 有 1]/ BC。 
.AGECwAGBFoAG4D， 
Secas> :Saegz: Sac4p 一 GD2:GE2:G42。 


.GBP2G42 3 
入 根据 @ G55 一 GT 


和 0 


因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 上 图 ] 过 瑟 作 
G 的 垂 线 B 刀 使 
五 巨 一 G4. 作 以 G 
为 直径 的 半圆 ， 与 
G 万 的 垂直 平分 线 
2N 相交 于 再 以 二 GW 为 半径 
作 圆 , 与 GB 相交 于 吾 . 过 总 作 80 的 平行 线 
也 8F， 与 .GO 相交 于 五 , 则 瑟 B 即 为 所 求 的 直 
线 。 

[证 明 ] 讨论] 酷 。 

2227 . 作 梯 形 450D 底 边 BC 的 平行 行 
线 : 三 等 分 此 梯形 。 - 

解 [【 作 名 1 设 了 4、 0D 的 交 点 为 OO， 以 
O 为 圆心 ,O4 为 半径 
作 圆 与 以 O8B 为 直径 
的 圆 相交 于 了 茂 , 过 吾 工 
作 0B 的 虱 线 BB, 在 AN 
G、 互 两 点 将 也 玉 三 等 
分 。 过 点 全 且 作 OB 
的 垂 线 G 开 ， 互 Z， 与 以 0B 为 直径 的 圆 相交 
于 天 、 基 :在 OPB 上 了 到 0 政 王 OK，GON 一 07， 
过 了 六 作 .30 的 平行 线 MM'、NN'， 则 这 
两 条 平行 线 即 为 所 求 的 直线 。 

证 明 ] …。， AOEBCcAON'， 
<cAOMaO 
coAO4D， 
所 以 它们 的 面积 与 对 应 边 的 平方 比例 . 
。 Saoaco _ Seowm， 
”” 08 ON2 


SeoxwM' 
Oils 


_ Sao4p 
0423 


第 四 编 作 图 题 


因为 ON 一 O7， 0OM 一 OK，O04 一 0 了 


、 ASaosc 本 人 aowx' 人 3Aozy1 
所 以 OOB2 OZ 7 
5EE 人 Saohp . 
7 》 


又 0O72 一 OPB.O，0 民 2 一 OPB.OG， 


OZ 一 OP.OF。 所 以 


.Saogc __ Saowp 。 Saown ，， 
0 (0 OO 一 07. Oo 
Seoap 
OPB.O1“ 
人 adpo 一 Saoww' SaomrN' 一 Soowi， 
OB.ODE 一 0D. OO 万 一 COB.OG 


OODB3 一 
NaAoMn' 一 Sao4n 
OB.0G-OB.OR 
即 梯形 人 BOX 面积 
国人 人 7 
.梯形 2《NNOMO' 面积 
OB, 五 G 
一 .梯形 4MM 人 面积 
5 OP.GAE 
根据 作 图 ， 也 刀 一 万 G 一 GZ， 
.…，0B.B 琅 =0B.HG=-OB.GF. 
因此 税 形 WBCN' 面积 一 梯形 MNN 2 国 
积 一 梯形 4MM'D 面积。 
2228.、 过 吓 久 边 形 4BODZ… 的 一 个 
项 点 4 作 (二 也 条 直线 ， 将 过 形 的 面积 


名 


分 成 % 等 分 。 
解 根据 问题 2498， 可 将 已 知 多 边 形 

4BCDB.… 改 为 

等 积 的 三 角形 

4X7,， 过 4 作 

人 -2 系 直 线 ， 1 

将 A4XZ 的 面 “ 上 

积 % 等 分 (即将 GD 

对 边 XY 分 成 和 等 分 ,将 顶点 4 与 各 分 点 连 

结 即 可 )。 且 将 此 面积 用 a 表示 。 连结 已 知 

多 边 形 的 两 个 顶点 4C, 若 人 A4BC 面 积 >w 

过 4 作 一 直线 4P 与  A 


60 相交 于 轧 使 A4BP 
的 面积 =a。 若 人 A4BO 3 

面积 <c, 如 图 (2) 。 过 忆 
吾 作对 角 线 4C 的 平行 已 

线 与 DO 的 延长 线 相交 (2) 


于 了 3'. 若 人 A4B 面积 >c 则 同上 ,过 4 作 直 


一 -一 一 -一 一 一 - 
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线 4P 与 了 3 也 相交 于 PP 车 使 A4B'P 的 面 
积 一 则 四 边 形 4BOP 的 面积 一 Sa4s'p 一 9。 
若 A4B 人 面积 <w 过 顶点 如 "作对 角 线 4 
的 平行 线 与 第 四 边 瑟 DP 的 延长 线 相 交 于 好 '， 
比较 人 4B' 召 面积 与 4 的 大 小 . 

若 A4B' 刀 面积 >0 则 在 妃 ' 召 上 求 点 书 
使 人 人 42 的 面积 一 4. 若 人 4B" 奋 面积 < 
则 可 反复 用 以 上 方法 。 过 顶点 4 作 一 直线 
42, 可 得 与 4 相等 的 面积 

对 于 余下 的 多 边 形 可 完全 同上 法 ， 作 另 一 
条 直线 4@9， 再 得 到 与 4 相等 的 面积 。 

这 样 依次 可 得 4R、4S、… 等 (一 蕊 条 直 
线 ,将 此 多 边 形 4BCD 五 … 分 成 面积 相等 的 
勾 个 部 分 。 

注 1 利用 上 法 时 , 在 问题 2224 中 过 已 知 
五 边 形 的 一 个 项 点 4 作 直 线 ,， 将 此 五 边 形 二 
等 分 ， 以 及 问题 2225 中 , 过 五 边 形 的 一 个 顶 
点 孔 作 两 条 直线 三 等 分 此 五 边 形 的 一 般 方 
法 。 
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1。 作 等 腰 三 角形 
2229。 已 知 4B=4C=71， 一 刀 一 2 一 4， 
作 等 腰 三 角形 4BC。 
解 设 人 A4BC 为 符合 条 件 
的 三 角形 。~4=w, 根据 条 件 
~B=-C=2c 而 4 二 一 有 B 
十 ZC=2L 已 所 以 
wa 十 2a- 十 2 一 180。"， 马 忆 
5a 一 180"，aw 一 36"。 
因此 2C 的 长 等 于 以 4 为 圆心 、? 为 半径 的 
融 内 接 正 十 边 形 一 边 的 长 。 所 以 本 题 可 归结 
为 3513 题 。 
2230. 已 知 底 边 BC 的 长 为 2 顶 角 4 
等 于 两 底 角 的 三 倍 ， 求 作 等 腰 三 角形 4BCO。 
解 ”根据 上 题 ， 作 忆 


等 腰 三 角形 BCB, 使 用 
BO 一 BT 一 六 
BC 了 = 了 再 
< 本 四 有 人 c 
作 二 BO 召 的 平分 线 C4 与 边 BBB 相交 于 4。 


一 ~ 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -- -一 Ri 


三 角形 的 作 图 
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2 ， 用 本 题 的 方法 。 可 将 已 知 多 边 形 改 成 
与 它 等 积 的 三 角形 ， 以 及 与 它 等 面积 的 等 边 
三 角形 , 或 与 它 等 面积 的 正方 形 , 例 如 已 知 五 
边 形 4BCDPB， 在 问题 2225 中 , 三 角形 4BG 
与 五 边 形 4BCID 刀 等 面积 ， 因 此 根据 问题 
2250， 作 等 边 三 角形 与 人 A48G 等 积 . 则 此 等 
边 三 角形 与 已 知 五 边 形 等 积 . 又 用 问题 2509 
作 与 它 等 积 的 正方 形 。 在 问题 2225 中 ， 因 
为 人 A4DG 和 A4D 呈 等 积 ， 可 知 五 边 形 
4BCODB 与 四 边 形 4BCG 相等 ， 四 边 形 
4BCG 与 三 角形 48G 相等 。 重复 运用 这 方 
渐 把 原 多 边 形变 成 与 它 面积 相等 的 三 角形 . 
因此 下 列 各 种 问题 , 均 可 利用 此 法 解 之 。 

工 ， 作 与 已 知 多 边 形 面 积 相等 且 边 数 少 一 
的 多 边 形 。 

2. 作 与 已 知 多 边 形 面积 要 等 的 三 角 


3. 作 与 已 知 多 边 形 面 积 相等 的 正方 形 。 


三 角形 的 作 图 


4BC 即 为 所 求 的 三 角形 。 理 由 是 ， 
B4O= 一 T .40 巨 =2c-+au 一 3a， 
了 B 一 40B=a，BC 一 7. 


| 因此 人 45cC 为 符合 条 件 的 三 角形 。 


2231. 已 知 顶 角 4 一 w 同 发 为 2S8， 作 
等 腰 三 角形 4BC. 

解 [ 作 图 ] 作 二 X4Z 
一 c， 在 它 的 边 4E、47 
上 分 别 取 忆 @ 点 , 使 4 书 
=-.49=8。 过 点 P、9@ 作 
与 4X、4Z 相 切 的 圆 0， 
设 连结 40 的 线段 与 圆 0 : 
相交 于 也 .过 刀 作 四 0 的 
切线 , 与 4X、47 相交 于 至 C, 则 人 A4ZC 
即 为 所 求 。 

[证 明 ] 咯 。 2 

2232. 已 知 高 和 有 周 长 28, 作 等 腰 三 角 
形 。 

解 .[ 作 图 ] ” 作 线 段 了 DB 二 28， 过 DZ 的 
中 点 五 作 DB 的 垂 线 , 在 三 线 上 取 点 ;4, 使 
4 瓦 一 hi。 作 4D、4 妈 的 垂直 平分 线 , 与 如 妈 
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相交 于 刀 、C,， 则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 
[证 明 ]】 根据 和 

作 图 ,高 4 五 一 轧 

又 4 互 为 线段 、 

线 ， 所 以 4D= D 王 

4E，~DD 一 8、 又 根据 作 图 ， 人 423D、 

人 和 人 403 为 底 角 及 底 边 相等 的 等 腰 三 角形 . 所 

人 A4DBDS22A 人 人 40 了， 


了 4BO= 40B. 
即 A4BC 为 等 腰 三 角形 . 
.又 4DB=BDD=40 一 0 
"。 4BATEBOCO4 一 也 了 一 2 和 ， 


2233， 已 知 顶 角 4( 一 a)， 外 失 四 的 半 
径 为 ”% 求 作 等 历 三 角形 
dBO. 六 

. 解 以 任 意 点 0 为 加 
心 ， 亿 为 半径 作 四 ， 在 加 上 
任 取 一 点 4， 在 半径 40 
的 两 侧 作 与 LO 的 夹 角 为 
本 的 直线 ,与 圆 相交 于 刀 、C， 则 A4BO 为 
所 求 三 角形 。 

2234. 以 已 知 点 4 为 直角 顶点 , 作 等 历 
直角 三 角形 4BC， 使 它 的 另 两 个 顶点 B、C 
各 在 已 知 的 两 条 平行 直线 人 仅 上 . 

解 [分 析 ] 设 等 腰 直 角 三 角形 4BC 已 
作出 。 过 4 作 两 条 ，  A 
平行 线 的 公 垂 线 
4D 刀 分别 与 1 和 相 
交 于 忆 、 卫 , 则 

04 瑟 一 了 4FD， 
40C 一 .4 也， Ce 


1 


所 以 两 个 直角 三 角形 40 双 、 证 全 等 ，OZ 


一 4D,，4 五 一 BD. 因此 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 过 4 作 两 条 平行 线 和 、 仅 的 公 垂 


线 4DZ， 在 直线 上 取 点 叫 使 了 BE= 4 
再 在 直线 妈 寺 ， 而 在 DB 的 另 一 侧 取 点 C， 
使 BC= 4D， 则 A4BC 为 所 求 的 等 娶 直 角 
三 角形 。 

[证 盟 ] 根据 作 图 , 4D 1 7, 4 刀 ~ BD， 0 加 
一 4D, 所 以 人 A40OFs2e 人 DB4D， 

因而 4C 一 4。 


线 上 的 点 ,所 以 4 了 3 一 4C. 


” 故 4B+4 
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又 AC4 盏 = 4BD, 4D17. 
所 以 0O4BF 一 也 

[讨论 ] 吾 可 以 在 卫 的 两 侧 求 得 ， 久 此 有 
两 解 。 

2235. 已 知 底 边 BC( 一 7)， 边 4 与 顶 
点 4 到 底 边 的 垂 线 4 互 的 和 为 刀 , 求 作 等 琢 
三 角形 4BC. 

解 [ 作 图 ] 设 .30 的 中 点 为 瓦 , 作 BC 的 
垂直 平分 线 五 D, 取 刀 一 四。 连结 3DP, 作 
BD 的 垂直 平分 线 与 互 D 相交 于 4， 则 
人 4B8G 即 为 所 求 的 等 腰 三 角形 ， 

上 证 明 ] 根据 作 图 ，4 为 BC 四 人 


又 4 为 BD 的 重 直 平分 
线 上 的 点 ,所 以 4D= 4F. 


一 4 也 十 4 万 
号 也 瓦 一 九 。 
[讨论 ] 若 思 不 大 于 寺 环 ， 二 届 


2236. 已 知 底 边 BC 一 5 边 40 上 的 中 
线 BD~m, 求 作 此 等 腰 三 角形 。 
解 [ 作 图 ] “ 作 线 段 BO=3， 设 它 的 中 点 


为 妈 。 以 歼 为 殉 心 ,入 


为 半径 作 圆 ， 与 CM 的 
得 直 平分 线 相交 于 也 ， 
设 BC 的 垂直 平分 线 与 
CD 的 交点 为 4， 则 / 
A4BC 即 为 所 求 的 等 3 
腰 三 角形 。 

[证 明 ] 4M 是 BC 的 垂直 平分 线 ， 所 以 
4B 一 40. 又 因为 卫 也 是 CHM 的 垂直 平分 线 
上 的 点 ， 所 以 在 直角 三 角形 4CM 中 ， 思 为 


M HL C 


40 的 中 点 。 即 BD 为 中 线 , 且 等 于 狼 。 


[讨论 ] 四 把 了 ? 时 无 解 ， 和 > 立 7 时 ,可 


在 BC 两 侧 作 点 ， 但 因 作出 的 三 角形 和 
人 A4BC 关于 BO 对 称 ， 所 以 个 可 能 有 两 解 。 

2237. 已 知 一 腰 .4C 
上 的 中 线 BD= 一 2， 腰 上 的 
高 妃 妃 一 j， 求 作 等 腰 三 角 
形 4BO( 设 ?> 加 。 

解 [ 作 图 j 作 线 段 
了 3 盏 一 j， 过 如 作 了 3 妇 的 答 站 G 
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线 卫 &。 以 如 为 圆心 ?为 半径 作 圆 弧 ， 与 
2X 相交 于 忆 . 在 BD 上 取 G 点 ,使 


2 
BG 可 也 也 . 


以 G 为 圆心 、GB 为 半径 的 圆 弧 与 DB 的 延 
长 线 交点 C， 在 CD 的 延长 线 取 点 4 使 D4 
一 DO. 连结 4B, 则 A4B0 为 所 求 三 角形 , 

[证 明 ] 因为 3D 为 中 线 ，BD 一 !( 作 图 ). 
又 高 3 一 N( 作 图 )， 

且 DBGIGJDD 一 2:1， 

所 以 @G 为 A4EC 的 重心 ， 设 0CG 的 延长 线 
与 4 互 的 交点 为 M， 则 CM 为 中 线 。 因 为 
GOC 一 GBPB, 所 以 0MN = BD, 人 BOM2ACPBD， 
MB= DO，4B= 40。 因 此 A4BO 为 符合 
条 件 的 三 角形 。 

[讨论 ] C 可 在 也 的 两 侧 求 得 ， 所 以 常 有 
两 解 。 

注 当 ? 一 时 ， 刀 和 卫 重 合 ，A4BO 为 
等 边 三 角形 ， 同 时 作 图 所 得 的 两 个 三 角形 全 
等 。 所 以 通常 有 一 解 . 当 ?< 7 时 , 很 明显 不 
能 作 图 . 

2238. 已 知 顶 角 4(=o)， 底 边 BC 与 
高 4 互 之 和 为 zm， 求 作 等 腰 三 角形 4BC。 

解 [分 析 ] 设 人 4BO 已 作出 延长 高 
4 万 ， 取 .4 了 = 人 双 。 连结 A 
BD， 过 4 作 4 互 的 垂 线 
与 BD 相交 于 五 ， 则 


AD4EoADZDB. B C 

所 以 世 汪汪 
LD 站 :4 六 一 厂 : 万 了 

因为 五 也 一 BC= 2 万 B, 因 D 


此 4 一 24 妃 .所 以 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] ” 作 直 线 4 和 、4 了 ， 使 人 和 4 了 一 
%。 在 人 X4T 的 平分 线 上 取 点 也 使 4 一 


如 。 作 4 妈 1 4D， 区 连结 刀 忆 ， 


也 妇 与 4 区 交 于 点 瑟 . 过 已 作 4 的 垂 线 交 
4 于 C 则 人 A4EC 即 为 所 求 的 三 角形 .。 
[证 明 ] 由 作 图 , 人 .B4DD 一 0C4D,4D 为 
角 妈 的 平分 线 , 由 此 BCL4D, 所 以 A4BC 
为 等 腰 三 角形 。 又 设 BC、4 的 交点 为 妃 ， 
则 互 为 Bo 中 点 。 根 据 作 图 ， 
五 B:ED=1:2， 
瑟 D= 30。 


三 角形 的 作 图 
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因此 4 互 +BO= 4D= 惫 ， 
2239. 已 知 顶 角 4( 一 o， 底 边 BC 与 
高 4 互 之 差 为 ， 求 作 等 腰 三 角形 43C， 
解 [分 析 ] 设 A4BO 已 作出 。 在 4 玖 
上 了 到 点 也, 使 了 万 =B50C, 连结 BDP。 过 4 作 
垂直 于 4 瓦 的 直线 与 3D 相交 于 吾 则 
A4DEcAZEDFP， 


BE 了 DZ， 4B- 志 4DD. 


因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 4X、4Z, 使 CXL4Z=a; 在 
X47 的 平分 线 上 截取 4D= 和 an。 过 4 作 
4D 的 垂 线 ， 在 垂 线 上 取 二 


点 再 , 使 4 再 一 工 4 刀 , 瑟 D MX 


2 
与 4Z 相交 于 也 , 过 好 作 / 
4 刀 的 垂 线 ， 与 4Z 相交 
于 0, 则 人 A4ZB0 为 所 求 三 3 C 
角形 . 殿 攻 


丰 证 明 ] 根据 作 图 人.B4C=c， 又 4 为 


/4 的 平分 线 ,，4D 1 BC, 所 以 人 4BO 为 等 
4 万 ~ 人 BO 一 4 万 一 入 。 
[讨论 ] 若 忆 妃 与 4 平行 ,无 解 .车 了 如 
2240. 已 知 高 48 和 廊 边 30 的 和 为 
42BC. IN 
解 [ 作 图 ] 过 圆 
4 作 直线 4 也 1L44 区 
工 
且 4 一 M。 在 / 
的 线段 与 已 知 圆 相交 于 C. 过 C 作 与 44' 垂 
直 的 弦 CB, 则 人 A4BC 为 所 求 三 角形 。 
4LDIPRC 一 4 刀 : 万 也 
且 4 五 一 24 忆 ,所 以 
故 4 万 十 BO 一 4 万 一 7 
因为 4 互 1BO, 4B=4OC， 


巍 三 角形 。 根 据 作 图 3BZ 互 = BC= DRE, 因此 
与 4 相交 , 有 一 解 。 
知 男 的 等 腰 三 角形 
k 

O 的 直径 44' 的 一 端 NALV 
44' 的 延长 线 上 取 忆 使 4 再 一 加 。 连 结 刀 刀 

[证 明 ] ”根据 作 图 ， 

五 五 一 22C= BO。 

因此 人 A4BO 为 所 求 作 的 三 角形 。 
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[讨论 ] 沙 .了 DZ 与 已 知 圆 相交 于 两 点 和 
CC 有 两 解 ; 若 也 刀 与 已 知 圆 相 切 , 有 一 解 ; 没 
有 交点 , 无 解 。 

2241. 已 知 底 边 BC 与 高 的 盖 为 2 求 作 
内 接 于 已 知 圆 0 的 等 腰 三 角形 。 

解 { 作 图 ] 在 半径 40 (图 功 或 其 延长 
线 上 (图 2) 取 4 一 5 使 4DL4 豆 ， 且 4 


一 去 1， 设 Z 取 与 加 相交 于 C， 作 蓄 BC, 使 
CO 有 BT14 即 可 (参照 问题 2239) . 


《1 
、 O 瓦 4PD LI 
证明] 瑟 训 ”2 让 了， 
且 0 万 一 妃 有 已 ，。。 BFO= 卫 万 。 
因此 BO~ .4 万 一 4 万 一 /。 
又 40 BO, 所 以 A4B0 为 等 腰 三 角形 。 
[讨论 ] 戎 了 2 与 圆 相交 于 CC' 两 点 ， 
有 两 解 。 若 也 刀 与 殉 相 切 , 有 一 解 。 也 妈 与 
2242. 作 与 已 知人 4BC 等 积 的 等 腰 三 
角形 4BC'， 使 它 的 顶 角 等 于 已 知 三 角形 的 
一 个 角 . 
解 设 人 A4FBo 与 等 腰 A4BC' 有 公共 角 
4 则 
Saasc 
忆 e4B'C“ 


4 万 .4 
4 知 


《问题 1456) 。 


4 了 .4O=4B' 4C 
因为 A4B'C' 为 等 腰 
三 角形 , 4B' 一 40'。 
.4B.4O=4B2 从 B 8B 
即 4B' 为 4 有 .40 的 比例 中 项 .因此 求 4 五 
4C 的 比例 中 项 , 作 两 边 等 于 这 个 比例 中 项 的 
等 腰 三 角形 即 可 。 

2243。 作 顶 角 等 于 w 的 等 腰 三 角形 
4 也/Z 使 它 的 面积 与 已 知 三 角形 4BC 相等 ， 
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解 过 召 作 4C 的 平行 线 BX,， 过 双 作 直 
线 4B' 与 40 的 夹 角 为 w. 设 4z' 与 召 科 相 
交 于 好 , 则 BB'/ 40, 所 以 Seao 一 SA4apo)， 
且 一 BL4O=c。 


因此 先 作 线段 mm， 使 它 等 于 4B'、4C 的 比 
例 中 项 ; 再 在 4B'、4C 上 取 4D、4 召 等 于 


.0。 同 上 题 , 则 Sa4ppg 一 SAhaap'c) 故 人 4 万 刀 为 


所 求 三 角形 。 

2244. 已 知 重心 gl 外 心 C 和 内 心 工 的 
位 置 , 作 等 腰 三 角形 4BC。 

解 ”假定 此 题 已 解 出 , A4BC 为 所 求 三 角 

形 , 则 A4BO 为 等 腰 三 角形 。 所 以 G、O、T 
均 在 .4 的 平分 线 上 。 设 这 个 三 角形 的 垂 
心 为 瑟 , 则 6G 互 一 206 (问题 5891)。 且 O、G 
的 位 置 一 定 。 因此 G 克 为 定 长 ， 互 为 定点 。 
Q@ 因为 工 是 内 心 , 所 以 BT 平分 人 B，BT 平 
分 ~OB 万 (问题 3829) . 
由 此 在 4 的 延长 线 上 
取 旁 心 7 则 TBT 一 
AR。 因此 OO 大豆、 卫 
成 调和 点 列 . 因为 O、 入 
互 均 为 定点 , 所 以 了 的 
位 置 可 定 。 因 

设 妇 的 中 点 为 乙 则 

和 A4Bo 的 外 接 圆 过 亏 ， 且 
荆 了 一 LT 一 并 〈 问 题 461) 。 

又 0 为 外 心 , 所 以 0OB= OZ 一 04. 因此 可 作 

图 如 下 。 

[ 作 贺 ] 根据 四 、@@， 求 甜心 互 ， 旁 心 了 了 
的 位 置 。 以 线段 z7 的 中 点 卫 为 圆心 ,7" 为 
直径 作 贺 ,再 以 O 为 圆心 ,OO 为 半径 作 圆 ， 两 
圆 相 交 于 B、C， 在 .20 的 延长 线 上 取 点 4， 
使 04=0B, 则 A4BO 为 所 求 三 角形 。 


乙 。 作 等 边 三 角形 

2245. 已 知 直线 了 Y 与 直线 外 的 两 个 
已 知 点 己 9， 在 XZY 的 同 例 , 作 等 边 三 角形 
4BC， 使 一 边 BC 在 YY 上 , 边 4B、4C 分 
别 过 两 个 已 知 点 已、9。 
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解 [ 作 图 ] 在 Z 上 取 任意 两 点 B/、 
0 作 BO 为 一 边 的 入 
等 边 三 角形 4 BO A'” 也 

过 忆 入 分 别 作 R 
4B' 和 4C' 的 平行 x 
线 相交 于 4， 又 与 2 
又 了 分 别 相交 于 她 、C， 则 人 4BO 为 所 求 三 
角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 4B31/ 4 有 401 .40 
旦 BC、B'C 在 了 六 上 ， 

so 人 4BOcoA4'BO 
因此 A42B0 为 所 求 作 的 等 边 三 角形 。 

2246. 作 等 边 三 角形 4BC， 使 它 的 各 
顶点 与 已 知 点 CO 的 距离 分 别 为 !、7、7X。 

解 ” 设 等 边 三 角形 4BC 已 作出 。 在 OC 
上 作 等 边 三 角形 COP， 连 结 BP， 则 0C= 
Fo, 40= BE0，400= -4OB- BCO= 
Poo- -5C0=FOF. 

“， A4002ABPO， 
故 “DBP=.40 一 !。 及 
因此 AOBP 的 三 边 已 
知 、 故 先 作 以 入 和、 为 
三 边 的 三 角形 PBO, 然 
后 在 OP 上 作 等 边 三 角 B 亿 ” 
形 OFC， 连 结 BC， 在 SS 一 一 加 
BO 上 作 等 边 三 角形 卫 
4B0, 则 A4BO 即 为 所 求 三 角形 。 

2247- 在 已 知 正方 形 4BCD 内 ， 作 有 有 
公共 顶点 4， 另 两 个 顶点 召 、 环 在 正方 形 两 
边 上 的 等 边 三 角形 4 瑟 玉 。 

解 [ 作 图 ] 在 正方 形 内 作 过 4 的 直线 
4P,， 使 人 4BP 为 等 边 
三 角形 。 过 作 4 已 的 
垂 线 与 DO 相交 于 也. 
在 BC 上 取 允 点 ,使 EPZ 
一 也 则 人 4Z23 克 为 所 
求 的 等 边 三 角形 。 


有 8 虽 CC 


[证 明 ] 根据 作 图 ， 
BB 一 PFH，4B= 4P， 
人 B 一 一 BR 一 4PB， 
因此 人 4BBce 人 4P7. 
“， B4 甩 一 Pd， g 
4 再 一 4 了 。 四 
从 而 图 


LAB4B 一 5B4P=60"， 
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根据 @@、 轿 ， 人 4BF1 为 等 边 三 角形 ， 
2248. 在 已 知 三 角形 4 内 求 一 点 书 
过 己 作 洛 边 的 垂 线 
PD、PB、P， 使 
和 人 DB58 成 等 边 三 角 
解 ” 另 作 等 边 三 角 
形 思 / 交 六 在 7/ 
上 作 含 五 的 弓形 
红 ， 在 刀 丈 上 作 含 
C 的 弓形 弧 。 设 这 
两 弧 的 共 斩 红 的 交点 
为 Po 过 了 娥 作 倍 弦 
BO 使 BO 1 P'D' 
延长 BH'、C' 瑟 ' 相交 
于 4， 则 了 P'D' 上 BO。 因此 如 1 Cd41， 
PE'L4'B 又 人 TD 万 ' 太 为 等 边 三 角形 ， 书 ' 
为 A4'BC' 内 符合 条 件 的 点 人 4'BOco 
A4BC. 所 以 在 人 4BO 内 求 与 A4 BC' 内 
点 己 对 应 的 点 , 即 为 所 求 的 点 也。 
即 BD，BD' CC 
本 ”07， - 硬 ” 帮 栗 ， 
过 \ 允 分 别 作 BO，C4 的 垂 线 ， 它 们 的 交 
点 即 为 所 求 的 点 卫 。 


2249. 作 等 边 三 角形 , 使 它 的 顶点 分 别 
在 已 知 三 角形 4BC 的 三 人 
边 上 , ~- 边 与 BC 平行 。 

解 [ 作 图 ] 在 A4BC R 


相反 一 侧 作 以 BC 为 一 边 B 
的 等 边 三 角形 DBO。 过 
4DP 和 2 的 交点 P， 作 
C7J、2D 的 平行 线 ， 与 


4C、4B 分 别 相 交 于 以、 了 
瓦 ， 则 APeR 为 所 求 三 角形 。 
5 证 明 ] 根据 作 图 ， 
4 万 :五 B 一 4P:PD 一 49:60， 
"RE BC. 
又 ZEP:DED 一 4P:4D=9P:CD， 
由 也 了 站 一 CD， 了 RP 一 9P， 
又 AREPO= 一 53DOC=60"。 


因此 人 PR 为 正三 角形 ， 且 68 BC， 即 
和 AP 为 所 求 三 角形 。 
2250.。 作 与 世人 信人 积 相等 的 等 


| 边 三 角形 。 
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解 f 作 图 】 设 已 知 三 角形 为 4.B0'， 作 
射线 瑟 D, 使 一 万 BC A 
一 60"， 过 4 作 BC A" 

的 平行 线 ， 与 3D 相 ， 
交 于 了. 求 BD 和 
BC 的 比例 中 项 ( 问 
题 2012) ,在 BO、 DBD 8 [wa 
上 分 别 取 线 段 BO、B4 等 于 这 个 比例 中 项 。 
则 人 人 42BC 为 所 求 等 边 三 角形 。 
[证 明 ] 根据 作 图 ，4/ BC' 
SedBco 一 Sapac'。 
又 B4、B0O 为 BD、BC' 的 比例 中 项 , 因此 
DBD.BC' 一 4. PCO， ， 
"SA4B0 一 SApao' 一 Se4acr。 
且 .4BO-=-60?"”，4DB= BO。 
所 以 A4BC 为 所 求 的 正三 角形 。. 

2251. 作 等 边 三 角形 ， 使 它 与 巴 知 凸 五 
边 形 面积 相等 . 人 

解 设 4BODD 台 为 
已 知 凸 五 边 形 , 过 卫 、 
召 点 分 别 作 LO 4D ; 
的 平行 线 ， 与 0 的 
延长 线 的 交点 分 别 为 下、 丈 ， 则 五 边 形 
4BODZB 的 面积 一 Sae4BB。 到 由 是 : 

因 BB' 1/ 4C, 所 以 SaA4ao 一 SA4B'o, 又 盏 再 / 
/外 4D, 所 以 Sa4zp 一 SazDp。 根 据 上 题 作 等 
边 三 角形 与 .人 A4zB' 面积 相等 即 可 。 

2252.， 求 作 等 边 三 角形 ， 使 它 前 面积 等 
于 已 知 两 等 边 三 角形 4BC 和 了 DB8 的 面积 
之 和 。 Y 以 

解 ” 作 线段 OZ、O2, 使 
它们 等 于 已 知 两 等 边 三 角 
形 的 边 4B 和 了 B， 旦 
_]AYOG 一 ] 瓦 , 连 结 卫 2 
作 以 了 2 为 一 边 的 等 边 三 角形 ， 则 此 三 角形 
工 了 2 为 所 求 三 角形 。 理 由 是 : 

A4BO，A 人 DBF， 和 AXTZG 都 是 等 边 三 角 
形 。 所 以 


SA4po 4B2 

SAxyz 了 咏 2? 
SaAxyz 了 22。 
人 A4BC 
Baxrz 


app 
人 azyz 


因而 
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4 用 ?十 万 万 ? 
荆 20 


I。 


_ Sae4pc 十 Seppgm 
AXYZ 
OZ?+OZ2 了 Z2 
了 2G2 了 GZ2 
"。， Rae4scTSApgzr 一 SAxrrz。 

2253. 作 等 边 三 角形 ， 使 它 的 顶点 各 在 
三 条 互相 平行 的 已 知 直 线 上 。 

解 [分 析 ] 设 人 4BC 为 所 求 的 等 边 三 
角形 , 作 人 4B0 的 外 搁 圆 , 与 直线 驻 相交 于 
也 则 

DBPDPO 一 -B40O=60*， 
，A4DB 一 40B=60"。 
臣 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 X 上 
任 取 一 点 卫 , 作 使 

了 和 DB 一 60*， 
AIDO=-60” 
的 直线 也 B、 DO， 与 
已 知 两 直线 了 2 和 分别 根 交 笠 CO， 万 ， 作 
ADBC 的 外 接 圆 ， 与 直线 王 相 交 于 4， 则 
A450C 为 所 求 等 边 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 ，4、&、C 分 别 在 世 、 
YY、 上 ,有 昌 -4DPB=_~BDO=60"， 

"， Ba40O= ~PDO=60”， 
40OPB 一 4DB 一 60?。 
因此 人 4BC 为 所 求 三 角形 。 

2254. ， 作 等 边 三 角形 4B0， 使 它 的 顶 
点 妈 .C 在 互 不 乎 行 的 已 知 直线 了 ZX' 和 了 Z 
上 ， 但 顶点 4 不 在 这 
两 条 直线 上 。 

解 [ 作 图 ] 过 4 
作 邢 互 ' 的 垂 线 4 万 ， 


人 A4 刀 刀 的 外 接 轴 与 直线 站 瑟 ' 相交 于 D, 过 
结 也 妈 的 直线 与 了 Z' 相交 于 0. 过 4 有 C 
三 点 的 加 与 忆 ' 的 交点 为 妃 , 则 A4BC 为 
所 求 三 角形 。 
[证 明 ] 因为 4、 世 了、C 四 点 共 圆 ， 人 4 
及 队 允 四 点 也 共 贺 。 所 以 
4PBO= 4PO 一 4 万 万 一 60"， 
4OB= 一 .47D 厅 一 .4 刀 万 一 60"。 
因此 A4BC 为 等 边 三 角形 , 且 也 在 达 R' 上 ， 
0 在 了 Z' 上 ， 即 人 A4B0 为 符合 条 件 的 三 角 


一 
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形 . 

[讨论 ] ”因为 A4 刀 刀 ，4 玖 吾 ' 可 作 在 4 玖 
的 两 侧 , 所 以 一 般 有 两 解 . 若 刀 刀 或 也 古 与 
了 了 "平行 (人 4 五 如 的 外 接 圆 与 互 互 ' 相交 于 
了 7)， 则 无 解 。 

2255. 
角形 4BC, 使 它 的 
男 两 个 顶点 分 别 在 
一 已 知 圆 和 一 已 知 
直线 王 X 上 。 

解 ”将 上 题 中 的 
直线 了 ZY"” 换 成 圆 
0O,， 设 也 召 与 圆 0 
的 交点 为 C 和 Co 过 4、 刀 、C 或 0 作 圆 与 
邢台 "的 交点 为 召 或 B'， 即 化 为 同上 题 一 样 
的 问题 。 

2256. 作 等 边 三 角形 ， 使 它 的 顶点 分 别 
在 三 个 同心 加 上。 

解 本 题 与 问题 
2246 相同 ， 只 是 说 法 
不 同 而 已 ， 因 此 解法 
也 相同 。 

2257. 以 一 已 知 
点 为 顶点 作 一 等 边 三 角形 ， 使 它 的 另 两 个 顶 
点 分 别 在 两 个 已 知 罗 周 上 . 

解 [ 作 图 ] 设 已 知 点 为 4， 允 、X 为 两 
个 已 知 圆 的 圆心 。 以 4 驻 
为 一 边 作 等 边 三 角形 
4MT， 以 卫 为 圆心 ,以 圆 
到 的 半径 为 半径 作 圆 ， 与 
圆 入 相交 于 点 C. 以 4C 
为 一 边 在 与 允 网 侧 作 等 
边 三 角形 4BC, 即 为 所 求 
作 的 等 边 三 角形 。 

[证 明 ] 在 人 A4BM 和 人 40Z 中 , 根据 作 
图 A41 忆 为 等 边 三 角形 。 所 以 . 

4M=47，4B=40. 


又 4M147=60" 一 P4O， 
因此 2M4B= -740， 
人 4PMNSG2A 人 4O7， 
故  BM=CZ 一 ( 圆 邓 的 半径 )， 
即 点 五 在 加 戏 上 . 


[讨论 ] ”等 边 三 角形 4MZ 可 在 4 的 两 
侧 作 出 ,因此 本 题 可 能 有 四 解 ， 可 能 有 三 解 ， 


三 角形 的 作 图 


以 已 知 点 4 为 一 顶点 作 等 边 三 
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两 解 ,一 解 或 无 解 。 

2258， 作 与 已 知 三 角形 4B'C" 全 等 的 
三 角形 4BC， 使 它 外 接 于 已 知 等 边 三 角形 
ZUMN， 

解 “[ 作 图 ] 在 AZMNMN 的 外 侧 以 ZN 为 
纺 作 含 角 4 的 弓形 弧 ， 以 工 1 为 弦 作 含 角 
也 的 弓形 弛 。 设 两 二 
驳 所 在 圆 的 圆心 分 别 
为 Of.Os。 过 工作 两 
圆 的 割 线 4B， 且 满 
足 4 刀 =.4'B'。 设 直 8B， 风 
线 BM 与 4N 的 交点 
为 C, 则 人 A4ZBO 即 为 
所 求 作 的 三 角形 。 

[证 明 ] 提 据 作 BR 
图 ， 

4= Ad 
.DB=B1， 
又 4 一 4P。 
A4PBcseA4d BO 

注 过 荆 作 割 线 4 等 于 4B' 的 方法 可 
参见 问题 2191. 

[讨论 ] 4B' > 30!O 时 无 解 .4B' = 
20IOs 时 有 一 解 。 .43B'<20103 时 有 两 解 . 

2259， 在 平面 上 , 分 别 过 已 知 点 己 Q 卫 
作 三 条 直线 组 成 等 边 
边 的 中 点 。 

解 以 9FR 为 弦 ， 
作 合 60” 角 的 弓形 
弧 . 设 这 个 绝 的 共 恩 
弧 的 中 点 为 下， 连结 
MP，MP 与 弓形 相 交 于 4. 连结 4 、4R， 
与 过 己 所 作 4 忆 的 垂 线 分 别 相交 于 了 B、C, 则 
人 A4B0 为 所 求 等 边 三 角形 . 以 8 为 纺 作 含 
60"” 角 的 弓形 在 4% 玉 的 两 侧 ， 所 以 还 有 一 个 
符合 条 件 的 A 人 4 BIO。 


3。 作 直角 三 角形 

2260， 已 知 余 边 40 和 一 边 BC 之 差 为 
5 另 一 边 4B 一 my 作 直角 三 角形 4BC. 
解 [ 作 图 ] 作 4B 一 ， 过 忆 作 4B 的 
垂 线 ， 在 垂 线 上 取 点 ， 使 BD 一 1。 设 4DD 
的 垂直 平分 线 与 直线 DB 的 交点 为 0,， 则 
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人 45C 即 为 所 求 直 角 三 角形 。 

:上 上 证明] 根据 作 图 ， 一 43C 一 一 羽 。 Re 
为 4D 的 垂直 平分 线 
上 的 点 , 所 以 

40O 一 DO， 

。，L4O-BO 
一 DO~ 50 人 B 

一 了 也 一 /。 

2261. 已 知 斜 边 D 
2BC(=2 攻 ， 以 及 4 刀 、40 的 和 和 2， 求 作 直角 
三 角形 4BO。 

解 | 取 B 一 M， 作 直线 DO， 使 


LACDB= 到 x BR。 作 以 也 为 圆心 , 1 为 半 
径 的 圆 , 与 DC 相交 于 C. 设 过 C 所 作 DB 的 
垂 线 足 为 4, 则 人 A4BOC 为 所 求 三 角形 。 
[征明 BC=? LOD4= 亏 也 
]G4D= AR 
。。 LDOC4= 杞 BR. - 


”D4=C4， 
C4+4B 一 D4 上 4 刀 
呈 也 刀 一 7y 全 
故人 4B50 为 符合 条 件 的 三 角形 。 
2262.， 已 知 镍 边 4C(=)， 两 直角 边 
4B、B50 的 差 为 m， 求 作 < 
直角 三 角形 4BC。 
解 上 作 图 ] 取 4 忆 等 
于 ‰， 过 端点 卫 作 直线 


DC, 使 L4DO=- 王 BRB。 林 一 六 


以 4 为 圆心 , ?为 半径 作 圆 ， 交 DC 于 C. 过 
0 作 D4 的 垂 线 CB, 其 垂 足 为 书 则 A4BC 
即 为 所 求 三 角形 。 
[证 明 ] 在 直角 三 角形 CBD 中 ， 
2ZD- 叶 AZ 


CC， 


。， ALBOD- 误 ARF。 ] 


BO=BD， 

BO 一 4 了 =.BD 一 4DB= 4 一 1 

40=2 所 以 A4BC 为 所 求 作 的 三 角形 。 
2263. 作 以 已 知 点 4 为 直角 顶点 ,其 他 

顶点 分 别 在 已 知 的 两 平行 直线 互 民 和 了 也 


所 以 . 
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著 ， 且 什 边 等 于 已 知 长 Q 本 角形 
4BO。 

解 [ 作 图 ] 在 和 ZX 了 Z 上 任 取 丙 点 
M、XN， 使 W 一 a， 再 以 MN 为 直径 作 圆 ， 
过 4 作 4/ 开 和 ,与 圆 相交 于 孔 连 结 瑟 和 
和 瑟 N， 过 4 分 别 作 4DB1/BMN， 4O1Y BTN， 
与 瑟 克 /、 卫 了 分 
别 相交 于 .B、C， 三 一 长 人 
则 A4BC 为 所 X 
求 直角 三 角形 。 

[证 明 ] 因为 
4BM 是 平行 
四 边 形 ,所 以 4 态 =BM, 40 一 BFN， 

lB40O= AMBN= 书 
人 A 人 EMN2A4PO， 
42N 一 BO=a. 

斑马 ' 的 平行 线 与 以 
交大 和 志 和 

2264. 以 已 知 ZXOZ 内 的 一 定点 4 为 
顶点 作 真 角 三 角形 , 使 它 的 另 两 个 顶点 殖 、C 
分 别 在 OCXE、OZ 上 ， 且 边 BO 平行 于 定 直 线 
7 

解 [ 作 图 ] 在 OZXR 上 取 点 B，O7 上 取 
点 CO 使 线段 五 与 定 直线 7 平行 . 以 BC 
为 直径 作 圆 , 与 O4 相交 于 4( 一 般 有 两 个 交 
点 )， 过 4 作 4 有 的 平行 线 4B， 作 4 的 
平行 线 40， 与 0O、 
OZ 分别 相交 于 有 忆 C， 
则 A4E5C 为 所 求 直 
角 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 

APB4O= Bi 
一 二 允 ， 
4DB:4'B' 一 04:04' 一 


_40: 40 

.人 A4HOwA4'BO。 
又 O 为 这 两 个 三 角形 的 相似 中 心 ， 
/BO 
件 


因此 BC 
因为 BC/2 所 以 A4BO 符合 条 


注 ”因为 圆 与 CO4 一 般 有 两 个 交点 ， 所 以 
还 有 一 个 解 ， 

2265.， 已 知 斜 边 4 妇 等 于 已 知 长 六 一 
直角 边 4C 为 斜 边 4 刀 和 另 一 直角 边 的 比例 
中 项 , 求 作 直 角 三 角形 4BO。 
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解 [分 析 ] 假定 此 题 已 解 出 , A4BO 为 
所 求 直角 三 角形 . 过 C 作 4 的 垂 线 CP, 则 
DO 一 4B.BP，。 g@ 
根据 题目 条 件 
402 一 4B.BO。 @@ 
:3| 直 、 G@， A 二 
BO DBP 
403 0” 
4B.BP _FBP 
24F.4P 25， 


BO 
但 ” 405 
册 人 @、 人 @， 4P 一 50. 
由 @、@， . 4P2 一 4B.BP. 
因此 厂 是 将 4 如 内 分 为 中 外 比 的 点 . 故 可 作 
图 如 下 : ， 

t 作 图 ] 将 43 用 己 点 内 分 成 中 外 比 〈 根 
据 问题 1510)， 过 己 作 4 的 垂 线 , 与 以 4B 
为 直径 的 圆 相交 于 C, 则 人 4.BC 为 所 求 直 角 
三 角形 . 

2266.， 已 知 一 个 锐角 吾 等 于 已 知 角 o; 
一 边 4 互 过 已 知 点 症 , 求 作 直 角 三 角形 4BO， 
使 它 内 接 于 已 知 圆 O。 

解 [ 作 图 ] 以 OP 
为 弦 作 含 角 w% 的 号 形 B 
怕 , 与 已 知 贺 相 交 于 了 妃 ， 
连结 BOD、BP.。 它们 的 
延长 线 与 贺 相 交 于 和 
4 则 人 ALBC 为 所 求 直角 三 角形 . 

证明] 根据 作 图 ， 45C 一 ww 又 BC 为 
0 的 直径 ,所 以 

了 人 B4C= AR 
因此 人 4.BC 为 所 求 三 角形 。 

[讨论 ] 如果 以 OP 为 纺 ， 含 w 的 弓形 驱 
与 已 知 贺 相交 ， 则 有 两 解 ; 可. 则 有 一 和 解 ;无 
公共 点 , 则 无 解 。 

2267. 作 直 角 三 角形 , 使 人 
边 4C、B0C 分 别 过 两 
已 知 点 奴 @, 且 内 接 
于 已 知 况 0 

解 [ 作 图 ] 设 以 
2Z9 为 直径 的 圆 与 
0 的 交点 为 C，PCO、 
4C 与 圆 O 分 别 相交 于 4、 妃 ， 则 人 A45C 为 
所 求 三 角形 。 

[证明 ] 根据 作 图 , C4OB 一 BR 又 4C0、 
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BC 分 别 过 已 9 且 人 40 内 接 于 图 0. 

[讨论 ] 以 -Fe 为 直径 的 圆 与 圆 0 相交 ， 
有 两 解 ; 相 切 , 有 一 解 ; 无 公共 点 , 无 解 . 

2268. 作 直 角 三 角形 ,使 它 的 两 条 直角 
边 4B、40C 分 别 过 已 知 点 只 9 斜 边 B0 在 
已 知 直线 和 YY 上 , 且 过 4 的 高 为 丸 。 

解 [ 作 图 ] 在 与 和 Z 的 距离 为 〗 处 作 它 
的 平行 线 B， 
设 以 29 为 直 
径 的 贺 与 忆 召 一 
相交 于 4, 4 有 
49 分 别 与 习 卫 
相交 于 百 CO, 则 人 A 人 450 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 ， 过 4 的 A4BC 的 高 
为 1， ~B4C 王 一 BR, 斜 边 BO 在 开 了 上 ，4B 
过 必 LO 过 4。 

[讨论 ] 以 Bo ee 的 加 与 卫 妃 相交 ， 

2269. 马 知 从 全 边 EC 的 两 端 所 作 的 中 
线 MA Me 求 作 直角 三 角形 45C。 

解 上 作 图 ] 以 3 一 Ms 为 直径 作 圆 ， 延 
长 BED， 取 点 杷 使 


DB 一 于 mw 以 到 为 


圆心, 写 ore 为 半径 作 
网 . 设 两 园 相 交 于 4。 上 
延长 4LD， 取 点 CO， 使 0 站 关 = 一 47D， 连结 2C， 
则 人 A4B0 为 所 求 三 角形 。 

证 明 ] 在 BD 上 取 点 G, 使 DG 一 DZ, 设 
CG 的 延长 线 与 4 妃 的 交点 为 瓦 ， 则 4D= 
CD，7 厂 一 DG，- 疙 为 公共 角 , 所 以 人 AD4 刀 
2 人 DoG， 


0OG 一 4Z3- 忆 Ice 、 


据 作 图 ， 人 B4C 一 一 有 R。 

[讨论 ] 路 。 

2270.， 已 知 斜 边 4 积 一 锐角 刀 的 平 

分 线 3 的 长 , 求 作 直 角 三 角形 4BO。 

解 [分 析 ] 设 4BC 为 所 求 三 角形 , 以 4 
为 圆心 ，4B 为 半径 作 较 。 延 长 了 ED 40; 分 
别 与 贺 相 交 于 及 , 则 ; 

4 上 47， 


所 以 CC 万 一 Mo。 根 
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4 太一 外 "一刀 BT 

因此 AZDZBz 的 外 接 
圆 与 吾 B 相 切 于 卫 。 

万. 万 万 一 万 72 


( 定 值 )， @ 
由 @、@，B 有 、D 可 知 , 因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 设 4=Mz，BD=m。 以 点 4 为 
圆心 , 罗 为 半径 作 贺 
径 4 妨 、 48 (参照 问题 2016) . 作 两 条 线段 ， 
使 它们 的 差 等 于 2 积 等 于 五 82 作 弦 2B 等 
于 其 中 的 较 大 线段 ,过 召 作 4 的 垂 线 BO， 
则 A4ZBo 为 所 求 直角 三 角形 。 

2271. 已 知 直角 三 角形 的 周 长 为 28, 内 
切 网 半径 为 *， 求 
作 这 个 三 角形 。 

解 [分 析 ] 设 
所 求 三 角形 4BC 
已 作出 ， 作 内 切 贺 
O。 设 与 斜 边 4C < 
机 切 的 旁 切 圆 0 3 D 
与 BO、B4 的 切 点 为 愉 、 互 ， 则 0 
8 所 以 可 作 图 如 下 ， 

[ 作 图 ] ” 作 两 条 线段 BD、 屯 刀 ， 垂 直 相 交 
于 万 使 BDI 一 BR 一 3 作 与 BD、 BE 相 切 ， 
学 径 为 和 的 圆 0 然后 作 与 D、B 相 切 于 
忆 \ 如 的 圆 0， 作 两 较 O、0' 的 内 公 切 线 ， 与 
BD、B 刀 分别 相交 于 4， 则 人 A4BC 为 所 
求 直 角 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 , A4ZBC 的 内 切 圆 的 半 
径 为 "，A_4BO 为 直角 .又 有 如 为 A4BC 
的 旁 切 圆 的 切 点 ， 且 BD 一 8 一 9， 所 以 
人 42B0 的 周 长 为 38. 

讨论 ] ”两 加 O、O' 相交 , 无 解 ; 相 切 ， 有 
一 解 ;无 公共 点 时 ,CO.O' 的 公共 切线 有 了 两 条 ， 
但 由 此 而 产生 的 两 个 三 角形 

A4EC2A4'BO, 

2272. 已 知 周 长 2s， 面 积 为 8S， 作 直角 
三 角形 4BO, 使 4 一 一 和 

和 解 ” 设 内 切 男 的 半径 为 7， 则 

37 一 和 《问题 976) 。 


站 


SS 
1 
下 mm 
mm 心 


。 作 两 条 互相 垂直 的 半 
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角 三 角形 的 问题 。 
2273， 已 知 斜 边 40 


但 s 和 8 为 已 知 , 所 以 ”为 定 值 。 因此 本 题 
(一 2 内 切 圆 的 半径 人 求 
作 直 角 三 角形 4BC. 


和 上 题 一 样 ， 是 已 知 局 长 
解 [ 作 图 ] 作 线 段 


28s 和 内 切 圆 半径 作 直 ， 
49 一 5 以 40 为 直径 作 呵 ， 设 半圆 4C 的 中 


点 为 M。 在 驻 关于 
4C 的 相反 一 侧 ， 离 ATN 
40 为 处 作 豆 Z1 xf 一 去 SCY 


MK4 为 半径 的 圆 与 
到 了 相交 于 TI， 连结 
347， 延长 与 以 LO 为 XM 
直径 的 圆 相交 于 如, 则 人 4B0C 为 所 求 直角 三 
角形 -。 

证 明 ] 根据 作 图 ，4C 一 5 又 因为 40 为 
直径 ,所 以 /4BC 一 - 玉 。 

又 本 4 这 一 夏 c， 
4HBT= 一 TBC。 

”MT 一 ML， 
 A4TMUW= TI4M， 

故 ~B4T 一 ALTM 一 4BT 

一 AT4MN 一 TBc 

一 AT4M- Ma4O 

一 一 740. 
所 以 47 为 CB4C 的 平分 线 。 因 此 了 工 为 
A4BC 的 内 心 ,. 工 到 4C 的 距离 为 *， 所 以 
A4B0C 的 内 接 贺 的 半径 为 y。 

[讨论 ] 车 以 双 为 圆心 , 4 为 半径 的 贺 
与 驻 Y 相交 , 则 内 心 有 两 个 , 它们 关于 4C .的 
垂直 平分 线 对 称 ， 由 此 所 求 得 的 两 个 三 角形 : 
重合 , 结果 只 有 一 解 。 以 Mk《 为 圆心 、M4 为 
半径 的 圆 与 和 Y 相 切 时 也 有 一 解 ; 无 公共 点 
时 无 解 . 

注 “本 题 归 结 于 已 知 底 边 、 顶 角 \ 内 接 圆 半 
径 , 作 三 角形 的 问题 (问题 2305) 。 

2274， 已 知 斜 边 4O=7， 4 所 对 旁 切 
圆 的 半径 为 >， 求 作 直 角 三 角形 4BO.。 

解 人 分 析 ] 设 所 求 三 角形 4BO 已 作出 。 
在 <4、C 内 作 所 含 的 两 个 旁 切 贺 O、0% 
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与 FPC 分 别 相 切 于 必 , 忆 , 设 4C 的 延长 线 与 | 4 及 、4D 的 长 , 由 此 可 知 马 的 位 置 。 因 此 作 


贺 0 相 切 于 互 , 则 
4H= 瑟 (4B+4CT+ BO)， 


OBE- 亏 (4B+4C+EO)， 


。 4 万 一 0 也. 
” C 了 =CD， 
了 五 = .40 一 ]。 
因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 作 直 线 
4BB、 歼 BD 互相 
垂直 查 交 , 使 
”DBD= BF 一 7。 

过 九 卫 作 与 23D、 

了 8 相 切 的 园 0, 在 
也 B 的 延长 线 上 取 点 鼠 , 使 召 =7。 过 点 
作 与 B3 妈 相 切 并 且 与 4 相 切 的 圆 C。， 作 
O、0' 的 外 公 雪 线 与 BD、FB 的 延长 线 分 别 
相交 于 C\、4, 则 人 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

证 明 ] 【讨论 ] 玫 ， > 

2275.。 已 知 平行 线 习 、 了 及 点 C， 求 作 
直角 三 角形 4BCO, 使 直角 的 顶点 4 在 拒 上 ， 
五 在 了 上 , 且 4B、 
40 的 平方 盖 为 定 5 六 
值 


解 ” 设 所 求 三 角 Y 
形 4BC 已 作出 ,过 
刀 和 C 作 直 线 开 的 垂 线 BD、CZ 因为 
人 B4Om-R， 
AD4 一 40 万 
L 也 一 一 五 一 二 。 

人 4DBFDooAC4T) 

4 也 :DB=0 瑟 :了 4， 
4D.BE4 一 DB.COPB ( 定 值 ) 。 人 
又 402 一 4 刀 2 十 五 C2， 

4B2 一 4 十 EBD2， 
402 一 4B2 一 (4 瑟 ~ 4Do) 
十 (BC2- 一 已 D2)， 
4 已 2 一 472 一 (40C2 一 4B2) 
一 (ZEO2 一 刀 D2) 。 
但 C 妇 、ZD 均 为 定 长 , 402? 一 4B2? 为 定 值 , 因 
此 4Z2 一 472 也 一 定 。 再 根据 @，4LD、-4 刀 
”之 积 及 其 平方 差 一 定 。 根 据 问 题 2019， 可 定 


所 以 


所 以 


4C0 的 垂 线 4 刀 ， 可 求 得 人 4PB0. 
人 妈 。 作 相似 三 角形 、 全 等 三 角形 


2276， 已 知 相似 三 角形 4BO 和 4 BIO 
求 作 与 它们 相似 的 三 角形 刀 BR, 使 其 面积 等 
于 已 知 三 角形 面积 的 网 
和 。 G 
解 [ 作 图 ] 作 
LDL 一 一 刁 ， 民 玉 
刀 4 一 BO,、 
1 一 BC 
取 人 已 点 ,使 
AGZE4S2 人 4BC， 
AR4FS24 BIO 


连结 妃 F， 取 点 刀 使 人 ADE8 与 A4BO 相 
似 , 则 ADZBEF 为 所 求 三 角形 。 
[证 明 ] ADZPcA4HOwA4'BO1 
A 人 GZD422 和 人 人 45B0， 
人 万 471 好 人 4 BO 
。 ADBFHcaAGB4wAE4P， 
Seega ， 忆 42 Sega4p 
ApBP 百 52” Sapzgp 
AQeczgk 十 Sapap 了 42 十 482 
人 ADpBE 石 F2 


故 


人 Apzz 一 SaGza 十 Saz4F 
一 8A4aBe 十 SaA4d'acr。 
2277， 求 作 与 已 知 
和 A425Cc 相似 的 人 DBEB ,使 
它 内 接 于 已 知 圆 .0. 
解 [ 作 图 ]】 在 已 知 圆 
O 上 的 一 点 九 ， 作 切线 
GD 瑟 。 分 别 作 直线 DF、 
卫 玉 ， 使 
乙 万 万 太一 一 了 
GD 一 一 COC。 
两 直线 与 圆 O 分 别 相交 于 五 和 有 孔 则 和 ADEZ 
为 所 求 三 角形 。 
[证 明 ] 因为 GD 瑟 是 切线 ,所 以 
]BDB= APB， 
CQGDB 一 一 7 一 CO。 
LABDB 一 一 4， 


四 此 
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从 而 ADEPBcoA4BO. 
2278。 作 人 4BO" 使 它 与 已 知人 4BO 


相似 ， 且 它 的 面积 与 已 知 三 角形 的 面积 之 比 
为 双 :%(72> 刘 。 


及 

解 【 作 图 ] 在 4B [一 
上 取 点 D， 使 4B:.4D SS 
一 和 3%。 以 4 了 为 直径 ， 
2 


作 半 圆 , 过 卫 作 4PB 的 
委 线 DB， 与 半 相 交 
于 如。 在 4 上 上 取 4B' 一 4 玉 ， 过 忆 作 BO 
的 平行 线 与 40 相交 于 C， 则 人 A4B'4CI' 为 
所 求 三 角形 。 

[证 了 明 ] A4BO:Ad4BC 一 4B2:4B3 . 


一 4B2: 4 瑟 = 4B2:4D.4B 
一 4PB:4D 一 加:72 
根据 作 图 A 人 4LEBCA4BO 

2279， 作 与 已 知 A4B'C' 相似 的 
A4B0， 使 它 的 底 边 BO 过 已 知 点 P， 并 内 
接 于 已 知 圆 0 

解 设 人 4B50 为 符合 条 件 的 三 角形 , .4 
与 A4'B'C 的 AL.4' 对 应 ， 一 
则 4 的 大 小 一 定 ， 所 以 
边 20 的 长 也 一 定 。 因此 
就 转化 为 作 定 长 弦 (参照 
问题 2125) 的 问题 . 过 定 
点 作 定 长 纺 50， 过 吾 、C 作 

B 一 -BC=A CC 
则 人 A4BC 即 可 作出 。 

2280， 作 与 人 4'"BC 全 等 的 人 4BO， 
使 两 边 4B、4C 过 两 已 知 点 已 9 .4 的 
平分 线 4D 与 已 知 圆 O 相 切 。 

解 { 人 攻略 ] 以 PQ 为 纺 , 作 含 2Z4 的 弓 
形 弧 , 求 此 驶 的 共 叔 弧 的 中 点 也, 过 忆 作 已 知 
圆 0 的 切线 与 己  ，A 
形 弧 相 交 于 4. 

在 4PR、 49 上 取 

4B= dB 

LO= .40 
则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

证明 ] 根据 作 图 ， 
ZL4 一 4 4B=A4DB， 

LO= 40 
所 以 A4B02A4'BO 而 且 边 4 及、40O 分 
别 过 已 知 点 己 、@，4D 为 圆 避 的 切线 , 县 卫 
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为 驱 2 的 中 点 ,因此 4 平分 4。 

2281. 作 人 4B50, 使 它 的 三 个 顶点 分 别 
在 已 知 平行 线 互 、 世 2 上, 且 三 个 角 分 别 等 
于 改 8、 7. : 

解 [分析 ] 设 符 
合 条 件 的 A4BO 已 
作出 。 作 A4ZBo 的 
外 接 圆 ,与 直线 到 相 
交 于 也 , 则 

4PDO=-4PO=B， 
ALDB 一 4CFB 一 7 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 和 4 上限 了 CC 两 点 ， 作 直线 
D4、DB, 使 CL4DCO=B8，~4DB=?7 (使 这 
两 个 角 在 4 的 两 侧 ) 。 D4、DB 与 到、 了 
分 别 相交 于 4、 刀 , 作 A 人 4DB 的 外 接 园 ,与 
乡 相 交 于 C, 则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

E 证 明 ] 赂 。 

2282。 以 已 知 点 4 为 顶点 作 人 45B0C， 
使 它 的 另 两 个 顶点 至 、C 分 别 在 已 知 直 线 
挟 和、 了 YY 上 ， 并 使 <4、~B、-C 分 别 等 
于 ac、B、7。 ， 

解 [分 析 ] 设 人 4B0C 为 符合 条 件 的 三 
角形 。 它 的 外 接 圆 与 A 
和 X' 相交 的 另 一 安 
点 为 九 ， 连结 4 六 
CD 则 

.4 帮 B 一 4CB 

一 ?了 ) 
4DO=- 4BO 一 8p8。 
因此 可 作 图 如 下 。 

[t 作 轿 ] 在 并 人 :上 取 点 也 使 C4DZ 
7。 作 直 线 DO， 使 4DO 一 B， 且 互 和 C 
在 4 的 异 侧 ，DC 与 了 "相交 于 C。 作 
人 A4DO 的 外 接 圆 ， 与 吕 飞 / 的 另 一 交点 为 妃 ， 
则 A 人 4BC 为 所 求 三 角形 。 

tt 证明] 设 ae 十 8 十 ?一 180? (否则 就 不 可 
能 作出 三 角形 )、 根 据 作 融 

4BO=4DO=B， 
4OCB 一 4DB 一 7?。 
ZBP4O 一 2 有 (8 十 7) 一 0 
且 吾 在 和 ZX 上 ，C 在 YYZ' 上 , 因此 A 人 4BO 
为 符合 条 件 的 三 角形 、 本 
注意 ，A4DPO 的 外 接 圆 与 习习 相交 有 两 
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种 情况 . 车 人 4DPC 的 外 接 圆 与 瑟 屋 ' 相 切 于 
点 也 , 将 点 刀 作 为 点 互 即 可 。 

2283.。 以 已 知人 PR 一 边 了 8 上 的 点 
.4 为 顶点 , 求 作 A4BOwAEOB, 使 人 4ZBO 
内 接 于 人 POOR 

解 在 本 题 中 ，.4 为 已 
知 点 ，B、C 分 别 在 已 知 直 
线 GR、BP 上 ， 所 以 作 
A4BC 的 方法 与 上 题 完 
全 相同 。 
.2284， 过 已 知 点 4 作 与 已 知人 PO8R 相 
似 的 人 46C, 使 巨 在 已 知 直 线 人 YY 上 ,C 在 
已 知 贺 0 上 . 

解 [分 析 ] 假定 人 A4BC 已 作出 , 则 

. Ad4ECooA 人 FE9R. 

设 /4=o 8 一 8， 
CC=7?。 作 人 4BO 
的 外 接 圆 ， 与 了 工棚 ， 
交 的 另 一 点 为 也 则 

LA4DB= AL40OB xxA 

号 7) 
4DO=~4EC=p8。， 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 人 了 上 取 点 也 ， 使 人 .4 也 下 一 
77 作 直 线 DO， 使 4DO=p, 且 .4DC 和 
A4DZ 在 4D 两 侧 . 设 DC 与 圆 0 相交 于 
C，A4DOC 的 外 接 圆 与 了 工交 于 另 一 点 刀 ， 
则 A4B0 为 所 求 三 角形 。 

E 证 明 ] . 略 。. 

2285。 作 人 4BoO 与 已 知 三 角形 POR 
相似 ,使 4 和 召 在 
已 知 同心 狗 O 的 内 
圆 上 ，C 在 同心 圆 
OO 的 外 圆 上 。 

解 [ 作 图 ] 过 
内 圆 上 任意 一 点 4 
作 切 线 4D， 过 4 
作 . 内 圆 的 弦 4 
使 
AD4B 一 -PR。 4 及 8 
以 4 马 为 弦 作 含 PER 的 弓形 台 4C， 与 外 
网 相 交 于 C, 连结 CB, 与 内 圆 相 交 于 另 一 点 
了 则 人 A4BO0 为 所 求 三 角形 。 

下 证明] 一 3 一 一 D4 卫 一 POP， 
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AO= FEq9. 
。，。A 人 4BOwA 人 POOR。 

2286， 作 人 4F0 与 人 PR 相似 , 使 它 
的 三 个 顶点 分 别 在 三 个 已 知 同心 圆 上 上 . ” “ 

解 在 别 的 位 置 上 作 与 人 AP@R 相 似 的 
和 A4B'C0 在 此 三 角形 内 求 一 点 2 使 CO4: 
O'B':OC' 等 于 三 个 圆 的 半径 的 比 (参照 问题 
1947), 连结 044 0.B'， 0 过 圆 O 的 圆心 
作 三 条 半径 04, 0OB，00 (如 图 ), 使 


40B= -LO'B， 了 BOC= BOCO， 
所 以 A4B0 为 所 求 三 角形 。 

注 这 样 的 作 图 叫 逆 作 图 法 。 

2287。 过 已 知 点 4 作 与 已 知 A 人 PR 相 
似 的 .人 4PBO, 使 五 C 分 别 在 两 个 已 知 圆 O 
和 O 和 上， 

解 ”假定 符合 条 件 的 人 A4BC 已 作出 。 连 
结 40, 在 4O 上 作 人 A4O0D 与 人 4B0 相似 ， 
使 LO 与 .4B 为 对 应 
边 。 根据 问题 1865 
可 知 , 当 人 4BC 的 顶 
点 了 国定 , 她 在 已 知 
O 上 ,， 且 与 已 知 


Br 人 
人 
顶点 C 的 轨迹 是 以 


三 角形 PoR 相似 时 ， 
为 圆心 、DC 为 半径 ( 定 长 ) 的 圆 。 因此 求 以 
也 为 圆心 的 圆 与 圆 0 的 交点 , 即 可 决定 C 的 
位 置 。 然后 以 4C 为 一 边 作 与 A4DO 相似 
的 人 4CB, 使 4D 与 40 对 应 , 则 人 4B0 为 
所 求 三 角形 。 

2288， 以 已 知 点 4 为 顶点 作 人 4BO; 
使 男 两 个 顶点 且 C 在 已 知 圆 0 上 ， 且 与 已 
知 人 PR 相似 。 

解 本题 可 把 上 题 中 O、C/ 两 点 看 作 重 合 
的 情况 ,又 40 一 圆 O 的 半径 为 光 所 以 

4O:BOICO 一 QI2T。 

因此 可 参照 问题 2286 作 阁 。 

2289， 以 纺 了 上 的 已 知 点 如 为 顶点 
作 三 角形 4BC, 使 另 两 个 顶点 及 0C 在 缴 玛 


504 
上 ， 且 与 已 知 


和 AZMN 相似 . NA 

ee 

题 中 的 弓形 为 时 C 

辆 ， 那 委 点 4 NA 一 下 AN 

的 位 置 已 知 , 及 C 在 已 知 加 上 ， 
A4ECwAZMN， 

所 以 与 上 题 完 全 相同 

2290， 在 已 知 三 个 圆 4、 忆 .CO 上 分 别 求 
及 俯 已 使 APeR 与 A4BC 全 等 。 

解 设 圆 4、 到 OC 的 半径 分 别 为 愉 e 
在 A4BO 内 求 点 0, 使 O4:OB:OC=a:p:c 
《问题 1947)。、 再 以 0 为 圆心 _O4 为 半径 作 
圆 ， 与 加 4 相交 于 了。 将 A4BC 以 O 为 中 
心 旋 转 , 设 当 04 旋 
转 到 OP 时 ，OB、 
CC 的 位 置 分 别 为 
Oq9、OR, 则 

A4B0c2 人 POPR. 
尺 绿 忆 分 别 在 四 
小 B、C 上。 因为 ， 
已 经 将 A4230 以 O 为 中 心 旋 转 到 人 APoeR 的 
位 置 , AO4PcAOBGO. 

4P:B9 一 04:0B=a:D 
又 4LP=a，B9=D。 
因此 驴 在 贺 互 上 ,同样 刀 也 在 圆 C 上 。 

2291. 作 外 接 于 已 知人 A4BC 的 人 APoR， 
使 ABR 与 另 一 已 知 三 角形 相似 ， 且 边 到 
过 已 知 点 到 

解 人 AZOB 与 已 知 三 角形 相似 ， 所 以 三 个 
角 的 大 小 一 定 。 设 
APe=a 9=p) 以 有 8 
BO、04 为 弦 分 别 作 
含 8 的 弓形 级 . 过 
24C 的 直线 与 这 两 个 
圆 相交 于 己 .@，PPF、 

94 的 延长 线 相交 于 
刀 , 则 AZOBR 为 所 求 三 角形 ， 根 据 作 图 , 书 

一 20， Cg 一 有 欧 过 已 知 点 戏 , 所 以 APmo2B 
为 符合 条 件 的 三 角形 。 

2292， 作 人 P9R 外 接 于 已 知 A4BC， 
使 CP=aw 9= 有 8 Ze 一 mn. 

解 【 作 图 ] 以 BO0.C4 为 弦 分 别 作 含义 
8 的 纪 形 驱 。 过 C 作 一 直线 与 这 两 条 马 形 弧 


| 然后 在 APOZR 的 边 QR、 瓦 PP、 
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全 生生 本 
相交 于 只 @, 且 P@= 和 (问题 2191) ， 设 忆 B、 
94 的 延长 线 相交 P - 
于 马 , 则 APeZ 为 
所 求 三 角形 。 
[证 明 ] 喇 . 
2293. 作 内 接 
于 已 知人 AP9R 的 
A4PBO, 使 4=a， 
巨 =8，4 万 一 2 
解 在 任意 位 置 作 A4B'C'， 使 4 一 oa， 
一 中 一 6，4B'= 双 。 利 用 上 题 的 方法 作 
APg 写 与 AP@R 全 等 ,并 外 接 于 A4BC' 
2Z9 上 分 吕 取 


点 处 及 CO, 使 


94 一 04 BB=RB POPOn， 
则 A4BC 为 所 求 三 角形 . 

2234， 求 作 人 A4BCO, 使 它 的 底 边 BC 在 
已 知 直线 全 F 上 ， 顶 点 4 在 另 一 已 知 直 线 
下 了 上 , 上 且 与 已 知 A4'Biy 全 等 ， 

解 [ 作 图 ] 在 了 7 上 取 BB=BO 以 
2 为 一 边 作 ADBD 与 A4B(Cr 全 等 .过 万 
作 工 了 的 平行 线 ， 长 
与 忆 了" 相交 于 4 
过 4 分 别 作 4B1 
ZZB, LOV/DPB, 与 ， 
习 Z 相交 于 到 CO， 
则 A4BC 为 所 求 的 三 角形 。 

[证 明 ] 五。 

[讨论 ] 8 可 以 在 瑟 和 卫 环 两 个 方向 
取得 , 忆 也 可 在 了 了 的 两 侧 求 得 ,所 以 AD 
的 作法 在 4 如 关 40' 时 有 四 个 方向 . 因此 这 
时 王 了 "不 与 Z 平 行 则 有 四 个 解 . 洲 
4 呈 一 40， 则 有 两 解 。 若 民 'Z' 与 过 思 所 
作 习 并 平行 线 重合 , 则 有 无 数 解 ， 若 和 了 / 
和 7, 则 无 解 . 

2285， 作 和 人 4B3C 外 接 于 已 知 ADBB， 


mo 


第 三 章 
使 人 4=ac，B=B, 且 人 43C 的 内 心 O 在 
边 ZB 上 . 

解 { 分 析 ] 设 
A480C 为 所 求 三 
角 形 AN 它 的 内 心 
0 在 边 万 寻 上 . 
人 A.4B81、 人 了 妃 也 
的 外 接 园 与 4O、 
23O 分 别 相 交 于 卫 、 
@, PP 为 弧 TPZ DO9 台 的 中 点 , 均 为 定点 。 
且 FEFO9= -0O4F+A4BFO 


一 二 (<+P) (一 定 )。 


因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] ”以 到、 也 妈 为 纺 , 分 别 作 仿 w 
的 弓形 弧 , 求 各 己 形 红 的 共 辑 弧 的 中 点 有 9. 
以 了 为 纺 作 含 互 (ae 十 居 的 弓形 红 与 DZ 相 
交 于 0. OP,G0 的 延长 线 与 上 述 己 形 弧 分 别 
相交 于 4、Z， 延 长 4 及、B3D 相交 于 C， 则 
和 人 42BC 为 所 求 三 角形 。 

2296、 作 人 DBF 内 接 于 已 知人 4BO， 
且 边 DB 过 A4BC 的 内 心 . 

解 作 AD' 太 Brcp 人 


一 闪 
于 AD' 瑟 了 ,使 不 灰 \ 
A4'BC'A4HC ss ， 

0' 在 也 到 上 (图 1. GD 

到 点 心 取 了 使 

BDI:DO= BDIDO'， 

这 时 , 图 (1) 和 (2) 的 图 形 相似 , 因此 Z 至 过 
和 A4BC 的 内 心 . 

4M 过 人 DZB7 的 重心 G， 

解 ”假定 符 合 条 件 的 A4BC 已 作出 . 设 


人 ADBF, 用 上 题 的 方 
且 A4'B'C' 的 内 心 
在 已 知 人 4BC 的 边 
必 
COC 五 :万 4=O' :4 
2297、 求 作 人 A4BC， 使 它 外 接 于 已 知 
LA4' 一 wa 人 B 一 8B，L 人 0 一 则 点 4、B、C 


法 , 作 AL4B'C' 外 接 2 
BO、C4、4B 上 分 别 

4 友 :也 B 一 4':F0B 《 (图 1 
和 人 DB， 并 与 已 知 A4B'C' 相似 ， 其 中 线 
分 别 在 以 妃 矿 、BD、D3 为 弦 ， 各 含 ec、 
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8、~? 的 弓形 约 上 . 设 中 线 4 开 时 网 4 了 7 刀 
相交 于 P， 则 书 为 定 
点 。 理 由 是 : A4BC 
B0 的 中 点 。 设 BC' 
的 中 点 为 2 则 

LOL4M 一 AL 
(一 定 ) .因此 一 B4P 
的 大 小 一 定 ， 弧 
BP 的 大 小 一 定 ， 且 
人 A 了 TD 的 重心 一 定 . 
延长 GP 与 弧 卫 4 刀 
相交 于 4, 则 4 的 位 
置 一 定 ， 从 而 点 卫 的 BRB 一 
位 置 一 定 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 以 吾 P、 刀 D、 也 了 为 弦 , 分 别 作 含 
角 w、8、7 的 弓形 弧 , 在 缴 了 4 允 的 共 斩 弧 上 
求 点 也 使 了 4P= 0O'4'a1'。 设 GP 的 延 
长 线 与 网 互 P 矿 相交 于 4,, 4 有 和 .4 如 与 上 
述 两 个 弓形 弧 分 别 相交 于 妈 、C， 则 A4HC 
为 所 求 三 角形 。 

2298. 求 作 人 DEF 内 接 于 已 知人 4B0O 
且 与 另 一 已 知 人 D' 辟 机 相似 ， 并 且 重 心 在 
人 A4B0 的 中 线 43 上 ， 

解 [ 作 图 ] 作 人 4'BO 外 接 于 冤 
使 人 4 BO 人 4BC， 
且 A 人 4BC 的 中 线 
40 过 人 已 五 /下 的 重 
心 G' (参照 上 题 )。 在 
Ad4B0C 的 边 BC、C4、 
45 上 分 别 求 点 了、 及 Ar 
环 ,， 使 

DBODIDO 一 刀 DIDOC 
LO: 忆 4 一 C 盏 ': 瑟 .41 
万: 太刀 一 .40B 
则 AZDBEZ 为 所 求 三 角形 。 

2299. 求 作 A4BC， 使 它 外 接 于 已 知 
ADBB， 与 另 一 已 知 A4'B'O' 相似 , 且 其 重 
心 G 在 ADBZ 的 一 条 中 线 FM 上 。 

解 【分 析 ] 假设 符合 条 件 的 人 4BO 已 
作出 。 则 


AFL4 盏 = Ad41， 
.DB8H 一 一 DB 、 
因此 4 筷 分别 在 以 怒 B、 了 7 为 纺 ， 含 
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.44 -~ 辟 的 弓形 弘 上 。 设 人 的 重心 
为 G G 在 中 线 了 到 
上 ，44、BG 与 
也 4 忍 圆 也 B8 相交 
为 定点 。. 理 由 是 : 
A45Co 人 4'B0O/。 
- 著 设 人 4BiC; 的 
重心 为 G， 则 
DB4h4G 一 ABCGBI 
(一 o， 
4BG 一 人 .4BIG/ 
(一 B) 。 … 
所 以 APF4P，~ 了 BO 的 大 小 一 定 ， 弧 zP, 
BE@ 也 一 定 ， 故 及 8 为 定点 。 又 在 人 4BG 


中 ， 
4GB=2 眉 一 (xc 二 B) 《一定 )， 
因此 人 PGe 一 定 。 所 以 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 以 - 吾 、ZD 为 纺 ， 分 别 作 含 
AL44A 瑟 的 弓形 台 ， 在 它们 的 共 斩 上 分 
别 取 点 怪 @， 使 弧 3PF、Z9g 所 对 圆周 角 分 
6) 的 弓形 缴 , 与 Fa[ 相交 于 点 G, GPR.G9 的 
延长 线 与 前 弓形 台 交 于 点 4 了 。4 瑟 BID 的 
延长 线 与 贺 交 于 点 CO， 则 人 4230 为 所 求 三 
角形 。 

2300. : 求 作 A4BC， 使 它 与 、 已 知 
A 人 4' BO 相似、 人 且 使 
A4'B0' 内 的 已 知 点 
2 所 对 应 的 点 到 在 
边 2B 上 。 

解 ”假定 符 合 条 件 
的 A4BC 已 作出 ， 

作 Ad4BH、 和 ADBECO 
的 外 接 圆 -. 设 4M、. 


OU 与 这 两 网 分 别 相 人 
交 了 于 有 羽 9。 贴 

了 B4P= 040M1 AL AN 本 
ABC 一 ALCOM'。 M- 


:根据 问题 2295 和 
上 题 ， 有 .8@ 为 定点 ， /PWMG 也 -_- 定 。 因此 
根据 上 题 可 直接 得 到 本 题 的 解 。 

2301。 求 作 人 也 如 到, 使 它 与 已 知 
人 AD'Z'Zv 相似 \ 内 接 于 已 知 A4BC、 其 一 边 
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DZ 过 已 知 点 好 。 
解 .利用 上 题 ， 作 公克 召 忌 的 外 科 
A4'B'CO， 使 人 A4'BO' 与 A4BC 相似 ， 且 
使 A4BC 内 的 已 知 点 的 对 应 点 在 
D' 权 "上 (图 切 。 再 在 人 4BC 的 边 BO、C4、 
4 互 上 分 别 求 点 肥 至 了 (图 咏 , 使 
BD:DO=B'D':DO， 
OZE: 忆 4 一 0 再 :到 4 
4: 万 刀 一 4 万 人 770B1 


| 则 图 (2 和 (2) 的 两 个 图 形 相似 ， 且 ZB 过 点 


了 . 因此 加 (2) 符合 条 件 . 


了 FA 已 
吃 [9 号 少 [9 


() 2) 


扎 。 作 一 般 三 角形 
(1 已 知 底 边 与 项 角 


2302， 已 知 底 边 4B 一 5 顶 角 C 一 wy 
4LO+ BO=M 求 作 A4BC。- 


解 [ 作 图 ] 作 4B=7, 在 4B 上 作 含 避 


的 角 的 弓形 弧 , 与 以 4 为 圆心 、 为 学 的 
国 祖 交 于 忆 . 过 瑟 作 
直线 BC， 使 4DB 
一 人 CDBD.。 设 2 与 
4D 相交 于 C， 则 
A4BC 为 所 求 三 角 
形 


[证 明 ] 4DB= DB5C， 
.，OD=OP， 
40+OB=40+OD= 47D= 和 。 
又 40B= 4DB+DBO 


C 
一 号 十 可 一 o 


根据 作 图 4B=7， 所 以 人 A4BO 为 符合 条 件 
的 三 角形 . 

2303. 已 知 底 边 BO=C， .4=a 中 线 
EBD= 和 un， 求 作 三 角形 4BO。 

解 [分 析 ] 设 B0 的 中 点 为 M， 连结 
2D, 则 DLL4B, 从 而 CDMN= 4=a) 


三 章 
一 
三 章 


三 角形 的 作 图 
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天 此 可 作 图 如 下 。- 


[ 作 图 ] 作 线 段 BO=o 求 其 中 点 


以 MOC 为 弦 ， 作 含 c 及 

的 弓形 绝 。 以 了 为 圆 
心 ; 以 骏 为 半径 作 红 ， D 
与 弓形 驱 相 交 于 点 

卫 。 过 点 器 作 平行 于 

2 的 直线 与 CD 的 以 C 
延长 线 相交 于 4 则 A4BC 昌 为 所 表 。 

[证 明 ] 咯 。 

2304. . 已 知 底 边 BC 和 顶 角 局 求 作 三 
角形 4BO, 并 使 4 的 平分 线 过 BC 上 的 已 
知 点 卫 。 

解 [ 作 图 ] 以 BC 为 纺 ， 作 含 4 的 弓 
形 弧 ， 求 它 的 共 力 红 的 中 
点 戏 。 因 为 也 为 定点 ,所 
以 延长 双 卫 ， 与 弓形 的 弧 
相交 于 4， 则 人 A42B0 为 
所 求 三 角形 。 : 

[证 明 ] 了 为 弧 BC 的 MX 
中 点 ,所 以 4M 平分 /B40。 又 根据 作 轿 ， 
30C 和 ~.4 都 符合 条 件 。 

2305， 已 知 底 边 BO 一 ca 顶 角 4 一 cc， 以 
及 内 切 曾 的 半径 7， 


蓄 作 含 a 的 弓形 
弧 ， 求 其 共 斩 红 的 一 
中 点 也 . 以 也 为 图 心 ,DB 为 半径 作 弧 BOC, 
在 关于 BO 与 忆 相反 一 侧 作 直线 和 YY， 使 它 
与 .B0 的 距离 为 *。 设 弧 BOC 与 入 了 相交 
于 0O， 连 结 DO 的 直线 与 以 BC 为 驴 含 wa 的 


弓形 弧 相交 于 4 连结 4B，4C, 则 A4FC 


为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 人 A4BC 的 内 心 C 的 轨迹 是 是 以 了 
为 圆心 、DB 为 半径 的 圆 慰 BOC, Z 了 与 BO 
的 距离 为 *， 则 以 9 为 圆心 、 
为 rz。 又 BO=a，4=a， 所 以 人 4B0 为 
符合 条 件 的 三 角形 。 

2306. 求 作 A4BO, 使 底 边 Bo- 一 0 顶 
角 4=ao 边 4B、40 之 比 为 :1X。 

. 解 [ 作 图 ] 作 线 段 BO 一 ac， 以 BC 为 纺 
作 含 w 的 弓形 驱 BPO。 设 它 的 共 斩 红 的 中 


内 切 贺 的 半径 、 


点 为 隐 在 BO 上 取 点 了 使 BD:DO 一 mm 
连结 瑟 忆 的 直线 与 弧 BFCO 了 现 


相交 于 4, 连结 4B, 4C， 
则 人 A4BC0 为 所 求 三 角形 。 


[证 明 ] 因为 刀 是 红 7 
BEPFO 的 共 叔 弧 的 中 点 ， 所 也 D CC : 
以 L4D 平分 ~B40， 且 0 
4B:40=BD:DO=r:%。 根 据 作 图 国 BO-w 
/4=0 因此 人 4B0C 为 符合 条 件 的 三 角形 。 

2307。 已 知 底 边 BC=a 顶 角 4=a 

解 [分 析 ] 设 符合 条 
件 的 A4BC 已 作出 。 延 K 
长 4D 与 A4BC 的 外 接 
圆 相交 于 互 则 马 为 弧 , 

LEDBO 一 4GC SS 厅 2A 

一 APB4D， 
因此 了 B 在 点 妃 与 A4BD 的 外 接 圆 相 切 。 
“。 本 B2 一 万 刀 , 及 4. -OO 
大 小 一 定 , 刀 为 定点 ,到 了 为 定 长 。 因 此 至 
.了 4 一 歼 B2 为 定 值 。 
又 B4- 了 D= 4D 一 mn. @ 
由 @@、@, 已 知 了 B4、BD 的 差 与 积 ， 用 作 图 

[ 作 图 ] 以 线段 BO=c 为 纺 , 作 含 w 的 弓 . 
形 驳 , 设 它 的 共 罗 弧 的 中 点 为 瑟 . 求 线段 了 4 
(= 力 (问题 2016)， 使 4 一 瑟 D 一 和， 

瑟 4. 万 刀 一 刀 B2， 
求 三 角形 。 

2308。 已 知 BO=a 4=o) 与 顶点 4 
相 邻 的 外 角 的 平分 线 4 一 2o, 求 作 A4BC. 

解 假定 人 4BO 忆 
A4BC 的 外 接 圆 , 与 A 
D4 的 延长 线 相交 于 
刀 , 瑟 为 弧 B4O 的 中 
点 ,因此 


4 的 平分 线 4 刀 = 叉 ， 求 作 人 4DC， 

50 的 中 点 。 

但 Bo-a 4=a， 所 以 A450 的 外 接 贺 
可 求 出 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

过 马 作 弦 如 4， 使 BF4= 一 5， 则 人 A4BO 为 所 
已 作出 。 同上 题 , 作 


了 BO 一 瑟 4。 
又 LA 了 为 ADBB4 和 人 和 人 到 DB 的 公共 角 ， 所 
人 也 B4oA 人 AZDD， . 
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.了 4: 万 及 一 万 有 :万 疡 ， 
了 4, 万 丰 一 刀 B2 《 定 值 )， 全 
罗 刀 一 四 4 一 4 一 1。 四 
与 上 题 一 样 (了 DP、2B4 的 差 和 积 是 定 值 )， 
五 卫 、 妊 4 可 根据 问题 2018 作 图 。 因此 与 上 
题 一 样 ,可 作出 A4BC。 

2309，， 已 知 人 4-w 边 40 一 2 边 4DB、 
BO 之 比 为 c:a， 求 作 人 4BC。 . 

解 [ 作 图 ] 作 4C 一 2。 设 将 4C WE 分 和 
外 分 为 ca 的 点 分 蜀 为 卫 、 
瑟 ， 以 忆 妆 为 直径 作 贺 . 作 
直线 ， 使 CC4B=aw。 设 
这 条 直线 与 以 刀 刀 为 直径 
的 陪 相 交 于 刀 , 则 人 4BO 
为 所 求 作 的 三 角形 。 

上 证 明 ] 根据 作 图 瑟 


县 LOC=D，~4=aw。 

2310.、 在 已 知 底 边 BO 上 ，. 以 已 知 角 池 
为 顶 角 作 A4BC, 使 4B:BC=BO:40， 

解 设 所 求 作 的 三 
角形 为 A4BO, 作 它 的 
外 接 贺 ， 设 圆 的 直径 为 
4D。 过 4 作 BC 的 垂 
线 4 互 ， 则 4B . 40C 一 
4D,.4 玉 (问题 13918) 。 
根据 题 疙 ， 


4DB:BC=BO:4C， 

日 4B.4C= BC2、 所 以 

.4.4 万 一 BO2。 人 
又 因 B0C 及 4 的 大 小 一 定 ， 所 以 A45C 
的 外 接 圆 的 大 小 一 定 ， 因 北 它 的 直径 4 可 
知 。 又 B0 的 长 为 已 知 , 由 @,，4 互 可 知 . 因 
此 本 题 归结 为 已 知 底 边 BC， 顶 角 4L， 及 高 
4 克 , 作 A 人 4B0 的 问题 。 

2311. 马 知 底 边 BC=a， 顶 角 忆 全 矶 以 
及 过 CC 所作 的 4C 边 上 中 线 的 帮 线 长 妨 求 
作 A4BC。 

解 [分 析 ] 设 A4BO 已 作出 ， 过 C 所 
作 的 中 线 呈 3 刀 的 垂 线 足 为 互 ， 因 为 BO、C 了 
已 知 , 从 而 A 人 BBC 可 作出 。 


再 在 C 刀 的 延长 线 上 取 点 也, 使 刀 太 一 OZ 


过 卫 作 3 妇 的 平行 线 , 因为 CD 一 了 4 所 以 此 
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平行 线 过 点 4。 又 人.4=o, 以 BO 为 怠 作 含 
Ga 的 弓形 弧 ， 则 4 在 弧 
上 。 因 此 可 作 图 如 下 。 A: 

[ 作 图 ] 作 人 BBC， 

使 BO 王 C，C 且 一 ], 一 玖 
一 一 六。 延长 0C 妃 取 点 

， 使 妃 7 一 0 万 。 过 好 有 C 
作 吾 克 的 平行 线 ， 与 以 BO 为 纺 含 a 的 弓形 
弧 相 交 于 4、4 则 A4BCO 和 人 A4'BC 为 所 
求 的 三 角形 。 

2312. 已 知 底 边 BO=c, 顶 角 4 一 cy 以 
及 过 C 〇 所作 的 30 边 上 
中 线 4 忆 p 的 垂 线 的 长 j 
求 作 A4ZBC. 

解 5 分析] 假定 
人 A4BO 已 作出 . 设 过 C 
所 作 4 的 垂 线 为 CRB， 


则 DC= 到 ALCBD= ABR CB= 思 所 以 


ACBD 可 作出 。 且 点 4 在 以 BC 为 驴 含 6 

的 弓形 弧 上 。 又 4 在 DZ 的 延长 线 上 , 因此 

可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 AZBDC,， 使 DC- 末 o C 刀 -= 


jp 人 奋 一 人 忆 . 延长 CD, 在 延长 线 上 取 点 妃 ， 
使 BDP=DO. 在 30C 上 作 含 wx 的 弓形 红 , 与 ， 
了 马 的 延长 线 相 交 于 4， 则 A45C 为 所 求 
三 角形 。 

2313， 已 知 底 边 BO0=a， 顶 角 4 一 2 以 
及 边 4O、4 巨 上 的 正方 形 的 和 万 十 co， 求 作 
和 人 4pPC。 

解 [分析 ] 设 BC 的 中 点 为 则 

4B2 十 402 一 2(472 十 D2) (问题 874) 。 


472 一 豆 (2 十 -去 o). 
因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 】 作 线 中 A 
BO 一 a, 以 BOC 为 弦 作 
含 角 wa 的 弓形 台 。 扩 
BO 的 中 点 忆 为 圆心 、 


V/ 于 (2+o- 到 oj 
为 半径 作 圆 ,与 弓形 弧 的 交点 为 九 则 人 4BO 
为 所 求 三 角形 。 

2314， 已 知 底 边 BC 一 a, 顶 角 4 一 ob 以 


A 三 
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及 另 两 边 上 的 正方 形 之 差 ; 求 作 人 4BC. 
解 [分 析 ] 设 人 450 已 作出 。 设 过 4 
所 作 830 的 三线 足 为 互 ，BC 的 中 点 为 好 则 


40C2? 一 4B2 一 26.M 万 〈 问 题 894) 。 
所 以 ， MB 一 生 ， 
故 可 作 图 如 下 。 和 
以 BC 为 弦 作 含 角 c 的 


己 形 弧 ， 再 过 30 的 中 
后 一 用 ”的 三 本 于 避 有 M- 


妃 ， 使 M 匹 = 卫 . 过 点 互 作 BC 的 重 线 ,与 


妃 形 弧 相交 于 史 则 人 A428C 为 所 求 作 的 三 角 
形 , 

2315,， 已 知 底 边 BC=a, 顶 角 4 一 ac; 以 
及 BD、B54 之 积 m2 求 作 人 A4BC，、 其 中 
为 过 C 所 作 4B 的 垂 线 足 . 

解 [分 析 ] 设 人 A4BC 已 作出 . 作 A 人 4DO 


的 外 接 圆 与 BC 相交 于 吾 , 则 BO B4 一 刀 刀 


-BC 但 BO= 所 
以 B 妨 可 定 。 及 
又 人 .48HO=-4DO 
一 一 已， 
所 以 , 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 BO， S 
在 BC 上 取 BB， 使 至 国 .BO 一 mi2。 过 点 瑟 
作 BC 的 重 线 ， 与 以 3C 为 弦 含 角 wa 的 弓形 
弧 相 交 于 4 则 A4B0 为 所 求 三 角形 。 

2316. 已 知 底 边 BC 一 G， 顶 角 4 一 a， 
4 了 .40C 一 M2， 求 作 人 4BC. 

解 设 人 4B0 已 作出 . 作 A4BC 的 外 按 
圆 、 直 径 4 以 及 高 4 妃 。 
根据 问题 1318， 

4PDP.40=47D.4 访 ， 四 
又 底 边 BC， 顶 角 冯 的 大 
小 一 定 ， 所 以 外 接 圆 的 直 
径 .4 已 知 .由 于 4B、4C 
之 积 已 知 , 所 以 高 4 互 一 
定 , 因 志 本 题 归 
人 A4BC 的 问题 。 

2317 ， 已 知 底 边 BC 一 a,， 顶 角 4 一 cy 以 
及 另 一 边 4B 与 第 三 边 4C 的 即 倍 的 和 ， 即 


D 


cd 二 20vD), 求 作 三 角形 。 菩 知 思 vc 十 02 如 何 | 


三 角形 的 作 图 


结 为 已 知 底 边 ， 顶 角 和 高 , 作 
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作 ? (mi、 寻 表示 巴 知 数 ，4 万 一 c， 4C 一 5.) 

解 [分 析 ] 设 人 4BCO 已 作出 ,在 3B4 的 
延长 线 上 取 点 疡 ， 使 4D 一 0240 连结 CD. 
在 AC4DD 中 


/C4D=(Z4 的 补 角 ) 
王 2 玉 一 0) 
4O:4D 一 1:7， 
玉 此 AcC4D 的 形状 一 定 ， 从 而 4DPC 的 大 
小 一 定 。 故 可 作 图 如 下 。 D 


[ 作 图 ] 作 与 人 AC4DD 
相似 的 三 角形 . 作 BC=0， 
以 BO 为 怠 ， 作 含 等 于 人 A 
A4DO 的 弓形 弧 。 以 刀 
为 圆心 、c 寸 9 为 半径 的 
圆 与 弓形 绝 的 交点 为 也 
设 以 BC 为 纺 含 角 % 的 弓形 红 与 的 交点 
为 4， 则 A4BC 即 为 所 求 的 三 角形 。 
注 将 c+20 .2Dp 一 2 用 入:c 十 弛 = 代 换 , 由 


于 mc 地 一 台 十 多 0 ) 一 2 所 以 底 边 BIO 


\ 
亿 7/ 一 
二 7、 顶 角 妇 C， 


4 瑟 ' 十 艺 40( 一 多 
2 2 


作 A4'B5C'， 再 作 与 人 4BC' 相似 的 
A4BC， 使 BC' 的 对 应 边 BC 等 于 w 即 
可 . 珊 

2318， 已 知 底 边 BC 一 a, 顶 角 4 一 o, 底 
边 上 的 正方 形 的 一 边 为 *， 求 作 A450. 

解 [ 作 图 ] 作 BC=0， BC 为 弦 作 含 
wa 的 弓形 弧 。 过 互 作 BC 
的 垂 线 ， 在 垂 线 上 取 如 已 
一 s; 以 了 B 历 为 一 边 , 在 BC 
上 作 正 方形 BBFG. 设 
了 B 刀 与 C8 相交 于 也 过 
也 作 BO 的 平行 线 与 弓形 “了 3 
弧 相 交 于 4, 则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 BC=c，4=c，BF 


| 与 4B、40C 的 交点 分 别 为 素 、N， 过 已、 人 


作 BC 的 垂 线 开 @、N2， 则 

到 @ 一 政信 一 及 媚 一 8。 
又 必 NIBO= 刀 思 :BO， 所 以 已 N 一 万 万 ， 于 
是 五 @MAN 是 以 边 长 为 的 正方 形 。 因 此 
人 A42BC 为 所 求 作 的 三 角形 。 


510 
(2) 已 知 中 线 
2319.， 已 知 三 角形 的 三 条 中 线 的 长 分 别 


为 入 、2， 求 作 此 三 角形 。 

解 [ 作 图 ] 作 人 AGB, 使 
CH 一 了 
GB- 本 IN 
BH 一 呈 1 


设 6G 互 的 中 点 为 也 ， 


HG 取 G4=EG。 连 
结 4DB, 40， 则 人 4.50 为 所 求 作 的 三 角形 。 
[证 明 ] 因为 也 为 BC 的 中 点 ，4D 为 
3 4G 一 G 克 一 2GD， 
4G= 子 4D。 


因此 G 为 A4BC 的 重心 。 设 BG、CG 的 延 
长 线 与 对 边 相 交 于 如、 了 ， 则 3Z、CZ 为 另 
两 边 的 中 线 , 且 

46- 了 4D, 4G 一 GE 一 


.， 4D-7. 
_ 3 _ 2 
又 …” HG- 可 BB，BG= 己 mn 
。。 厂 刀 一 怒 。 
根据 作 图 ，GBREC 为 平行 四边 形 ， 
。 0G 一 BB=- 字 mo 


月 CG 一 3 CZ， 


因此 A4BC 为 所 求 作 的 三 角形 。 

[讨论 ] ” 当 入 思 、% 中 任意 两 个 之 和 大 于 
第 三 个 ; 则 有 一 和解 , 否则 无 解 . 

2320. 求 作 A4BC, 使 边 BC=7， 中 线 
B 一 7m， 中线 OZ 一 
多 


"07 一 1。 


解 【分 析 ] 假定 
所 求 A4BO 已 作出 。 
设 3 多、OR 的 交点 为 


G, 则 6 为 A4BC 的 了 . 
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重心 ,因此 
BE= 卫 0G= 2， BO-=D 
83: 一 3 


因此 AGBC 可 作 。 故 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 边 为 


2 8 
BG 一 可 mo BO-2 GO 一 可 


的 AGBO。 延 长 BG 至 如， 使 GZ 一 豆 o。 


延长 C 殖 至 4， 使 C 丽 = 瓦 4， 则 人 A4BO 为 
所 求 三 角形 。 2 
2321， 求 作 A4BC，. 使 4=a， 中 线 
也 D 一 M， 中线 CZ 一 2。 
解 [分 析 ] 假定 所 求人 A4B0 已 作出 ， 
了 DP、0 刀 的 交点 G 为 A4BC 的 重心 ， 因 此 
BG= 号 n GZ 一 可 9。 


连结 BD 的 中 点 戏 和 点 到 则 
BM1/4D， 
因此 DBBM=A4=a，， 
于 是 可 得 如 下 作 图 。 证 
[ 作 图 ] “ 作 长 为 功 
的 线段 BD, 设 1 为 四 
BD 的 中 点 。 以 BM 
为 纺 作 含 角 w 的 弓形 
弧 , 在 3BD 上 取 点 G， 电 6 


使 BG 一 忆 3D， 以 6 为 圆心 、 于 % 为 半径 


作 圆 ， 与 弓形 弧 相 交 于 吾 。 在 了 G 的 延长 线 
上 取 点 C， 使 C 五 一 0 延长 3 和 CD 相交 


于 4, 则 人 A4BO 为 所 求 作 的 三 角形 。 


2322， 已 知 人 4 王 xx， 中线 4 瑟 王 加， 中 
线 BED 一 mm 求 作 A4B0. 

解 [ 作 图 ] 作 - -一 人 A 
了 D 一 2， 以 了 3D 为 
弦 作 含 角 < 的 弓形 
弧 。 设 在 BD 的 三 
等 分 点 中 龙 近 万 的 
一 个 为 G， 以 @G 为 
圆心 .3 om 为 半径 作 贺 , 与 己 形 弧 相 交 于 4。 
在 4 的 延长 线 上 求 点 C， 使 4D= DC 则 
A4BC 为 所 求 作 的 三 角形 。 

[证 明 ] 因为 刀 为 4C 的 中 点 ， 所 以 33D” 
为 中 线 ， 从 而 G 为 重心 ， 故 4G 刀 也 是 中 线 ,: 
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又 G4 = 妃 352 因此 4 已 一 和 
2323， 作 人 4BCO， 使 中 线 4D=? 中 线 


解 分析] 假定 所 求 A4BC 已 作出 . 
4 瓦 =m 4D 一 LA.4 万 D 一 二 六. 则 人 4 万 D 


可 作出 。 设 4 刀 、B 刀 人 
的 交点 为 G， 因 为 
2 E 
4G 一 了 2 
所 以 G 为 定点 ， 也 万 C 
BG 一 训 2 
因此 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 作 和 4 克 P 使 4 4 一 
一 嫩 = 玉 .在 4 有 上 取 9, 使 4G 一 号 21. 以 
G 为 圆心 号 包 为 半径 的 图 与 瑟 了 的 延长 


线 的 交点 为 吾 。 延长 DBD， 取 点 C， 使 BD 一 
DO, 则 A 人 4BoC 为 所 作 三 角形 。 
注 “车 知 过 同一 顶点 作对 边 的 中 线 4 和 


高 4 互 ， 则 直角 三 角形 4DPE 可 定 。 注意: 利 


2324. 作 人 A 人 4BO, 使 中 线 如 吾 一 1， 中线 
CT=M， 高 4 互 一 2。. 
出 。 中 线 到 忆 一 ， 有 
中 线 CZ 一 加， 高 
23 允 的 平行 线 ， 与 攻 下 六 
CB 的 延长 线 相交 
4 玖 一 2B 了 一 217。 
则 理 , 作 4/ BC, 册 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 4 均等 于 罗 过 互 作 4 去 的 垂 
4 瓦 的 垂 线 的 交点 为 鼠 。 以 4 为 圆心 .2 之 
长 为 半径 的 圆 与 羽 互 的 延长 线 相交 于 工 . 作 
的 三 角形 。- | 
2325， 已 知 两 条 中 线 刀 刁 、C7 的 长 为 


用 这 部 分 作 图 的 问题 较 多 . 

. 解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 A4BO 已 作 

4 瓦 一 2。 过 4 作 : 

于 互 , 则 马 为 4C 的 中 点 ，B 玖 一 BO, 且 
BO-CT,，4T 一 2078 一 2m. 

线 。 设 以 4 为 圆心 、24 长 为 半径 作 的 圆 与 

到 工 的 三 等 分 点 瑟 、C， 则 人 4BC 即 为 所 求 

多 、 7 中 线 47D 与 底 边 BC 构成 的 角 为 w 求 


三 角形 的 作 图 
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作 人 4B0. 

解 [分 析 ] 假设 符合 条 件 的 人 4BO 已 
作出 。 设 B 台 与 OF 半 
的 交点 为 G, GC 的 中 
点 为 ， 则 


| 
DM= 卫 BG， 
BG= 了 Il 
所 以 DM- 也 力 。 在 AGDC 中 ， Cd- 了 训 


]LGDO= 信 DM- 于 和 四。 在 ADCG 中 , 底 


边 CG、 顶 角 人 GDO\、 底 边 上 的 中 线 DM 均 可 
知 ,所 以 可 作 图 。 在 0D 的 延长 线 上 取 点 了 3， 
使 BD=DO. 在 DG 的 延长 线 上 取 点 4， 使 
4G 一 3207, 则 人 4BC 即 为 所 求 作 的 三 角形 

2326.， 已 知 一 条 中 线 的 两 条 
中 线 的 夹 角 ， 以 及 面 
积 8$,， 求 作 A4BC。 

解 [分 析 ] 假定 
符合 条 件 的 A4BC 
已 作出 。 设 它 的 重心 
为 G。 在 GD 的 延长 
线 上 取 点 五 ， 使 刀 丸 一 G 刀 。 连结 已 妇 、 Z0， 
则 四 边 形 BBCG 为 平行 四 边 形 . 且 


Saagz 一 Sacao 一 避 SAaBo (一 定 )。 
(因此 出 互 作 G 
又 ”6GB 一 2GD= 了 本 2 4D (一 定 )， 


AGEBZRB 一 2R- 0 (一 定 )， 
因此 人 ABG 瑟 的 底 边 G 召 ， 顶 角 人 GB， 过 
瑟 所 作 GZ 至 上 的 高 均一 定 。 这 个 三 角形 可 作 
图 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 先 作 人 了 BG 万 , 设 G 瑟 的 中 点 为 也， 
连结 BD， 并 在 其 延长 线 上 取 DO=BD. 在 
2G 的 延长 线 上 取 G4=G 刀 .连结 4B、4C， 
则 A4ZBC 即 为 所 求 作 的 三 角形 。 

2327. 已 知 底 边 BC 一 ,高 BDD= 和 中 
线 4 五 一 和 ， 求 作 三 角形 4BC， 

解 [ 作 图 ] 作 直 角 三 角形 BDO， 使 BO 
一 4 BD 一 j，BDO= 8。 设 BC 的 中 点 
为 吾 , 以 五 为 图 心 、 之 长 为 半径 作 圆 交 CD 
的 延长 线 于 4， 则 A4ZBC 即 为 所 求 作 的 三 
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角形 。 

[证 时 由 作 图 
BO=a, 401BD， 
则 .2D 为 高 , 且 了 
一 思 马 是 33C 的 中 
点 , 故 4 双 是 中 线 ， 
且 4 万 一 。 

2328， 已 知 底 边 BC=a, 高 4D= 乃 中 
线 BT 一 71， 求 作 A 人 4BO， 

解 [ 作 图 ] 作 BO=a 以 殖 为 圆心 、37 
为 半径 作 圆 ， 作 开工 A 


1/ BO, 且 Y 与 BC 区 YY 
的 距离 为 畴 。 设 此 贺 
与 区 了 相交 于 克也 
的 中 点 为 互 ，CL 和 


到 了 的 交点 为 4， 则 人 450 为 所 求 三 角形 . 
上 证明 ] ”根据 作 图 ,在 A4ZBC 中 ,BC=a， 
高 4 一 ji 且 瑟 为 4G 的 中 点 , 则 


工 工 


因此 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

2329. 已 知 顶 角 4=a 高 4 五 一 j 中 线 
2 一 包 ， 求 作 三 角形 4BC。 
. 解 [ 作 图 ] 作 相 距 思 的 两 条 平行 线 忌 、 
了 . 以 卫 上 的 一 有 
点 五 为 圆心 .2 开 
为 半径 作 网 ， 与 
马 的 交点 为 允 ， Y 
设 怪 如 的 中 点 为 
已 以 3D 为 骇 , 作 含 角 w% 的 弓形 弧 , 与 互相 
交 于 4 延长 4 了 与 了 相交 于 C, 则 人 A4Z5C 
为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] ”根据 作 贰 

.4 一 oa, 4 万 一 j， DB 一 了 了。 
又 4 了 /Bo, 因此 
A4DZ22AOCDB， 

四 .…，4D= DO。 
因此 3BD 为 中 线 , 且 到 3 了 D 一 和 。 

2330.。 已 知 顶 角 4=c， 高 3B 互 一 5， 中 
线 4D=mn， 求 作 人 4BO， 

解 [ 作 图 ] 作 B4 互 =c，L~ 4 万 刀 一 
ABR，2B 瑟 一 3 的 直角 三 角形 4D 甩 .过 4B 
的 中 点 到 ， 在 点 豆 关 于 4 的 同一 侧 作 与 


的 圆 相 交 于 刀 。 设 BDP、4 互 的 延长 线 的 交 
点 为 0 则 A4BO 反 
为 所 求 三 角形 

[证 明 ] 因为 玫 
为 4 妃 的 中 点 ,2 也 
/4C， 所 以 忆 为 
BO0 的 中 点 。 因此 4D 为 中 线 , 且 

4D= 和 mp，B40Oa， BT 一 7 

2331， 已 知 顶 角 4=a， 高 4 互 一 jh， 中 
线 4M 一 mr， 求 作 人 4BC。 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 人 A4BC 已 作 
出 。 延 长 4M， 取 了 2B= 4M， 则 4BFC 为 
平行 四 边 形 。 

又 LA4BH=2AR-B40C=2 忆 ~a。 

因此 ， 和 人 4 互 MX 为 
已 知 边 4M、4 互 
的 直角 三 角形 ， 
可 以 作出 . 又 五 在 


瓦 MK 的 延长 线 上 ，3 5 
L4B7 一 定 。 所 
以 可 求 得 点 互 ， 作 


图 如 下 。. 

[ 作 图 ] 作 A4EM， 使 4M=m，4 互 = 
j， 一 五 一 有 。 延长 4M， 在 延长 线 上 取 点 
五 , 使 4 一 MB 以 47 为 纺 , 作 含 角 23L 玉 
一 % 的 弓形 弧 ， 与 互 妈 的 延长 线 相 交 于 殖 。 
延长 BUM， 取 MO=BM， 则 A4BC 为 所 求 
三 角形 。 

2332， 已 知 高 4 瓦 一 jp 中线 4M 一 ,过 
0 所 作 '4B 的 三 线 C 
和 边 4C 的 比 为 2:9, 求 E 
作 人 A 人 4ZC。 

解 ”假定 A4BC 已 
作出 。 过 C 作 4 的 重 
线 0B， 在 人 A4Z0C 中 ， 
CE:C4 一 2:9。、 因 此 人 A4ZBo 的 形状 一 定 。 
4 的 大 小 也 一 定 。 所 以 本 题 与 上 题 完 全 一 
样 


人 


。 A 
2333， 已 知 顶 角 


| 4= ww 高 B 瑟 一 用 


中 线 3D 一 色 ， 求 作 
A4BO. 


解 ” 作 直角 三 角形 


4 互 平行 的 直线 ， 与 以 4 为 圆心 、 凤 为 半径 | 4B 瓦 ， 使 LB4 玖 一 w，4 万 B 一 一 RR，B 刀 


PN 
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一 。 以 吾 为 图 心 .om 为 半径 作 圆 ,与 4 已 相 
交 于 也 . 在 4 的 延长 线 上 取 点 C, 使 4 一 
DO, 则 人 A4BC0 为 所 求 作 的 三 角形 。 

2334， 已 知 高 4G 一 7 高 CO 瓦 一双 ,中线 
万 一， 求 作 人 4B0O.。 

解 [分 析 ] 假定 符合 
条 件 的 人 A4BC 已 作出 .过 
九 作 4B、BOC 的 垂 线 卫 有 书 
29, 则 

， 了 7 

ZBP= 瑟 CO 巨 一 一 了 ， 


因此 , 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 以 长 为 匈 的 线段 号 互 为 直径 作 
四 ,在 瑟 两 侧 作 妃 P、B@, 使 


BFP= 允 ， Z9=- 卫 . 


B8 关于 点 妃 的 对 称 直 线 与 B 的 延长 线 相 
交 于 4，Bg 的 延长 线 与 4 妞 的 延长 线 相 交 
于 C, 则 人 4BC 为 所 求 三 角形 。 

2335. 已 知 高 4G 一 2 高 瑟瑟 = 和 0 中线 
4 了 = 求 作 ALBC。 

解 [分 析 ] 设 人 人 42BC 为 符合 条 件 的 三 
角形 ， 中 线 刀 一 2 
高 号 妃 一 o， 高 4G 一 
7. 央 为 斜 边 44 忆 与 边 
4G 已 知 , 所 以 直角 三 
角形 4PG 可 作 。 过 站 
点 了 作 4C 的 生 线 忆 E， 则 


Te 
2 一 豆 她 一 襄 。 


因此 可 作 图 如 下  。 
[ 作 图 1 作 直 角 三 角形 4DG, 使 4D=m 


4G=2 LA4GD 一 人 BR。 以 刀 为 图 心 、 豆 劝 


为 半径 作 况 ， 过 4 作 此 圆 的 切线 4 加，4 召 
或 者 它 的 延长 线 与 DG 相交 于 C. 延长 CD 
至 了 使 BD=DPO， 则 A42BC 为 所 求 三 角 
形 . 

2336.， 已 知 过 顶点 4 所 作 的 高 47= 加 
中 线 4 妞 一 色 ， 一 4 的 平分 线 4Z 一 w， 求 作 
和 人 45C. 

解 { 分 析 ] ” 设 符 合 条 件 的 人 4BC 已 求 


5s13 
出 。 作 A4BC 的 外 接 圆 O。 延长 4 与 贺 
O 相交 于 互 , 则 石 为 A 
弧 BC 的 中 点 。 连结 

妃 妃 ， 则 五 吾 过 外 心 

0. 在 A4D 妈 中 ,4D 

一 j， 4 届 一 mi， 这 个 申 

三 角形 可 作 。 故 作 图 

如 下 。 

[ 作 图 ] 作 人 4 刀 D: 使 4 已 一 im，4D 一 jh， 
忆 了 一 有 .在 万 六 上 取 点 五 ,使 4 一 化. 过 
妃 作 五 六 的 垂 线 与 4 太 相交 于 互 , 4 五 的 垂 
直 平 分 线 与 互 妨 相交 于 0. 以 0 为 圆心 、O 妃 
为 半径 作 圆 , 将 直线 吾 刺 向 两 端 方向 延长 , 与 
贺 O 相交 于 B、C, 则 A4BC 为 所 求 三 角形 , 

证明] 因为 O 了 BBC, 所 以 4 万 为 中 线 。 
根据 作 图 ,4 将 一 mi。 又 4 妃 过 弧 BO 的 中 
点 ， 所 以 4 也 为 4 的 平分 线 ， 上 且 4 万 一 z。 
又 4D1BC，4D=jp。 因 此 A4ZBo 为 所 求 
三 角形 。 

2337， 已 知 过 顶点 4 所 作 23C 的 垂 线 
的 长 为 凡 、 中 线 的 长 为 妈 ， 外 接 圆 的 半径 为 
”有 求 作 人 4B5C. 

解 [ 作 图 ] 作 A4DZB， 使 4 亿 = 了 4 孟 
一 名 ， 二 忆 一 一 玉 。 过 
五 作 DZ 的 重 线 ,与 ， 上 
以 4 为 圆心 、> 为 半 
径 的 圆 相交 于 O。 以 
O 为 圈 心 .O4 为 半径 
作 园 ， 将 了 向 两 端 
方向 延长 与 圆 O 相交 
于 了 .CO 则 人 A4Bo 为 所 求 三 角形 , 

[证 明 ] 因为 O0B=00,， BEO1L BC 因此 瑟 
为 BC 的 中 点 , 即 4 必 为 中 线 , 根据 作 图 ,4 也 
一 人 。 又 4D1BO,， 且 4D=j A4HO 的 
外 接 圆 的 半径 等 于 7。 

2338. 已 知 高 4 妃 =j， 底 角 刀 一 8， 顶 
点 妃 到 中 线 C 九 的 距离 为 2 求 作 人 45C。 

解 [ 作 图 ] 作 直 
角 三 角形 4B 刀 使 
4 刀 一 jh 了 B=p， 
瑟瑟 . 设 .4 的 
中 点 为 疡 ， 以 吾 也 为 
直径 作 网 , 与 以 已 为 
圆心 、4 为 半径 的 而 相交 于 互 。 刀 了 与 3 玉 


与 1 入 
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相交 于 C, 则 人 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

5 证 明 ] 报 据 作 图 ， 4 万 一 jP， 4 万 | BO， 
了 一 8， 忆 为 4 已 的 中 点 ， 因此 0 为 中 线 ， 
而 顶点 互 到 CD 的 距离 ( 即 垂 线 如 妃 的 长 ) 等 
于 da。 

2339. 已 知 高 4D=j 中 线 .4 瑟 一 Mr， 
底 边 BC 和 另 一 边 C4 之 比 为 ,a:2， 求 作 
人 A4DBPC. 
.. 解 [分 析 ] 、 设 满足 条 件 的 人 4BO 已 作 
出 。 则 A4DZ 为 已 知 斜 边 和 一 直角 边 的 直 
角 三 角形 , 可 作 图 求 得 。 因为 召 为 边 BC 的 


中 点 ， 所 以 BO- 瑟 BO。 因此 点 C 与 点 到 


4 的 距离 的 比 为 二 a:2 的 点 的 轨迹 上 ( 问 


题 1856). 又 C 为 瑟 D 
的 延长 线 上 的 一 点 。 因 

此 可 作 图 如 下 ， 

“… 作 图 ] 以 勾 为 斜 

边 ,，》 为 一 边 作 直 角 

和 47DB8。， 求 把 斜 边 内 。 
分 和 外 分 成 于 :2 的 点 MX、.N。 以 MX 为 直 


径 作 贺 ， 设 3D 的 延长 线 与 圆 相交 于 C。 又 
在 C 互 的 延长 线 上 求 点 吾 , 使 至 一 BO， 则 
人 4BC 为 所 求 三 角形 。 

〈3) 已 知 高 或 垂 线 

2340。 已 知 一 边 BO- 两 条 高 32 一 
I2，0 宇 一 02， 求 作 人 4B0O， 

解 [ 作 图 ] 作 BC=;， 以 Bo 为 直径 作 
半圆 ， 以 五 为 圆心 、 和 0 为 半径 作 圆 , 与 半圆 
相交 于 也 以 C 为 图 心 、 以 人 
多 为 半径 作 圆 ， 与 半圆 相 
交 于 瑟 . 延长 3B 和 CD， 
相交 于 4， 则 人 4PBO 为 
所 求 三 角形 。 

上 证 明 ] BO=7， BD= 
MO 万 一 2。 又 情 DO 为 半圆 , 所 以 BDO 
一 人 R， 人 0O7PB 一 一 下 

2341。 巨 知 一 边 BC=7， 两 条 高 4D= 

孜 ， 了 已 妃 一 2， 求 作 人 4BO。 


解 “[ 作 图 ] 作 BC 一 以 BC 为 直径 作 
半圆， 与 以 如 为 圆心 、 乞 为 半径 的 圆 相交 于 
了 .在 350 .与 半圆 BBO 的 同一 侧 ， 与 BC 的 


人 


距离 为 色 的 平行 线 MWN ,与 0 万 相交 于 4 则 

人 A4BC 为 所 求 三 角形 。 
证明] 因为 B0 = 

2，4 也 一 Mi ， 万 万 一 02， 是 

DEC 为 半圆 , 所 以 

BEBO= 一 R. | 

因此 A4BC 符合 条 件 。 2 
2342 . 己 知 顶 角 4=cC， 高 4D=j 及 

4D 将 底 边 分 成 mm: 两 部 分 , 求 作 人 4BO 
' 解 “[ 作 图 ] 在 任意 线段 TB 上 取 点 也 ， 

使 吾 刀 :万 太 二 和 :1。 以 如 加 为 骇 ， 作 含 La 

的 弓形 弧 ， 与 过 的 人 

已 8 的 垂 线 相交 于 互 。 

在 已 或 其 延长 线 上 取 


点 好 使 站 4=j。 过 4 


作 4B 1 瑟瑟，4O 1 
五， 与 已 叉 (或 其 延长 
线 ) 分 别 丰 交 于 了 BO, 则 A4BC 为 所 求 三 角 
形 . 

AB40O= 开 HFa 4D1 BC， 


避 


2343， 已 知 底 边 BC=a， 另 两 边 4B、 
40 之 和 为 加 ， 过 了 的 高 
2 万 一 7 求 作 人 4B0. 

解 [ 作 图 ] 作 33 一 
7。 过 互 作 瑟瑟 的 垂 线 
DHEC, 与 以 了 为 圆心 .a 为 
半径 的 图 的 交点 为 C， 取 
DC 一 和 。 连 结 DB， 并 作 
BD 的 垂直 平分 线 与 DO 
相交 于 4, 则 人 4BC 即 为 所 求 的 三 角形 。 

[证 明 ] ”根据 作 图 ,4D 一 4B， 


.4P+4O=4D+4O=DO=m 
且 BT4O，B 万 一 大 BO=a。 
因此 A4BC 符合 条 件 。 


2344. (1) 已 知 底 边 BO= ao 高 4 互 一 
力 外 接 圆 半径 为 ”， 求 作 A 人 4BC.。 

(2) 已 知 BC 一 0， 高 4 万 =j 及 4B'4C 
一 m2, 求 作 A4BO。 

解 《1) 在 半径 为 了 的 圆 0 中 , 作 弦 BC 一 
0 在 离 BC 为 六 处 作 44' 人 BC, 与 圆 0 相交 
于 4 4， 则 人 45C0 (或 人 4B0) 为 所 求 三 


三 角形 的 作 图 
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三 党 
角形 。 理 由 是 : 
BC 一 ac, 高 4 互 一 有， 人 4BO 的 外 接 图 的 半 
径 为 了 。 
(23) 设 外 接 吏 的 半径 
为 7， 史 
4B.4O 一 27 必 
(问题 1318) .。 


但 4B.L4C=p; 所 以 
7 一 生 (为 定 长 )， 


0 

2345， .已 知 高 4 互 =h， 外 接 圆 的 半径 
等 于 7， 两 底 角 及 .CO 之 差 为 o; 求 作 人 A4BC. 

解 5 分析] 设 符合 条 侍 的 A4BC 已 作 
出 。 作 与 2BC 平行 的 弦 47D, 则 

万 = 了 DCBP， 
。…。 40D= 也 -4OB=a. 
因此 ， 绝 LDD 的 大 小 一 = 
定 。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 半径 为 了 
的 圆 中 , 作 贺 心 角 为 2 
的 两 条 半径 O4、OD, 再 
作 弦 BC1Y4D 且 距 离 
为 妨 则 人 A4B0 为 所 求 三 角形 . 

2346.。 已 知 4=a， 高 4D=7j， 且 
BD.OD=M2,， 求 作 人 4ZBC. 

， 解 [分 析 ] 假定 人 A4BC 为 所 求 三 角形 。 
作 4B5C 的 外 接 圆 ， 与 
-4 忆 的 延长 线 相交 于 卫 ， 
册 

4D.DF =BD.DO 
一 12。 

但 4 和 了 双 分 别 为 已 知 . 。 
线段 , 所 以 也 F 为 定 长 , 由 此 4 也 为 定 


-外 
再 过 4z 的 中 点 下 作 0C 的 平行 线 与 BC 的 
延长 线 相 交 于 已、 过 O 作 BC 的 垂 线 OZ 则 
AXDPS2AOZC， 
.DEEP 一 人 BCGC 


由 四 , @ 本 人 图 如 下 .。 


[ 作 图 ] 在 适合 条 件 四 的 直线 上 取 线 段 
4D、DH。 过 46 的 中 点 所作 射线 挟 P， 使 


着 使 PG、PH、ZPE 分 别 


忆 区 了 =x, 与 过 忆 所 作 4 的 垂 线 相交 于 
轧 作 以 2 为 半径 过 公 忆 点 的 融 , 与 直线 - 
PED 相交 于 了 、O， 则 人 4BG 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 报 据 作 图 ，4D_LBC，4D 一 力 

A4= ATBO0= DPKP=a， 
TBD.OD= 4D.D7 =7m2. 

2347. 作 三 角形 ， 使 过 它 的 各 项 点 向 对 

边 所 作 的 奏 线 足 分 
别 为 已 知 点 内、 一、 
卫 。 

解 车 人 4BC 
的 重心 为 互 ， 垂 足 
三 角形 为 刀 古 玉 , 则 
当 人 4BC 为 锐角 1 
三 高 形 时 ， 瓦 为 ADBF 的 内 心 ; 人 4B0 为 
钝 角 三 角形 时 ， 妃 为 ADBE 的 旁 心 。 设 
ADZ8 的 内 心 为 豆 (如 图 )， 它 的 三 个 劳 心 
为 4、 互 0 则 人 A4BCO、AE4P、AEBO、 
人 互 04 的 恒 趾 三 角形 都 是 人 DBEZ ， 因 此 这 
四 个 三 角形 为 所 求 三 角形 . 

2348， 已 知 三 和 高 ji 六 求 作 人 4BC.- 

解 设 A4LPBO 的 三 条 
高 为 4D、BB 瑟 、CF，4D 
一 j， 开 刀 一 CO 一、， 设 
A4PBo 的 面积 为 S， 则 
hj .BO 一 1.04 一 1..4 万 一 28 . 

过 圆 外 一 点 天， 作 此 贺 
的 所 线 PEGZ,P 巡 1 ,PKN 
及 切线 Zoo, 则 G[ 二 

PG.BPL 一 PP 匡 .PM Q 

.一 疡 区 -PN 
一 Po:. 


等 于 扩 双 2 则 
及 ,了 PPD 一 PPM =7.PN 一 PGO2。 


即 PZ:PM:PMV=PBO:C4:4B. 以 PI、P 了 和 
PN 为 边 作 三 角形 4B'C， 则 它 与 符合 条 件 
的 三 角形 4B0 相似 。 且 在 A4B'C' 中 。 设 
过 4 的 高 为 4 刀 ， 在 47' 或 其 延长 线 上 取 
点 也 ， 使 4 一 PP， 过 作 与 好 C 平行 的 直 
线 ,与 4B' 或 其 延长 线 丰 交 于 马 , 与 4C' 或 其 


延长 线 相交 于 C， 则 人 A4BC 为 所 求 三 角形 。. 


516 


2349， 已 知 底 边 BO=a，4B3 十 403 一 
M2， 及 过 了 4 所作 BC 的 垂 线 足 互 与 妃 的 距 
离 , 求 车 A4BC. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 人 A4BO 已 作 
出 。 作 中 线 4M 和 高 4 互 , 则 

4B2 二 4403 一 24M2T2BM3 (问题 874)， 


3 

邵 ml2 一 2431? 十 与 ， 
2102 一 0 
-LV 


因此 可 作 图 如 下 。 有 
[ 作 图 ] 作 30= 
ca, 在 .BC 上 取 点 互 ， 
使 3 克 等 于 已 知 长 ; 
再 以 B0 的 中 点 到 
为 圆心 ， 0 、 相 


为 半径 作 圆 ; 过 已 作 BC 的 垂 线 , 与 贺 相 交 . 


于 4, 则 人 A4BO 为 所 求 三 角形 。 

2350. 已 知 底 边 BC=a, 高 4 互 一 jh， 和 
4B、4C 上 的 正方 形 之 
差 为 wm?, 求 作 A4BO. X Y 

解 作 BO=a 在 距 
离 BC 为 为 处 作 直 线 
ZXY。 设 与 刀 和 C 的 距 
离 的 平方 差 等 于 2 的 
点 的 轨迹 《问题 1834) 与 ZY 相交 于 4 则 
A4HC 为 所 求 三 角形 。 根 据 作 图 ， 

BO-aC， 高 4 互 王 jp，4B2 必 LOC2 一 7102。 

2351.， 已 知 底 边 BC=a, 高 4 互 一 jh， 两 
底 角 B、C 之 差 为 w 求 作 人 A4BO。 

解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 A4HC 已 
作出 。 过 4 作 了 PFWBO， 使 瑟 了 与 BC 之 
间 的 距离 为 加 所 以 民 Y 的 位 置 可 定 ， 过 BC 
的 中 点 1 作 BO0 的 垂 线 与 玉 Z 相交 于 N, 与 
40 相交 于 0 则 LOB= 0OB50, 所 以 

/4BO 一 -4BO- Cax。 

再 设 BO 与 Z 的 
交点 为 4， 则 4 一 
N4'. 因此 延长 BN， ， 
在 此 延长 线 上 取 NB' 六 
一 刀 N), 则 了 4B'4' 为 
平行 四 边 形 , 人 B'4 妃 
与 4B4' 的 补 角 相 


第 四 编 作 图 题 


等 ， 因 此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 作 线 段 BC=o 作 了 7 BO 两 
者 距离 为 。 设 王 与 BC 的 垂直 平分 线 相 
交 于 W， 延 长 BN 至 了 3， 使 BN 一 人 NB; 再 
以 了 3PB' 为 纺 , 作 含 2- 刀 一 a) 的 弓形 弧 ， 与 
和 相交 于 4 则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 


(4) 已 知 两 边 ( 或 两 角 ) 

2352. 已 知 三 角形 的 两 边 4B 一 52，40C 
一 色 (>M)， 底 角 B、C 之 差 为 2， 求 作 
人 4PBFaO. ， 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 A4BCO 已 作 
出 , ;> 和 。 在 4B 上 取 4D=40, 连结 CD， 
则 


人 BOD- 亏 (LOB_- /4HO) 一 言 6， 


又 DBD= 4B-40 (一 定 )。 
名 此 可 作 图 如 下 。 人 
f 作 图 ] 作 4B=2 在 村 


4B3 上 取 4D=m。 以 BD 
为 弦 ， 作 含 角 疙 的 己 形 
弧 ， 与 以 4 为 圆心 、 和 为 
半径 的 国 ， 除 忆 外 的 另 一 
交点 为 C, 则 人 人 45C 为 所 求 的 三 角形 。 
2353， 已 知 4B=-m, 4C=z， 4 的 平 
分 线 4 一 05 求 作 A4BC。 
解 [分 析 ] 延长 3B4 
使 4Z8= 40， 
/人 B40=2L/ 思 
.。 人 B4D= AL 盏 
(… B4D= Da4C)， 
-4D1/ BC， 
4D:BO=B4;BB， 
半 13O 一 和 :人 十 7 
0 
了 
因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 人 40C, 使 底 边 
BO= 了 HL 7 40= 4 妃 一 %。 
32 
在 吾 4 的 延长 线 上 取 4 一 7 则 人 4B0 为 
所 求 三 角形 . / 
. .2354。 已 知 三 角形 两 边 C4、C 了 的 长 ， 
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求 作 人 4BO， 
解 { 分 析 ] 设 人 4Bo 为 所 求 三 角形 . 
过 作 边 BC 的 平行 线 与 4L0O 相交 于 了 殖 ， 


则 C 
DB _ 4D 
了 ”4 
似 
和 十 卫 ” 9 D 
COB_ BD_ @ 
C4  B4 人 驶 十 名 
5 3 
0 作 十 双 ， 可 
Cd 
0 @ 


因此 ， 了 如 和 C 了 8 为 定 长 。 又 DO 也 为 定 长 
所 以 ADZEO 可 作 。 由 此 决定 4, 号 的 位 置 ， 
就 可 作出 三 角形 4BC. 


2355。 已 知 两 边 4B=7，40C=m， 且 
人 4FB0 的 面积 等 于 8， C 下 
求 作 人 人 4250。 
解 [ 作 图 ] 作 线 眉 
4B=5 求 因 使 
到 4B.S A 下 和 


《问题 2013)， 在 距离 4 为 丸 处 作 CD1Y 
4 也 . 以 4 为 圆心 、 和 名 为 半径 作 圆 , 与 CD 术 
交 于 CC, 则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 ，4 刀 一 7，4C= 双 。 再 
过 0 作 4PB 的 垂 线 C 克 , 则 CC 一]。 


Seuaco= 也 4. C 瑞 一 二 4 一 B， 


因此 A4BcC 符合 条 件 。 
[讨论 ] 2 笃 勾 时 ， 本 题 成 立 。 
< 和 时 ,有 两 解 。 
太一 名 时 ,有 一 解 。 
有 >> 似 时 ， 无 解 。 
2356。 在 人 4ZBO 中 ，4 万 = 40=7， 
2 了 = CC, 求 作 人 4HBC. 
、 解 [ 作 图 ]】 作 4B 一 525 求 4B 四 卫 . 
过 也 作 43 的 垂 线 也 媚 ， 
与 邮 4 为 圆心 、 色 为 学 径 
的 贺 相 交 于 殖 。 作 号 互 的 
延长 线 , 与 圆 相交 于 C, 则 
人 450 为 所 求 三 角形 。 


及 


三 角形 的 作 图 
以 及 将 4B 内 分 为 加 :的 点 卫 到 C 的 距离 ，| 


与 17 


证 明 ] 失 据 作 图 ，4B=，4C=m， 又 
4 刀 一 了 3 妃 ， 所 以 A 人 4 了 DBP 为 等 腰 三 角形 。 从 
而 

]4BC=23]B，4 刀 = 40， 
oo 4BO=-AC， 2 BC。 

2357. 已 知 两 边 BC、4C 之 和 为 六 3B 
一 Q，LO=6， 求 作 人 4BO. 

解 作 人 4DA1h 使 号 D= 一 7， 一 0 D 
= 互 B， 设 4D 的 A 
家 刀 作 有 
4 忆 的 垂 线 , 与 2 九 
相交 于 CC， 连 结 卫 
40， 则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 其 理由 是 : 
0 万 为 47D 的 三 直 平 分 线 , 所 以 

C4=CD， 上 
AL40OB=-2A4DO= 有 ， 

又 根据 作 图 ， 人 B=a。 
_ 注 着 已 知 BO+4C B 忆 Sn 
，L 瑟 一 xc。，.4 了 一 也 0 
人 CQC=8 改 为 已 知 4 一 名 )， 也 

可 同样 作 图 。 

2Q358。 已 知 两 边 4 万 一 0 一 %， 底 边 
BC 等 于 高 4D, 求 作 人 4ZBCO. 

解 设 C 为 直角 ， 人 
直角 三 角形 4C 盏 。 以 0 了 
为 直径 的 圆 ， 与 以 4 为 贺 
心 、? 为 半径 的 贺 相 交 于 
B, 则 A4BO 为 所 求 三 角 、 [Ab 
形 。 3 

因为 根据 作 图 ， 

4B=7 4O=M 瑟 
又 过 4 作 BC 的 垂 线 4D， 则 
4O=0 刀 一 加 ，L 也 一 人.OCB 刀 一 一 B， 
又 AL4OD= BBCO， 
.人 407PE2AOBB。 
.…。.4D= BC. 
因此 人 A4BC 为 符合 条 件 的 三 角形 。 

2359. 已 知人 4BC 的 周 长 和 BAC， 
求 作 A4BC。 

解 ” 设 周 长 二 28， 两 个 角 分 别 为 B、?， 求 
作 此 三 角形 。 

二 设 符合 条 件 的 0 忆 作 出 人 


了 汉 


人 
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方向 延长 BO， 
使 ， 
了 BB' 一 4B， 
CC'= 40。 


则 BC 一 


和 


A 
7 FF 玉 
人 
多 隔 
2s，LB'= 豆 B LOC' 一 壮 3 
[ 作 图 ] 作 人 4B'C 使 BO 一 2s， 


LAB= 地 B， LA- 也 ?。 


设 4B'，4C' 的 垂直 平分 线 与 BC 相交 于 
DBP、C, 连结 4BP、4C， 则 人 4B0C 为 所 求 三 角 
形 . 
证明] 因为 4B 一 BB' 4C 一 CO 
-，4B+ECO4 
一 DBATBOTOCO' 一 
4BO=3/P=B， 
ALOF=2AC' 一 
因此 A4BC 为 符合 条 件 的 三 角形 。 
5 讨论 ] 8+?<2 BR 则 有 一 解 。 
8 二 ?人 2R 无 解 。 
”2360。 已 知 B=a， LO=6, 高 4 媚 一 
j， 求 作 人 4BC， 

解 作 任意 大 小 的 人 4PB'C1 使 人 
_AC'=B。 作 高 4 
在 4:' 上 取 4 刀 = 
过 互 作 BCI 的 平行 
线 , 与 4B、-40' 相交 
于 B、0， 则 A4BO 
为 所 求 三 角形 。 四 

注 如 下 图 ,已 知 人 B、~C, 中 线 4 对 ,或 
已 知 人 B，~C， 角 平分 线 4D， 其 作 图 方法 
都 同上 。 这 释 作 图 法 叫 相 似 法 。 


25。 
又 


2361. 
的 半径 
解 作 人 A4BO 使 C4=aw，B' 一 8,. 作 


已 知 .4 一 wa， 一 刁 一 8， 内 切 圆 
7 求 作 A4BC。 


与 4B、4C' 相 切 且 半 径 为 的 阐 0. 再 作 
BO1/ BC 且 和 贺 0O 相 切 , 与 4B\、40' 相交 
于 点 及 0， 则 人 A4BO 为 所 求 三 角形 (但 与 


作 图 题 


BC 平行 的 切线 有 两 条 .要 使 园 O 在 人 4BC 
内 ) 。 

注 已 知 4，~3 与 外 接 画 半 径 忆 作 
和 人 A4BC 的 方法 与 此 题 相 同 。 - 


JS 
人 


《5) 已 知 两 条 边 (或 三 条 边 ) 之 和 
2362. 已 知 顶 角 4=c， 外 接 贺 的 半径 
y) 三 边 之 和 4 十 D 十 c, 求 作 人 4BO。 
作出 , 它 的 外 心 为 C， 
则 
.BOC=2a， 
OB=0O0=m， 
所 以 AOFC 可 作出 ， 
本 题 归结 为 已 知 顶 角 4=a， NT BO， 及 其 
他 两 边 之 和 求 作 人 A4BC 的 问题 (问题 2392) . 
2363， 已 知 4=aw，4 的 平分 线 4 刀 
一 入 周 长 为 2S， 求 作 人 450。 
解 [分 析 ] 设 人 45C 为 所 求 三 角形 , 作 
分 别 相 切 于 吾 、 互 ， 则 
4 万 一 4 万 一 S。 
又 因为 24=w, 所 以 旁 切 
圆 可 定 . 又 4O 平分 .4， 
其 在 4O 上 取 4D= 则 了 


解 设 A450C 已 
CN 
从 而 可 求 得 BC. 故 
4 所 含 的 旁 切 贺 0， 与 4B、 4C 的 延长 线 
图 ， 


[ 作 图 ] 作 APF4Z- 一 0 
使 4 瓦 一 4 丸 一 s， 过 如 尺 作 与 4 至 、4 克 相 
切 的 圆 0。 在 4O 上 取 4= 人 各， 过 忆 作 网 
0 的 切线 ， 与 /了 4 及 的 两 边 分 别 相交 于 允 、 
C, 则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 报 据 作 图 BEB4O=a，-LDD 为 
4 的 平分 线 , 是 47 一双。 又 允 为 旁 切 贺 的 
切 点 ， 且 4 万 一 s， 所 以 A4BCO 的 周 长 为 2s。 

荆 讨 论 ] .使 本 题 成 立 的 充分 必要 条 件 是 ， 
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旁边 圆 , 即 过 也 要 能 作 此 圆 的 切线 。 设 4 到 
圆周 的 距离 为 4D', 则 4D< 4D' 时 ,过 刀 可 
作 圆 O 的 两 条 切线 , 因此 有 两 解 。4D= 4D/ 
时 , 则 可 得 一 个 三 角形 (等 腰 三 角形 ) 。4D> 
4D' 时 , 则 无 解 。 

2364-。 已 知 顶 角 的 大 小 和 位 置 ， 三 边 之 
和 , 以 及 底 边 通过 的 点 忆 , 求 作 A4ZBC. 

解 [ 作 图 ] 按 已 知 条 件 作 顶 角 互 4Z. 在 
边 4 上 取 4D 等 于 已 知 大 
周 长 的 一 半 。 作 一 4 的 平 
分 线 ， 与 过 刀 的 4 的 重 
线 相交 于 0. 以 O 为 圆心 、 
0D 为 半径 作 贺 ， 过 点 了 了 
作 此 圆 的 切线 BPC， 与 
4X、4T 相交 于 至 CO, 则 闷 
A4BC 为 所 求 三 角形 , 

[证 明 ] 因为 顶 角 的 大 小 和 位 置 已 知 ， 贺 
O 为 旁 切 圆 ,所 以 人 4BC 的 辕 长 为 24D, 即 
与 已 知 周 长 相等 。 底 边 BC 通过 点 好 所 以 
A4ZBC 符合 系 件 。 

2365. 已 知 4=a， 高 4 万 = 罗 4B 十 
BOT+OCO4 一 2s， 求 作 A 人 450C. 

解 { 作 图 ] 作 D4F=w 在 它 的 两 
取 改 不 ， 使 4 一 4 有 
一 S， 过 \ 也 作 与 这 两 
边 相 急 的 国 。 又 以 4 为 

圆心 少 为 半径 作 圆 。 作 
两 加 的 内 公 切 线 ， 与 
47D)、4 媚 相交 于 瑟 、C， 
则 A4BC 为 所 求 的 三 
角形 , 

[证 明 ] 设 圆 0 与 边 BC 的 切 点 为 妃 ， 则 

了 3 站 一 刀 万 ，0O 了 一 0 万 ， 
"。 DB 二 BBCOTOETE 一 47D 十 41 
一 247 一 2s。 
4 了 BTPBO 上 COC4 一 25。 
又 高 4 瑟 =h，BLC=a. 

2266.，， 在 已 知 X4 了 的 边 4X，47 
之 间作 边 BC=a， 且 网 长 为 守 的 三 角形 
4PO。 

解 [ 作 图 ] 在 ZX4Z 的 一 边 4Z 上 作 
8 一 S) 4 万 一 S 一 4 又 在 4 了 上 取 4 瓦 ' 一 >， 
4 也 一 s 一 g。 过 媚 、 玖 分别 作 与 4ZK、4 交 相 
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切 的 圆 , 过 五 、 刀 作 与 4 瑟 、 4 了 相 切 的 加 ,再 
作 这 两 个 圆 的 内 公 雪 线 
BO, 与 4 有 4 了 分 别 相 
交 于 B、C， 则 A4BC 
为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 设 旁 切 圆 与 
边 BC 的 切 点 为 妃 , 则 
万 五 一 万 万 /， 

CO 万 一 C， 
4BTTALOTBO=4BTT4O-H3 巨 十 瑟 O 
一 41' 十 4 五 "一 25， 
4 万 一 4 有 一 BC=S 一 BO。 
根据 作 图 ，4 邓 =s 一 0 
.DO 一 a。 
2367. 已 知 底 边 BC=0 其 他 两 边 4DB、 
40 之 和 (= , 顶 角 4 的 平分 线 4D=m 求 ， 
作 人 4BO。 


解 [分 析 ] 设 所 求 A4BC 已 作出 , 4 
的 平分 线 为 4 刀 .. 设 O 为 人 
内 心 ， 则 根据 问题 1087， 

LO _ 4 万 -LO 
(万 LO 


了 

和 
故 O 为 定点 。 因 此 可 在 
24 忆 的 延长 线 上 到 旁 心 忆 ， 
则 4、O、 履 刀 为 调和 点 列 ， 县 4、O、 为 
定点 ， 内 此 点 五 的 位 置 可 定 。 又 ~OB 刀 一 
故 可 作 图 如 下 . 

[ 作 贸 ] 作 线 段 4 了 一 M， 在 4 上 求 点 
OO 使 40:0D= 一 1 在 4 了 的: 延长 线 上 求 点 
Z, 使 了 4:BD=1:a。 作 以 OZB 为 直径 的 圆 ， 
过 作 此 圆 的 纺 BO， 使 BC=a,， 连结 4B、 
4C. 则 A4BC 为 所 求 三 角形 。 

2368.。 已 知 4B 二 LO 一 
线 4 忆 一作， 一 4 一 0) 
求 作 人 4BC， 

解 【分 析 ] 假定 
人 A4Bo 为 所 求 三 角 
形 。 作 A4BC 的 外 
接 圆 ， 作 4 的 平分 
线 并 延长 与 圆 相交 于 
刀 ， 过 刀 作 边 4C .的 垂 线 BZ8;， 则 


/4 的 乎 分 
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4F= 卫 (4B+40) 一 到 (问题 536)， 


所 以 下 为 定点 。 因此 马 的 位 置 也 可 定 。 又 
瑟 、4、C\、 刀 四 点 共 贺 ， 
DoB= “BoB-= FL 一 可 罗 
又 忆 、 五 为 定点 ， 一 DO 一 定 。 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 ZX47=aw 在 47 上 取 


_ 
4 = 王 1. 


过 了 所 作 4Z 的 垂 线 与 4 的 平分 线 相 交 
囊 了 4 如 上 取 4 刀 一 人 以 万 了 为 纺 作 含 


角 于 的 弓形 弧 与 48 相交 于 CC 与 4 全 


入 交 于 B, 则 A4BO 为 所 求 三 角形 。 

2369. 已 知 顶 角 4=aw， 窗 4 五 一 j， 两 
边 4B、4C 之 和 (= 
2)， 求 作 A4BC. 

解 假定 人 4BOC 
为 所 求 三 角形 。 在 
B4 的 延长 线 上 取 
40' 等 于 4C. 过 4 作 
BC 的 垂 线 4 万 再 作 3 
线段 4 妃 ， 使 4 万 ' 一 4 万 ， 

万 4 万 ' 一 AOC40O。 
则 CC4C' 等 于 人 B4C 的 补 角 ， 从 而 
4 责 ' 一 定 。 又 4 五 为 定 长 , 因此 4 瑟 ' 也 
为 定 长 。 连 结 C' 互 , 与 互 C 的 延长 线 相交 于 
0, 则 


Ad4HCeeA4HO" 
L4 万 'O0 一 4RO 一 忆 ， 

O4 为 CEO 万 " 的 平分 线 ' 因 此 本 题 可 先 从 
条 件 4 互 王 .4 万 ' 一 7， 一 石 4 万 ' 一 180" 一 a 和 确 
定 4 瓦 、4 妃 ' 的 位 置 。 过 互 、 万 '/ 作 4 互 、 
4 豆 ' 的 垂 线 , 相交 于 0, 则 04 平 分 /OK 
因此 过 一 瑟瑟 ' 的 平分 线 04 上 的 点 4， 在 
角 外 作 线段 BC'。 使 4B 上 4C' 一 7 即 可 ( 参 
照 问题 2091) . 

2370.， 已 知 4B-4C=7， 
ww 以 及 高 4 瓦 将 BC 
分 成 的 两 部 分 3Z、 
C 鼠 之 差 (为 如)， 求 
作 A 人 4BC. 

解 假定 符合 条 件 兰 方 一 天 


CC 一 DB- 
人 
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的 A4BC 已 作出 . 过 4 作 BC 的 垂 线 .4 万 ， 
在 达 召 上 取 互 了 = 五 C, 则 
万 也 一 mm， on) 
CO 一 .47D 万 ， 


ADB4D=4DO--B 
一 AC 一 人 B=a。 | 
又 4BH+4D=4B+4O=!。 四 
由 四 、@、@@, 底 边 BD、B4D、4B-dDD 
可 知 ， 因 此 A4DBD 可 作出 。 先 作 人 4BD， 
在 23D 的 延长 线 上 求 点 C， 使 4D=4C， 则 
人 A4BC 为 所 求 作 的 三 角形 。 

2371. 已 知 顶 角 4 为 w， 两 边 4B、4C 
之 和 为 高 4 互 分 底 边 的 两 部 分 B 瓦 、C 豆 
之 差 为 W， 求 作 人 4BC(B 万 >C 万 ) 

解 [分 析 ] 设 符 
合 条 件 的 A4BO 已 
作出 。 因 为 B 瓦 > 
CO 万 ， 所 以 4 了 > 40, 
以 4 为 圆心 、LC 为 N 
半径 作 圆 ,与 BO 4B 38 0 一 一 
分 别 相交 于 刀 、 怠 ， 与 34 人 
五 ， 则 


DZ = 了， 
TBD= 一 OZ 卫 = 到 


即 LABD 一 人 十 襄 o 


又 BD=M，B8 一 因此 人 B3DZ 可 作出 , 从 
而 点 召 可 求 , 故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 人 BDB, 使 BR =7， 


BTDF 一 一 有 十 瑟 ， 


2D 一 名 。 过 嘱 作 DZ 的 垂 线 与 3z 相交 于 
已 。 再 作 以 也 8 为 直 
径 的 圆 (圆心 为 4)， 
设 BD 与 圆 相 交 的 另 
一 点 为 O, 则 A4HBC -一 人 
为 所 求 三 角形 。 B C ~ 一 D 
注 “如 图 , 若 交换 C 与 忆 的 位 置 , 则 BZ、 
0 万 之 差 为 G0 且 等 于 W, BR 等 于 1. BFHO 
是 人 B4C 的 一 半 , 先 作 人 BBC, 然后 决定 顶 
点 4, 则 符合 条 件 的 A4BC 可 求 得 。 
2372. 已 知 高 4D 一 两 边 4B、4C 之 
和 为 过 至、C 分 别 向 对 边 所 引 垂 线 B 及 
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Cz 之 比 为 1:0， 求 作 人 A4FO。 
解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 人 4BC 已 
作出 , 则 
2SA4pgo 一 瑟瑟 .LO 一 OP .4PB， 
wo。 .4440 一 万 万 :0 一作 :7。 
因此 4B 与 40 之 比 一 人 
定 ， 又 因为 4BT4O= 
1， 所 以 4B、4C 可 求 。 
故 可 作 图 如下。 
[ 作 图 ] 作 BC' 一 沁 
设 将 BC' 内 分 为 m:m 的 号 0 
点 为 4. 以 4 为 直径 作 半圆 ,以 4 为 圆心 、 
) 为 半径 作 圆 ,两 圆 相交 于 刀 。 以 4 为 圆心 、 
40' 为 半径 作 圆 , 与 BD 的 延长 线 相 交 于 
则 A4BC 为 所 求 三 角形 . 
[证 明 ] 根据 作 狗 ，4D 为 高 等 于 妨 县 
4 也 二 4C= BO' 一 7。 


4 也 4B 加 

驻 了 

由 B、C 向 对 边 作 垂 线 BB、OZ， 则 
石 刀 。 色 
CPP 7" 


[讨论 ] 入 >? 时， 则 必须 4 刀 >ji，4O 兰 
7 本 因此 , 必须 把 -2 


若 关 j<- 元 时， 则 有 两 解 ; 
洲 2 一 元 元 时 ， 则 只 有 一 解 ; 
芳 及 > 六 时 ， 则 无 解 。 


当 驶 < 天 培 4C 瑟 8 则 无 解 ; 当 LC > 天 
时 , 若 4 万 >j 则 有 两 解 ; 若 4 也 = 为 则 有 一 
解 ; 若 4 妃 < 轧 则 无 解 . 

当 似 一色 时 ， 洲 4ZD> 加 则 有 一 解 ; 4 三 
二 时 , 则 无 解 。 

2373. 已 知 底 边 5C=a 的 位 置 , 另 两 边 
角 4 的 平分 线 4 与 已 
知 直 线 马 了 平行 ， 求 作 
A450. XX 

解 设 符合 条 件 的 | 
A4BO 已 作出 . 在 B4 
的 延长 线 上 取 点 互 ， 使 立 
4 奋 一 40, 则 B 刀 一 又 


01 4D, 所 以 01/ 7Y, 因 此 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 作 BC=o, 且 位 置 已 知 。 过 C 作 
CO X7， 以 五 为 圆心 、; 为 半径 作 圆 ， 与 
C 马 相交 于 吾 。 设 0 宇 的 垂直 平分 线 与 妃 
相交 于 4, 则 A42BC 为 所 求 三 角形 。 

2374. 已 知 顶 角 4 了 4 为 w， 另 两 边 4P、 
4C 的 和 为 2 过 吾 向 对 边 4C 所 作 的 垂 线 
足 为 了 D，FBD 与 DO 的 和 
为 9 求 作 人 4DBC.。 

解 [分 析 ] 设 符合 条 
件 的 A4BC 已 作出 ， 在 
C4 上 取 DPD' 人 44' 分 别 等 
于 3D、B54, 则 


DBD'D= 于 有 为 


LB44= 二 cc 


因此 CD'、04, -- 定 。 故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 O4' = 在 C4' 上 职 CD' 一 mn， 


过 了 作 直线 4B, 使 CO4B= 云 w。 又 过 
7 在 它 的 同 侧 作 /CD'B3= 亏 3 4 与 


刀 ' 石 相交 于 如 ,4 如 的 关 省 汪 分 线 与 4 相 
交 于 4, 则 A4B0 为 所 求 三 角形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 ，LB 一 44'， 所 以 

4FPTL4O=C4' 一 1 

又 BD1C04，PBD= DD， 所 以 3DACOD= 
CD' 一 M 且 人 .4 一 2 一 4 一 c。 

2375. 已 知 顶 角 4 为 w，4BTEBC=?， 
4C 十 BO= 公 ， 求 作 人 4DO。 

解 ”假定 此 题 已 解 出 , A4BC 为 所 求 三 角 
形 。 在 4B\、4C 的 延 
长 线 上 取 BD、C 都 
等 于 BO, 则 C 

4 万 =.4B3TBO=7? 

4 劝 =40+DO=mr。 
因此 ， 先 作 人 4 万 ， 了 
使 人.4=a，4D=1 4 瑟 一 名。 再 在 4D、4 卫 
上 分 别 取 点 刀 、C, 使 也 下 王 BO 一 0 瑟 ， 几 
A4BC 即 为 所 求 三 角形 。 因 此 , 此 题 可 妇 结 
为 问题 1989.。 

2376， 已 知 顶 角 4 为 w， 另 两 边 4 肥 、 
4C 之 和 为 ， 底 边 BC 和 423 之 和 等 于 zy 
求人 A45C。 
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解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 人 A4BC 已 
作出 。 延 长 C24, 并 取 44， “ 
一 4B, 则 

Cd 一 4DB-LO 一 7 


且 LO4'B= 瑟 os 


因此 可 作 图 如 下 。 B C 
[ 作 图 ] 作 线 段 C4' 一 
1， 再 作 射 线 .4 全 ,使 


AC4' 和 = 去 Ci。 


在 4 瑟 上 求 点 刀 ， 使 过 豆 且 与 4C 构成 角 
ca 的 直线 B4, 与 LO 相交 于 4 使 B4 十 BO 
一 似 (参照 问题 2116) 。 这 时 人 4B0C 即 为 所 
求 三 角形 。 . 

2377.。 已 知 顶 角 4 一 cc， 两 边 BC、4 
之 差 为 2， 五 的 对 边 4O 上 有 一 点 也 ， 且 
BD、OD 之 和 = 思 ， 求 作 三 角形 4BC， 其 中 
BO>4PB。 

解 ”假定 已 求 得 适合 条 件 的 人 A4BC, 在 
CD 的 延长 线 上 取 忆 万 -. 下 
等 于 BD, 则 

CO 卫 王 DO 二 DB 一 7 


LAB- 寺 CRB。 @ 
再 在 B4 的 延长 线 上 取 日 
BBB 等 于 BC, 则 x 

4 万 一 BO 一 4 了 = 7。 
过 点 有 作 40 的 平行 线 ZG, 则 
LAGHB= 0C4B=c。 
所 以 4 的 长 度 及 ZLFG 一 定 ,直线 ZG 是 
定 直线 。 四 
根据 @、@@, 可 作 图 如 下 ，. 
[ 作 图 ] 作 ZCBZX， 使 CBE 一 7 
2B=- 亏 一 有 


可 由 图 作 直 线 ZCG， 根 据 问题 2104 在 刀 习 
线 上 求 点 3， 作 与 ZG 交角 为 的 线段 BB， 
使 BF 一 BO。 设 38 与 0 的 交点 为 4 则 
和 A45C 即 为 所 求 作 的 三 角形 。 


《6) 已 知 两 条 边 ( 或 两 底 角 ) 之 差 


2378. 求 作 边 4B=7， 两 边 之 差 40-- 
BO=m， 4 的 三 角形 4B0。 
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解 取 4B=7， 作 直线 4 瑟 使 CB4X 一 

ac。 在 直线 4 和 上 求 六 

点 也) 使 4 一 了 。 打 

作 3D 的 垂直 平分 

线 ， 设 与 4 和 的 交点 8 

为 C, 则 和 人 A4ZBC 即 为 

所 求 的 三 角形 。 因 为 

0 是 2D 垂直 平分 线 上 的 点 ， 

.…。 0OD=CB， 

40O 一 BO=40~-OD=4D=m， 

并 且 4B 一 2 .4 一 a. 

2379,， 求 作 底 边 BC=x， 两 底 角 到 C 
之 差 为 9， 另 两 边 4B、-4C 之 差 为 六 的 三 角 
形 4BO, 其 中 4B>40C。 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 人 4BCO 已 作 
出 ,在 4 下 上 作 4D 等 于 4C, 连结 CD, 则 

BFD=4B--4D=4DF-40=z 


AQ 


。。 人 BCD- 亏 (ZL4OB- 了 4BO) 


2 一 工 
可 
(问题 55), 旦 BC=a。 因 此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 任 作 一 线 入 
段 BC, 使 BC=w 晨 
过 点 C 作 直 线 CD, 使 


寺 、 

ADOPB 一 可 0。 又 以 A 人 习 

也 为 圆心 、_ 2 为 半径 咖 
作 圆 , 与 直线 CD 交 于 点 也 。 设 DC 的 垂直 平 
分 线 与 BD 的 延长 线 的 交点 为 4 则 A4BCO 
就 是 所 求 的 三 角形 。 

2380。 已 知 .4=aw,4 的 平分 线 4 忆 
一 1 4PB- 40C= 和 mn， 求 作 三 角形 4DC， 

解 [分 析 ] 若 符 合 条 件 的 人 A4BO 已 作 
出 , 设 角 4 的 外 角 平 
分 线 与 外 接 贺 的 交点 
为 妃 。 从 点 召 作 C4 
的 垂 线 妃 ， 则 


F4=- 亏 (4B-4O) 


2 


3 


且 及 4 C、 避 四 点 共 圆 ,所 以 
一 DBO=-T4PB。 
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故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 】 作 一人 4 了 一 ww 作 人 .4 的 平分 线 


4DP, 取 4D=? 在 Z4 的 延长 线 上 取 
工 
4 一刀。 


设 过 点 媚 作 4 妃 的 重 线 与 人 FF4 允 的 平分 线 
的 交点 为 如 以 刀 为 弦 , 作 含 角 ALB4 巨 的 
弓形 弧 与 4X 相交 于 刀 。 延长 BD 与 4Z 相 
交 于 C, 则 A4BC 即 为 所 求 作 的 三 角形 。 

2381. 求 作 人 4.BC, 使 高 4 克 一 j 中 线 
4M 一 M， 两 底 角 之 差 为 c。 

解 ”假定 符合 条 件 的 A4BO 已 作出 , 令 其 
高 4 瓦 一 j 中 线 4M 一 


M%j， 作 4 的 平分 线 人 
4D, 则 
LDL4H= 二 a 
《问题 56) 。 号 性 


因为 已 知 边 4 互 及 ZD4 万 、DH4， 所 以 
可 作出 直角 三 角形 4ZD 瓦 。 因此 本 题 可 归结 
为 已 知 高 4 互 、 中 线 4M、~4 的 平分 线 4 也 ， 
求 作 A4BC (问题 2336) 。 

2382. 已 知 顶 角 4=aw， 两 边 4B、4C 
之 差 为 过 顶点 妈 作 BO 的 垂 线 的 垂 足 为 
互 ，BB、C 瑟 之 盖 为 Wi， 求 作 A4BCO, 其 中 
4B>4LC。 

解 假定 A4BC 已 作出 . 若 以 4 为 圆心 、 
4C 为 半径 作 圆 与 
BC、4 忆 分 别 交 于 忆 
五 , BE4 的 延长 线 与 贺 
的 交点 为 万 则 

BR 一 4B-4 刀 

一 4B~40=? 

ny) 

且 BD= 也 -五 D 一 BT 一 CE ， 四 
又 因 至 刀 、O、 丰 四 点 共 圆 ,所 以 

ZLBDB 一 AT- 二 人 BLO -= 于 w。 加 

在 人 3BD 妃 中 , 根据 中 @、@@ 可 知 BTB、DD 

和 2ZBDB 的 大 小 。 由 题 设 4B>4C， 因 此 

一 也 是 锐角 , 故 可 决定 ABD 万 。 在 BB 的 延 

长 线 上 求 出 点 4, 使 4 妃 = .4D. 在 3D 的 延 

长 线 上 求 点 C, 使 4D= .40， 则 4 人 A4BC 即 为 

所 求 。 
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2383， 已 知 顶 角 4 一 aw， 高 4 五 =j2， 两 
边 之 差 43-- BO=m， 求 作 A4BO。 

解 设 人 4BC 为 所 求 的 三 角形 。 央 4B 
上 取 4C' 等 于 4C。 如 
加 ,过 点 4 引 直 线 4 囊 '， 了 
取 4 鼠 ' 一 4 瓦 ,全 4 页 
一 0C40 则 AL4H'C， 
弓 人 4FO. B 一 0 EC 

.…。 一 Ad4FO= AR。 
设 互 人 与 BC 的 交点 为 0, 则 
A 人 4EF'O2A4FO， 
BO4= HoO4。 
但 4 万 ' 一 4 万 =]， 
五 4 刀 = 了 CO4C 一 oa 
忆 瓦 一 克 " 一 并， 
所 以 四 边 形 4HOE' 可 确定 。 由 于 0O4 为 
乙 瑟 0O 蕊 ' 的 平分 线 , 所 以 本 题 可 归结 为 : 过 已 
知 的 一 瑟 O 克 "的 平分 线 04 上 的 定点 4 作 
直线 , 与 0 瓦 " 交 于 0 与 互 O 的 延长 线 交 于 
忆 。 再 作 BC ' 为 定 长 双 。 这 种 作 锅 法 可 根据 
问题 2092 直接 解 出 。 

2384. 已 知 边 BC 一 a, 两 边 4B、4O 之 
和 为 m， 两 底 角 C 与 已 之 盖 为 6， 求 作 
A4BC. 其 中 CO> 工 

解 [分 析 ] 假定 符合 
条 件 的 A4BO 已 作出 . 设 
在 B4 及 其 延长 线 上 分 别 
求 点 D、 吾 ， 使 4D= 4 丽 
一 LO， 则 ABCD= 一 忆 


荆 
且 DOB= 瑟 9 


(问题 强 ) ， 因 此 LBCB=- ARB+5. 又 也 已 


一 M，BC 一 c， 故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 攻 ] 作 人 人 BEC， 使 忆 万 一 入 ， BO=a， 


BOB 一 已 二 与. 作 C 的 垂直 平分 线 , 设 


与 妃 了 3 的 交点 为 4, 则 人 A4BC 即 为 所 求 。 
2385. 已 知 边 4B 一 /， 两 个 底 角 B、C 
之 差 为 9， ~4 的 平分 线 47D= 人 名， 求 作 
人 A4BO. 其 中 LOC> 了 . 
解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 A4BC 已 作 
出 。 在 4 上 取 一 点 五 ， 使 4 忆 一 LO ji 结 
CZB; 则 
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人 BOB- 二 9 (问题 55)。 


又 4 是 等 屡 三 角形 40 至 项 角 4 的 平分 
线 ,所 以 垂直 于 底 边 CZ， 从 而 


A4DB= RDOB= LAR+ 王 6， 


因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] ” 取 :4B= 
以 48 为 纺 ， 作 含 
(CR + 去 9 ) 的 引 形 
弧 。 设 以 4 为 圆心 、 
妈 为 半径 的 圆 与 弧 的 交点 为 卫 。 引 直线 
4O, 使 CC4D=Bd4D, 40 与 BD 的 延长 
线 交 于 点 CO, 则 A4BC 即 为 所 求 。 

的 平分 线 4 忆 =25 两 边 4B、4C 之 和 与 底 边 
.BC 之 比 为 双 :70， 求 作 人 4BC. 

解 [分 析 ] 设 人 A4BC 已 求 出 ,在 4 
的 平分 线 4p 上 求 内 心 盖 旁 心 蕊 根据 问 
题 1067 有 

4T _ 4BT4C 各 47 
- 廿 = 全 一 人 一 性 六. 


由 于 4D 为 定 长 ， 当 它 
的 位 置 确定 时 , 则 工 天 

的 位 置 也 就 定 了 。 又 
ATBT 一 BR 一 7TC71， 

所 以 了 及 了 CO 四 点 共 8 C 
圆 。 由 点 4 向 BC 作 垂 

线 4 互 ， 则 根据 问题 56 


可 知 CD4 万 = 于 9. 因 


此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 AD4 瓦 ,使 4D=71 人 D4 五 一 
到 6，L.4HD= 人 BR。 再 在 4D 及 其 延长 线 
于 求 点 T、T， 设 4T:TID=472DZ 一 il:9 
以 了 7 为 直径 所 作 的 圆 ,与 了 DZ 的 交点 为 刀 、 
C, 则 A4BC 即 为 所 求 . 
” 2387 ，. 已 知 三 角形 的 两 底 角 B、C 之 差 
为 6， 高 4 互 =j， 另 两 边 之 和 (或 差 、 职 、 
比 ),， 求 作 A4BC. 
解 ”假定 已 知 两 边 的 和 、 差 , 设 人 4BC 为 
所 求 的 三 角形 。 作 4C 关于 4 五 的 对 称 线段 
40 则 
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AO-AB=400 一 有 一 B4O1 
人 B4C" 一 0. 从 

因此 本 题 可 归结 为 已 
知 4 已 与 4C' 之 和 ， 
或 差 , C B4C' 的 大 
小 和 高 4 互 求 作 
A4BC'， 可 用 问题 
2369、2383 同样 的 方 
法 去 解 . 

车 已 知 两 边 之 积 
4B8.4C 时 , 则 根据 问 
题 1318, 人 4ZBC 的 外 
接 吏 半径 即 为 已 知 。 
过 4 作 44'/ BC, 由 区) 
于 ~4B4'= 一 0, 所 以 44' 可 确定 ， 由 4 互 一 
jh 所 以 人 4BCO 可 确定 。 

若 已 知 两 边 的 比 4B:4C 一 人 次 时 。 由 
(也 ， 在 A450' 中 ，4B:4O' 一 加:%， 因 为 
A4BC' 的 形状 一 定 ， 根 据 4 互 一 1， 可 确定 
A4B0C', 从 而 就 可 以 确定 人 4BCO. 

2388. 已 知 底 边 BC 一 a, 底 角 忆 .CO 之 差 
为 0, 另 两 边 4B\、 4C 之 积 为 矶 . 求 作 人 4BC. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 A4HBC 已 作 
出 。 设 底 边 的 中 点 为 W， 在 41 的 延长 线 上 
取 点 工 ， 使 WN 了 一 4M， 则 四 边 形 4BZO 为 
平行 四 边 形 。 作 人 4C7 的 外 接 圆 与 CB 的 
延长 线 的 交点 为 九 ， 作 也 及 平行 4Y， 与 
交 于 马 , 连结 4 瑟 、2， 则 ZXEVWAALF7， 有 
4D2= ITXY. 

.。 A4OXZ= 一 DOYZ= -450， 

BOX=4BOC- 40B=6. @ 
4XZO= AT7C， A 
4OX 一 和 MOCY， 
MO:CY 
一 LOIOX， 
即 . 六 
MO.CX 一 4O0.COY=40.4B 一 1 轩 


。 丈 利 X 


而 4M 一 MY, DZ 4Z， 
LA4MZ 一 ADMTY 一 4MNMO， 国 
又 DM= MX， 
故 DM.MC 一 ME.MCO= 4M2 @ 
.。 人 4MEco 人 AOMX4， 
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因此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] ” 取 线 段 BO 等 于 a， 作 其 中 点 芭 。 
过 0 引 直 线 CR, 使 CMCX 一 9, 并 取 点 所 ， 
使 CM.C 一 及 。 作 优 角 CMS 的 平分 线 
M4， 使 图 式 成 立 ， 而 取 M4 的 长 度 使 @@ 
式 成 立 ，M4? 一 好 和 ,MOC， 则 A42BC 即 
为 所 求 。 

2389-. 已 知 三 角形 的 底 边 BC 的 长 和 位 
置 ， 两 底 角 之 差 为 6， 项 2 工 上 ， 
求 作 A4B0. 

解 ” 设 所 求人 A4BC 
已 作出 , 作 人 A4BC 的 
外 接 圆 ， 设 与 已 知 直 
线 工 的 另 一 个 交点 
为 了 .从 卫 向 也 作 垂 
线 BB， 在 其 延长 线 
上 取 也 B' 一 刀 B, 连结 B'DP,， 则 

人 B'DZ 一 DB 一 40B. 
落 在 CD 的 延长 线 上 取 一 点 C, 则 人 .4BC 一 
2BDO， 因此 
LA4BO- LA4CB= LABDO' 一 BID 
一 人 B'DCO'=8 


其 补 角 
]B'DO=2B 一 DB'DO' 一 3 BR 一 6。 
因此 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 关于 五 作 刀 的 对 称 点 了 以 BO 
为 弦 , 作 含 (2LA 瑟 一 2) 的 弓形 , 设 与 二 的 交 
点 为 卫 。 令 ABCD 的 外 接 圆 再 与 世相 交 于 
4 则 A 人 4BC 即 为 所 求 。 

2390。 已 知 BC=ac，B- 0=cw， 中 
线 4 允 一 ml， 求 作 人 4BC. 

解 ” 假 定 此 题 已 解 出 , 设 A 48C 为 所 求 的 
三 角形 。 作 A4BC  D 人 A 
的 外 接 圆 ， 与 4M 的 
延长 线 相交 于 达 ， 作 
平行 于 BC 的 弦 4 也， 

则 因 C 忆 

力 =40-4B， 记 
所 以 ， 一 五 一 一 一 人 C 一 a。 

又 也 M 一 4M 一 1 
4 了 .1 盏 一 BM.MCMZB2 


思 提 


由 @、 四 和 国 , ADM 召 是 已 知 的 三 角形 . 
由 此 , 首先 作 ADM 环 ,延长 瑟 MM 到 4 使 M4 
一 0%， 连 结 P4， 过 允 引 平行 于 D4 的 直线 
CaB， 使 MB=MC=3， 则 A4BC 即 为 


所 求 . 

2391， 已 知 两 边 4B、40 之 积 为 她 ， 两 
底 角 了 、C 之 差 为 w， 中 线 4D 一 m， 求 作 
A 人 4PBr。 

解 [分 析 ] “假定 问题 已 解 出 , 设 A4BO 
为 所 求 的 三 角形 . 作 它 的 外 接 园 0, 设 DOD 的 
延长 线 与 较 交 于 点 ML。 由 于 是 弧 BC 的 
中 点 ， 所 以 4 平分 /4，4M 与 BC 相交 
于 也, 根据 问题 1074 得 

4DB.40= 4.4M。 @ 
作 人 ADFM 的 外 接 园 ， 与 4 的 延长 线 交 于 
P， 所 以 


4D.,4P= 4 万 .4M。 国 
由 中 、@, 得 

4D.4P 一 .45.40. 国 
固 4B.40 一 有 2 4D=m 


所 以 4 忆 为 定 长 , 忆 为 定点 。 
又 必 忆 M 四 四 点 共 
圆 。 设 过 点 4 作 BC 
的 垂 线 , 其 垂 足 为 刀 ， 
则 
AP=A48D SR 
一 4 太刀 
十 A 人 也 4 万 .加 中 /- 
因 4 有 是 4 的 平分 线 ，4 瑟 BC， 由 问题 
586 得 
LB4B= 瑟 (CC 


-之 B) =- 亏 o。 
由 加 得 ， 人 DPM 一 人 B+ 末 ws 
又 DiM 1 4 妃 , 所 以 
ADMZH= LEB4B- 亏 ao 
因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 取 4D 一 mo 在 4D 上 作 含 角 喜 < 


的 弓形 弧 , 延长 4D, 截取 4P 使 4D'4R 一 
乳 。 过 点 乙 作 直线 PM， 使 
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DPIM-= CBA 坊 al 


与 弓形 弧 交 于 点 开 。 连结 4M、DM， 过 点 
刀 向 DM 引 垂 线 BO0， 再 作 4 的 垂直 平分 
线 五 0， 与 2 的 延长 线 交 于 点 O、 以 0 为 
圆心 、O4 为 半径 作 圆 ， 设 过 点 卫 所作 二 到 
的 垂 线 与 圆 交 于 妃 、C, 则 A4BC 即 为 所 求 . 
如 果 取 直线 P24 与 弓形 弧 相交 的 第 二 个 点 ， 
则 还 有 一 解 . 


G?) 已 知 内 切 圆 (或 旁 切 圈 ) 的 大 小 


2392， 已 知 顶 角 4 一 x， 由 内 切 图 与 边 
BC 的 切 点 刀 所 分 的 两 部 分 BD、DC 的 长， 
来 作 A4BCO. 

- 解 ，{ 作 图 ] 在 任意 
直线 上 取 点 了, 在 它 的 
两 便 分 别 取 等 于 两 线段 
的 了 BD、DO， 以 BC 为 


纺 ， 作 含 ( 人 BR 十 亏 oj 


的 弓形 弧 , 过 忆 作 BO 的 垂 线 与 弧 的 交点 为 
7 以 了 工 为 圆心 , 7 了 为 半径 作 圆 ， 过 吾 、 CO 分 
别 引 切线 (BC 除外 )， 设 此 两 切线 交点 为 4， 
则 人 A4BcC 即 为 所 京 。 

[证 明 ] “上 作 图 知 ，B3D、DC 等 于 所 给 的 
两 条 线段 , 因 弧 BITC 是 项 角 为 wx 的 三 角形 内 
心 的 轨迹 ,所 以 4BL4C 一 a (问题 1793)。 

2393. 已 知 BO=2，4B 一 4C 一 人 加， 内 
切 贺 半径 为 ">， 求 作 人 4BC。 

解 [分 析 ]j 设 及 
A450 为 所 求 的 
三 角形 ， 刀 、 隐 、 忆 忆 
为 内 切 贺 与 边 BC 
C4、4B 的 切 点 ， 

由 问题 44， 


BD=- 志 (4B+BC-40) 一 亏 Cx+q). 


因此 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 在 任意 直线 上 顺 次 取 三 点 了 、C、 


C 


G， 使 BO=c，C0G 一 加。 在 过 BG 的 由 点 也 


且 垂直 于 BG 的 直线 上 取 战 Di 使 DT 一 7. 以 
了 为 网 心 、DZ 为 半径 作 圆 ,过 台 与 G 分 别 引 
圆 江 的 切线 , 设 其 交点 为 4， 则 A4BO 即 为 
所 求 。 


证明] 略 ， 

[讨论 ] 如 果 么 >， 则 无 解 . 

2394， 已 知 顶 角 4 一 aw， 全 人 
外 接 几 半 径 叉 ， 求 作 
人 A4BO. 

解 因 4 的 大 小 
和 外 接 圆 的 大 小 都 一 
定 , 所 以 BO 为 定 长 ， 
风 此 本 题 可 归结 为 : 
已 知 底 边 BO， 顶 角 4， 内 切 圆 的 半径 7， 求 
作 人 4DC( 参 照 问 题 2305) 。 

2395.。 已 知 两 边 4B、40 的 差 为 mi 其 
夹 角 4 一 ww， 内 切 圆 的 半径 ”>， 求 作 人 A4BC, 

解 假定 所 求 A4BOC 已 作出 。 设 BC 的 
中 点 为 到 内 切 圆 与 BC 的 切 点 为 D， 则 

4B--40=BD 一 DO。 


二 站 
久 此 人 了 一 吾 人 u。 
又 了 = 所 以 直角 
三 角形 144D 可 确 
定 . 又 寿 MD 


LABIC-90"+ 二 < 《问题 482)， 


已 知 人 AIBC 的 顶 角 BTIC, 中 线 TI 和 高 7D， 
所 以 人 BC 可 作出 (问题 2331), 因此 ， 首 先 
作出 人 A7I50, 以 了 为 圆心 ，7D 为 半径 作 贺 ， 
过 吾 C 分 别 向 园 引 切线 B4、C4, 设 其 交点 
为 4, 则 A4BO 即 为 所 求 ， 
.2396， 已 知 两 边 4B、4C 的 差 为 My， 两 
底 角 了、C 的 差 为 9， 内 切 加 半径” 求 作 
A4BO、 其 中 4 好 > 只 
40. 

解 若 符合 条 件 的 
A4BC 已 作出 ， 设 
BC 的 中 点 为 好 ， 内 
切 圆 的 留心 为 Z， 内 也 放 < 
切 图 与 边 BC 的 切 点 为 也 则 


MD 一 亏 (BD 一 DO) = 也 (4B-40) 
工 
一 可 和 u， 
TD=r，/TDM= 了. 


所 以 AZTDM 可 确定 ,7 的 长 度 也 确定 . 在 
A 人 7EC 中 ，- 


第 三 章 . 
ATCB-_ LIBC- 半 (CO- 也 ) = 志 6， 


即 已 知 两 底 角 的 差 , 高 ID, 中 线 TM; 所 以 可 
根据 问题 2381 作出 此 三 角形 . 先 作 ATBO; 
以 天 为 圆心 7 为 半径 作 贺 ， 过 且 C 分 别 
向 圆 引 切 线 , 设 其 交点 为 4,， 则 A4ZBC 即 为 
所 求 。 
2397. 已 知 顶 角 4 一 c， 内 切 圆 半径 为 
74B、BC、C4 三 边 的 和 为 2s, 求 作 人 A4BO0. 
解 [分 析 ] 假定 A4BC 已 作出 ， 因为 
已 知 一 4 的 大 小 和 内 
切 圆 的 半径 >， 所 以 
涛 Z4 的 位 置 确定 ， 
则 内 心 工 的 位 置 也 确 
定 . 在 .4 内 作 旁 切 
辆 ， 设 边 4B、40 与 
. 圆 的 切 点 分 别 为 六 
五 ， 则 4D= .4 也 =s， 
所 以 也、 台 也 成 为 定 
点 。 因 此 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 作 ZX47=a， 十 坝 4X、47 上 取 
4D,.4 及 等 于 s。 过 队 刀 作 与 这 两 边 相 切 的 
7 然后 作 与 4D\、4 妈 相 切 是 半径 为 的 
T。 作 这 两 圆 的 内 公 切 线 。 设 4D、4 思 与 
该 内 公 切 线 的 交点 分 别 为 3、C， 则 A4BC 


即 为 所 求 。 
2398， 已 知人 4BC 三 边 之 和 为 3s, 4 
的 旁 切 圆 的 半径 7>，BC 边 上 的 高 ， 求 作 
-人 4B0O。 


解 [分 析 ] 设 4B 的 延长 线 切 于 一 4 内 
的 旁 切 圆 并 的 切 点 为 刀 , 则 


4D= 亏 x (4BBOTCO4)=s。 


由 于 已 知 4 和 忆 7 的 长 
度 , 所 以 可 作 图 如 下 。 

[ 作 贺 ] 作 线 段 4 一 
s) 过 忆 作 4D 的 垂 线 了 7 
取 也 7 一 >。 以 厂 为 圆心 ， 
7 为 半径 作 圆 ， 过 4 引 此 
图 的 切线 4 至。 以 4 为 贺 
心 , 户 为 半径 作 圆 . 作 此 两 
圆 的 内 公 切 线 , 与 4 忆 4 万 的 交点 分 别 为 殖 、 
0, 则 人 A4BC 即 为 所 求 。 

2399。 已 知 4=a， 高 4 太一 2， 内 切 


三 角形 的 作 图 


| 径 作 圆 .过 4 引 切 
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圆 半 径 ”， 求 作 人 4BC. 
解 作 一 人 4F=a: 
切 且 半径 为 的 
圆 忆 又 以 4 为 
冰心 、% 为 半径 
作 圆 。 引 这 两 圆 
的 外 公 切 线 ， 设 
它 与 4 交 、 4Z 的 
交点 分 别 为 五 、 
C, 则 A4Z5C 即 为 所 求 。 
-2400， 已 知 底 边 BOC=o, 底 角 五 一 0， 册 
切 圆 的 半径 7， 求 作 入 


再 作 与 4、47 相 


人 A450. 
解 [ 作 图 了] 取 厂 
以 
BC 一 c 作 与 BC 的 距 
亢 为 7 的 B0 的 平 行 CC|_ZNN 


线 。 再 作 直线 BT 与 三 
平行 线 的 交点 为 元 使 CTBC= 号 2. 以 工 


为 圆心 ,7 为 半径 作 圆 。 过 有 C 分 别 引 切 半 
DB4，04， 设 其 交点 为 4， 则 人 4BO 即 为 所 
求 . 


[证 明 } 由 作 加 知道， 有 四 了 是 和 4B0 鸭 


内 切 科 。 它 的 半径 为 >。 又 因 人 
所 以 ZL4BO=6, 且 BO=a。 

2401.， 已 知 高 4 互 =j1，~4 的 平分 》 线 
4DP 一 Mi 内 切 圆 的 半径 *， 求 作 A4BO. 

解 作 4 互 王 2、4D 一 M、A.4 万 D 一 忆 
的 直角 三 角形 4 五 D。 在 互 4 上 取 万 媚 = 
过 召 引 了 5 的 平 
行 线 妃 7, 设 4 与 
7 的 交点 为 7， 以 
了 为 圆心 ,7 为 半 


线 4B,、40C, 与 万 如 
的 延长 线 分 别 交 于 
也 CO, 则 A4BC 即 为 所 求 。 

2402. 巨 知 内 切 图 的 半径 *y，-4 内 
的 旁 切 圆 的 半径 7 4B~4O=m， 求 作 
和 人 4p0。 

解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 ABC 已 
作出 。 设 内 切 圆 、 旁 切 圆 与 350 分 别 相 切 于 
及 也 则 

卫 7 一 4BP~40C= 公 〈 问 题 人 7)， 

N 
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圈 此 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 取 瑟 F 一 Mo， 
例 作 2 的 垂 线 三 、 
ZET'， 取 了 媚 一 7，7 一 
亿 . 分 别 以 工 卫 为 圆心 ， 
所 ?为 半径 作 圆 ， 引 两 
区 的 外 公 切 线 4B、4C， 
设 与 了 8 的 延长 线 分 别 
交 于 了 3、C， 则 A4F5O 
即 为 所 求 。 

2403， 已 知 BOC=a，4Bd4O= 力 ， 内 
切 加 的 半径 ”， 求 作 人 4B0. 

解 [分 析 ] 设 人 45C 为 符合 条 件 的 三 
角形 ， 内 切 圆 与 4 
的 切 点 为 吾 ， 在 ~4 内 
的 旁 切 圆 与 4 万 的 延长 线 
相 切 于 G, 则 


4B= 亏 (4B+40 一 BO) 


过 鸡 互 在 瑟 玉 的 两 


| 
| C 


一 到 (nm 一 四 1 全 


(问题 444) 。 因此 可 作 图 
如 下 。 
| 作 直角 三 角形 4BT， 使 7T 瑟 一 7， 


4 马 一 于 om 一 0 乙 召 一 人 R. 以 了 为 圆心 ， 


卫 为 半径 作 圆 7Z。 过 4 引 此 圆 的 切线 4F， 
在 4 克 、4 的 延长 线 上 分 别 到 G\ 鼠 , 使 


4G 一 于 (nm 十 gl) 一 4 瓦 ， 


过 人 入 互 作 相 切 于 4G、4 互 的 加 ， 引 此 部 与 
贺 了 工 的 内 公 切 线 ,， 设 它 与 4G、4 互 的 交点 分 
别 为 B、C, 则 人 A4BC 0 

2404， 已 知 底 边 
BO=c,4PB 二 4O=M， 
在 .4 内 的 旁 切 圆 的 
半径 思 求 作 人 A4BC。 

解 [分 析 ] 设 符 
合 条 件 的 人 4BC 已 
作出 。 边 4B、4C 与 
内 切 圆 、 汐 切 圆 的 切 
点 为 也 、 五 了、 吾 。 
则 


4 一 4 玉 一 互 (4B 二 BO+C4) 
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=- 于 (co 十 由 (问题 446)， 


也 有 1 一 刀 1' 一 BO 一 a〈 问 题 人 7) 。 
因此 可 作 图 如 下 . 
[ 作 图 ] 作 半 径 为 沁 的 圆 卫 过 此 圆 上 
任意 一 点 殖 引 切线 , 在 切线 上 取 点 4 使 
4 一 己 (a 十 人 )， 


过 4 引 加 了 的 切线 4 马 '， 在 4 妃 、4 万 ' 上 取 
也 及 一 也 ' 刀 一 a. 过 了 、D' 分 别 作 4 再 、4 柬 的 
垂 线 ， 它 们 的 交点 为 了 。 以 工 为 圆心 、7D 为 
半径 作 圆 。 引 两 加 的 内 公 切 线 ， 设 与 4 及 
4 万 ' 的 交点 分 别 为 瑟 、C， 则 A4BC 即 为 所 
求 。 

2405. 已 知 周 长 为 3s， 高 4 一 帮 内 切 
圆 的 半径 为 ”， 求 作 A4BC. 

解 设 A4BC 的 面积 为 8 则 S 一 sy。 过 
4 向 BO 作 垂 线 4 已 ， 


由 于 BC=a 则 人 
S~ 末 BO.4 刀 
-or 三， 


六 本 
所 以 BO 的 长 度 a 一 定 , 从 而 
4B+T40=26 一 0=28 一 2 (一 定 ). 


因此 本 题 可 归结 为 问题 2493. 

2406. 已 知 三 个 旁 切 圆 的 圆心 也 如、 
的 位 置 , 求 作 人 A4BC， 

解 设 人 DBF 的 得 足 三 角形 为 A4BO， 
则 人 就 是 所 人 


设 4D. 人 CO 的 时 、 
点 (A 人 DB 的 重心 ) 
为 阅 在 4 的 延长 
线 上 任意 取 一 点 五 
则 


EBD= 4PBF。 

根据 作 图 , 4、7、 有 下 、 工 四 点 共 圆 ， 因 此 
AL4BR :一 4T 卫 . 

又 因 人 DBC=TC(… 盏 愉 C、7 四 点 
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共 圆 )， 所 以 BD 是 /也 的 外 角 平分 线 。 同 
样 ，CD 也 是 ZC 的 外 角 平分 线 ， 所 以 刀 是 
/4 内 的 旁 切 圆 心 。 同 理 ， 吾 、 也 分 别 是 
BE、LC 内 的 旁 切 圆心 所 以 A4BC 即 为 
所 求 . 

2407 。 已 知 4B、4C 两 边 的 和 为 7 一 
一 9 内 切 圆 的 半径 为 ”， 求 作 A4BC. 

解 [分 析 ] 设 满足 条 件 的 A4BC 已 作 
出 , 内 心 为 了 过 
C 作 247 的 平行 
线 ， 与 B4 的 延 
长 线 的 交点 为 


D. 则 
LO= 4D， 


因此 DBD=4B8+4C=7。 


又 xpor- 寺 (Co+LA 
1 


一 BR- 瑟 b， 


因此 可 作 图 如 下 。_ 
[ 作 图 ] 作 两 直线 BD、BC, 使 CDBC=- 
2， 设 BD 一 2 作 与 BD、BC 相 切 、 半 径 为 了 


的 加 了。 设 以 DT 为 弦 , 含 {LB 一半 6) 的 


马 形 弧 与 30 的 交点 为 CO 过 0O 引 贺 工 的 另 
一 切线 与 DB 的 交点 为 4， 则 A4BC 即 为 
所 求 。 

2408.。 已 知 底 边 BC=c, 内 切 圆 半径 7， 
4 内 的 旁 切 圆 的 半径 
7 求 作 人 4B0， 

解 [分 析 ] 设 A4BC 
为 所 求 的 三 角形 。 入 它 的 
内 切 圆 ， 旁 切 王 与 4B 及 
其 延长 线 的 切 点 分 别 为 上 
愉 瑟 , 则 
DB 一 BC=a (问题 447). 
六 此 可 作 贺 如 下 . 

[ 作 贺 3 和 作 线 段 也 已 =a。 以 柬 了 两 点 为 
切 点 , 分别 作 切 于 直线 刀 玖 、 旦 在 这 直线 同 侧 
的 两 个 贺 入 7 设 其 半径 分 别 为 入 。 则 以 
此 两 贺 的 外 公 切 线 作为 两 边 ， 以 内 公 切 线 为 
另 一 边 的 A4B5C 即 为 所 求 的 三 角形 。 
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2409. 已 知 内 切 圆 的 半径 为 >， 一 个 旁 
切 圆 的 半径 为 *" 面积 为 mw2， 求 作 人 4B0. 

. 解 [分 析 ] 设 符合 人 
条 件 的 A4BC 已 作出 。 BEAN 
7 为 内 心 ,7 为 含 在 SC 
人 .4 内 的 旁 心 . 设 N 

4BTBOT+C4=23s，， E 
A4B50 的 面积 可 用 sy 
表示 ,所 以 

Mi2 一 SI。 全 

设 4B 及 其 延长 线 与 圆 7 及 圆 忆 的 切 点 分 
别 为 及 召 ，4F 一 % 由 加 得 s 一 下 ， 所 以 


4 为 定 长 。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 了 作 半 径 为 光 的 圆 z， 过 圆 也 上 
任意 点 到 引 切 线 4， 设 4=s ( 设 ?为 符 
合 o2? 一 sy 的 线段 )。 过 4 再 作 加 五 的 切线 
4H'。 在 /BF4 玉 内 ， 作 与 4、4Z" 相 切 
的 半径 为 和 的 圆 7。 引 加 工 忆 的 内 公 切 线 
与 4、4 瑟 的 交点 分 别 为 了 3、C, 则 A4BC 
即 为 所 求 。 

2410， 已 知 三 角形 的 内 心 厂 底 边 BC 
的 中 点 M， 及 从 4 
向 BC 所 作 的 垂 线 
的 垂 足 互 三 点 的 
位 置 . 求 作 A4BO. 

解 [分 析 设 
ALBO 为 所 求 的 
三 角形 。 内 切 圆 了 
与 BC 的 切 点 为 
也 , 旁 切 圆 忆 与 BC 
的 切 点 为 瑟 。 则 

卫 刀 = 一 OPD (问题 448) 。 

设 BC 的 中 点 为 Mr， 则 

Mr 一 MD。 q 
由 于 4、T、 刀 在 一 直线 上 ， 设 77' 与 BC 的 
交点 为 9, 因为 BT、B7' 分 别 平分 4BQ 及 
其 外 角 , 所 以 4、 工 @、 工 构成 调和 点 列 ( 问 
题 1479) 。 从 而 人工 9、 卫 在 BC 上 的 射影 
瑟 、D、9、 吾 构成 调和 点 列 . 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 连结 2 万 过 了 向 M 屯 引 垂 线 
TID， 以 了 为 圆心 ，7D 为 半径 作 圆 。 关 于 
作 点 也 的 对 称 点 刀 , 在 了 如 上 确定 点 9， 使 


苹 \、 也 @、 瑟 的 成 调和 点 列 ( 问 题 201 义 。 设 
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过 已 作 五 如 的 垂 线 ,， 与 @7 的 延长 线 的 交点 
为 4, 过 4 向 贺 工 引 两 条 切线 ， 与 吾 五 的 延 
长 线 分 别 交 于 玉 0， 则 A425C 即 为 所 求 。 
2411.， 已 知 人 B、<C 内 的 旁 切 圆 的 半 
径 7tr2, 两 边 4B、4C 的 和 7 求 作 A4BCO. 
解 [分 析 ] 假定 
合 条 件 的 人 4BC 
已 作出 。 设 CO、 人 B A- 
内 的 旁 切 圆 与 边 BC 
的 延长 线 的 切 点 分 别 
为 用 卫 , 则 


到 = 二 (4B 十 BO+OL) 


DB 乙己 


CD=- 坪 (4B 十 BCAC4)。 


人 也 已 = (了 百 十 DO) 一 2O 
一 4BT4OC 一 !。 


因此 可 作 加 如下, 

[ 作 图 ] 作 刀 一 7。 以 万 万 为 切 点 分 别 
” 作 与 卫 刀 相 切 且 半 径 为 9291 的 两 个 圆 , 引 此 
两 圆 的 内 公 切 线 ( 其 交点 为 4), 设 它们 与 忆 召 
的 交点 分 别 为 刀 、C (使 在 人 、~C 内 分 别 
包含 半径 为 fi 7 的 两 个 圆 )。 则 A4ZBC 即 
为 所 求 。 

2412. 已 知 人 B、C 内 的 旁 切 圆 的 半 
径 ”rsy>， 两 底 角 有 C 之 益 0, 求 作 A4BC. 
其 中 ~B< CC。 

解 ，[ 分 析 ] 设 符合 条 件 的 人 A4BC 已 作 
出 ， DB、~C [的 
旁 切 圆 的 画 心 分 
别 为 ZI1、 了 2) 站 
7472) 则 此 连 线 通 过 
顶点 4、 且 是 C4 YY 


的 外 角 平 分 线 . 作 内 角 又 的 平分 线 4 互 ， 过 


C 向 4 刀 引 霍 线 , 设 其 交点 为 妃 ， 则 
CBN DTa， 人 BOB 一 二 9 (问题 55)。 


设 Jizs 与 BC 的 交点 为 也, 则 


所 以 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 KKDZ= 亏 2， 在 DX 上 求 
两 点 IT2, 使 与 DZ 的 距离 分 别 为 cya. 然 
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后 以 五 、72 为 圆心 ， 和 4、ya 为 半径 作 圆 。 设 
此 两 加 的 两 条 内 公 切 线 ( 其 交点 为 4) 与 了 Z 
的 交点 分 别 为 BR、C (使 在 ~B、~C 内 分 别 
包含 圆 Ti、7To)， 则 人 4BO 即 为 所 求 。. 

2413.， 已 知 ~.B、~C 内 的 旁 切 圆 的 半 
径 i、y2， 底 边 BC=a, 求 作 A 人 4BC， 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 人 A4BC 已 作 
出 。 作 人 B、~C 内 的 旁 切 阅 刀 、 厂 ， 与 边 
4B、240 的 切 点 
分 别 为 卫 、 卫 ， 
瑟 \ 王 . 由 于 BD、 
C7 等 于 人 A 人 4BC 
的 半 周 长 %9 所 以 

4 思 一 一 4B，47 一 s 一 40， 
因而 ”4D-4Z 一 2s-(4BA4O) 一 BO， 
已 一 4DT47= BO=a。 
故 可 作 图 如 下 。 

5 作 图 ] 取 也 万 一 c。 在 忆 刀 的 两 侧 作 半 
径 为 mi yo 且 分 别 以 及 殖 为 切 点 的 圆 四 
Ta， 引 其 内 公 切 线 卫 刀 〈( 设 与 DZ 的 交点 为 
,再 作 两 圆 i，72 的 外 公 切 线 , 设 它 与 刀 卫 
的 延长 线 、 互 的 延长 线 的 交点 分 别 为 孔 、C 
G1 在 .人 内 , 7 在 CC 内 )， 则 人 A4BC 即 
为 所 求 。 . ， 

2414. 已 知 ~4=a， 含 在 4 内 的 旁 
切 圆 的 半径 为 4B~4C 一 mr, 求 作 人 4BC. 

解 [分 析 ] 设 2 角形 。 
过 4 内 的 旁 心 0， 
引 直 线 五 四 使 与 4 
4C 构成 等 角 ， 则 

4 万 一 4F。 

"。 4 也 十 刀 刀 

一 40 十 CO 也 ， 
即 4B 一 40 

一 CO 了 一 也 厅 。 

0O 奋 .B8 一 072 (问题 1169) 
又 0 本 一 B8 一 和 0， 可 知 C 妃 、BP 的 差 与 积 是 
已 知 的 ,所 以 CB、BF 可 决定 (问题 2016) . 

[ 作 图 ] 作 一 BF4 一 ax， 再 作 切 于 这 个 角 
的 两 边 而 半径 为 了 的 加 0. 过 0O 作 垂直 于 O4 
的 直线 ， 设 它 与 ~ 了 4z 的 两 边 的 交点 分 别 
为 吾 、。 再 在 4Z、4 万 上 分 别 求 点 瑟 、O， 
使 


0 再 一 BB 一 力也 玉 .O 刀 一 FO3 
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(问题 了 169)， 则 人 4B0C 即 为 所 求 。 


2415- 已 知 内 切 较 的 半 ' 权 >， .4 内 的 
旁 切 圆 的 半径 7，4 的 平分 线 4D=m, 求 
作 人 A4BC， 人 

解 设 人 ALBC 为 所 才 
求 的 三 角形 。 若 在 4D 
及 其 延长 线 上 求 出 内 心 本 AH 
了 与 旁 心 7 则 一 人 F 15 

47 4B 上 +4C 

7 ”5 忆 
(问题 1687) ， 

。 4D_4T+IDP_4B 上 40O+BO 

“” 了 7 也 DC 


O 
设 园 IT、 过 的 半径 分 别 为 和 7 (问题 976)， 则 
y/'_ 4 也 二 BOC+C4 


和 .4 万 +4C 一 BC 


7 4DB+TBCTC4 @ 
”” 9 一 28C 
训 4D 2271; 
由 人 @@、 回 得 了 7 万 ”7 二 《 定 ) 
由 4 一 7 所 以 
一 《和 一 让 7 
7 也 ER @ 


搬 据 Z7 的 长 度 变化 知道 7 是 定点 。 又 4、 
世 也、 了 工 构 成 调和 点 列 ， 所 以 二 是 定点 。 央 
此 作 内 切 圆 T， 旁 切 圆 允 ， 再 作 此 两 圆 的 两 
条 外 公 切 线 和 一 条 内 公 切 线 ， 即 可 求 出 
A 人 4BO。 

2416. 已 知 三 角形 的 三 个 旁 切 圆 的 半径 
7 II 求 作 A4BC， 

解 ” 设 三 角形 的 三 边 BO、4C、4B 分 别 为 
QC、D、c， 设 4 十 D 十 C 一 22D， 
则 

(2 一 9) 0 (2 和 站 )77， 
《2 一 0 部 表示 人 4BC 
的 面积 ， 其 中 TOO 表 
示 分 别 切 于 w、&、 2 的 旁 
切 圆 的 半径 。 

《CD 一 0Y 一 (2 一 芒 和 一 《2 一 007 
将 此 式 变形 为 : 


2 一 4 2 一 2 -2 一 
| 
人 7 他 0 他 07 
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.， _《p 一 g) 十 (2 一 芒 
工 


- 工 了 工 / 
人 少 1/ 


_(〈2p 一 2D) 二 (2 一 c) 
专 + 
介 们 

一 DZ 一 9 十 (0 一 0) ， 


工 上 
T 了 7 十 7 


-+ 二 
六 个 
因 北 三 角形 的 三 边 G、2、% 分 别 与 上 上 式 中 三 
个 分 母 的 数 成 比例 ,所 以 先 要 求 出 与 
了 工 工 于 工 工 . 
， 2 GY1 交 人 1 7 
的 三 个 或 比例 的 线段 。 把 上 式 各 项 委 以 光 
9 则 变 成 : 
II 17 11 .or 0 

( 7 十 7 ) (人 十 人 )， (r+ 工 777 下 
设 - 呈 全 一 oo 由 于 罗 是 oo 入 的 第 四 
比例 项 ,所 以 双 可 以 求 出 。 因 此 , 先 由 (和 十 
2)、( 十) 十 1) 三 条 线段 作 人 4BO， 
再 作 切 于 4B'，4C' 且 半 径 为 的 团 了， 然 
后 作 切 于 圆 二 且 平 行 于 BC 的 直线 30, 使 
贺 7Z 为 A4BC 的 旁 切 圆 ， 则 人 4BC 即 为 
所 求 。 


8) 作 三 角形 内 接 . 外 切 于 定 圆 (或 
定 多 边 形 》 


”2417 . 
人 


作 内 接 于 已 知 A4BO 的 人 AP， 
边 分 别 平 行 于 三 条 已 知 直 线 斑 、 了 、 


[ 作 图 ] 在 
4 如 上 任意 取 点 三 过 
之 向 芝 引 平行 线 与 
2C 的 交点 为 好 .过 
Z、 妈 分别 向 G、 了 
引 平行 线 ， 其 交点 为 广 。 设 BN 与 40 的 交 
点 为 环 ， 过 五 引 工 N 的 平行 线 与 4B 的 交点 
为 王 . 过 已 引 ZL 的 平行 线 与 BC 的 交点 为 


一 
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@, 则 APGBR 即 为 所 求 。 

[证 明 ] ZIZM1P9O， NIZ1/RP. 

但 DBNINER=BD:IZP=BM:MG9， 
因此 2WX 平行 于 9@R。 
"， PO1/ ,9R1]Z,， REP1G。 

2418.,， 作 外 接 于 已 知 正方 形 DBFG 的 
三 角形 4B0O, 使 ~4=a,， 4D.BD=m2。 其 
中 点 履 如 分 别 在 边 4B、4C 上 ,， GF8 在 BC 
上 。 民 

解 [ 作 图 ] 以 
正方 形 DBEHG 的 
边 卫 好 为 弦 ， 在 正 
方形 的 外 侧 作 含 角 
的 弓形 弧 . 在 GD 站 6 ，: C 
的 延长 线 上 求 点 已 ,使 DG.DD 瑟 =72 以 也 刺 
为 直径 的 圆 与 弓形 弧 交 于 点 4， 设 4D、4 允 
与 GB 延长 线 的 交点 分 别 为 BBC, 则 A 人 4BCO 
即 为 所 求 。 

证明] ECGB= 一 R= 一 一 乓 4B， 因 此 ， 
五、4、G、 巨 四 点 共 贺 . 
:， .4D.BD= 互 D.DG 一 mm2。 
又 AL4=a, 所 以 A4BO 即 为 所 求 作 的 三 角 
形 。 

2419， 作 与 已 知人 4BC 相似 且 外 切 
于 圆 0O 的 人 4BC, 并 入 
使 边 BC 过 定点 忆 。 

解 过 书 向 园 O 引 
切线 ， 在 切线 上 求 点 
了 B、C, 使 呈 


2ZOBP- 寺 LAB1 
2O0P= 玛 2C'. 


过 BC 向 圆 0 引 切 线 , 两 切线 交点 为 4, 则 
人 A48BC 即 为 所 求 。 


解 [ 作 图 ] 
过 四 0O 上 任意 点 


忆 , 引 弦 呈 瑟 .DZ 分 别 平行 于 已 知 直 线 开 瑟 (、 
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了 Z'。 以 .0 为 圆心 , 作 相 切 于 瑟 了 的 圆 , 过 了 
向 此 贺 引 切线 PBO， 与 外 圆 0 的 交点 为 瑟 、 
0C. 过 也 引 B4/ ZX' 与 外 国 0 的 交点 为 
.4 则 A4BC 即 为 所 求 . 

[证明 ] 由 于 了 78- 与 BC 是 同一 外 圆 0 的 
弦 , 同 是 内 圆 0 的 切线 , 所 以 这 两 条 弦 相 等 。 
因此 ， 一 五 DB 一 BE4O， 

但 4B1DZ 巨 ，… D71/4C0. 
因此 4B1/ 怀 X，40O/ YY 且 BC 通过 定点 
PP, 故 A4BC 即 为 所 求 . 


2421. 作 已 知 底 边 BC=a, 过 顶点 号 的 
高 3B 玖 一 7 的 三 角形 内 A 
接 于 已 知 圆 O。 

解 在 圆 O 内 作 弦 


BO=a， 以 Bo 为 直径 
作 半 圆 ， 在 这 个 半 贺 内 
作 纺 至 巨 一 j。 设 0 万 的 
延长 线 与 圆 的 交点 为 
4， 则 A4BC 即 为 所 求 。 
2422,， 求 作 底 边 为 定 长 , 其 它 两 边 4D、 


UVD 
人 


| 4C 分 别 平行 于 已 知 直线 OX .OF 的 三 角形 ， 


且 内 接 于 已 知 三 角 
形 刀 刀 了。 

解 ” 设 符合 条 件 
的 人 A4BC 忆 作出. 
此 三 角形 的 外 接 陨 
与 了 8 的 交点 为 
4 则 


B40O 一 DB4C 一 人 XKOT7。 

又 4'BO=4'4C0， 
4C1/O7， 4BO (已 知 )， 且 BO= 故 
A4BC 的 形状 和 大 小 一 定 。 根据 问题 2292 
先 在 另外 的 位 到 作 与 A4'BC 全 等 的 三 角 
形 ， 再 作 外 接 此 三 角形 与 人 DBF 全 等 的 
人 也 ' 刀 ' 有 (参照 问题 2293) ， 移 至 人 吾 D 丈 得 
内 接 三 角形 4.BC。 然后 作 A4BC 的 外 接 
圆 与 D8 的 交点 为 4， 则 人 A4BC 为 所 求 的 
三 角形 。 . 

2423. 求 作 内 接 于 已 知 圆 O 的 三 角形 ， 
且 使 其 底 边 BC 平行 于 已 知 次 线 ZM， 其 它 
两 边 4C\4DP 分 别 过 直线 ZN 上 的 两 个 已 知 
点 ZP、9. 

解 [ 作 图 ] 过 两 点 PP、98， 作 与 现 O 相 
切 的 圆 ( 问 题 2637)， 设 切 点 为 4,， 连结 P4、 


第 三 章 “三 角形 的 作 图 


@4。 其 延长 线 与 圆 0 
相交 于 C\B, 则 人 A4BC 上 甩 
为 所 求 的 三 角形 。 

[证 明 ] 过 点 4 作 切 
线 T47"， 则 

AQP4L= 一 -847 

一 了 4PB 
一 -LOB， 
THM1 BC. 

显然 , 边 4C、4B 过 已 知 点 P、9. 

2424， 设 人 4BC 的 外 接 圆 为 0， 已 知 
弧 BO、C4、4B 的 中 点 已 @、 五 的 位 置 , 求 
作 A4BC. 

解 设 连 结 OP、09、 
OZ 与 A4BC 的 边 分 别 交 
于 点 也 、 吾 、 闻 ， 则 ODL 
BO 0 了 8 40O 07 1.4DB. 
因此 有 


AC 一 (人 .DO 的 补 角 )， 
/4 一 (LEOF 的 补 角 ).。， 
因而 ,三 个 角 4、 妈 、C 一 定 ， 故 本 题 可 归结 
为 与 问题 2273 相同 的 问题 。 
2425. 求 作 内 接 于 圆 O 的 三 角形 4BCO， 
并 使 它 的 边 BC 平行 且 等 于 已 知 线段 全 工 ， 


4 的 平分 线 4 妃 过 已 知 点 卫 ， 

解 [ 作 图 ] 作 平 行 且 等 于 公 工 的 弦 BO， 
求 弧 BO 的 中 点 了 ， X 一 一 一 《 
设 2D 与 加 0 的 交点 
为 4、 则 A4PBC 即 


[证 明 ] 由 作 图 知 
BOLXT，4D 过 己 ， 
又 由 也 是 弧 BC 的 中 
点 .所 以 ,4 是 4 
的 平分 线 ， 并 通过 定点 卫 。 

2426. 求 作 内 接 于 已 知 A4BC 的 三 角 
形 互 FG, 其 中 互 为 边 BC 上 的 定点 , 了 G 的 
方向 是 已 知 的 ， 
且 使 互 也 :和 GE 一 
IN 了。 

解 [ 作 图 ] 
过 边 4C 上 任意 
点 召 ， 向 已 知 方 
疝 引 直线 ， 设 它 3 
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与 43 的 交点 为 下。 以 定 比 双 i% 内 分 与 外 
分 妃 8 的 两 点 为 直径 的 两 端 作 贺 (阿波 罗 
尼斯 网 )， 设 它 与 4Z 的 交点 为 卫 。 过 蕊 分 
别 作 忆 及 DZ 的 平行 线 与 4O、4 好 的 交点 
分 别 为 了 、Q, 则 人 ZXYG 即 为 所 求 。 

[证 明 ] 由 作 图 知 刀 下方 向 一 定 ,也 已: 也 甩 
是 定 比 。 又 王立/ 卫 瑟 ,和 GE DBF， 因 此 


ma ER em 了 2 wm， 


一 定 )。 


2427. 求 作 外 接 于 已 知 正方 形 PRS 


的 三 角形 4BC， 使 项 角 4 一 忆 、S 分 别 在 
边 4B\4C 上 , 9BR 在 DA 


一 站 -~ 一 ~ 从 :一 
上 


边 BC 上 , 且 4P:BP 
一 科 ; 名 。 其 中 吸 、 胸 
是 已 知 线段 。 

解 [分 析 ] 设 符 
合 条 件 的 ABC 忆 RS QQ  RC 
作出 ， 过 4 引 9 的 平行 线 与 4P 的 延长 线 
交 于 点 也, 则 

DP:PO= 一 4P:PRB 一 和 :7 
又 妈 在 以 PS 为 纺 含 角 ca 的 弓形 引 上 ， 故 可 
作 图 如 下 。 

作 图 ] 延长 SP 到 闪 ， 使 DPIPO 一 和 ; 
久 。 过 疡 作 @8 的 平行 线 , 与 以 PS 为 弦 、 含 
角 c 的 弓形 弧 交 于 点 4。 设 4P、4S 的 延长 
线 与 4 已 的 延长 线 的 交点 分 别 为 B、C， 则 
A4B0 即 为 所 求 。 

2428.， 求 作 内 接 于 定 圆 2 的 三 角形 
4BO， 使 其 边 4B、4C 分 别 通过 定点 P、9， 
且 BC 平行 于 定 直 线 驻 工 。 

解 设 人 42BC 为 所 求 的 三 角形 ， 过 C 作 
平行 于 P9e 的 弦 CD。 
设 B8 的 延长 线 与 
2e@ 的 交点 为 马 ， 则 
BEBP=D=--4. D 
因而 引 .4 @、 瑟 四 点 
共 加 ， 


了 PPB.P4 一 POP 万 。 
己 是 定点 ， 所 以 P4:PB 一 定 ( 设 过 书 回 
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CO 的 切线 的 长 为 mm 则 P4,.PB 一 mm2) ， 由 于 
PP 一 M2，P9 与 双 是 定 值 ,所 以 马 是 定 
点 。 设 8 XT7, ~ 人 DOB= ~PQR (一 定 )， 
因此 ,，BD 的 长 一 定 。 故 本 题 可 归结 为 : 过 定 
点 马 向 定 圆 O 引 割 线 也 BD, 截取 弦 2B3D 为 
定 长 的 问题 (问题 2125) 。 

2429. 已 知 4、B、C 三 点 和 圆 0， 求 作 
习 O 的 内 接 三 角形 刀 刀 万 ， 人 
0 DB、C 
中 的 一 点 。 

解 设 符合 条 件 的 
ADB7 已 作出 。 过 上 
忆 引 平行 于 4C 的 纺 
2G;, 连 结 G, G 画 的 


延长 线 与 4C 相交 于 A 了 
五 , 册 4PRBR 一 人 PGB 一 也 DB。 
因此 P、C、 刀 、 吾 四 点 共 圆 , 从 而 4P.4C 一 


4 妃 .4D。 又 4 是 定点 ， 圆 0 是 定 圆 ， 所 以 
4 也 ,4 马 的 积 一 定 。 因 此 4C\、42 的 积 也 一 
定 , 所 以 书 是 定点 。 本 题 便 成 为 作 两 边 G 囊 、 
五 8 分 别 过 定点 己 五， 第 三 边 GZ 平行 于 定 
直线 4C 的 三 角形 GZ 邓 的 问题 , 可 归结 为 问 
题 2428。 

2430. 作 已 知 圆 0 的 内 接 人 A4BO， 使 
其 底 边 BO 一 ac， 中线 DBD 
一 M， 且 其 重心 G 在 圆 O0 
的 定 直径 PO 上 ， 

解 [分 析 ] 假定 符合 
条 件 的 A4BO 已 作出 . 
BC 是 定 长 。 因为 外 接 贺 
的 大 小 一 定 , 所 以 < 4 的 
大 小 一 定 。 可 归结 为 作 
已 知 BO、 一 4、 中 线 刀 
的 人 4Bo 的 问题 (问题 
2303) 。 

[ 作 图 ] 作 贺 0， 等 于 定 图 0, 在 此 贺 内 作 
内 接 三 角形 4B'C， 使 BO 一 ao， 中 线 BT 
一 中。 设 A4'B'C' 的 重心 为 G"， 作 过 G' 的 
直径 PQ'。 在 园 O 上 求 点 4、B、C， 使 P4 
一 P'4， PB 一 PDB 90=980 则 人 4BC 即 
为 所 求 .。 

2431. 求 作 外 切 于 已 知 圆 0 的 人 4BC， 

使 其 三 个 顶点 4、 刀 .CO 分 别 在 由 圆心 所 引出 
的 三 条 定 直 线 0X,，OZ, 02 上 。 


| 设 其 半径 为 ， 再 作 与 
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解 [分 析 ] ”假定 符合 条 件 的 A4BO 已 
作出 。 设 与 圆 

0 的 切 点 分 别 
为 D、 允 、 万 。 
0O4、OB、O00 
与 圆 的 交点 分 
别 为 4， 了， 
0'. 在 圆 O 上 
任意 取 一 点 
P， 设 点 卫 关 
于 OF 的 对 称 点 为 @， 则 史 一 20，2D- 
多 ， 因 此 ， 纱 一 后 .又 设 : @ 关 于 02 的 对 
称 点 为 马 则 9C 一 CR，80' 一 2 和， 因此 ， 
6 态 一 8 礼 .局 样 ， 设 于 关于 OX 的 对 称 点 为 
S， 则 仍 = 纺 , 因此, 写 - 外 , 所 以 也 为 
然 的 中 点 。 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 在 人 XOF 内 的 圆 向 上 任意 取 一 
点 了， 按 顺 序 取 此 点 关于 三 条 直线 的 对 称 点 
@、 BR、S。 过 弧 PS 的 中 点 也 引 切 线 与 OX、 
OZ 的 交点 分 别 为 4、B。 过 4, 刀 分 别 引 切 
线 , 设 其 交点 为 C, 则 A4ZBC 即 为 所 求 。 

2432. 在 以 4B 为 弦 的 已 知己 形 内 ， 求 
作 与 已 知 三 角形 全 等 的 
内 接 三 角形 P9R. 

解 ”设法 作出 外 接 于 
AP9gR 的 与 已 知己 形 
全 等 的 引 形 就 可 以 了 。 
先 作 已 知己 形 为 全国 ， 


TS 
APgR 全 等 的 人 P@R 作 以 9 为 纺 . 半 
径 为 了 的 圆 (使 AP'9B 在 此 圆 内 ) 、 过 号 ' 
作 弦 4'B 一 4B, 则 把 这 个 己 形 移 到 与 原来 
的 弓形 重合 。 


《9) 已 知 面积 的 作 图 题 
2433. 已 知 顶 角 4(=a)， 中 线 Ce 
2 面积 (一 包 2)， 求 作 
A 人 4BO. 
解 ”假定 符 合 条 件 间 
的 A4BO 已 作出 . 引 
中 线 3D， 则 B 


人 
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又 CL4 一 0 已 知 本 的 边 3D 的 长 ， 顶 
角 4 和 它 的 面积 亏 工 m2， 所 以 A4BD 可 以 


作出 。 因 此 , 先 作 人 在 4 的 延长 线 
上 取 DC 等 于 4D, 则 人 4BC 即 为 所 求 。 

2434-. 已 知 顶 角 4( 一 a)， 中 线 4M = 一 
]) ,面积 (一 思 2， 求 作 人 48C. 

解 ”假定 符合 条 件 的 A4BO 已 作出 , 延长 
中 线 4MK， 截取 A 

、MD= .43 

则 

-人 A4MCSADMBE， B c 
因此 

SA4BD 一 SA4so 一 7202。 

而 4GC 1 BD， 所 以 “了 
4 万 D=180"。 一 人 B4O=180" 一 on 
4D=24 允 =2. 

已 知人 4BD 的 面积 、 边 4D 的 长 和 顶 角 
4BD 的 大 小 ， 所 以 可 作出 此 三 角形 。 先 作 
A4BD， 取 4D 的 中 点 为 民 ， 延 长 BM， 取 
JWC 一 BMI， 则 人 4B0 即 为 所 求 。 

2435. 已 知 底 边 BC(=aw)， 其 它 两 边 
4B、4C 的 比 (2:g9)， 面 积 〈 一 022)， 人 


的 A4BC 已 作出 .过 日 
4 向 BC 作 重 线 .4 甩 ， 
则 


A4BO- 亏 BC.4 忆 ， 


本 2 一 工 
71 于 4.4 互 。 


因此 4 克 为 定 长 。 设 其 长 度 为 ， 则 可 作 图 
如 下 : 作 BC=, 按照 0:9 求 内 分 与 外 分 BO 
的 点 愉 、 瑟 ， 作 以 忆 妨 为 直径 的 圆 。 再 作 平 
行 于 BC, 且 距 离 等 于 九 的 直线 刁 了 ,与 较 的 
交点 为 4, 则 人 A4BC 即 为 所 求 (如 果 能 够 作 
为 4 的 点 有 两 个 , 则 有 两 解 ) 。 


2436 .已 知 底 边 BC (一 c) ,从 顶点 4 向 
30 所 作 的 垂 线 的 王 足 A 
互 的 位 置 ， 角 4 的 两 
边 4B、4C 上 的 正方 形 
面积 之 和 (一 和 2 ， 求 作 
A4BC， & 以 六 C 


三 角形 的 作 图 
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解 [分 析 ] 设 人 4BC 为 所 求 的 三 角形 ， 
从 取向 底 边 BC 所 作 的 垩 线 的 垂 足 为 互 , 双 
为 BC 的 中 点 , 则 4M 是 此 三 角形 的 中 线 . 

.。 4B2? 十 402 一 mg2 一 2(4 了 2 十 BM2)， 

5 … 二 CQ2 
人 自 4M2 一 豆 ( om 3 人 


因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 线 段 BC 一 0 以 BC 的 中 点 双 


为 圆心 、W 了 (me -- 爷 ) 为 半径 作 加 从 


BC 上 的 已 知 点 互 作 BC 的 垂 线 ， 与 圆 的 交 
点 为 4, 分别 连结 4B\、4C. 则 .人 A4BO 即 为 
所 求 。 

2437. 求 作 三 角形 与 已 知人 4.BC 等 积 ， 
使 在 底 边 上 的 一 个 角 等 于 已 知 角 c， 且 底 边 
等 于 已 知 线段 ?.。 

解 过 A4FC 的 顶点 巨 作 直线 呈 吕 ,使 

万 BO=o， 下 
再 作 4 瓦 /5C, 则 AH 
SaA4Bc 一 SABEc。 全 
在 BC 或 其 延长 线 上 
取 线 段 号 届 一 ?2， 连 结 
五 瓦 ， 从 C 引 殖 刀 的 8 卫 《 
平行 线 , 与 瑟 妃 或 其 延长 线 的 交点 为 万 则 


”SABzBc 一 SAzrBP) 


因此 SaArsg 一 &Aac @ 
由 人 @、@ 四 得 

人 AFPpB 一 SA4BC， 且 万 忆 一， 人 7.B 克 一 0 
因此 AZ.BZ 为 所 求 作 的 三 角形 。 

2438,， 求 作 三 角形 ,使 其 底 边 在 已 知 四 
边 形 4BCDD 的 边 4 刀 所 在 的 直线 上 ，, 顶点 为 
CD 上 的 已 知 点 P,， 且 与 四 边 形 等 积 。 

解 过 刀 、C 分 别 
引 直 线 DX、CZ 平行 
于 了 4 PP, 设 与 4 
的 延长 线 的 交点 为 
王 了 。 则 AEZXTZ 即 
为 所 求 的 三 角形 。 

注 设 在 4B3 上 的 任意 位 置 取 民 了 "一 和 了 
由 于 人 AZZR'Z 一 人 人 PXT， 对 于 本 题 来 说 ， 即 
使 再 适当 增加 一 个 条 件 作 图 也 是 可 能 的 。 

2439.， 已 知 4( 一 xc)，~B( 一 6)， 面 
积 ( 一 2， 求 作 A45C. 

解 作 任 意 A4'BO0 使 了 4 一 a， CEB' 一 
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B, 设 与 它 等 积 的 正方 形 的 面积 为 %2, 求 线段 
BO 使 BO' :BO 一 % :1。 在 BO 上 作 与 


A4'BO' 相似 的 A4DBO， 
使 BO 为 BCs 的 对 应 边 。 

则 人 4BC 即 为 所 求 的 三 2 
角形 。 其 理由 是 : 

ALBOA4BO1 
as -eazo_ BC2 
由 于 SaiaB'c' 一 22 所 以 Se4sco 一 702. 

2440. 过 已 知 点 己 作 直线 , 与 两 条 已 知 
直线 O0X、O7Y 构成 AO4 万 ， 使 其 面积 等 于 
已 知 面积 。 

解 ” 设 和 矩形 到 DALN De 
羽 N 上 求 点 S， 使 
AS7T 一 一 XO7， 
延长 了， 取 了 MT 
算 形 到 ZUMN 面 积 

心 A403 一 Gasrm。 
由 04.0 一 74S . 
Zz (一 定 )， 可 归 0 
结 为 问题 2098 的 作 医 。 
(10) 其 他 

2441. 设 在 A4BC 的 外 侧 所 作 的 三 个 
正方 形 分 别 为 4BD 及 4OHG、BCHK,， 已 知 
的 三 条 中 线 分 别 为 b 
44、 人 BBCCO' 则 

BG=2441 
万 万 一 200C1， 
了 D 民 一 2PBP/ 
(问题 237) . 
因此 本 题 可 归结 为 ， 工 五 


一 Sasrzr。 

设 A40B 为 所 求 

三 条 线段 瑟 G、 瑟 互 、 瑟 站 的 长 度 ,， 求 作 
和 人 450。 

已 知 三 条 中 线 求 作 A4BC( 问 题 2319) 。 
2442 。 


的 三 角形 , 则 
解 设 人 4BC 


已 知 三 角形 的 一 个 顶点 、 外 心 与 ， 


重心 的 位 置 , 求 作 人 4B50. 

解 [分 析 ] 设 人 42BC. 为 所 求 的 三 角形 。 
已 知 顶点 4, 外 心 O, 垂 A 
心 豆 的 位 置 。 过 0 作 
30 的 稚 线 OM, 由 问题 全 
500 知 4 互 L220M，O04 
是 外 接 圆 的 半径 . 因此 8 C 
可 作 图 如 下 。 SS 
[ 作 图 ] 以 O 为 圆心 、O4 为 半径 作 圆 ,如 


图 所 示 求 点 MX， 使 QU 去 4B, 再 过 作 


垂直 于 0OM 的 弦 BC, 则 人 4BC 即 为 所 求 ， 
[证 明 ] 由 作 图 知 2 是 人 A4BC 的 外 心 ， 


因为 OM_LBO， 且 OU 二 4 瑟 , 所 以 妃 就 


是 人 4BG 的 季 心 . 又 4、O、 互 的 位 署 一 定 ， 
所 以 人 A4BC 是 所 求 的 三 角形 。 

2443. 已 知 顶 点 4， 底 边 BC 的 中 点 好 
与 垂 心 互 的 位 置 , 求 作 人 4BC。 

解 [分 析 ] 设 符 合 条 件 的 人 A4BCO 已 
作出 。 作 A45C 的 
外 接 圆 0， 划 OM1Y 
4 万 , 且 OM= 亏 4 志 


(问题 590) ， 因此 可 
作 图 如 下 。 
[ 作 贺 〗 过 政 作 


平行 于 鼠 4 的 直线 ， 在 此 直线 上 取 点 0， 使 
0 了 一 于 4 胞 (所 取 的 点 0 使 MO 与 4 同 


方向 ) 。 再 以 0 为 阐 心 、O4 为 半径 作 圆 , 过 
到 作 垂 直 于 4 号 的 弦 BC， 则 人 A4BC 即 为 
所 求 . 

别 解 过 了 作 4 刀 的 垂 线 MD， 取 鼠 关 
于 DM 对 称 的 点 互 " 作 4 瓦 ' 的 垂直 平分 线 ， 
再 过 2 作 DM 的 垂 线 ， 设 它们 的 交点 为 0. 
以 0 为 圆心 、O4 为 半径 作 圆 , 设 此 圆 与 刀 政 
的 延长 线 的 交点 为 B、C， 则 人 4BC 即 为 所 
求 的 三 角形 。 

2444， 已 知 底 边 50( 一 ac)， 外 接 圆 0 的 
大 小 与 位 置 ， 玖 心 互 的 位 置 , 求 作 A4BC. 

解 [分 析 ] 假定 A4BO 已 作出 。 过 0 
引 BO 的 垂 线 OMX， 由 于 圆 O 是 定 圆 ，BO 是 
定 长 ， 所 以 O 了 的 长 一 定 ，. 因 吾 是 人 A4HC 
的 重心， 所 以 由 问题 890 知 4 瑟 =20M， 因 
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而 4 总 是 定 长 。 因 此 可 作 图 如 下 .. 
[ 作 图 ] 在 圆 O 上 
任 作 等 于 2 的 弦 BC， 
过 0 引 BC( 的 垂 线 
OM'， 以 瑟 为 贺 八 、 
20 歼 ' 为 半径 所 作 的 
圆 与 加 0O 交 于 点 4 
再 作 弦 20 与 以 0 为 
圆心 、OM 为 半径 的 圆 相 切 ， 目 委 直 于 4 万， 
则 人 A4BC 即 为 所 求 。 
[证 明 ] 因为 BO=BC' 一 CC，4 万 上 BO， 
4 五 =2041, 所 以 刀 是 人 4B0O 的 重心 。 
2445., .已 知 两 个 角 与 甜心 豆 到 外 心 的 
距离 7)， 求 作 人 4HC. 
解 [ 作 图 ] 作 已 知 
两 角 的 任意 人 4BO/,， 
设 其 外 心 为 0"， 垂 心 为 
妃 '。 在 4B' 上 取 点 刀 ， 
使 4: 4BB' 一 1 :0 万 
过 召 作 BC 的 平行 线 ， 
与 40' 的 交点 为 CO, 则 A4B5C 即 为 所 求 。 
[证 明 ].， 由 于 A4BC 与 A4'B'C' 是 相似 
三 角形 ， 设 A4BC 的 重心 为 互 ， 外 心 为 O， 
则 0O7:O 石 "一 4B:4B'。 
由 作 图 知 O 妃 =， 又 两 角 等 于 已 知 角 ， 故 三 
角形 4BCO 符合 条 件 。 


2446.。 已 知 顶点 4 与 重心 G, 另外 两 个 
顶点 也、C 分 别 在 两 了 
定 直线 工 . 了 上 , 求 作 式 
人 人 450。 
解 [ 作 图 ] 在 


4G 的 延长 线 上 求 点 卫 
了 D， 使 GD= 半 4G， 


连结 刀 和 马上 任意 
点 五 ， 在 五 也 的 延长 线 上 取 允 /， 使 刀 刀 "一 
刀 刀 .过 如 ' 引 平行 于 到 的 直线 刀剑 '， 与 直 
线 了 交 于 点 .C。 设 CD 的 延长 线 与 直线 区 
的 交点 为 . 互 , 则 A4BC 即 为 所 求 。 
[证 明 ] 由 作 图 知 屋外 环 筷 ， 厂 万 一 万 万 /， 


.。 BD= Do, 旦 4G= 卫 4D。 


因此 G 是 A4Bo 的 重心 。 
2447.。 已 知 重心 8 与 一 顶点 4 的 位 置 ， 


三 角形 的 作 图 
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另外 两 个 顶点 忌 C 分 别 在 两 加 0、O' 上 ,来 
作 A4B0. 

解 [ 作 图 ] 连 
结 4G， 在 其 延长 ,。 
线 上 取 一 点 忆 ， 使 
GD=~ 艺 4G. 作 图 
0' 关于 也 对 称 的 圆 0", 设 园 0 与 圆 0" 的 交 
点 为 妃 , 连结 BD。 延 长 BD 与 圆 0' 的 交点 
为 C, 则 A4BC 即 为 所 求 的 三 角形 。 

[和 证明] 圆 0" 是 关于 卫 与 圆 0" 对 称 的 ， 

点 分 别 在 两 圆 0\、0"” 上 的 线段 BDC 被 也 
平分 ， 所 以 刀 是 BC 的 中 点 ，4D 是 A4BC 
的 中 线 。 而 4G=- 吨 4D, 因此 G 是 人 A4BC 


的 重心 。 
2448， 已 知 ZXOZ 内 的 定点 4 为 一 

顶点 , 在 OX、OF 上 分 别 有 顶 点 召 、C, 求 作 

A4BO, 使 4B+40= 四 ， 4BO 一 人 400. 
解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 人 4BC 已 

作出 ， 延 长 42 至 G, 使 BG=4C. 过 G 引 

OX 的 平行 线 QG， 

则 


AG= 一 A4BO 
一 400。 
过 公 互 向 OZ、GG 
分 别 引 垂 线 4 忆 、 
3 则 


AZBGHEc2A4O0Z 
( 40=BG，AC= AG， 
， 一 = /万 一 一 妃 ， 
又 4G=4B+40= 困 ， 
因此 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 由 4 向 OX OZ 引 垂 线 4、4 盏 。 
在 4 的 延长 线 上 取 点 五 ， 使 了 8 一 4 奋 过 


的 圆 交 于 点 G。4G 与 0 民 交 于 点 B。 引 直 
线 40, 使 CLB4D= CO4B， 设 与 OF 的 交 
点 为 0, 则 A4BO 即 为 所 求 的 三 角形 。 
2449.。 求 作 底 边 5C(= 罗 ，L4(= 内 ，， 
重心 G 与 外 心 0 的 距离 为 %m 的 三 角形 
4BO。 
解 ” 作 长 为 的 线段 BO, 以 BC 为 纺 作 含 
角 w 的 弓形 弧 ， 此 弧 的 中 心 为 0。 设 BC 的 
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中 点 为 1， 在 MB、MCO 上 分 别 取 点 及 也 ， 
使 MB 一 了 M 一 到 24B. 以 殖 玉 为 弦 作 含 角 


2 的 弓形 弧 ， 则 此 弧 A 
是 .A4ZBC 重心 的 轨 、 
迹 (问题 1801) . 在 此 
弧 上 求 点 G， 使 OG 
一 儿 ， 延 长 2G 与 以 
O 为 中 心 的 绝 的 交点 
为 4 则 A4BC 即 为 所 求 . 

2450. 已 知 外 接 况 O 的 位 置 与 大 小 , 边 
BC 的 长 为 o, 重心 G 的 位 置 , 求 作 人 A4BC. 

解 因 BC 定 长 ， 外 接 图 的 位 置 与 大 小 一 
定 ， .4 的 大 小 一 定 。 又 G 的 位 置 确 定 ， 则 
OG 的 长 一 定 ( 设 其 为 轴 )， 由 于 4=o， 
BC 一 aa，0G 一 人 u， 作 适合 上 题 的 另 一 
A4'BC， 使 Cn4 一 ac，BCO' =a，0G' 一 加 
(9' 为 外 心 ，Gz 为 重心 )， 则 人 AO'407G" 确定 . 
著作 与 它 全 等 的 AOGM， 从 而 人 4ZBo 和 确 
定 。 


2451. 已 知 启 边 BO(=a)，B(=0)， 
边 40 与 高 4 互 的 差 (= 一 M%)， 求 作 A 人 450. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 人 A4BO 已 作 
出 。 在 高 4 万 的 延长 线 上 取 点 疡 , 使 4D 一 
LC. 过 刀 作 BO 的 平行 线 ， 则 4C 一 4 万 = 
4 了 一 4 万 = 也 万 一 加。 因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 取 BC X 
一 0 过 丈 弛 j 与 BC 
的 夹 角 为 的 射线 
瑟 议 , 引 与 BO 的 距 
离 为 欢 的 平行 线 
召 不 ， 在 四 怀 于 取 
一 点 4， 由 4 向 
五 玉 引 垂 线 4D， 使 4D=4C (问题 1941) ， 
则 人 4BC 是 所 求 的 三 角形 

[证 明 ] 由 作 图 知 BC=a，B=6， 设 
4 与 30 的 交点 为 五 ， 因 为 4CO 一 4D， 所 
以 40 一 4 万 一 万 刀 = 和 四。 


2452。 已 知 4 的 平分 线 4D(=D， | 
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B(=9)， 从 顶点 C 到 4D 的 距离 (一 m)， 
求 作 人 420. 
解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 人 4BCO 已 


作出 。 设 人 4 的 

外 角 平 分 线 与 BC 是 

的 延长 线 的 交点 为 “人 \_rAA VE 

五 ， 则 AD /1C 下 
BD:DCO=BZB:CB、，B 攻 

了 因此 瑟 、D、C\、 召 构成 调和 点 列 。 故 可 作 图 


如 下 . 

[ 作 图 ] 作 4 一? 以 4D 为 弦 , 作 含 角 6 
的 弓形 弧 。 过 4 作 4D 的 垂 线 ， 在 垂 线 上 
以 47D 为 驴 弓 形 弧 的 另 一 侧 取 点 丸 ， 使 4 了 
一 名 ， 过 达 作 4 的 平行 线 了 到 。 然 后 过 也 
引 直 线 与 3R 交 于 CC, 与 4z 的 延长 线 交 于 
马 '。 在 此 直线 上 求 B'， 使 妃 C0:OD 一 到 了 B; 
DB'。 连 结 B'4, 与 弓形 红 的 交点 为 妃 ，。 连 
结 2D 的 直线 与 万民 的 交点 为 C， 与 4 柬 再 / 
的 交点 为 召 , 则 人 A4B50 是 所 求 的 三 角形 。 

[证 明 ] 由 作 图 知 ， 刀 、D、C\、 允 ' 是 调和 
点 列 ， 所 以 下 B、 矶 D、FOCO'、 卫 Bl 是 调和 线 
束 。 因 而 瑟 妈 C、 玫 是 调和 点 列 。 这 样 一 
来 ，4B、4D、4OC、4 刀 构成 调和 线束 。 又 
4DPL4B, 所 以 4D 成 为 CLB40 的 平分 线 . 
根据 作 图 4=71，.B=6. 从 C 到 4D 的 距 
离 等 于 了 4 一 人 双 。 所 以 A4BO 是 符合 条 件 
的 三 角形 。 

2453. 已 知 人 4 的 平分 线 4D(=7)， 

4B-BD(=M)，40 一 CD(=)， 
求 作 A4BC0。 

解 [分 析 ] 在 边 
BO 上 , 若 取 B4 必 Ca4" 
分 别 等 于 B4、C4, 则 
D4'、D4" 分 别 为 m、B 人 多 
%. 作 外 接 于 人 A44'47 
的 圈 , 则 此 辆 与 原 三 角形 的 内 接 圆 是 同心 圆 . 

设 一 有 人 C 的 平分 线 的 交点 为 0, 则 BO 
是 等 用 人 AB44' 的 顶 角 平 分 线 ， 垂 直 平 分 
44'。 同样 ，COCO 也 垂直 平 分 44"。 因此 O 
也 是 人 A44.4" 的 外 心 。 设 4D 的 延长 线 与 
圆 44'47" 的 交点 为 G, 则 4G 是 直径 。 因 
4D.DG=4'D.4"D, 可 以 求 出 DG。 因 此 可 
作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 求 符合 1.2 一 双 :% 的 线段 0， 以 ? 
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十 % 为 直径 作 圆 .在 任意 直径 4OG 上 取 4D 
一 5 设 以 忆 为 圆心 、.W 为 半径 的 网 与 上 面 所 
作 的 圆 的 交点 为 4，4 人 也 与 原来 的 圆 的 交点 
为 4"，44、44" 的 垂直 平分 线 与 4.4 的 
延长 线 的 交点 分 别 为 B、C， 则 人 A4BC 部 为 
所 求 的 三 角形 。 

2454，. 已 知 分 别 以 加 :020:9，7 :8 内 分 
三 边 BOC4、4B 的 点 奴 乡 丈 的 位 置 ， 求 
作 人 4PBO。 

解 [分 析 ] 设 人 4BC 为 满足 条 件 的 三 
角形 ,从 五 引 4C 的 平行 线 , 与 GP、9R 的 延 
长 线 的 交点 分 别 为 画 、 也 ， 则 

DP:PO=DPP:PC=M7:M 
因此 忆 是 定点 。 同样 ， 
入 尼 : 瓦 媚 "一 4 及 :有 DB 一 ?2S， 
召 ' 也 是 定点 。 所 以 直线 忆 石 的 位 置 可 以 确 
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定 ，4C 的 方向 一 定 。 同样, 过 C 点 作 4 的 
平行 线 与 玉 P、Bg 的 延长 线 分 别 交 于 F、G， 
则 及 G 为 定点 ，FCG 
为 定 直 线 ， 因 而 B4 
的 方向 也 就 确定 。 故  E G 
可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 在 QP、OR 
的 延长 线 上 分 别 取 点 
了 、 五 ,使 DP:PO= 
放 :名 ，@ 六 : 忆 盏 ' 一 和:3。 DJ 
再 在 Bo, BRP 的 延长 线 上 分 别 取 点 @G\ 交 ， 使 
QG:9BR=Dp:9， 厂 P:P7 一 名 :2 。 过 人 @、 玉 分 
别 作 乙 Z、FG 的 平行 线 ， 设 该 两 直线 的 交点 
为 4，4R、 刀 的 交点 为 媚 49、GF 的 交 
点 为 C, 则 A4BC 即 为 所 求 作 的 三 角形 。 


忆 及 
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I。 平行 四 边 形 


2455. 已 知 对 角 线 的 交角 -ay 角 CALBO 
(= 扩 ， 对 角 线 40( 一 凡 ， 求 作 平行 四 边 形 
4DBOD， 太 D， 

解 [ 作 图 ] 作 发 为 
4 的 线段 40, 以 40 为 
弦 作 含 角 有 的 弓形 弧 。 上 和 


过 4C 的 中 点 至 ， 作 与 
4 如 成 角 w 的 直线 五 B， 与 弓形 的 交点 为 
.在 B 刀 的 延长 线 上 取 点 也 使 妃 D 一 妃 媚 ， 
则 4BCD 即 为 所 求 的 平行 四 边 形 。 

[证 上 明 ] 因 对 角 线 4C\、232D 互相 平分 ， 所 
以 L4BOD 为 平行 四 边 形 。 再 由 作 图 知 ，LC 
一 0 .450O=8， 48EDB 一 a( 对 角 线 的 交角 


一 oa) 。 

2456， 已 知 对 角 线 的 交角 o 角 人 4BC 
(= 一 B)， 边 4B (= 0， 求 作 平行 四 边 形 
4.BCOD。 


解 :[ 作 图 ] 作 长 为 的 线段 4B, 以 4B 
为 驴 , 作 含 角 & 的 弓形 红 . 过 48 的 中 点 殖 ， 
作 /4BE 一 8 的 直线 如 F 与 弓形 弧 交 于 万 
过 4、 怒 分别 作 BF 的 平行 线 与 B7 的 延长 
线 和 42 的 延长 线 交 于 点 双 C， 则 450CD 


即 为 所 求 的 平行 四 边 形 。 

5 证 明 ] 因为 殖 是 .4 妃 的 中 点 ， 且 孟 下 1 
4D， 所 以 了 为 DOD D C 
的 中 点 。 同 理 ， 刀 为 
40 的 中 点 ， 因 此 
4BO0D 为 平行 四 边 
形 。 A 志 也 


”由 作 图 , 对 角 线 的 交角 为 c，L 一 0， 


.4BO 一 4 万 太 一 8， 
故 4BCD 为 适合 条 件 的 平行 四 边 形 ， 

2457， 已 知 两 邻 边 4( 一 )) ,BC( 一 M)， 
两 对 和 角 线 的 交角 (2)， 求 作 平 行 四 边 形 
4BOD. 

解 [分 析 ] 设 适 合 条 件 的 平行 四 边 形 
4BOD 已 作出 .。 过 可 
也 引 4C 的 平行 线 R、. 
也 妃 , 与 BO 的 延长 
线 相 交 于 了 吾 ， 则 

万 刀 一 2BC 一 27， 了 
ABDZ=6 CD=4B=7。 
故 可 作 图 如 下 。 

[作风 ] 作 长 为 2 的 线段 了 3 以 也 刀 为 
弦 作 含 角 的 弓形 弧 ,， 与 以 B 社 的 中 点 CO 为 
加 心 ， 长 7 为 半径 的 圆 相交 于 卫 。 若 过 吾 作 
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平行 且 等 于 CD 的 线段 B4， 则 4BOD 即 为 
所 求 作 的 平行 四 边 形 。 

[和 证明] 因 4BLCD， 故 4BCD 为 平行 
四 边 形 , 又 47D 业 0 则 407DP 也 为 平行 四 
边 形 。 所 以 4C 色 忆 如 ,从 而 ,对 角 线 的 交角 
6 等 于 人 BDZ， 


县 BO 一 于 BB 一 m， 4B=CD=1。 


2458， 作 与 已 知 A4BC 等 积 的 平行 四 
边 形 , 且 使 它 的 一 个 角 等 于 已 知 角 a。 

解 [ 作 图 ] 过 BC 的 中 点 开 作 人 COMDD 
一 x% 的 直线 MD， 过 4 A 了 TD 已 
作 CM 的 平行 直线 与 NA 
2D 的 交点 为 D， 在 
4 的 延长 线 上 取 点 至， js 
使 也 刀 一 MC, 则 ZDMCZ 5 M  “ 

为 所 求 作 的 平行 四 边 / 
形 c 


5 证明] 因为 DMKC, 所 以 DMCZ 为 
平行 四 边 形 ,又 4 了 1 BO, CM 一 于 BC 所 以 


SA4aBo 一 口 DMO 面积 。 而 ~DMC=a, 故 
DHMCZ 满足 已 知 条 件 。 

2459. 求 作 与 已 知 三 角形 己 等 积 的 平 
行 四 边 形 , 且 使 它 的 一 边 为 已 知 长 一 个 角 
等 于 已 知 角 aw。 

解 ”5 作 图 ] 作 平 行 四 边 形 4BOD 与 已 
知 乙 等 积 , 且 4BC  A D 下 
等 于 已 知 角 w (参照 
上 题 )， 延长 DO 到 了 志 ， 

使 C7 一, 过 卫 作 CD 

的 平行 线 交 4 忆 的 延 上 M N 
长 线 于 五 ， 连 结 TO 并 延长 交 4 妃 的 延长 线 
于 如 .过 妃 作 80 的 平行 线 分 别 与 DO、 了 也 
相交 于 点 M、N, 则 C2X 即 为 所 求 作 的 平 
行 四 边 形 。 

[证 明 ] 因为 局 4BOD 与 口 CMN 工 成 为 
沿 对 角 线 至 8 的 平行 四 边 形 的 余 形 ， 所 以 是 
等 积 的 。 而 ， 


L 


口 4BCD=P， 
， 口 CMNZ 一 
且 CZ 一 5 及 AM=A4BO=a。 
因此 C2NZ 为 所 求 作 的 平行 四 边 形 . 
.2460,， 求 作 与 已 知 平行 四 边 形 4BOPD 
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等 角 又 等 积 的 平行 四 边 形 ， 且 使 它们 的 一 边 
长 等 于 定 线段 1。 上 CC KK 
解 [ 作 图 ] 在 
4B (或 它 的 延长  D C- 
线 ) 上 作 4 马 等 于 
定 长 岂 过 吾 作 BO 
的 平行 线 与 DO (或 从 8 
它 的 延长 线 ) 的 交点 为 五 ,4 万 (或 延长 线 ) 与 
30 的 交点 为 。 过 玖 作 与 4B 的 平行 线 与 
已 F、-4 (或 延长 线 ) 分 别 交 于 点 G、 互 ， 则 
4BG 互 即 为 所 求 作 的 平行 四 边 形 。 
[证 明 ] 三 (或 到) 为 平行 四 边 形 4BR 瓦 
(或 4 万 5 力 对 角 线 上 的 点 ,由 于 
口 BO8 万 面积 一 口 PFG 互 面积 ( 余 形 )， 


.…。 口 4BOD 面积 = 口 4ZGZ 面积 。 

2461.， 求 作 两 组 对 边 定向 ， 且 与 已 知 四 
边 形 4BCD 内 接 的 平行 四 边 形 。 

解 [ 作 图 ] 过 4、 好 作 给 定 方向 的 直线 
40、BD', 设 它们 与 直线 BC、4D 的 交点 分 
因为 CO、 也 /， CD 与 
CD 的 交点 为 也, 过 卫 
作 与 4O"、B3D' 平行 
的 直线 PS、P@， 与 
边 4D、BC 的 交点 为 
8S、g. 过 @ 作 与 C'4 
平行 的 直线 @B， 与 
4 的 交点 为 有 ， 则 四 边 形 P9BAS 即 为 所 求 
作 的 内 接 平行 四 边 形 , 

4S CC CI 4R 
[证 明 ] 务 - 荔 -多 -入 ， 


PQ、B8 都 与 BD' 平行 ，PS、B9@ 都 与 40 
平行 ,所 以 P9RS 即 为 所 求 作 的 平行 四 边 形 。 

2462， 求 作 与 已 知 四 边 形 4BOD 内 接 ， 
且 以 其 已 知 点 0 为 中 心 的 平行 四 边 形 . 

解 [ 作 图 ] 作 边 4D 关 于 点 0 的 对 称 
直线 工 ， 与 BC 相交 于 点 至 . 作 边 4 瑟 关 于 
点 0 的 对 称 直线 1， 与 边 DC 相交 于 点 Z. 
设 BO、FO 的 延长 线 


全 风 克 5 二 AN 
是 一 EN 


因为 如 是 电 
直线 工 上 的 点 , 它 是 边 4LD 上 点 G 关于 
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对 称 点 ,因此 

五 0 一 0G6， 同 理 TO 一 0 万 ， 
故 盏 87G 玖 为 平行 四 边 形 ， 它 又 内 接 于 
4B507D 且 以 点 0 为 中 心 . 

2463. 以 已 知 A4B0 内 的 点 O 为 中 心 
作 平 行 四 边 形 , 且 使 它 的 一 边 在 人 4BO 的 边 
30 (或 其 延长 线 ) 上 , 另外 两 个 顶点 分 别 在 另 
两 边 上 (或 其 延长 线 上 ) . 

解 [ 作 图 ] 过 口 作 BC 的 乎 行 线 与 4C 
的 交点 为 D, 在 C4 (或 延长 线 ) 上 取 点 百 , 使 
CD 一 也 有 1。 过 刀 作 BC 的 平行 线 与 人 
长 线 ) 交 于 点 卫 ，EO 
的 延长 线 与 BC 的 交 
点 为 G， 过 刀 作 GT 
的 平行 线 与 BC 相交 
于 点 互 ， 则 BFGT 
即 为 所 求 的 平行 四 边 形 . 

证明] 因 了 BFG 克 的 两 组 对 边 分 别 平 
行 , 故 为 平行 四 边 形 。 又 因 

DO1/ BO， CD= 了 8( 作 图 )， 
.…。 了 五 0 一 0G. 
故 0 为 对 角 线 BG、 了 五 的 交点 ， 亦 即 〇 是 
中 心 。 

2464， 求 作 内 接 于 已 知 A4BO 且 与 已 
知 平行 四 边 形 相似 的 人 
平行 四 边 形 。 

解 [ 作 图 ] 设 已 
知 平 行 四 边 形 的 一 个 
角 为 c， 两 邻 边 的 比 
为 ml 过 4 作 直 线 上 D R (C 
.4 与 BO 相交 于 卫 , 使 /4DC=o, 过 4 作 
DG 的 平行 线 4 也 ,并 截取 4 刀 , 使 

4 了 :4 盏 一 和 :2 
连结 了 3Z 与 40 相交 于 & 过 &8 作 0 的 平 
行 线 SP 人 (为 SP 与 4 的 交点 )。 过 已 、&8 
作 与 4 了 平行 的 直线 P9、SR, 它们 与 BO 的 
交点 分 别 为 @、 忆 ， 则 即 为 所 求 作 的 
平行 四 边 形 。 

[和 证明] 因 P8:4D=BP:B4=PS:4 九 ， 
所 以 PO:PS= .4D:4 刀 一 mmX。 

又 AP4RB= -4DO=a， 
故 PRS 与 已 知 平行 四 边 形 相似 ， 

2465. 求 作 内 接 于 已 知 A4BO， 两 邻 

边 BB、BG6 分 别 在 边 BC、4B 上 的 平行 四 
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边 形 , 且 使 其 面积 为 m?。 

解 [ 作 图 1 作 一 边 等 于 A4BC 的 高 
-4 面积 为 ma 的 矩形 3KZM。 在 边 BO 上 
取 一 点 五 ， 使 
万 万 :BO= PEIEO。 
设 过 马 作 4B 的 平行 
线 交 及 与 40 的 交点 
为 丈 , 过 下 作 BC 的 -| 
平行 线 BG 与 4B 的 号 必 
交点 为 G， 则 3ZBBG 即 为 所 求 的 平行 四 边 
形 。 

[证 明 ] 从 邓 作 BC 的 垂 线 也 瑟 , 由 于 

4 万 : 克 刀 = 王 04:0 下 = BO:EO， 
又 矩形 了 KZM 面积 一 4D.B， 
口 BZBNHG 面积 一 也 五 -也 妈 ， 
短 形 BEZM 而 积 _4D.BK 


”” 避 3B78 面 积 7E .5 
BO.BKE_1 
本 5 
故 口 BBBG 面积 一 矩形 瑟 民 ZMh 面积 
一 122。 


2466. 作 内 接 于 已 知 A4Eo 的 平行 四 
边 形 , 使 其 两 邻 边 的 比 为 妈 ;7p 一 边 在 BO 上 
并 以 30O 上 的 已 知 点 了 为 其 一 个 顶点 。 

解 { 作 图 ] 任 作 一 条 平行 于 CO. 的 直线 


@BR'， 与 4B、4O 人 分 人 A 
别 相交 于 @、 .在 .ad 
4P 上 取 一 点 B0 使 《 Q/ 
本 %。 
过 三 作 P'G' 的 平行 


线 P@， 设 与 4 的 8 
交点 为 @.。 过 纺 作 平行 于 BC 的 直线 gzB, 再 

作 平 行 于 OP 的 直线 ES， 则 POORS 即 为 所 
求 的 平行 四 边 形 。 

证 明 ] 因 忆 9; PQ9=4 49-9'B3QR， 
所 以 PQ:GR 一 PiQ0QR 一 Im 

注 若 P4':Z =23M， 则 还 有 一 解 。 

2467.， 在 定 圆 O 外 有 两 个 已 知 点 4、B， 
在 圆 O 上 求 两 点 C、D， 使 四 边 形 4BPO 为 
平行 四 边 形 。 

解 [ 作 图 ] 在 “ 
平行 于 4 万 的 半径 
(或 延长 线 ) 上 取 
OO 再 一 4 嫩 。 以 五 为 
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圆心 、 圆 0O 的 半径 为 半径 作 贺 ， 设 与 圆 0 的 
` 交 点 为 C。 过 C 作 4 的 平行 驴 CD， 则 
4.B50D 为 所 求 的 平行 四 边 形 。 
[证 明 ] 因 BOV/CD, 所 以 
00B = -00D， 
两 个 等 腰 三 角形 CBEO，00D 的 底 角 与 腰 对 
应 相等 而 全 等 。 所 以 了 0 一 0D。 
由 作 图 BO=4B，。.…，4B=CD。 
又 4B1J/OZB1H1CD， 所 以 4BOD 为 平行 四 边 
形 。 
[讨论 ] 以 互 为 圆心 . 圆 O 的 半径 为 半径 
的 弧 与 圆 0 一 般 有 两 个 交点 (C 或 CI， 故 有 


一 解 ; 若 4B 的 长 大 于 圆 0 的 直径 则 无 解 . 


半 ” 在 平生 , 还 有 | 
注 在 平行 于 48 的 圆 0 的 直径 上 ， 还 有 | 但 由 于 4、/ 刀 一定 ，P、S、9 的 位 置 确 


等 于 4 的 一 点 丈 ， 若 用 好 作 图 时, 原来 的 
点 C 应 为 点 刀 , 而 点 了 为 点 C。 

2468. 作 以 已 知 两 点 4、C 为 相对 角 顶 
点 ， 其 它 两 顶点 在 两 已 知 圆 0、2' 上 的 平行 


四 边 形 4BOD。 
解 [ 作 图 ] 关于 40 的 中 点 媚 , 作 0 的 
对 称 点 瓦 。 以 马 为 
等 的 圆 , 与 圆 0 相 2 
交 于 点 也。 在 BB SN 
的 延长 线 上 取 点 A. 

[证 明 ] ”因为 4 一 CO，BZ= DB， 所 以 
4BOD 为 平行 四 边 形 。 又 圆 0'、 圆 如 关于 
点 将 对 称 , 所 以 也 在 圆 0' 上. 


避 
也 , 使 BF 一 TD 则 4BCD 为 所 求 的 平行 四 
2469,， 作 平 行 四 边 形 ,使 它们 的 对 角 线 


圆心 , 作 与 锅 2 相 
边 形 。 
交点 为 已 知 点 O， 且 四 边 分 别 过 已 知 点 己 、 


驴 、 卫 、 六 、 

. 解 . 设 忆 、& 关 于 O 的 对 称 点 分 别 为 P/、 
&r. 连 结 PRB，S'g， AS p 
它们 交 于 点 C。 再 人 
作 C 关 于 0 的 对 称 
点 4， 连结 4P、 中 
4S， 它 们 分 别 与 关 疝 SS 
0C9@、0B 交 于 点 B、D， 则 4BCD 为 所 求 的 
平行 四 边 形 。 


[征明 ] 因 点 0 为 4O、PP'、8S3' 的 中 点 ， 
所 以 4ROF，48CS' 是 平行 四 边 形 。 因 此 


: 同样 , 设 贺 4PS 与 


第 四 编 作 图 题 ， 


45CD 也 是 平行 四 边 形 由 作 图 , 忆 、q、 忆 、 
在 4B0O 的 各 边 上 , 又 O 为 对 角 线 40 的 
中 点 ， 故 所 求 四 边 形 适合 于 已 知 条 件 。 再 由 
作 图 ， 从 刀 B，S' 一 定 相交 可 以 看 出 , 若 . 
书 与 吾 重 合 或 8 与 @ 重合 时 , 则 本 题 有 无 
数 解 .“ 

2470. 求 作 已 知 各 个 角 、 周 长 为 2, 且 
各 边 分 别 通过 已 知 点 只 驴 及 8 的 平行 四 
边 形 4BCOD。 

解 ”假定 符合 条 件 的 平行 四 边 形 4BCD 
已 作出 。 设 A4PS、 人 ABP9 的 外 接 圆 的 第 


. 二 个 交点 为 如 , 过 三 引 任意 的 倍 弦 4.B， 则 
两 解 ; 若 42 的 长 与 圆 0 的 直径 相等 , 则 有 | 


人 A4BZDcpA 人 4 万" 万， 
oo 4 已:4 奋 一 4B0A4I。 @ 


定 ， 可 作 圆 P4S、 
PB9. 因此 吾 是 定 
点 。 可 求 出 4BI: 
4 忆 , 故 在 @ 式 中 
设 4B:4 瑟 一 MI 


圆 了 DS 玉 的 第 二 个 


| 交点 为 刀 , 则 4:4 丸 是 定 值 ( 设 为 %:I).。 因 


此 4 万 一 加 ,4 五 4D=%.4， 但 4B-LD 


一 已 ， 所 以 书 一 和 .4 十 24 玉 。 已 经 知道 


人 A4 瓦 太 的 边 殖 太 、 一 了 4 及 与 名。4 再 十 % 


47F， 就 可 以 作出 〈 问 题 2317) 。 因此 。 当 点 


4 确定 后 , 其 他 三 个 顶点 就 能 够 依次 确定 。 
2471. 在 已 知 四 边 形 4BCD 内 求 一 点 


. 卫 。 由 己 向 各 边 所 引 垂 线 的 垂 足 分 别 为 五 、 


、G、 丈 ， 求 作 平 行 四 边 形 瑟 8G 克 。 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 平行 四 边 形 已 
作出 。 作 外 接 于 四 边 形 4 了 PF 万 、BPBP7、 
CFPG、DGP 玉 二 
的 圆 , 延长 石 、 

G8 与 四 边 形 
PZBBZ 的 外 接 圆 、 
分 别 交 于 到、 二 
则 至 区 1 瑟 7， 从 
而 天 BD 一 万 P 方 
.…。 KBBTABHT 一 一 甩 BB。 

但 KBB=4B 万 = 一 4PF， 

LALBHT= -OFG= OPG， 
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A4PEHTAOPG= 4Bc， 
而 j 刀 PG=23R- 4DO， 
将 此 两 式 各 边 相 加 , 则 
ALPO= AL4BO+83R 一 4DO， 
因此 可 作 图 如 下 。 

【[ 作 图 ] 以 对 角 线 4C 为 弦 , 在 与 妃 同 一 
便 作 含 角 等 于 (4BO+323L 忆 一 AL4DPO) 的 
忆 形 弧 。 又 以 对 角 线 BD 为 驼 ， 在 与 C 同一 
侧 , 作 含 角 等 于 (BOCD+23R--B4D) 的 
己 形 弧 。 设 这 两 弧 的 交点 为 忆 ， 由 忆 向 各 边 
引 垂 线 、 其 重 足 分 别 为 五 、 五 、G、 互 ， 则 
了 8G 互 为 所 求 的 平行 四 边 形 。 

2472. 在 两 定 圆 O、O' 上 各 有 两 个 顶点 
4、 呈 与 CG、D， 作 平行 四 边 形 4BOD， 使 
4 一 ca，BOD。 . 

解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 平行 四 边 形 
4BCD 已 作出 。 过 0 作 直线 O 妃 ， 使 0 如 
4D, 则 ADBCc 人 40B, 而 4B=a 04= 
OB=7 (7 为 圆 0 的 半径 ),， 因此, A40OB 的 
形状 和 大 小 一 定 。 从 而 ADZBEC 的 形状 与 大 
小 也 一 定 。 故 


较 0 引 等 于 4 的 纺 DC ， 以 2C' 为 底 边 作 
人 ABCDO'。 设 马刀 一 刀 C 一 7 以 0 为 圆心 、 
0 为 半径 的 圆 与 以 D 为 圆心 .2 为 半径 的 
较 的 交点 为 妃 ， 在 较 0 引 垂直 于 BO' 的 弦 
CD. 设 PO= 过 了 肥 0 引 平行 且 等 于 0 如 
的 线段 ， 与 圆 O 的 交点 分 别 为 4 号， 则 
4BCD 即 为 所 求 的 乎 行 四 边 形 。 

2473.。 已 知 以 平行 四 边 形 4BO 的 三 
个 顶点 吾 、C、 为 圆心 的 三 个 定 圆 ， 在 顶点 
4 上 有 已 知 角 c， 
求 作 平行 四 边 形 
4P6RB， 使 含有 
已 知 角 <c， 并 且 
其 他 三 个 顶点 在 
三 个 定 早 周 上 ， 

解 ”假定 符合 
条 件 的 平行 四 边 
形 已 作出 ， 设 4C 的 中 点 为 C"，48 的 中 点 
为 9, 则 
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CQ' 一 到 Ce。 


设 2B 与 BD 的 交点 为 S， 作 ASC'@' 的 外 
接 贺 与 ASEZ 的 外 接 圆 , 它们 的 第 二 个 交点 
为 O, 则 
BODP= BSP= 0O09， 
OPB= -08 屯 =A090 
.人 AOBPoA 人 OO 
因而 ”0B8:00' 一 BPI09' (一 定 )。 @ 
而 ”~ 人 O50' 一 OP9/， 
又 COC =23 有 一 人 00'3 
一 2L 尼 一 0O8S 
一 OP， 
AOBc'cpA 人 OP9， 
因而 0B:OPR=B0O':PQ'=230':2P9/ 
一 六 D:PR。 


轴 而 


且 _AOBD= OPR， 
AOBDwmAOPR， 
AOc'DoAog'R， 
OPDO' 一 0819 
即 ODS= OBS. 
因此 O、S、 即 、 忆 四 点 共 圆 ， ASBP 的 外 接 
圆 , ASC'@' 的 外 接 DR 
圆 与 ASDR 的 外 < 一 
接 圆 相交 于 一 点 SS 
O， 从 而 汪 
AOc'g'oAODR， (上 一 [一 一 
“，00:OD 学 一 CO 
一 CQ DR (〈 一 定 ) 。 外 

由 国 、 轩 知 O 是 定点 , 又 由 于 

人 AOBPoAODR， 
所 以 OP:OD 一 DBP:DR， 

AOBP= 0ODR，OPB= OFRD.。 

引 瑟瑟 , 使 DR 一 一 BP4， 
引 -也 , 使 ”RD 一 PPB4， 
设 2B、DF 的 交点 为 媚 , 瑟 B、4P 的 交点 为 
刀 , 则 人 4BPoAFDPR， 
.4DB:TD=EBP:DR=OB:OD. 
但 ~4BP--OBP 一 JPDR 一 0ODR， 


即 4BO 一 8DO， 

所 以 A4BOwAFDO， 
~4O0B 一 -TOD。 ， 

因此 达 是 定点 。 又 由 


rwregg22rgeVeegrrrreereeryrrregirrree 一 一 全 一 一 -vc 一 
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OP4= -OPPB--4PPB 
一 人 ORD 丰 一 下 RD 
一 OZ 
所 以 0、 情 、 刀 如 四 点 共 圆 。 
PRB 一 POOR 一 BOD ( 定 角 )， 
“ALRB 一 一 忆 玉 一 PP4 妨 
一 .BOD 一 aw。 
确定 .关于 2BD 在 与 4 的 同一 侧 确定 0, 使 
OB:O00' 一 BP:OGO， 
0O0':0D 一 OPDR。 
确定 点 卫 , 使 
/4BO” 一 -7DO，-~ .40 一 7OD， 
以 42 为 弦 作 含 角 (一 BOD-a) 的 弓形 弧 ， 
设 它 与 圆 忆 相 交 于 尺 , 则 玉 即 为 所 求 平行 四 
边 形 的 一 个 顶点 。 因而 另外 的 项 点 瑟 . 纺 也 
可 求 出 。 


乙 . 和 矩形 

2474. 已 知 两 邻 边 的 和 勾 与 面积 炉 ， 
求 作 邱 形 。 

解 ! 作 图 ] 取 4B 一 M， 以 此 为 直径 作 
半圆 ,从 4 作 4 的 垂 线 40 等 于 m2. 过 C 引 
平行 于 4B 的 直线 与 圆 局 相交 于 也 , 由 忆 向 
4B 引 垂 线 刀 刀 ， 以 4 瑟 、 了 了 为 两 邻 边 作 矩 
形 4BHG, 则 此 矩形 ”一 -一 一 一 一 
即 为 所 求 。 

[证 明 ] 由 于 了 DB 上 DR 
垂直 于 直径 4DB, 所 6G 
以 也 盏 是 4 劝 与 如 也 
的 比例 中 项 。. 人 三 8 

.…。 4 万 . 刀 B 一 刀 了 2 一 402 一 72 
又 4 及 十 再 太一 .4 万 十 媚 B 一 4 一 M， 
因此 4ZEG 为 所 求 的 矩形 。 

2475. 已 知 相 邻 两 边 的 差 和 面积 o2， 
求 作 和 拢 形 。 


解 上 作 贺 ] 作 04-- 己 沾 4B= Te 


一 ~ 玉 的 直角 AO4B. 
以 @ 为 加 心 、08 为 半 
径 作 圆 ， 与 O4 的 延长 
线 相交 于 C、C,， 则 以 “5 
4C、40 为 两 邻 边 的 矩形 即 为 所 求 的 矩形 。 
[证 明 ] 4C=00-O4, 40'=OCO+O4d， 


ww。，4C' 一 LO 一 204 一 C，…. 
且 4C.4C' 一 4B2 一 a2。 
因此 以 4C'、4C 为 两 都 边 的 矩形 即 为 所 求 . 
2476。 求 作 内 接 于 已 知 男 0 的 矩形 ,使 
其 面积 等 于 已 知 正方 形 We 


N\2 


求 的 矩形 , 从 4 向 直径 B 
BD 引 垂 线 4 万 ， 则 
B4D= 一 RR， 
，， 4B.47D 一 有 D.4 刀 。，. 

设 较 O 的 直径 为 gr, 4BCD 的 面积 为 和 23. 由 

上 式 得 BD.4 瑟 一 加 2, 所 以 
27.4 克 一 712， 
7 


因此 4 已 为 定 长 。 故 可 作 图 如 下 。 
人 引 平行 于 3D 且 


距离 为 3 的 直线 X7， 设 X7 与 圆 的 交点 


为 4。 作 过 4 的 直径 40， 则 450D 为 所 求 
的 和 矩形 。 

2477. 试 作 与 定 三 角形 4BCO 底 、 等 
积 的 矩形 BODZ 

解 设 边 4B、4C 的 
中 点 分 别 为 民 、 六 ， 从 
妃 C 向 过 3 、 太 的 直 
线 分 哆 引 垂 线 ， 设 其 垂 
足 为 吾 、 刀 ， 则 BCDZB 上 C 
为 所 求 的 矩形 。 央 为 ， 从 4 向 DZ 引 垂 线 
4 万 , 则 

A4MEFseABMBE, A4NITeACND， 

“， Sa4ao 一 矩形 BOD 刀 面积 。 

2478。. 求 作 与 已 知人 A450 等 积 , 瑟 一 边 
为 了 的 矩形 。 人 

解 在 BC 或 D 
它 的 延长 线 上 取 
五 妞 一 ?7， 以 万 刀 
为 边 作 与 人 A4BO 
等 积 的 ADBZB， 起 C 了 
只 要 在 号 马上 作出 与 人 DB 如 等 积 的 矩形 就 
可 以 了 (参照 上 题 ). 

2479. 以 已 知 长 2 为 一 边 ,， 作 与 已 知 正 
方形 (面积 0 等 积 的 矩形 。 


和 于 要 全 


NT TO 
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解 〈i)》 作 一 边 为 “的 正方 形 4BCD, 在 
边 4 (或 其 延长 线 ) 上 了 


C_ 天 
取 4 互 =2， 过 点 互 作 可 
2 下 
到 ， 过 4 的 与 BO 的 交 Ak 眉 


点 卫 引 平行 于 4B 的 人、 
直线 , 设 它 与 4D\、 刀 巨 的 交点 分 别 为 G、 也 ， 


则 4BBG 为 所 求 
的 和 矩形, . 
(i)》 取 也 如 一 2， 
过 互 作 屯 瓦 的 垂  ， 和 
线 4 互 ， 使 4 五 一 BC 一 C 


.过 4 作 .48 的 垂 线 ， 设 它 与 号 互 的 交点 
为 0 则 好 互 、C 就 等 于 所 求 矩 形 的 两 邻 边 , 

2480. 试 作 与 人 且 其 两 
邻 边 的 比 等 于 Mo: 


人 在 BR 
一 真 线 上 按 上 顺序 取 
4、B3、C 三 点 ， 使 加 国 


4B=M，BC 一 ?。 设 以 40 为 直径 的 半圆 与 
过 点 吾 垂 直 于 4C 的 直线 的 交点 为 M， 在 
MB (或 其 延长 线 ) 上 取 点 召 ， 使 玉 百 与 已 知 
正方 形 的 一 边 相 等 。 设 过 殖 且 平行 于 4C 的 
直线 与 ML4、2C (或 其 延长 线 ) 的 交点 分 别 
为 从 五 ， 则 以 线段 厂 玉 、 五 厂 为 两 邻 边 的 矩 
形 即 为 所 求 。 

[证 明 ] 由 于 LCVYDP， 

也有 :1 一 4DB:BO 一 双 :1。 
而 ADM 瑟 是 直角 三 角形 ，M 避 DZ8， 所 以 
思 克 , 刀 万 一 2 万 2. 

凡 此 妃 、7 台 等 于 所 求 矩形 的 两 邻 边 。 

2481. 求 作 两 边 的 比 为 妈 :% 的 矩形 , 使 
它 内 接 于 A4BO, 且 A 
一 边 在 BC 上 。 

解 [ 作 图 ] 过 4 F 
作 BC 的 垂 线 47DP 和 
平行 于 BC 的 直线 
4 召 , 且 使 4D:4 刀 为 B )， KK DG C 
筷 : 名 。 连 结 如 3 如 与 4C 交 于 点 ; 由 丈 向 23C 
引 垂 线 8G,， 再 从 闷 引 BC 的 平行 线 万 达 , 与 
4 号 的 交点 为 互 ， 然 后 由 豆 向 BO 引 甜 线 
五 到 ， 则 二 五 到 G 即 为 所 求 的 卸 形 。 
下 证 明 ] 由 作 图 名 五 素 / .47， 
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所 以 五 及 :4 太一 玉 DTI4B， 
又 区 五 四 1 4 五， 
所 以 五 有 :4 万 一 万 了 :4 


“， 石榴 :4 万 一 瑟 丰 :4 万 ， 
因而 五 玖 :克也 =.4DD:4 万 一 人 :7 

注 当 ~C 或 了 B 为 钝 角 时 ， 则 9G 或 瑟 
便 在 BC 的 延长 线 上 , 此 时 气 形 在 三 角形 外 ， 
不 再 是 三 角形 的 内 接 矩 形 。 从 严格 的 内 接 定 
义 来 说 这 是 不 能 成 立 的 。 

2482. 试 在 扇形 04B 中 作 内 接 算 形 ， 
并 使 其 两 邻 边 之 比 为 和 29。 

解 [ 作 图 ] 在 扇形 04 已 的 弦 4B 上 ,过 
4 引 垂 线 40, 使 4BB 
:4C=77;2. 连 结 00， 
与 弧 .4 了 的 交点 为 也 ， 
过 忆 引 直 线 使 DG1/ 
0O4,， 站 及 1 .41GB， 
则 DZBFG 即 为 所 求 
的 和 矩形。 

[证明 ] 起 于 6G87 1 4B， GD1LC， 

，8G:4PB=-OG:04=GD:40， 
因此 TG:GD 一 4DB:4O 一 办 :02 
而 PEZG 显然 是 内 接 于 扇形 的 抢 形 。 

2483. 求 作 使 周 长 等 于 已 知 长 度 2 的 
矩形 ， 使 它 内 接 于 已 知 人 4BC, 且 一 边 在 边 
BC 上 . 

解 [ 作 图 ] 从 

4 作 Bo 的 和 三线 已 
4D， 过 4 引 平行 
于 BC 的 直线 4 了 D， 
取 4D'=.4D。 再 B QD 及 世 C 
在 BC 上 取 召 妃 一 D 由 马 引 平行 于 .48 的 直 
线 五 BF 与 CDP' 的 交点 为 召 . 过 履 引 平行 于 
BC 的 直线 FP， 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 
PP、 从 忆 SS 向 BC 作 垂 线 PO@、SE， 则 
2PORS 为 所 求 的 矩形 。 

上 证 明 ] 由 于 PBBF 是 平行 四 边 形 ,所 以 
卫 尺 一 如 五 一 2， 
SR:4D= 一 0S:04 一 SI4D' 

但 4DD=4D', 因此 SR 一 ASP， 
“PS 上 SR 一 一 太一 D。 
因此 PORS 的 周 长 等 于 22p。 

2484.， 求 作 两 邻 边 的 和 为 已 知 长 oo, 且 
内 接 于 已 知 半圆 的 矩形 4BOD。 
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解 [分 析 ] 设 内 接 于 半圆 的 矩形 4BCOD 


已 作出 过 圆心 0 作 4B 的 垂 线 OB, 取 OZ 
一 ‰, 连结 五 D, 设 与 直 下 
径 的 交点 为 召 ，O0DD 的 DA c 
中 点 为 G, 则 
ZO 1 DG， 
7TG 王 DO=2DG. FA 
由 此 FFG:DG=ToO:EO=23:1， 


汪 < 一 工 
， ZEO= 王 30 下 邓 。 


凡 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 直径 上 到 点 马 , 使 BO 一 志 m 
过 0O 作 2ZO 的 垂 线 O8， 取 OF 一 人 。 连 结 
允 8 的 线段 与 圆周 交 于 点 刀 。 然 后 过 点 也 引 
平行 于 直径 的 弦 DO, 过 DC 分 别 向 直径 引 
重 线 D4、CB, 则 4BCD 即 为 所 求 的 矩形 。 

2485. 试 作 周 长 为 2 的 矩形 4BCD， 
使 它 内 接 于 已 知 圆 0 

解 ” 设 内 接 矩形 4BOD 已 作出 .在 D4 的 
延长 线 上 取 点 吾 , 使 4 妃 一 4 万 ， 则 刀 刀 一 Mn， 
有 音 .DTHPB 一 个? 

以 直径 已 嘱 为 弦 ， 己 
作 含 角 伯 " 的 弓形 
弧 ， 设 它 与 以 忆 为 
圆心 ,， 勾 为 半径 的 
圆 的 交点 为 台 , 疡 及 
与 圆 O 的 交点 为 4, 则 以 4B、4D 为 两 邻 边 
作出 的 矩形 4BCD 即 为 所 求 。 

2486. 在 A4BC 内 ， 求 作 内 接 和 矩形 
刀 嫩 1G, 使 刀 下 一 五 太一 1 ( 定 长 ), 且 G 歹 在 边 
Bo 上 。 

解 [ 作 图 ] 过 呈 引 Bo 的 牌 线 ， 与 过 4 
平行 于 BC 的 直线 的 
交点 为 4 连结 4。 
在 BC 上 取 点 互 ， 使 
召 克 一 六 引 射 线 互 忌 ， 
使 CT 一 45。， 设 SSs 
五 区 与 4C 的 交点 为 BGH ER C 
到 '. 过 丈 ' 引 平行 于 BC 的 直线 , 与 4'B 的 交 
点 为 卫 ， 与 4 的 交点 为 卫 ， 与 40 的 交点 
为 也。 过 忆 、 马 向 BC 引 委 线 DG、B8， 则 
矩形 DBBG 即 为 所 求 。 

[证 明 ] 过 了 歹 向 BO0 引 垂 线 刀 下， 则 
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本 万 再 ' 一 45。， 因 此 ， 丽 ' 太 一 刀 /， 
了 DZ: BC 一 也 到 :BC 所 以 刀 妨 一 了 瑟 '。 
形 DBZG 内 接 于 A4ZBC， 
也 如 一 再 闻 一 刀 盏 一 丽 丽 / 
一 妃 万 ,一 互 柬 / 
一 B 万 一 7。 


由 于 
因 和 所 


| 因此 DBZG 是 满足 条 件 的 矩形 。 


2487， 求 作 内 接 于 定 A4BC 的 矩形 
DEFG, 使 DG 二 GZ = 1(0 为 定 长 )， 且 点 、 
了 在 边 5C 上 。 

解 [ 作 图 ] 过 4 
引 BC 的 平行 线 ， 与 
过 吾 的 BC 的 三线 交 
于 点 4 连结 40. 在 
BO 上 取 点 互 ,使 了 3 万 
一 2 引 射 线 五 筷 使 人 BT 巡 以 一 45。， 设 五 筷 与 
420 的 交点 为 G/. 过 @f 引 BO 的 平行 线 , 与 
4 也 的 交点 为 也, 与 4 的 交点 为 也 ,与 40 
的 交点 为 @。 过 卫 、G 庙 BO 引 垂 线 了 DB、 
GP, 则 矩形 刀 尽 FG 即 为 所 求 。 

[证 明 ] 过 双向 30 引 垂 线 GB， 则 

二 机 万 G' 一 45。 
可 知 ，G' 玉 一 下 刀 。 又 因 DE= DG 所 以 
DG-GB 一 DG' 十 G' 到 / 
一 五 刀 /十 万 /万 一 B 厂 =?。 
因此 ,ZE5G 为 满足 条 件 的 矩形 。 

2488. 求 作 内 接 于 已 知 直角 三 角形 
42BC 的 矩形 靖 PP， 使 直角 妃 为 公共 角 ， 
且 也 如上 十 万 太一 7 

解 [分 析 ] 设 满足 条 件 的 矩形 DBEBF 
已 作出 。 延长 忆 D， 取 
也 到 一 DB， 则 万 思 "一 1 
因此 到 在 平行 于 BO 
且 与 BC 距离 等 于 ? 的 
直线 屋 Z 上 。 

[ 作 图 ] 在 和 A4PBcC 同 侧 引 平 行 于 BC 
且 与 BC 的 距离 等 于 ?1 的 直线 和 Z， 设 40 
(或 其 延长 线 ) 与 了 的 交点 为 互 ) 连 结 五 也. 
过 到 COC 上 任意 一 点 也 向 Z 引 垂 线 也 到。 
以 妃 为 圆心 , 巡 为 半径 作 圆 ,与 忌 刀 的 交 
点 为 妃 , 过 吾 作 'D' 的 平行 线 , 与 4C 的 交 
点 为 卫 . 过 忆 向 4B、BO 引 垂 线 也 及 、 刀 了 ， 
则 DBB8 即 为 所 求 的 矩形 。 

2489. .在 上 题 中 , 求 作 使 DB 一 了 Z 一 入 
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的 珑 形 。 

解 延长 DF, 取 也 BF 一 
与 上 题 一 样 作 
图 . 在 与 A4BO 
相反 的 一 侧 ， 引 
平行 于 BC 且 与 
BC 的 距离 为 肥 
的 直线 瑟 了 ,40 
的 延长 线 与 又 Z 的 交点 为 素 ， 连 结 瑟 刀 。 过 
40 上 任意 一 点 也 向 人 XZ 引 垂 线 也 互 以 
刀 ' 为 圆心 、 疙 万 为 半径 作 圆 , 与 瑟 B( 或 其 延 
长 线 ) 的 交点 为 23. 过 互 作 妇 吧 的 平行 线 与 
40 的 交点 为 卫 . 过 呈 分 别 向 4B、-B0 引 垂 
线 DB、D8H， 则 DZBT 即 为 所 求 的 矩形 。 

2490. 求 作 内 接 于 已 知 人 48BC 的 殷 形 
DBTFG， 使 BGTGB 一 0 上 且 吾 ， 了 在 边 5C 
止 。 
解 作 4BLBO，441 BO。 设 44 与 
4' 刀 的 交点 为 4 作 区 有 AR 
以 44 为 一 顶点 的 直 
角 A4'BC 的 内 接 卸 | 
形 D'BIG'， 且 万 本 
在 50 上， 使 5G' 十 
G'F' 一 !( 问 题 2488) . 

设 DG' 与 4B、40 的 交点 为 刀 、G, 过 

向 BO 引 垂 线 DB、GE， 则 
， 矩形 DBFG'G2 和 矩形 了 DB8G， 

万 G 二 GZ 一 BG' 十 GT 一 1。 
网 此 DBFG 即 为 符合 条 件 的 矩形 。 

2491. 在 上 题 中 , 求 作 使 G 吾 --GF 一 7 的 
和 拢 形 。 

解 作 以 4BTBO、44'1 BO 的 点 4 为 
一 项 点 的 直角 人 4'BCO, 再 作 内 接 东 人 A 人 42BO 
的 矩形 D'BZAG"，B 到 在 BC 上， 使 G' 了 3-- 
G'B' 一 ! (问题 2489) 。 设 D'G' 与 4B、 LO 的 
交点 为 卫 、G， 过 、G 向 BC 引 愤 线 刀 马 、 
GTF, 则 和 抵 形 也 BTIG'2e 矩 形 DZTG， 

G 一 6 一 GIB 一 GT 一 7。 
因此 也 BFBG 为 符合 条 件 的 矩形 . 

2492. 求 作 内 接 于 以 人 为 直角 的 

人 A4B0 内 的 矩形 刀 B 万 , 使 其 面积 为 o2. 

解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 矩形 刀 刀 古 媚 
已 作出 。 另 作 4 为 一 边 的 矩形 4B 万 开 , 使 
4 万 , 互 瑟瑟 2 则 4. 了 万 = BD.BP。 


则 卫 一 


D、G 
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。。 BF.FO= 万 万 .BO。 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 BC 上 求 点 豆 ， 使 4' 了 一 
ml2， 再 求 点 忆 内 分 BC, 使 

BBC 一 了 8 瓦 .BO。 
当 作 出 以 BZ 为 一 边 的 内 接 短 形 BTZD 时 ， 
即 为 所 求 的 矩形 。 

2493. 求 作 内 接 于 已 知 A4BC\ 面 积 为 
zi2 的 矩形 DZHG, 且 使 九 、 刀 在 边 BC 上 。 

解 设 过 4 所 作 BC ev 
的 平行 线 与 过 好 所 作 
BC 的 垂 线 的 交点 为 4 
作 直 角 三 角形 4BO，D 
则 A4BO 与 A4BO 等 
积 ， 因 此 可 作 内 接 于 
A4'BC 的 矩形 D'BZ'G', 使 其 面积 为 m2( 参 
照 上 题 )。 设 D'G' 与 边 4B、4C 的 交点 分 别 
为 了 、G, 过 有 8 向 BC 引 重 线 DB、G 甩 则 
了 BFG 即 为 所 求 的 矩形 。 

2494. 求 作 面 积 一 定 且 内 接 于 已 知 正 
方形 4BCD 的 矩形 。 

解 [ 作 图 ] 作对 角 线 40. 在 A4BC 
中 ， 作 面积 等 于 已 知 面积 一 半 的 内 接 和 矩形 
了 1NM, 且 使 一 边 N R 
在 40 上 (参照 上 题 ), 延 ， 
长 也 2 EN 与 LDOD 
的 交点 分 别 为 互 .G, 连 

结 互 G, 则 五 FG 巨 即 为 
所 求 的 矩形 。 

[证 明 ] 办 形 关于 对 角 线 对 称 所 以 

矩形 BFNMWS22 上 矩形 辣 GNM。 
因 和 矩形 了 BFGZ 的 面积 等 于 瑟 JNM 面积 的 两 
倍 ,所 以 矩形 到 FGZ 的 面积 等 于 已 知 面积 。 

2495.， 在 已 知 A4ZBC 的 边 4B 上 求 点 

P, 过 引 平行 于 .BC 的 直线 与 边 4C 的 交 


.点 为 中 过 与 3 向 BC0 或 其 延长 线 所 引 的 
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垂 线 足 分 别 为 @、 忆 求 作 矩形 P9RS, 使 其 
对 角 线 的 长 等 于 1 

解 [分 析 ] 假 
定 符 合 条 件 的 矩形 
PORS 已 作出 。 设 
过 4 作 BC 的 平行 
线 与 过 C 的 BC 的 纪 
和 三 线 交 于 点 4，PS 或 其 延长 线 与 B4、4C 
的 交点 分 别 为 P'、&S'， 则 

DO:PS 一 BO:PG' 一 4B:4P) 
又 PS= PS'。 
因此 过 向 BO 引 垂 线 P9'， 则 
和 矩形 PRS22 上 矩形 PIBIOS' 
PiO 一 PR 一 )。 

故 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 ] 作 44/ BO, C4'1 BO， 其 交点 
为 4。 在 .4 刀 上 求 点 卫 使 CP' 一) 过 书 ， 
引 平 行 于 BC 的 直线 与 4B、4C 的 交点 分 别 
为 已 .S. 过 已.S 向 BO 引 垂 线 P9、BS, 则 
PQRS 即 为 所 求 和 矩形。 

2496. 求 作 矩形 4BCD, 使 其 各 边 分 别 
过 已 知 点 已、@、 有 玉 S,， 且 其 中 一 条 边 等 于 已 
知 长 。 

解 设 符合 条 件 的 和 矩形 4BCD 已 求 出 ， 
PP 一 B， 所 以 妃 在 以 P8 为 直径 的 贺 
周 上 , 又 AGOR 一 -BA 。 
所 以 C 在 @R 为 直径 的 
圆周 上 ， 又 BC 等 于 已 了 局 
知 长 ， 因 此 根据 (问题 
2191)9 为 两 圆 的 交点 ， 人 
过 @ 的 直线 与 两 圆周 的 
确定 。 连结 BP、CR。 过 8 向 BP、COR 引 委 
线 ， 其 垂 足 分 别 为 4、D， 则 4BOD 是 所 求 
的 矩形 。 

2497 . 求 作对 角 线 的 交角 等 于 w， 且 内 
接 于 已 知 平行 四 边 形 的 矩形 PRS。 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 矩形 PQRS 已 
作出 。 两 四 边 形 的 中 心 AP P 
应 是 同一 点 。 设 其 中 心 
为 0 则 OP=098, 由 
Pog=a， 所 以 可 作 
出 AOP@G. 因此 可 作 
图 如 下 。 也 R COC 


QQ 了 C 


D 
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[ 作 图 ] 设 4C、BD 的 交点 为 0， 根据 问 
题 2282, 作 以 O 为 一 顶点 ,在 4B、4D 上 有 
顶点 @P 的 AOP9, 使 OP=09, 且 APO9 
一 w。 设 @90、PO 的 延长 线 与 CD、BC 的 交 
点 分 别 为 &、 忆 ， 则 PQRAS 即 为 所 求 的 矩形 . 

2498， 求 作 四 条 边 分 别 过 五 环 、G、 妃 ， 
且 对 角 线 等 于 已 知 长 1 的 矩形 4BCD.。 

解 “ 设 符合 条 件 的 一 本 
和 矩形 4BCD 已 作出 ，， 
LAB4 媚 一 R， 所 以 忆 
4 在 以 如 刀 为 直径 的 K 
加 上 同样 ，C 在 以 NE 
了 G 为 直径 的 咒 上 .再 
过 忆 引 平行 于 瑟 互 的 弦 万 契 ， 则 

.4 刀 如 一 一 开 FO。 
因此 ， 两 条 弧 4 双 与 CK 相似 。 又 两 个 图 与 
点 卫 、 羽 确定，40 的 长 等 于 71， 在 这 两 个 圆 
上 分 别 求 点 4、C， 使 弧 妃 4. C 玉 相似 ，4C 
的 长 等 于 1( 问 题 2911)， 则 点 4、C 确定 .从 
而 B、D 也 可 求 出 。 


纪 . 正方 形 


2499,， 求 作 内 接 于 已 知 凌 形 4BCOD 的 
正方 形 BFG 万 。 . 

解 ” 设 凌 形 4B0D 对 角 线 的 交点 为 D, 作 
2Z4OP、~ BOC 的 平 
分 线 ， 与 尧 形 四 边 的 
交点 分 别 为 妃 .T、G、 
妃 , 则 了 8ZG 克 是 所 求 
的 正方 形 。 因为 
4.BODD 是 鞭 形 ， 所 以 

和 人 40522A 人 COp5P22ACOF2240D。 
0 也 一 OF 一 0G 一 0 万 ， 
且 万 GT 万 。 
故 忆 BFG 是 正方 形 。 

2500， 已 知 对 角 线 与 一 边 的 和 为 mw; 求 
作 正 方形 4BCD。 

解 [分 析 ] 假定 符合 条 件 的 正方 形 
4BOD 已 作出 。 延长 对 角 线 BD， 取 也 太一 
DO, 则 、 

忆 妃 一 7 


[了 ] 


连结 20, 则 
DBC= 亏 ADBDC=-232.5" 。 
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因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 贺 ] 取 线 段 妇 刀 
一 儿 ， 以 也 届 为 斜 边 作 外 
等 腰 直 角 ABBP。 设 
~BB8 的 平分 线 卫 C 
与 瑟 万 的 交点 为 C, 则 疼 一 人 下 
2C 即 为 所 求 正 方形 的 一 边 。 

2501。 已 知 对 角 线 与 一边 的 差 为 加 ， 求 
作 正 方形 450D. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 
件 的 正方 形 4ECD 已 作 
出 。 在 对 角 线 BD 上 取 
已 万 一 CD 则 瑟瑟 一 名， 过 
刀 向 BC 引 甜 线 刀 BFB， 则 三 e 
EC 平分 ZDBF. 因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] ” 取 了 3 盏 一 作 以 B 马 为 斜 边 的 等 
晒 直 角 人 了 BZB。 在 BZ 的 延长 线 上 取 点 D， 
设 DB 的 平分 线 与 BZ 的 延长 线 的 交点 
为 C, 则 BC 即 为 所 求 正方 形 的 一 边 。 

2502， 求 作 内 接 于 已 知 A4BC 的 正方 
形 , 使 其 一 边 在 边 BC 员 
上 


解 [ 作 图 ] 在 边  D 刀 K 


4B 上 取 一 点 了 ,过 刀 
向 BC 引 垂 线 DZ 以 
DB 为 一 边 作 内 接 3 三 XMF NS 
于 A4BC 的 正方 形 DBHG. 连结 BG 并 延 
长 ， 使 与 40 交 于 豆 ; 过 互 引 平行 BC 的 直 


线 ,与 4 已 的 交点 为 工 . 过 芭 羡 向 BC 所 引 


垂 线 的 垂 足 为 M、N， 则 忌 LMWN 即 为 所 求 
的 正方 形 。 
[证 明 ]. 生 Y / G 冯 ， /GD 
。 6 _BG_GD 


但 GTH=6D， 
因此 , 互 ZMWTX 即 为 所 求 的 正方 形 . 

2503 
方形 4DBZ 

解 以 3C 为 斜 边 
在 A4BC 的 外 侧 作 
等 腰 直 角 人 .BC 已 , 过 
4 向 号 B、CZ 引 垂 线 
4D\、47， 则 4DBR 
即 为 所 求 的 正 为 形 。 其 理由 是 : 因为 4 怪 平 


人 人 A4B0 的 正 


符 二 BBC, 则 
L]D= LE 一 LB 
所 以 4DZZ 是 所 求 的 正方 形 。 
2504. 已 知 定 圆 与 在 圆 内 的 一 点 PP。 . 
(1D 求 作 一 边 过 忆 的 内 接 正方 形 、 
(2) 为 了 完成 作 图 ， 书 应 在 加 的 秆 么 位 置 
上 


解 [分 析 ] 假定 已 作出 边 4 如 过 已 知 点 
一 的 内 接 正 方形 4BCD. 过 中 心 2 向 4B 作 . 
垂 线 ONX。 芳 已 知 贺 的 半径 为 *， 则 

ON=-”， 
3 
mA\ 人 
[ 作 吏 了 以 0 为 圆心、 7 天 


心 贺 ， 过 书 向 此 厅 引 切 
线 PN, 与 已 知 圆 的 
交点 为 4 了 3. 若 以 4B 
为 一 边 作 内 接 和 矩形 
4BCT， 则 此 和 矩形 即 为 . 
所 求 的 正方 形 。 

[证 明 ] 4MN3 一 人 2 一 全 一 写 ， 


0O4DP 一 人生 "， 


因此 ，4BCD 是 正方 形 。 又 4B 通过 书 所 
以 4BCD 是 所 求 的 正方 形 。 

[讨论 ] ”为 了 完成 作 图 ， 条 件 是 必须 使 点 
己 不 在 以 0 为 圆心 ， 以 - 记 为 半径 的 下 内 . 
即 OP 关 -三 : 由 于 多 是 加 内 的 点 ,所 
以 OP< 7 


- 态 2- 
时 则 有 一 解 。 
2505， 求 作 以 定点 了 为 顶点 的 正方 形 
B4BO， 使 其 边 4B、BC 或 其 延长 线 分 别 通 
过 另外 已 知 两 点 @、 互 。 
解 [分 析 ] 让 广 节 Z4Z0 已 作出 . 连 


结 PB, 则 C229- 党 BR。 因此 ; 刀 在 以 
FB 为 纺 \ 含 去 /的 导 形 鸡 上 . 又 GZ 
一 因此 ， 刀 在 以 @E 为 直径 的 四 周 上 。 
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改 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] “以 PQ 为 弦 作 含 角 号 /人 尼 的 弓形 
绝 ， 在 同一 俩 以 @K 为 直 


. 径 作 半圆 ， 设 它们 的 交点 也 
为 妃 . 过 一 向 BQ、B( 或 


其 延长 线 ) 所 作 的 垂 足 分 

别 为 4.C, 则 P4ZBC 即 为 

所 求 的 正方 形 。 罗 8 
2506. 求 作 内 接 于 定 扇形 04 的 正方 


A 


解 [ 作 图 ] 在 扁 形 043 的 半径 04、 
O8 上 分 别 取 点 王 、9，, 使 人 的 长 
为 任意 ) . 以 PQ@ 为 边 在 
与 0 相反 的 一 侧 作 正方 
形 P9RS. 直线 0S、O 尺 
与 弧 4 的 交点 分 别 为 
豆 、G. 如 图 所 示 作 瑟瑟 
1 SP，Gz 1 38， 与 
LO、B0 的 交点 分 别 为 
五 、 万 ) 则 万 BFG 万 即 为 所 求 的 正方 形 。 

[证 明 ] 出 作 图 知 ES] G， 

GETIBS=OB:OS=OG:0BR … 

一 互 刀 :SP 一 GE. 
因为 ZS=SP 一 BOQ@， 所 以 G 互 = 万 刀 =GF， 
又 AGB 了 一 GT 一 一。 

坎 此 瑟 FG 瓦 是 内 接 于 扇形 O4B 的 正方 形 . 
.2507. 求 作 内 接 于 已 知 弓 形 的 正方 形 ,使 
它 的 两 个 项 点 在 弧 上 , 另外 两 个 顶点 在 弦 上 。 

解 [ 作 图 ] 过 已 知 ec 
己 形 的 弦 4 好 的 一 端 4 
作 4 的 垂 线 40 取 Q 
使 4B 一 40C。 连 结 4 瑟 和 
的 中 点 O 与 C,OC 与 弓 
形 弧 的 交点 为 也 过 嘱 
引 平 行 于 4 刀 的 纺 B， 
过 刀 \ 刀 向 4B 引 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 以 卫 ， 
则 了 BFG 即 为 所 求 的 正方 形 。 

[证 明 ] 由 于 4C/GD, 则 04:40=0G: 
GD. 又 304=40, 则 04:204=0G:GD， 
因此 20G 一 GD. 过 0 向 了 D 互 引 垂 线 O 开 , 则 
垂 足 丈 是 万 刀 的 由 点 ,所 以 2 区 了 =DBE。 又 
OGD 玉 是 矩形 ,所 以 OG 一 瑟 D 因此 ,GD 一 
ED。 又 DZ5G 的 每 角 都 是 直角 、 所 以 


OoG A， 
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DBFG 是 所 求 的 正方 形 。 
2508.。 求 作 面积 等 于 已 知 和 矩形 的 正方 
形 。 TD 

解 ” 设 已 知 和 矩形 的 两 
边 长 为 ?、m， 存 任意 直 攻 
线 上 取 4B、BC 分 别 等 
于 1 各。 以 40 为 直径 人 
作 半 贺 , 过 召 作 40 的 垂 线 了 3D, 设 它 与 半圆 
弧 4DC 的 交点 为 D， 则 殖 了 D 是 所 求 正方 形 
的 一 边 。 其 理由 是 : 

4 了 .BO 一 71. 人 一 万 D2， 

2509. 求 作 与 已 知 A4B0 等 积 的 正方 
形 。 . 

解 ” 殷 据 问题 2477 作 与 A4B0 等 积 的 矩 
形 DBCZB, 然后 根据 上 题 可 以 作出 与 DBC 万 
筹 积 的 正方 形 。 

2510.， 求 作 正方 形 等 于 已 知 双 个 正方 形 
的 和 。 A 

解 “[ 作 图 ] 设 已 知 
似 个 正方 形 的 一 边 分 别 忆 
为 C、 入 C\G、 先 作 
以 c 与 2 为 直角 边 的 直 了 
角 A 人 4BCO, 然 后 过 CO 引 《 
委 直 于 40 的 直线 CD， 取 CD 等 于 c。 再 过 
也 取 等 于 @ 垂直 于 4D 的 直线 了 DB。 依 次 这 
样 作 下 去 ， 最 后 的 斜 边 4 区 就 是 所 求 正方 形 
的 一 边 。 


[证 明 ] 4B2T BO 一 402， 402-CD? 一 
4D2 
“"，4B2 二 BOzTOD2? 一 4D2， 
a2 十 22 十 c? 一 4D2?。 
同样 ， ca2 十 闻 十 c? 十 夸 十 … 一 4 科 ?。 


25311, 求 作 两 个 正方 形 ， 使 其 面积 之 比 
为 妈 :%， 且 两 个 正方 形 的 一 边 之 和 (或 差 ) 为 
定 长 ?。 

解 ” 设 在 点 己 内 分 (或 外 分 ) 等 于 定 线段 ? 
的 线段 4P, 使 4P2:PB2 一 以 :1。 
则 本 题 可 归结 为 问题 1933. 

25322. 求 作 对 于 已 知 正方 形 的 比 等 于 已 
知 比 a:2 的 其 他 正方 形 。 . 

解 [ 作 图 ] 在 直线 上 取 三 点 B、Z、C， 
使 B8 一 a，ZFO=b。 以 BO 为 直径 作 半 圆 ， 
过 巡 作 BC 的 垂 线 与 半圆 弧 的 交点 为 4。 设 
已 知 正 方形 的 一 边 为 2 在 4 上 取 4D 一 5 
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过 忆 引 平行 于 BC 的 直线 了 玉 ， 与 40 的 交 | 求 出 。 过 己 引 公 垂 线 4PB, 则 


点 为 妃 ， 则 4 即 为 册 
所 求 正方 形 的 一 边 。 
[证 明 ] 由 于 BO 多 c 
/DZ 则 
4B_4D， 也 记 
4O 4 万 
4P2a 4D2 
”2 4 柬 ” 
又 A4BO 是 直角 三 角形 ,4F 上 BO， 
4B2 DB 4 
人 
4D2 _ 4 
4B3  D” 


又 472(=- 态 表示 已 知 正方 形 的 面积 ， 所 以 
44 刀 即 是 所 求 正 方形 的 一 边 。 

2513. 设 有 三 条 已 知 线段 Q、& ,将 线 
段 % 分 为 两 部 分 ， 使 其 一 部 分 上 的 正方 形 与 
线段 妨 上 的 正方 形 之 比 等 于 另 一 部 分 上 的 正 
方形 与 线段 e 之 比 . 

解 [ 作 贺 ] 了 到 线段 4 了 = 在 其 延长 线 上 
取 Bo = 一.o.。 
过 4 作 4B 
的 垂 线 4 忆 ， 
使 4D 一 2 
过 好 引 CD 了 全 克 忆 
的 平行 线 BMN， 与 以 4D 为 直径 的 圆 的 交 
点 为 凤 、 万 。 连 结 DA、DN， 设 它们 与 234 
的 次 点 分 别 为 召 、 刀 ， 则 召 是 所 求 比 的 内 分 
4 已 的 点 , 了 是 外 分 点 。 

[证 明 ] 因 4W 垂直 于 了 5，D4C= 
五 ) 因此 

4B2:4Da= 也 MI:DM。 


镭 于 DOVA MB，.… 了 EM:DM=EDB:DBCO， 
邑 4 已 2:02 一 五 Bic。 

对 于 马 也 同样 可 证 。 

2514,， 求 作 以 已 知 两 条 平行 线 肥 戏 间 
的 定点 己 为 一 顶点 ， Q 
另 两 个 顶点 在 亏 、M 工 
上 的 正方 形 。 及 

解 (1) 与 点 书 相 P 
领 的 两 顶点 9、S 分 宫 
别 在 了 工 、 到 上 时。 . 

[分 析 ] 设 符 合 条 件 的 正方 形 PRES 已 | 


.0OX 的 直线 PB， 


AL4PQTABPS= 一 尺 ， 
且 . 428= 一 PSB， 
因为 P9= PS， 所 以 两 个 直角 三 角形 P49、 
SBP 相等 ,因此 49=PB、BS= 4P， 由 此 
可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 己 向 五 M 引 公 重 线 4PB, 在 
其 同一 侧 的 工 .MX 上 取 点 9\S8, 使 49 一 PB， 
BS 一 4P., 设 过 @ 与 3 分别 作 P9、P8 的 和 
线 的 交点 为 到 ， 则 PRS 即 为 所 求 的 正方 
(2) 两 顶点 至 .8 分 
别 在 二 2 时。 1 

[分 析 ] “ 设 符合 条 
件 的 正方 形 P9RS 已 
作出 . 过 刀 作 公 重 线 My 
4PB, 过 8 向 工作 重 
线 8C, 与 (1) 同样 ， 则 

人 APBSS2ARCS。 
因此 一 FO， OCS 一 SB=04 一 4P。 
从 而 . FE4=RO+C4=PB-OS 
一 忆 B 二 4B (一 定 )。 
故 可 作 图 如 下 。 人 

[ 作 图 ] 过 三 作 工 、 1 的 公 重 线 4PB, 在 
同一 侧 的 工 、M 上 取 点 瑟 、8, 使 4 一 4B 十 
PB, BS=4B， 过 一 与 忆 分 别 作 PS、SBR 的 
垂 线 ， 其 交点 为 9, 则 PQ@RS 即 为 所 求 的 正 
方形 。 

(3) 两 顶点 @、 忆 分 别 在 二 、M 上 时 ,用 与 
(2) 同样 的 方法 可 以 作出 。 

2515. 求 作 以 ACT 内 的 定点 为 一 
顶点 , 与 此 相 邻 的 两 顶点 在 两 边 OX、OY 上 
的 正方 形 。 

解 [分 析 ] 
PDUZO 已 作出 ， 
过 尸 向 OX 引 
垂 线 P4， 如 图 
所 示 。 引 平行 于 


假定 符合 条 件 的 正方 形 


使 忆 4 一 PB, 则 
在 人 忆 4DD 与 
APBO 中 , P4=PB，PD= PCO，DP4= 
/OPRB 

(…” ~CPB= BR 一 BP4)， 
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…。 APD42A 人 POPB， 
ACBP= AP4D= 一 
因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 己 向 OX 引 垂 线 P4, 过 卫 作 
OZ 的 平行 线 , 并 在 此 直线 上 了 的 两 侧 取 怀 、 
了 B', 使 FEB 一 P4 一 PB'。 过 厂 ，B' 作 了 3B' 的 
垂 线 BC\、C 它们 与 OZ 的 交点 分 别 为 C、 
CC。 然后 从 书 分 别 引 PCO、PC' 的 垂 线 ， 与 
OZ 的 交点 分 别 为 取 也 ; 过 C、D 引 PCO、 
Z 的 垂 线 ， 其 交点 为 妃 又 过 CO、 也 引 
ZO、PD 的 垂 线 ， 其 交点 为 互 '， 则 PCDD、 
2ZCEDT' 都 是 所 求 的 正方 形 ， 

[证 明 ] COPD= RE= “4PP， 
“，BPO= 4PD, BP=4P， 
PEBO 王 一 R 一 Pd 
因为 APBC22AP4D, 所 以 PC= PPD, 因而 
DEC 是 正方 形 。 同 理 ，BPD' 克 0 也 是 所 求 

的 正方 形 。 

注 本 题 的 另外 两 顶点 C、 了 召 或 召 、 刀 分 
列 在 边 OY、0O3S 上 时 ， 可 以 护 上 题 同 样 作 
图 

2516. 求 五 等 分 已 知 正 方形 4BCD 的 
面积 ， 使 其 中 四 份 是 以 已 知 正方 形 的 边 为 斜 
边 的 直角 三 角形 , 另 一 份 是 正方 形 。 


解 { 作 图 ] 在 边 4B3 上 取 吾 瓦 等 于 4 了 
的 五 分 之 二 ， 过 互 引 平行 于 BC 的 直线 ， 与 
圆 相 交 于 点 PP， 过 4 
向 BDP、 过 呈 向 CP /一 一 

hH 信 、 

AAA 

交点 为 到 则 PRES 5 ” 
是 正方 形 .四 个 直角 三 角形 人 PPBO, AGCD， 
五 分 之 二 ， 则 APEC 是 正方 形 4BOD 的 五 
都 和 人 APBC 相等 。 因此 都 是 正方 形 4BCD 
的 五 分 之 一 的 面积 。 又 因 


CZ 的 交点 为 互 .五 开 。 A D 

与 以 30 为 直径 作 的 

引 的 三 线 足 分 别 为 

& 9。 设 4S、DB 的 

人 A8&D4, 人 S4B 与 正方 形 P9RS 都 等 积 . 
[证 明 ] ” 短 形 互 BC 互 是 正方 形 4BCD 的 

人 3433 都 是 直角 三 角形 。 它们 的 余 边 与 一 

锐角 都 等 于 APBC 的 斜 边 与 一 锐角 ， 所 以 

PS=BS-- BP=PO-C@ 一 PaQ， 
所 以 PRS 是 正方 形 。 失 面 积 等 于 正 力 形 


第 四 编 作 图 是 


4BOD 的 五 分 之 一 . 

2517. 已 知 定 线段 4 了 3 及 其 上 的 定点 
P， 作 以 4B 为 斜 边 的 直角 三 角形 4BO， 在 
40 上 取 点 @, 在 B0 上 取 点 轧 , 使 P9OR 为 
正方 形 , 

解 ” 设 符合 条 件 的 
图 形 已 作出 ，CP 平 
分 LOCB， 所 以 CP 
过 以 4B 为 直径 的 圆 
弧 LMWB 的 中 点 M. 
@ 为 PM 与 弧 4ME 
的 共 斩 弧 的 交点 , 可 以 确定 。 

2518. 求 作 与 已 知 正方 形 相 等 的 正方 
形 , 且 内 接 于 另 一 已 知 正方 形 4BCD， 

解 ” 设 正方 形 4BOD 对 角 线 的 交点 为 0 


设 巴 知 正方 形 的 对 角 

线 长 为 m) 以 0 为 加 和 也 
心 \ 去 双 为 半径 作 回 ， (全 xzAAT | 
与 4 了 3 的 交点 (有 两 人 < 

个 ) 为 卫 , 在 BC、CD、 区 ~ 一、 4 
D4 上 顺 次 取 B@、 ~ 人 一 


CE、23 等 于 4P， 则 PRS 即 为 所 求 的 正 
方形 。 


2519,， 求 作 内 接 于 已 知 正 方形 4BOD 
的 正方 形 28ZG 互 ,使 站 
其 面积 等 于 4BOD 的 
3 
豆 。 G 

解 设 适 合 已 知 
条 件 的 内 接 正 方形 


BFHGZ 已 作出 , 则 两 


个 正方 形 的 对 角 线 交 点 是 相同 点 ， 设 此 点 为 
O, 由 此 
正方 形 4BCD 面积 4ZB2 
正方 形 万 让 6 万 曾 积 ” 姜 75 
二 
0O5 3， 
央 此 五 O 可 以 求 出 。 于 是 本 题 可 转化 为 上 题 
的 作 图 . 
2520. 求 作 外 接 于 四 边 形 4BOD 的 正 
方形 FG. 
解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 正方 形 她 HG 豆 
已 作出 。 由 于 一 如 一 R， 所 以 如 在 以 4D 
为 直径 的 圆 上。 同样 G 在 以 BC 为 直径 的 阅 
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上 ，, 连结 妃 G 并 与 两 圆 相交 于 点 P.Q@。 由 于 
BFG 巨 是 正方 形 , 对 角 ”EC 、W 
线 瑟 G 平 分 人 与 人 G， 
因此 ，BP、9 分 别 为 驱 
4D 九 . 红 BGC 的 共 虎 弧 
的 中 点 。 由 已 @ 可 以 
确定 及 G 的 位 置 , 从 而 
正方 形 吾 5G 互 即 为 所 求 ， 故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 分 别 以 4DP、BC 为 直径 作 四 ， 求 
四 边 形 内 驯 的 中 点 刀 、@, 连结 P@ 的 直线 与 
两 贺 的 另 一 交点 分 别 为 及 G。 连 结 了 4、 


也 DGB.GC 并 延长 相交 于 下 互 , 则 BFG 吾 | 


即 为 所 求 作 的 正方 形 。 
[证 明 ] 由 作 图 4BD、~B5GC 都 是 直 
角 , 又 了 、q9 为 弧 D4、CB 的 中 点 , 因此 
TBG= HGB=45。， 
L 妃 一 ABR， 且 万 瑟 一 刀 G。 
同 理 ~ 一 BR， 上 且 也 万 一 FG。 
因此 BFG 巨 为 所 求 作 的 正方 形 。 

[讨论 ] ”根据 原 四 边 形 4BCD 的 形状 ， 书 
和 全 如 果 在 原 四 边 形 之 外 ， 那 么 无 法 作出 符 
合 条 件 的 正方 形 (不 可 能 作 图 ) 。 当 己 、@ 重 
合 为 一 点 时 , 可 作 无 数 个 如、G。 因 此 外 接 于 
4BCD 的 正方 形 有 无 数 个 (未 定 的 时 候 )。 其 
他 情况 下 一 般 有 一 解 。 . 

注 设 弧 4BD、ZBGC 的 中 点 为 P\@" 则 
在 上 图 中 ， 落 不 连结 PQ,， 而 连结 P9@、PO` 
2 9 ， 则 除 上 述 正 方形 外 还 有 三 个 正方 形 . 
这 些 正方 形 的 各 边 ( 或 其 延长 线 ) 过 原 四 边 形 
的 各 顶点 ,但 不 是 四 边 形 4BCD 的 外 接 正方 
形 , 所 以 将 此 省 去 。 如 在 问题 2529 中 , 求 作 
过 四 点 的 正方 形 , 这 里 当然 包含 着 此 情况 . 

2521. 
方形 4BCD， 使 边 5C.CD 分 别 过 已 知 点 书 、 
9。 . 
解 本题 是 上 题 的 A 
特例 . 因此 解法 与 上 
题 相同 。 以 4P、49 
为 直径 的 圆 分 别 过 
五 、 了 .连结 BD 的 
直线 与 圆 相 交 于 点 
互 、 FE， 则 吾 刀 为 孤 4BP、479G 的 中 点 ， 
因此 位 置 都 可 确定 (参照 上 题 ) . 


2522. 作 内 接 于 已 知 四 边 形 4B0D 的 . 


作 外 接 于 已 知 三 角形 4PG 的 正 ， 
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正方 形 FORS. 

解 〈 和 问题 2572) 先 作 外 接 于 任意 正方 
形 P9'RB'S' 且 相 似 于 4BOD 的 四 田 形 
4B'COTD'、 再 在 4B、BC、OD、D24 上 求 点 
忆 、 4、 玖 、S， 使 - 

4 忆 :PB=4'P0IP' TB ， 
DB9I4O=- BOOO1， 
C: 大 站 一 0 已 ，， 
DS:S4 一 DSS 
因此 ，PQRS 与 Pi9'BS' 相似 ， 故 PRES 即 
为 所 求 的 正方 形 。 


2523. 求 作 正 方形 4BCD, 使 它 的 两 顶 
点 4、C 在 已 知 圆 O、O' 上 , 而 其 他 两 顶点 在 
己 知 直线 民 了 上 。 

解 [分 析 ] 设 . 
符合 条 件 的 正方 形 
46CD 已 作出 . 将 
ADOB 和 圆 0' 沿 
有 Z 对 折 ， 由 于 
4BCD 为 正方 形 ， 
所 以 点 C 与 点 4 重合 , 圆 0 成 为 图 0" 的 位 
署 ， 而 夯 0” 与 贺 0 的 交点 4 即 是 正方 形 的 
一 个 顶点。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 贺 0 关于 瑟 Z 的 对 称 较 0 
O 同 圆 0" 的 交点 为 4。 再 作 4 关于 王 乙 
的 对 称 点 CO， 以 4C 为 一 条 对 角 线 作 正方 形 
4BCD 即 为 所 求 。 

2524， 求 作 正 方形 4BCD, 使 它 的 一 顶 
点 为 已 知 点 4， 一 边 忆 
BC 过 已 知 点 已, 且 另 
一 边 CD 与 已 知 园 O 4A 
相 切 。 

解 [ 作 图 ] 作 互 
相 垂直 的 丙 直 线 4 如 、 
4P, 并 取 4 了 一 4P，B PP 
过 吾 作 圆 吕 的 切线 3DO, 作 4BP1N BO 4D 


-上 EC 。 DPCJLEO， 即 得 4D、 4 必 DO) 则 . 


554 


第 四 编 作 图 题 


2 


45CD 即 为 所 求 的 正方 形 。 

[证 明 ] B=AC 一 D= 2, 则 45CDP 
为 矩形 。 在 人 A4BP 与 人 4D8 中 ， 再 一 
一 人 忆 

4P 一 4 妃 ， BF4D= 了 P4 刀 = PR 
AB4P 一 了 D4 刀 . 
"“， 人 4BFE2A 人 4DT7， 
和。 万 一 4DD。 
故 4BOD 即 为 所 求 正 方形 。 

ft 讨论 ] ”一 般 切 线 有 两 条 .又 可 过 4 与 上 
面相 反 一 侧 作 4 刀 ， 从 而 问题 有 四 解 . 

2525, 求 作 正方 形 4BCD, 使 它 的 一 顶 
点 为 已 知 点 4， 两 条 边 BC、OCD 与 已 知 
O、O' 相 切 。 

解 【分 析 ] 设 符合 于 条 件 的 正方 形 
4BOD 已 作出 。 ， D 
以 4 为 中 心 , 将 | 
正方 形 4BCD 和 
处 0' 绕 4 旋转 
90。4BOD 成 为 
4BC 的 位 置 ， 
贺 0' 成 为 殉 0" 的 位 置 。 因为 4BCD 为 正 
方形 , 所 以 CC、 妃 、C 在 一 直线 上 。 BC 为 两 
圆 0 与 0 的 公 切 线 , 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 贺 ] 连结 40'， 过 4 作 4O' 的 重 线 
40' 取 40"=40'(0" 取 在 4 的 两 侧 )， 以 
O7 为 圆心 , 圆 90' 的 半径 为 半径 作 贺 , 再 作 两 
圆 0O、O"” 的 公 切 线 CO。 过 4 作 CCC 的 垂 线 
4PB， 以 4 瑟 为 一 边 向 加 O 的 一 侧 作 正 方形 
4BCD 即 为 所 求 。 

2526. 求 作 正 方形 45CD，, 使 它 的 两 边 
4D、48B 分 别 过 两 已 知 点 已 9,， 另 两 边 BC、 
CD 与 两 已 知 圆 0O、0O" 相 切 。 

解 [人 作 图 ] 作 PoO 的 垂 线 0 
GO'"'=PO, 以 07 为 贺 
心 、 圆 O 的 半径 长 为 
半径 作 圆 ， 再 作 两 圆 
OO' 的 公 切 线 CD， 
过 己 作 CPP 的 一 线 ， 
其 垂 足 为 站 ,过 和 
CD 的 平行 线 与 
的 交点 为 4。 作 0 
O 相 切 而 与 CD 垂直 的 直线 ， 设 它 与 49、CDD 
的 交点 分 别 为 B、C， 则 4BCD 即 为 所 求 作 


并 取 


心 


.两边 4 队 、4B9 


的 正方 形 。 

[证 明 ] ~4= D= -0 = BR， 因此 
4BCD 为 矩形 。 由 于 @F 1 4D1 OZB， FE 也 1 
.41 0 可 知 APOESEAQO" 下 。 

“。 了 了 万 一 9 
等 式 两 边 减 去 贺 O 的 半径 , 得 4B- 4D， 故 
4BCOD 为 正方 形 。 

2527. 求 作 一 边 4 过 定点 刀 ， 另 外 三 
边 4B、HC_CD 
分 别 与 已 知 男 
0O.O\、O"” 相 切 的 
正方 形 4BCD.。. 

解 设 两 贺 
O、0” 的 半径 为 
和 2 以 GO 为 
图 心 、* 十 gf/ 之 长 为 半径 作 贺 。 过 己 、O 相 
边 BC 与 圆 0' 相 切 ， 边 
CDP' 与 圆 0" (半径 为 ?十 7/) 相 切 , 则 得 正方 
形 4BC'D' (参照 上 题 )。 这 里 将 4 有 或 
BC' 平行 移动 距离 就 可 以 了 。 用 了 ~ 人 代 
替 了 十 ?由 此 可 得 其 他 解 ， 

2528. 求 作 四 边 与 四 个 已 知 贺 O、O-`、 
0".07 相 切 的 正方 形 4BOD。 

解 ” 设 四 个 已 知 圆 O、O、 人 OO” 的 半径 
分 别 为 和 YA 7 II。 以 O7 为 圆心 、7 十 和 
为 尘 径 作 贺 。 以 
CD10 为 圆心 、 4/ 十 
49” 为 半径 作 医 ， 
再 作 两 边 过 O、 
0O'， 其 他 两 边 与 
O"、 O( 半 径 
分 别 为 MY 十 2 
十 7 7) 相 切 的 正 
方形 4/B'O'D' (参照 上 题 ) 。 若 把 4'B' 平行 
移动 距离 ”， 或 把 4'D' 平行 移动 距离 兴 ， 即 
可 得 解 。 如 把 全 二 YU 以 守 一 入 代 规 十 
以 人 一 /7 代 蔡 , 又 可 作出 其 他 的 解 。 

2529， 求 作 正 方形 PRBS， 使 它 的 四 边 
延长 线 通 过 在 一 条 吉 线 上 的 四 个 已 知 点 4 
也 、C、DD ( 技 一 定 上 顺序 ) 。 

解 以 4D 为 直径 作 贺 O， 再 作 与 4 垂 
直 的 圆 0 的 直径 MOM'。 以 BC 为 直径 作 回 
05 再 作 与 BC 垂直 的 圆 0O' 的 直径 NON . 连 
结 MN (或 NM MXND) 与 圆 O 网 OO 


ne 
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的 交点 为 己 、 刀 。 设 两 直线 P4，BRO( 或 P4， 
了 B) 的 交点 为 @， 两 直线 PPD，BRB (或 了 了 
2CO) 的 交点 为 中 则 PORS 即 为 所 求 作 的 正 
方形 。 


M' .M P 
也 可 先 作 以 LC 为 直径 的 圆 , 以 BDID 为 直径 
的 圆 ， 再 作 与 4C 垂 真 的 真 径 MK20'/、 与 刀 也 
垂直 的 直径 WXN? 连接 2MN (或 凡 N' MAN， 
2 )， 同 上 而 一样 ,连结 此 两 点 的 直线 与 两 
圆 的 交点 都 可 以 作出 。 
也 可 作 以 48 为 直径 的 贺 与 以 CD 为 直径 


的 吏 , 可 同上 面 一 样 考虑 。 . 


注 本 题 是 问题 2520 的 特例 , 即 是 四 边 形 
4B0D 的 四 个 顶点 4、B、C、 也 在 一 直线 的 
情形 。 


4. 世 形 
2530. 作 与 平行 四 边 形 4BCD 同 底 等 


高 的 萎 形 BCBFB。 A F 

解 { 作 图] 以 
妆 为 圆心 、BoO 长 
为 半径 作 朴 ， 与 直 


线 4 相 交 于 也 。 卫 各 
过 C 作 235 的 平行 线 与 直线 4 相交 于 五， 
则 BC 即 为 所 求 。 

[证 明 ] BC 为 平行 四 边 形 , BC 一 BZ， 
所 以 BCEE 为 凌 形 。 
2531.。 求 作 两 边 
分 别 在 已 知人 4PBo 
的 边 4B、4C 上 ,一 
顶点 在 边 BC 上 的 凑 
形 。 


5 种 


解 作 4 的 平分 线 4D， 再 作 4D 的 重 
直 平分 线 与 边 4B、40 分 别 相交 于 马 . 了 , 则 
4ZDP 即 为 所 求 菱形 。 理 由 是 , 对 角 线 4D、 
了 3 互相 垂直 平分 , 所 以 4ZDZ 为 所 求 的 获 
形 , 
2532。 作对 角 线 到 BR 在 已 知 直线 撤 了 
上 , 边 P9、@R、RS 分 别 过 定点 工 、2、N 的 
萎 形 。 

解 [ 作 图 ] 作 点 1 关于 XZ 的 对 称 点 
M'， 连 结 M'N 与 7 交 于 点 孔 过 工作 
MX 的 平行 线 与 RM 
相交 于 点 @，@z 与 
X7 相交 于 点 了 P。 设 
过 王 作 9 的 平行 线 
PS 与 jz"W 的 交点 为 
83， 则 PGRS 为 所 求 
的 萎 形 。 半 

[证 明 ] 很 明显 . YY 
P@RS 为 平行 四 边 形 。 设 Ma' 与 X 了 的 交 
点 为 如， 则 

人 A 人 2 万 FS2AM'R。 


| 所 以 对 角 线 PB 平分 CQRS8, 从 而 PQRS 为 


菱形 。 
2533, 求 作 已 知 平行 四 边 形 4BECD 的 
内 接 鞭 形 ， 使 边 4B 
上 的 定点 乙 为 菱形 
的 一 个 顶点 。 

解 [ 作 图 ] 连结 
己 与 对 角 线 4LC、BDP 日 QQ 

的 交点 的 直线 与 CD 相交 于 瑟 过 O 作 


-2EO 忆 的 重 线 与 两 边 BC、4D 分 别 相交 于 俯 


8, 风 | PQRS 即 为 所 求 萎 形 . 

f 证 明 ] “平行 四 边 形 对 角 线 的 交点 0 为 它 
的 对 称 中 心 * 

POOR, 09=08. 

又 PR1L9S, 所 以 P9BAS 为 凌 形 。 

2534.。 求 作 两 对 角 线 的 比 为 加 :mu 的 凌 
形 ， 且 使 它 内 接 于 人 了 
已 知 的 平行 四 边 形 
4DBODD。 

解 [分 析 ] 设 内 9 人 
接 萎 形 FORS 已 作 拓 一 一 
出 。 两 四 边 形 对 角 线 的 交点 重合 , 


为 点 0. 


.在 人 APOG 中 , CPOG= -已 
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PO:Q9= 卫 R:9S 一 人 :7 
则 凌 形 一 定 。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 过 O 作 .48 的 垂 线 O， 作 直线 
OP 使 了 全 0O 一 已 且 O0 了 :IO 万 一 0 入 .再 
过 好 作 Oz 的 垂 线 卫 P 与 4 也 相交 于 己 ,PO 
与 BC 相交 于 。 设 过 0O 作 PR 的 三线 与 
4B、C 了 的 交点 分 别 为 @ 3 则 POZN 即 为 
所 求 菱形 。 

2535. 
为 已 知 长 。 

解 [分 析 ] 假定 问题 已 解 出 ， 
所 求 鞭 形 。 求 天 
4D 的 中 点 2， 
连结 OU, 则 
OM=M4=MD 3 D 


作 已 知 圆 0 的 外 切 萎 形 , 且 边 长 


4BOD 为 


于 mw E 
所 以 可 作 图 如 下 。 
…E 作 图 ] 过 O 作 长 为 误 吧 的 线段 oz 
再 过 允 作 贺 0 的 切线 。 在 此 切线 上 点 2 的 
两 侧 分 别 取 长 为 于 m 的 线段 MA4、MD， 以 


4D 为 一 边 , 作 贺 的 外 切 四 边 形 4BCD, 且 使 
4D=4B, 则 4B3CD 为 所 求 芍 形 . 

[证 明 ] 在 A40OD 中 ,4M 一 MO 一 30 了. 
又 . ~A4OD=- 玉 4B=4D， 
因此 ， A4ODPEeA40B， 

小。 40B= -40D= 一 有 
又 刀 0O、 了 三 点 共 线 ， 且 BO=OD，BO 是 
4B0 的 角 平 分 线 。 由 BOL4CO, 可 知 4 如 
王 BO。 同 理 , 4D= DO. 所 以 四 边 形 4BCOD 
的 各 边 都 相等 , 它 是 芙 形 。 

2536., 求 作 两 边 分 别 在 已 知 两 平行 直 
线 二 M 上 ， 另 两 边 分 别 
过 已 知 点 4、 五 的 葵 形 。 

解 ” 设 平行 线 到 2 的 
距离 〈 公 重 线 的 长 ) 为 js 
以 4 为 直径 作 园 ， 取 长 
为 天 的 纺 4 吾 (或 4 瓦 )， M 
过 卫 、 互 (或 妃 互 ) 的 直 及 
线 与 及 1 分 别 相交 于 以 妨 ， 设 过 4 作 SR 
的 平行 线 与 工 、 的 交点 分 别 为 忆 、9， 则 
29ERS 即 为 所 求 的 菱形 。 理 由 是 , 由 作 图 , 平 


五 ， 则 


第 四 编 _ 作 题 


行 线 Pe 与 到 的 距离 和 与 4 有 的 距 嵩 
都 等 于 因此 平行 四 边 形 为 菱形 . 
2537, 求 作 边 分 别 平 行 于 已 知 四 边 形 
4BCD 的 对 角 线 且 内 接 于 此 四 边 形 的 尧 形 。 
解 [ 作 图 ] 过 4 作 37 的 平行 线 40， 


4 忆 的 交点 为 38，B 
过 8 作 DB、4C0 
的 平行 线 SR、 
SB, 与 4B、OD 
的 交点 分 别 为 《4 
卫 、 忆 - -过 己 作 4C 的 平行 线 Pg 与 BC 的 交 
点 为 9, 则 PQRS 为 所 求 作 的 鞭 形 。: 
[证 明 ] PS8/L40 
| .…。 PS:40= BP:B4. 
又 FEP9140，… P9@:40=BP:D4， 
六 此 PS:40' 一 PO@:LO， 
从 而 ”PS8=P9 (… 40=40n) 。 
再 由 SR 4O 知 ， SR:4O 一 DS: Da4。 
而 4C 1/ BD, 因此 
D8S:D4=BS:BO' 一 PS:4C。 
SRB;4O 一 PS:40， 
.。 SP 一 PS， 

又 SB=P9， 所 以 P9RS 为 凌 形 。 两 组 对 
边 又 分 别 与 已 知 四 边 形 4BCD 对 角 线 平行 
符合 题 设 条 件 。 

2538. 求 作 与 已 知 人 A4BC 等 积 旦 一 角 
等 于 60* 的 装 形 。 下 .人 

解 过 点 4 引 BC 的 
平行 线 与 过 点 召 与 BO 
成 60* 角 的 直线 相交 于 如 


SaA4Bo 一 SAzgso 。 
设 BC 的 中 点 为 W， 在 
边 BO 上 作 与 3 到、BU 的 比例 中 项 相等 的 
线段 D. 在 BB 上 作 BP 一 TD 则 人 BPD 


为 等 边 三 角形 ， 
万 .BM 王 一 BD2- 也 也 .及 P 
(， BD=BP)， 
因此 ， Baapp 一 SAappx 一 于 Se4aso。 


再 作 点 书 关 于 2D 的 对 称 点 9, 则 PB9GD 即 
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为 次 形 ， 它 的 面积 为 2SAsgxk， 即 与 A4BC 
等 积 。 
2539。. 作 内 接 于 平行 四 边 形 4BODD 且 
面积 为 思 2 的 葵 
形 。 

解 设 POORS 
为 所 求 作 的 鞭 
形 ， 葵 形 的 中 心 
就 是 平行 四 边 形 
42B0D 的 中 心 . 
在 OP 上 作 与 O9 相等 的 线段 08 那么 


- OP.09=OP.09'- 王 M2。 


设 点 乙 在 边 4D 上 移动 , 点 @' 的 轨迹 就 是 一 
个 男 (问题 1874) 。 作 此 贺 的 直径 OBR， 若 
保持 OP 与 09 垂直 , 也 在 4D 上 移动 , 则 使 
OP.09 一 亏 弛 的 点 @ 的 轨迹 就 是 以 O 为 
中 心 , 把 前 面 的 圆 旋转 90。(O 允 ' 与 CR 垂直 
且 相 等 )， 也 就 是 以 0 了 ' 为 直径 的 圆 。 设 此 
圆 与 边 4 的 交点 为 @， 则 8 为 所 求 著 形 
的 一 个 顶点 。 设 80 与 C 也 的 交点 为 &, 通过 
0 与 @8 垂直 的 直线 与 边 4D、BC 的 交点 分 
别 为 忆 王 ) 则 PRS 即 为 所 求 作 的 次 形 。 


号 。 梯 形 
2540. 以 线段 wC、2、c、2 为 四 边 作 梯 


形 . 
解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 梯形 4BCD 
已 作出 ，4B、BC、CDP、7D4 的 长 分 别 等 于 
4 DC 设 4D1/ 530, 过 4 作 4 刀 /DC 交 
3BC 于 瑟 ， 因 此 
4 万 一 DO， 
4D 一 了 0O， 
而 “BRB 一 50--4D 
一 0 一 0 化 
故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 4B 一 w 4 瑟 一 c、ZBZ 一 D 一 0 
的 三 角形 4B 瑟 . 在 号 如 的 延长 线 上 取 BECO 一 
d 过 4 作 BC 的 平行 线 并 取 4D=w 则 
42B30C7 即 为 所 求 作 的 梯形 。 
2541. 已 知 两 底 ao、2， 两 对 角 线 双 、7 
求 作 梯形 。 
解 . [分 析 ] 设 4BCD 为 求 作 的 梯形 , 过 


全 
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九 作 40 的 平行 线 了 交 BO 于 点 召 。 则 在 
ADB 中 ， 
刀 妃 一， 也 刀 一 .40 一 7， 
了 BZ 一 5C+4D=o-D。 
故 可 作 图 如 下 。 人 D 
[ 作 图 ] 作 
人 A 人 DB, 使 世 
闻 9 万 一 C 十 D， 
万 也 一 ， 3B .也 
也 刀 一 72, 在 了 如 上 取 BC=a, 过 也 作 BO 的 
平行 线 并 取 D4 一 0D， 则 4BCD 即 为 所 求 作 
的 梯形 。 
2542. 已 知 两 对 角 线 的 长 为 W、 和 两 对 
角 线 的 严 角 为 A 5 D 


, 求 作 梯形 。 

解 上 作 锅 ] 

作 人 3BDZ, 使 也 2 
了 BD 一 加 ，D 妨 一 0 BD 宛 一 8. 在 了 巨 允 上 取 点 
C, 使 BC=-a. 设 过 C 所作 也 允 的 平行 线 C4 
与 过 履 所 作 BC 的 平行 线 相 交 于 点 4， 则 
4BC 即 为 所 求 作 的 梯形 。 

[证 明 ] 由 作 图 , LDV/A BC， 则 4BCD 为 
梯形 ; 又 4CV DB， 则 4CZD 为 平行 四 边 
形 。 因 此 

4OC 一 刀 一 ?4， 瑟 站 一 Mn， 
而 4C、BD 的 夹 角 为 6。 

2543. 已 知 对 角 线 40(=0， 对 角 线 
BD(=m), 边 4B+BO(=-m， 4C 与 BD 的 
夹 角 为 w 求 作 梯 形 4BCD. 

解 [ 作 图 ] 作 A4NO, 使 4N 一 Mi， 4C 
一 5， ~ 人 N4C=o 在 CN 的 延长 线 上 取 点 24， 
使 CMN=2。 作 4UMW 的 垂直 平分 线 与 WC 相 


交 于 点 B。 设 过 也 大 
所 作 4 的 平行 线 SS 
与 过 点 4 所作 NOC NA 
的 平行 线 相 交 于 M N 吕 心 


忆 , 则 4BCD 即 为 所 求 作 的 梯形 。. 
4PdTEBC=MBATBO 一 MO 一 ， 
又 4NBD 为 平行 四 边 形 , 因此 
好 D 一 N4 一 罗 。 
又 4N1YDB, 则 4C0、2BD 的 夹 角 与 CNL4C 
相等 即 为 w。 
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2544. 已 知 两 条 对 角 线 4C(=)，BD | 点 。 
《一 多) 连结 不 平 太 D 
行 的 两 边 4B、 MA CA 
CD 的 中 点 恕 \ 卫 7 上 
的 线段 (= 功 , 且 G< 2 c 
/4BO(=a)， 人 


求 作 梯形 4B0OD. 

解 [分 析 ] 设 符合 条 件 的 梯形 4BCD 
已 作出 . 过 4 作 DB 的 平行 线 48 交 CB 的 
延长 线 交 于 点 G, 则 

4G 一 DB 一 力 ，4D=GB， 
. GO=4DBO=3ZZ 一 27。 
而 4BC=o, 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 A4GC, 使 4G=M，GC 一 272， 
4C=;*。 以 40 为 弦 ， 作 含 角 a 的 弓形 弧 与 
CG 边 相 交 于 点 B。 设 过 吾 所 作 4G 的 平行 
线 DBD 与 过 4 所 作 BC 的 平行 线 相 交 于 点 
忆 则 4BCD 即 为 所 求 的 梯形 。 

2545. 已 知 两 对 角 线 4C(= 念 ，BD( 一 
2， 连结 它们 的 中 点 鼠 、& 的 线段 长 为 ww, 连 
结 相对 两 边 中 点 下 刃 的 线段 长 为 求 作 
梯形 4BCD. 

解 (1 瑟 、 卫 为 两 底 4D、BOC 的 中 点 。 

[分 析 ] ” 设 符合 条 件 的 梯形 4BOD 已 作 
出 。 过 九 所 作 平 行 于 4C 的 直线 D 玖 交 BC 
的 延长 线 于 五 ， 设 B 开 的 中 点 为 O0， 连 结 
DO, 取 CK=4D, 40=DK， 


FO= B0--BZ 瑟 (BEK- BO) 


工 
一 二 OK 一 画 D 
C 开 


则 到 BOD 为 平行 四 边 形 ，DO 一 巨 F 一 mw G 瑟 
一 豆 (3C--.4D)， 故 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 作 
人 2BDK， 使 刀 
一 也 玉 一 8 中 
线 DO 一 ?2。 在 
BR 上 取 孔 瓦 一 
2m， 设 过 羽 责 ， 
的 中 点 CC 所作 平 行 于 了 KK 的 直线 C4 与 过 忆 
所 作 平 行 于 3 区 的 直线 相交 于 点 4， 则 
4B3CD 即 为 所 求 作 的 梯形 。 

人 ) 至 、 五 "为 不 平行 的 两 边 4B、CD 的 中 


[ 作 图 ] 作 人 A 人 3BDK, 使 刀 D=1 BE 一 22， 
刀 到 一 8。 以 下 与 (1) 的 作法 相同 。 
2546. 已 知 高 j， 两 底 4D、BC 的 差 为 
” 求 作 内 接 于 已 知 加 | 
O 的 梯形 4BCD， 一 

解 “[ 分 析 ] 设 适 八 电 
合 条 件 的 欧 O 的 内 接 
梯形 已 作出 . 过 4 作 B C 
DC 的 平行 线 4 了 与 N 
2C 的 交点 为 吾 , 则 

下 4D 一 0， 
且 BB 一 BC- 4D= 久 
过 4 作 BC 的 垂 线 4 互 , 则 互 为 了 妃 的 中 
点 。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 直 角 三 角形 4/B' 玉 '， 使 4' 玖 
一 2 瑟 互 ' 一 一 卫 一 90*。 再 以 等 于 
43' 的 线段 4 已 为 弦 作 圆 0。 作 以 4 为 
直径 的 半圆 ( 园 O 内 ) 与 以 刀 为 圆心 、 志 7 长 
为 半径 的 圆 相交 于 点 瑟 , 瑟 玖 与 圆 0 的 另 一 
交点 为 C， 过 4 作 平 行 于 BC 的 弦 4D， 则 
4BCD 即 为 所 求 的 梯形 。 

2547. 已 知 面积 为 ?2， 一 腰 长 为 色 ， 求 
作 内 接 于 已 知 圆 O 的 A D 关 
梯形 4BCD， 

解 [分 析 ] 设 符 Ba C 
合 条 件 的 梯形 4BCD 
已 作出 (4D / 50)， 
4B 一 M， 则 仅 妃 为 . 
定点 。 设 DC 的 中 点 为 召 ; 由 问题 811， 

A4BB= 芭 4BOD， 
故 吾 在 距离 4B 为 定 值 的 平行 直线 生 忆 上。 
设 48B 的 中 点 为 下 ， 则 0O 妃 =O7， 故 可 作 图 
如 下 。 

[ 作 图 ] 作 长 为 双 的 弦 4B， 作 距离 4B 
为 (满足 驳 必 一 他 的 平行 直线 改 忆 (与 0 
在 48 的 同 侧 ) 。 设 孩 48 的 中 点 下 ， 以 OR 
为 半径 的 同心 圆 与 到 Z 相交 点 为 吾 , 过 怠 作 
内 切 圆 的 弦 CD, 则 4BCD 即 为 所 求 的 梯形 . 
2548。 已 知 高 为 两边 4D、BC 的 和 
为 凡 求 作 已 知 圆 0 的 内 接 借 形 4BOD。 
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解 ” 设 适合 条 件 的 加 0 的 内 接 梯形 4BOD 
已 作出 。 作 垂直 于 底 边 的 直径 Z， 过 4B 
的 中 点 允 作 平行 于 底 的 宣 线 如 了 与 对 边 交 
点 为 到 与 直径 的 交点 为 G, 则 


BF- 于 (4D+BO)， 


所 以 。 了 G= 卫 (4D+BO) (一 定 )。 


因此 点 召 在 平行 于 
直线 屋 了 、 且 其 距离 
为 工 ; 的 弦 P9 上 。 
其 次 由 4 向 BC 作 垂 
线 4 克 ,那么 4 妃 一 NA 
设 P9 与 BC 的 交点 
为 玉 , 则 3 已 = 到 瓦 ， 由 此 得 互 是 关于 定 直 
线 P9@ 的 点 瑟 的 对 称 点 。 因 为 了 在 弧 PE9 
上 ， 所 以 豆 在 关于 蓄 Po 与 弧 PB9 的 对 称 
弧 PEQG 上 。 由 此 得 , 点 4 在 圆 OG 上 , 点 互 
在 统 乙 EQ 上 , 线段 4 妃 等 于 已 知 长 六 ， 并且 
平行 于 直线 瑟 Z (问题 2160) ， 这 样 求 得 点 4 
与 互 . 从 而 由 4 与 互 作 4 互 的 垂直 弦 4 也、 
BG, 则 4BOD 为 所 求 的 梯形 。 

2549. 已 知 两 底 4D、BC 的 比 为 :7 
高 为 凡 ， 求 作 内 接 于 
已 知 圆 0 的 梯形 。 

解 ” 设 适合 条 件 的 
内 接 于 网 O 的 梯形 
4BOD 已 作出 。 设 
4C、BDD 的 交点 为 玖 ， 
DB4、OD 的 交点 为 乙 
则 CO、 羽 、 忆 三 点 共 
线 , 由 此 . 

LEOD= 亏 4OD= 40D. 


故 忌 、O、C、 呈 了 四 点 共 圆 。 
APED= 00D= 0ODo。 
. 从 而 AOEDwAODP， 
“.。 0 .OP=OD2. 


其 中 忌 、 忆 把 瑟 8 一 妨 分 为 色光 的 内 分 和 外 
分 点 (问题 1041)， 所 以 OP 一 O 互 一 BP 玉 〈 定 
长 )。 故 本 丁 可 归结 为 已 知 OP 与 0O 玉 的 差 
或 积分 别 求 O 互 和 OP 的 问题 〈 问 题 2016) 

2550。 已 知 对 角 线 40( 一 7)》，BD(=- 


‰)， 以 及 不 平行 的 两 边 4B( 一 2 ，0D( 一 
9g)， 求 作 梯 形 4BCD. 其 中 > D<9， 4 站 
< BO. 

解 ” 设 梯形 4BCD7 
已 作出 . 作 4 五 LBC， 
DBF Bo 由 问题 
847， 


?2 一 D2- 二 BO2 一 2BO.BDB， 
M2 一 02 二 DO2 一 2BO.OT。 
两 式 相 减 ， 

?2 一 和 2 一 22 一 92 十 2BC. OZ 一 万 万 ) ， 
02 一 1 一 (OF2? 十 刀 12) ~ (也 媚 2 十 4 万 2) 
一 OF2 一 万 刀 2?。 
?2 一 M2=- (C 万 一 瑟 了 ) (2BO 一 C 古 一刀 媚 )， 
?2 一 mm2 3BO 一 CF 一 也 万 
因而 OF 
_ ECTL4D 
5 二 227， 
设 恕 一 M? 一 02，92 一 22 一 022， 上 式 化 简 为 
BC+4P - 吧 
EC 二 4 万 丈 ， 
44 万 Q2 一 D2 
” BO ec? 十 02 
设 LO 与 3 的 交点 为 G， 则 


一 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 


由 此 , 对 角 线 的 交点 G 内 分 对 角 线 为 定 比 

全 二 -了 人 有 
于 遍 , 所 以 G4、6GO 以 及 GD、GB 均 为 定 
长 , 而 4B、CD 为 已 知 长 。 先 作 AG4B， 分 
别 在 4G、BG 的 延长 线 上 取 点 C、D, 使 40 
一 7，BD=m, 则 4BCD 即 为 所 求 的 梯形 。 

注 在 1<m, p>9g，4DD> BC 的 情形 下 同 
桩 可 作 图 。 重 要 的 是 ,大 小 关系 决定 了 , 即 可 
相应 地 求 出 其 解 。 

所 .一 般 四 边 形 . 

2551.。 已 知 四 边 形 三 条 边 的 中 点 位 置 ， 
和 一 条 对 角 线 中 点 的 
位 置 , 求 作 四 边 形 。 “”A_- 己 

解 [分 析 ] 设 本 站 
题 已 解 出 ，4BOD 为 。 工 


所 作出 的 四 边 形 ， 则 
边 4B. 4D、DC 的 中 


Q2 一 2 
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点 吾 .G 和 对 角 线 4LC 的 中 点 五 的 位 置 都 
是 给 定 的 。 因为 4 瑟 G 妃 是 平行 四 边 形 , 其 中 
忌 、G、 瓦 三 点 的 位 置 是 给 定 的 ， 所 以 第 四 个 
顶点 4 也 能 确定 。 因此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] ”以 五 、@、 五 为 三 个 顶点, 作 平行 
四 边 形 娓 G 互 4 得 到 第 四 个 顶点 4。 在 4 瓦 
的 延长 线 上 , 作 豆 P 一 4 丈 ， 设 DG 的 延长 线 
和 4 五 的 延长 线 的 交点 为 C.。 再 连结 4 马 , 在 
4 妃 的 延长 线 上 ， 取 厂 一 4Z3， 则 四 边 形 
4B50D 即 为 所 求 。 如 果 不 知道 8( 或 豆 点 )， 
宙 知 道 BC 的 中 点 卫 ， 由 因 瑟 8 忆 4 也 是 平 
行 四 边 形 ,所 以 可 用 同样 方法 作 图 . 

2552. 求 作 外 切 于 已 知 圆 2， 上 且 与 任意 
四 边 形 PRS 相似 的 四 边 形 4BCD。 

解 分 析 ]j 从 已 知 心 2 作 四 条 半径 
OZE、0OL、OM、ON， 使 NO 人、 EOT、 
7ZOM 分 别 等 于 /人 忆 、~9@、< 互 的 补 角 . 
由 此 得 瑟 、 忆 到、 广 四 点 ， 以 此 四 点 为 切 点 
作 切 线 4B、DO、CDP、D4， 设 它们 的 交点 分 
别 为 4、DB、C、D 则 4BCD 就 是 所 求 的 四 


[证 明 ] 4NO 一 -有 一 人 4KO， 
NOR 二 AN4T=23L 轧 
且 ~ 人 NOE+TLASF9 一 2R。 
， 4 一 -也 . 

同样 可 得 人 .DB 一 <, 一 C 一 已 一 -人 8. 

2553. 已 知 三 边 4B(=a)， BC(= 切 ， 
CDPC=c)， 人 DB4D( 一 oa, 人 4DC( 一 且 求 作 
四 边 形 4BCD， 其 B 
中 十 8B>2R， 

解 [分 析 ] 假定 “ 
满足 条 件 的 四 边 
形 4BCD 已 作出 , 过 
C 作 CD4, 则 

4 万 一 0D=c， D 人 


ID4 一 2 人 玉 一 人 了 ， 罗 


人 B4B= -4- (2LR--D) 
一 wx 十 8 一 2LZ。 
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图 题 


又 AL4BO= AD=p， 
因此 可 作 图 如 下 。 志 

[ 作 图 ] 作 人 4B2B 局 
使 4 也 =，4 妃 一 c。 并 
使 
BF4 刀 一 ac-LB 一 2 已 . 

作 射 线 BEBO， 使 C4EC 

一 8. 以 了 为 圆心 .为 了 人 
半径 作 较 ， 与 瑟 C 交 于 点 CQ。 过 0 作 CD1/ 
瑟 4， 且 CD=B4， 则 450CD 是 所 求 的 四 边 
形 。 

注 在 acTB<3LA 时 , 先 作 4B 一 a、4 耳 
一 0C、B4 歼 一 3- 玉 - (ac 二 B) 的 人 4 万 以 
后 就 和 上 面 一 样 . 

2554.， 已 知 四 边 4B(=o)，BC(= 切 ， 
CD(=o，D4(=0 
和 两 边 4B 与 CD 的 
夹 角 a,， 求 作 四 边 形 肌 
4BOD， 

解 [分 析 ] 假设 
满足 条 件 的 四 边 形 上 是 
4BCD 已 作出 ，4B、DC 的 交点 为 百 。 作 
CF1/ 4B，4 玉 /BO。 设 4 也 与 G8 的 交点 
为 也) 那么 CB 一 4PB,， 4 一 BC. 又 

ABCOD= A4BD=a， 
因此 可 作出 AZFCD。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 C8R=a、0OD=c、 GOD=a 
的 ACDF。 以 王 、 了 为 国 心 ,分 别 以 2、da 为 
半径 作 圆 ， 其 交点 为 4。 其 次 以 4、9C 为 圆 
心 , 分 别 以 wa 为 半径 作 圆 , 其 交点 为 号 . 则 
4BOD 就 是 求 作 的 四 边 形 。 

2555。 已 知 对 角 线 4C(=1T)，BD(= 
幼 )， 一 组 对 边 4 号 ( 一 0)y CD( 一 轨 ， 这 两 边 
的 夹 角 xc， 求 作 四 边 A 
形 4BCD. 

解 [分 析 ] 从 C 
3 引 直 线 OB'， 人 使 CB/ 
之 4 嘱 ， 那 么 

40O= 了 3B， 


人 


忆 
已 


县 
ADOB'=3AR-a，L 
在 ADOB' 中 ,CD COCB'、 人 DOB' 是 已 知 的， 
所 以 这 个 三 角形 可 作出 , 故 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 作 人 BOCD， 使 CEBOCD 一 3- 人 瑟 
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一 ca BOC=c, CD 一 太 其 次 以 B' 了 D 为 圆心 ， 
分 别 以 有 冤 为 半径 作 回 ， 设 其 交点 为 妃 ; 过 
刀 作 B4, 使 B44 BO, 则 四 边 形 4BOD 就 
是 所 求 的 四 边 形 。 
2556. 已 知 两 边 4B(=a)，CD( 一 D， 
对 角 线 4C(=7， 两 角 
4BD(=a)，BDC(C= 外 
求 作 四 边 形 4BCD。 
解 [分 析 ] 4B、CD 的 交角 为 
BDO- 4BD= (8-o) 


如 果 过 CO 作 CB'， 使 CB' 上 4DB， 连 结 刀 B'， 
就 有 BB' 人 40， 兄 

并 且 ZDOB' 是 c 
4B、CD 的 交角 

(8 一 c) 的 补 角 ， 

所 以 ADCB' 可 吕 也 


作出 。 因 比 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 ABCOD, 使 CBOD 一 2 一 史 一 
(8-a)， BO 一 a， CD 一 5。 过 卫 作 直线 7P， 
使 AODPP=B， 县 取 点 五 ， 使 DPI 一 !.。 其 次 ， 
求 与 刀 在 直线 BC 同一 侧 的 点 4， 使 4 一 
a，4C=1。 那 么 四 边 形 4BCD 就 是 所 求 的 
四 边 形 。 

注 由 cc 和 的 大 小 关系 ， 使 48 和 CD 
相交 形式 不 同 , 要 引起 注意 。 

(ax<B 的 情形 ) (Kx > 的 情形 ) 


节 及 
人 SSD” 
< 


B40O(=a)，L4OD(=B)，BD4( 一 )， 
求 作 四 边 形 4BCD。 
解 [分 析 ] 由 CC 作 CB'L4PB， CD 全 
4D。 那 么 边 4B、CD 的 夹 角 是 
LA4CD~B4O= (8B~a)， 
两 此 可 以 来 出 
BCDP。 其 次 ， 
4DPRB 
一 COD'BBI 
as 了 5 
所 以 吻 是 在 以 
COB' 为 弦 , 且 含 角 ? 的 弓形 弧 上 ， 又 有 . 
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~.4OPD= CDD7 =6。 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 ABCD, 使 人 BCD 一 2 一 及 一 
(8~ oa)，BO=a，0D 一 20。 作 以 CB' 为 骇 ， 
含 角 ?7 的 弓形 弧 ， 过 闪 引 DD， 使 CCDD/ 
一 6， 并 与 弓形 弧 交 于 点 也。 过 嘱 、 忆 分 别 
引 卫 D'、B 亿 ' 的 平行 线 、 其 交点 为 也。 再 从 
C 引 B' 的 平行 线 且 取 C4=BB'， 则 四 边 
形 4BOD 是 所 求 的 四 边 形 ， 

2558.。 已 知 对 角 线 40( 一 人) 五 刀 (一 ) 
和 它们 的 交角 2, 相对 的 两 角 4BC(= 一 o)， 
4DPO(=B)， 求 作 此 四 边 形 4BCD。 

解 从 也 引 D4'PB4，PO' 2 BC， 连结 


4C 那么 44 一 BD= 本 
CO'，40C= 4C， 并 且 

A~C44' 一 09， 因此 可 以 4 
作 平 行 四 边 形 40C'4。 ES 


又 A4BO A4DO: 

一 人 
所 以 也 在 以 40" 为 骇 ， 含 角 ca 人 攻 
同样 地 ， 九 又 在 以 LC 为 弦 ， 含 角 8 的 弓形 
红 上 。 因此 , 求 两 条 弧 的 交点 疡 ,就 可 决定 四 
边 形 4BCD. 

2559. 已 知 四 边 4DB(=a)，BO( 一 2 切 ， 
CD(=0)，D4(= 动 ， 且 对 角 线 好 D 平分 角 
/4B5C, 求 作 此 四 边 形 4B0OD. 

解 [分 析 ] 假设 人 
4BOD 已 作出 . 以 BD 
为 折线 ， 把 人 A4BD 反 
折 过 来 , 那么 4 下 和 BC 
重合 , 妆 与 其 对 应 点 4 B D 
重合 。 由 于 4 思 =4D， 

0O4' 一 45- BO, 可 作出 
Ad4'07D. 故 可 作 图 如 下 ， A' 

[ 作 图 ] 作 A4CDP, 使 4D= 心 CD=c， 
40=a-5。 在 40O 的 延长 线 上 取 媚 , 使 CB 
一 D， 取 44 关于 DBD 的 对 称 点 4， 则 4BCD ， 
就 是 所 求 的 四 边 形 。. 

2560。 已 知 对 角 线 46(=7，BD(= 
%)， 它 们 的 交角 为 gw， 两 邻 边 4B、4 的 比 
是 4;0D，~BOD=B, 求 作 四 边 形 4BOD. 

解 [ 作 图 1 作 平 行 四 边 形 400'4'， 使 
40=1 .44 一 办 ， LO044= 一 a。 以 CO' 为 弦 ， 
作 含 角 有 的 弓形 弧 。 再 作 与 4、 4 的 距离 之 
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泌 为 05:a 的 轨迹 的 圆 ， 设 此 圆 
点 为 了 D， 再 过 呈 作 
DBF44' 则 4BCD 
就 是 所 求 的 四 边 形 。 
[证 明 ] 咯 
2561.， 已 知 四 边 
4B(=d，BO(=D 思 ,0OD(=oc),D4(=d 四 ,对 
边 4B、CD 的 中 点 分 D 
别 为 、N， 并 且 
MXN(=M)。 求 作 四 
边 形 4BOD， A N 
解 [分 析 ] 假设 忆 
已 作出 满足 条 件 的 四 
边 形 4BCD. 如 果 把 3 C 
4D、B0 分 别 平 移 到 2 盏 、2 了 的 位 置 , 因为 
4M=BM, 所 以 DBFHC， 因 而 了 DZBOC 是 
平行 四 边 形 , 而 且 玫 丸 过 DC 的 中 点 W。 又 
2&N 是 人 A 厂 1 的 中 线 , 且 玉 N 一 和 2，MWT 一 
BO 一 D，M 玖 一 .4D= 避 所 以 可 作出 AZMR 


1 
又 DN= 训 DO= 本 6 
下 
DB 一 本 4B= 襄 
故 可 作 图 如 下 。 


[ 作 图 ] 作 人 BM 使 两 边 MX 再 一 6 2 
一 2 中 线 2 一 加 。 其 次 , 以 如、 为 圆心 
分 别 以 吉 、 与 为 半径 作 两 个 圆 ， 交 点 为 卫 . 
将 DN 延长 到 0， 使 TO=-DN。 再 过 D、C 
分 别 引 MB、MZ 的 平行 线 ， 并 截取 D4 一 
忆 M,，CB 一 妃 M， 那 么 四 边 形 4BOD 即 可 作 
上 1 
2562， 以 两 定点 了 3、C 为 顶点 ， 作 四 边 
形 4BCD， 合 另外 两 顶点 4、 卫 分 别 在 定 直 
线 民 1 上， 人 B、~C 的 差 为 4， 并且 边 
4B、OD 的 比 为 6:0。 

解 [分 析 ] “假设 已 作出 适合 
形 4BOCD， 以 BO 的 M' 
中 垂 线 刀 为 轴 ，CD 工 
.和 丰 的 对 称 线 分 别 
为 BD' 和 M'。 那么 

BD'=C7 
4B1 一 和 DB- 


一 0 


条 件 的 四 边 


- 尺 2 上 (问题 2282) 。 
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她 是 定点 ，4 和 了 刀 分 别 在 工 各 M 上 ， 而 
4B:BD 一 a:D， 因此 人 4BD' 可 作 。 

[ 作 图 ] ”以 线段 BC 的 中 垂 线 廊 为 轴 , 作 
开 的 对 称 线 Mr'。 由 .4BD'=0, 4B:BD' 
一 4;D0， 作 人 4DPD'， 使 其 顶点 4、 了 分别 在 
过 C 作 BD' 关于 六 
的 对 称 线 CD， 与 戏 相交 于 ， 则 四 边 形 
4BOD 即 为 所 求 。 

2563.， 已 知 四 边 形 的 两 个 对 角 ， 面 积 及 
两 组 对 边 中 点 之 间 的 距离 , 求 作 四 边 形 。 

解 ” 设 四 边 形 4BCD 的 对 边 中 点 的 距离 
为 5G、2 五 ， 则 也 8GE 的 各 边 是 平行 于 原 
四 边 形 对 角 线 的 四 信 
边 形 ， 并 且 其 面积 
等 于 原 四 边 形 的 面 马 性 
积 之 半 。 由 此 可 知 
边 形 瑟 FGZ 的 B D 
对 角 线 和 面积 ， 从 全 
而 人 瑟 邓 互 的 面 
积 、 底 边 及 底 边 的 中 线 也 是 忆 知 的 ， 所 以 
AZ6 雹 是 可 作 的 .因此 ,4C.、BDD 的 夹 角 , 万 玉 、 
五 末 的 两 倍 线段 4O、B3D， 也 是 可 求 出 的 . 
故 本 题 可 归结 为 已 知 两 个 对 角 和 两 条 对 角 线 
及 其 交角 , 求 作 四 边 形 的 问题 (问题 2558) . 

2564， 已 知 边 4B(=a)，4D(=D 切 ， 
/4BO(=a)，~4DPO(=B)， 两 边 BO、CD 
的 比 是 和 :2 求 作 四 边 形 4BCD。 

解 [分 析 ] 假设 已 作出 适合 条 件 的 四 边 
形 4BCODPD， 过 厂 引 直线 B4'， 并 使 人 4.BC 
一 人 D. 过 G 引 直 入 
线 O4" 并 使 
AL4OB=DO4， 
则 
Ad4OBwA4CD， 

so 44D=BODO 一 人]X。 
由 此 可 知 4 吾 是 可 以 求 出 的 。 
芭 : 40:4C= BC:DO= 人 7 
故 可 作 图 如 下 。 
{ 作 图 ] 作 人 A4B4'， 使 边 4B=a，4' 了 3 


=- 珊 ，]4B4'=ax+B. 再 作 与 人 4 的 距 


离 之 比 为 双 汉 的 轨迹 的 轩 , 设 它 与 ALLBO= 
% 的 边 BC 的 交点 为 C， 以 直线 4C 为 对 称 
贰 , 在 点 刀 的 异 侧 , 对 应 于 LO 作 与 人 4OB 


四 边 形 450D. 
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相似 的 A4CD, 则 四 边 形 4BC7 即 为 所 求 。 
2565. 已 知 过 对 角 线 的 交点 O 向 各 边 


. 作 垂 线 , 垂 足 为 忆 、、 瓦 、S 的 位 置 。 求 作 此 


四 边 形 4BOD。 

解 假设 已 作出 满足 条 件 的 四 边 形 
450D,， 那么 四 边 形 OPEBQ、OQCR、ORFDS、 
CS4P 都 是 圆 的 内 接 四 边 形 在 四 边 形 
OPB9 中 。， 人 Fo =3LA 忆 一 APB9.。 在 
人 Ba4C 中 ， 

~B4O+ 人 BO4 一 2 尺 一 ZPB9. 
APO9=~B40+BO4。 
同 理 ”8OR 一 CBED+ACDP， 
又 有 A， 
B40 一 PSO， 
BC4= -9FRO， S 
0OBD= -9PO0， 
0ODB= BRBSO。.8 D 
"， APOR 
一 人 PO9 
十 0B 一 PSO+TAQFO 
十 9@PO 十 FSO 
一 PSRETA9RO 上 9PO 
王 人 PSR 上 4Z 忆 
一 LEPORTA_POR)， 
因而 ”2 POR=4 和 BR PSR 一 29z 
即 


LPOR-3ZB+ 和 (CZPszR- 一 人 PR)。 中 
同 理 得 
LO0S=-3LR+ 椰 (LS8PO 一 29B8) .四 


由 @、@@ 可 知 ，~ 人 PROR、~9O0S 都 是 定 
角 。 因 而 ，O 是 以 PR、9S 为 弦 ， 合 @、@ 
定 角 的 两 个 弓形 绝 的 交点 。 因 此 四 边 形 
4.B0 的 各 边 是 过 己 、4、 至、 3 分 别 与 OP、 
9、OR、OS 垂直 的 直线 .. 

2566.，， 已 知 对 角 线 4C( 一 ))，BD( 一 ?2)， 
4(=a)，40B(=6)， 主人 全 


的 
避 只 


解 [分 析 j 假设 已 
作出 满足 条 件 的 四 边 形 
4LPBCD， 因 为 BD 一 ， 
4=o 所 以 容易 作出 
外 接 锅 。 又 由 
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40B5=8 一 人 4DDB， 
所 以 可 作出 边 4B。 又 4C=7， 故 可 作 图 如 
十 。 

[ 作 图 ] 取 3D=, 作 以 2BD 为 纺 、 含 角 
% 的 弓形 红 的 圆 。 再 作 弦 D4， 使 4DB 一 
8B。 最 后 以 4 为 圆心 、?7 为 半径 作 圆 红 和 贺 
4EBD 的 交点 为 C， 则 四 边 形 4BCO 即 可 作 
出 《如果 4 各 C 在 3D 的 同 侧 ， 此 题 就 无 
解 ) . 

2567. 已 知 对 角 线 40(=1)，BD( 一 7)， 
其 交角 为 w 一 BDC(=6)， 求 作对 角 互 补 的 
四 边 形 4BOD。 

解 . [分 析 ] 假设 
满足 条 件 的 四 边 形 
4BOD 已 作出 。 过 4 
和 9C 分 别 引 与 BD 
平行 且 相 等 的 线段 
44、 CC 则 4BD4'、BCCO'D、4C0'4 都 
是 平行 四 边 形 。 在 平行 四 边 形 4CCA4' 中 ， 
40O=1，44' 一 人 ，0O44' 一 ww， 所 以 它 是 容 
易 作 出 的 。 

又 因 四 边 形 4BOD 的 对 角 互 补 , 所 以 它 是 
较 内 接 四 边 形 。 从 而 

DB40O0=- PPDO=B， 
又 4D1J4B, 4O1 LO 
。 AD40=B40O=8。 
如 果 07D 的 延长 线 积 44' 的 交点 为 召 ， 因 为 
441 BD, 所 以 ZL4BO= BDC=B, 由 此 
可 求 得 点 卫 。 

[ 作 图 ] 作 平 行 四 边 形 4C0.4 使 4C( 一 

六 ,44(=1)，O44(=a)。 过 C 作 
.4O0 奋 一 2 一 下 一 (cc 十 8)， 

设 C 如 与 44 相交 于 点 如 过 4' 引 直线 

4 使 CEF4M 一 8。C 了 和 4 罗 的 交点 为 

也 以 4、4 人 也 为 三 个 顶点 , 作 平 行 四 边 形 ， 

其 第 四 个 顶点 为 刀 , 则 四 边 形 4BCD 就 是 所 
求 作 的 四 边 形 。 

证 明 ] 略 。- 

2568， 已 知 一 组 对 边 4B、07 的 中 点 
之 距离 互 8 (一 小 , 两 条 对 角 线 4C( 一 Mo) ,了 BD 
(一 %)， 两 边 4B、 CD 的 比 为 6:2， 另 两 边 
4DP、20 的 平方 和 《= 一 达 2)， 求 作 此 四 边 形 
4DBOD。 

解 设 BC 4 的 中 点 为 G、 瓦 ， 则 四 边 
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形 了 SG8 巨 是 平行 四 边 形 , 且 其 边 分 别 等 于 原 
四 边 形 对 角 线 的 一 
半 。 因 为 了 98 万 的 
各 边 和 一 条 对 角 线 是 
一 定 的 ,所 以 可 作出 . 
由 此 可 得 出 4C、BD 
的 交角 。 其 次 , 过 C 
引 CB、CD 使 它们 
平行 且 等 于 4B、4D, 则 4C=BB'，A DBPB 
等 于 4CO、BD 的 交角 。 因 此 ， 可 作出 平行 四 
边 形 5B'D'D。 又 C 在 满足 条 件 CB':CD 一 
a:2 的 轨迹 的 圆 上 , 又 在 满足 条 件 
CBE2 十 CD2 一 态 

的 圆 上 , 故 C 是 这 两 个 圆 的 交点 。 于 是 可 作 
出 四 边 形 4BOD. 辣 

2569。 已 知 一 组 对 边 4B( 一 a), CD( 一 
2， 另 一 组 对 边 BC 和 4 的 比 是 多 :2， 把 
BO、4D 内 分 为 ml 的 点 分 别 为 KK、N， 
MXN (=0， 两 边 BO、D4 的 夹 角 为 K。 求 作 
四 边 形 4BCOD. 人 


六 作 4 的 了 行 2 
2 


线 共 忆 人 忆 ， 与 
肌 


LO、DBD 的 交点 B 

分 别 为 荆 ` 五 ， 则 
BM:MC 

一 4N:ND， 忆 

所 以 对 让 六 厂 是 平行 四 边 形 .. 

又 MT:4 瑟 =2MO:BO=M1 0 十 2 )， 

4DP=0， 所 以 可 求 得 ZU 的 长 度 . 同样 ， 

MT:CD 一 1 (十 2 )， 

CD=2。 所 以 可 作出 平行 四 边 形 好 玫 方 乙 ( 因 

为 已 知 各 边 和 对 角 线 MXN)。 从 而 可 求 出 

4B、CD 的 交角 。 

其 次 ， 设 BO、 的 中 点 分 别 为 如 、 卫 ， 
4C、3BD7 的 中 点 分 别 为 PP、98， 则 PEB9B 也 
是 平行 四 边 形 。 由 于 ， 

5 _ 工 
7 一 噩 4 万 ， 克 四 OPD) 
同时 也 P= MTN. 
所 以 PE9Z 也 是 可 以 作出 的 平行 四 边 形 ,从 
而 妇 7、Pe 的 长 可 知 。 再 次 , 设 4B、CD 的 
中 点 分 别 为 G、 互 ,GPRE9@ 也 是 平行 四 边 形 ， 
则 GP、GQ@ 分 别 等 于 BC、4Pp 的 一 半 ， 因 此 
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GP:G9=BO:4DD=M:2， 且 人 PG9 一 ac 所 
以 这 个 平行 四 边 形 也 是 可 作 的 。 于 是 可 以 求 
出 BC=23GP，4D=2369。 综 上 所 述 ， 可 知 
四 边 形 4BCD 的 四 条 边 和 一 组 对 边 中 点 的 
距离 。 本 题 可 归结 为 问题 2561。 

2570. 在 给 定 的 A4B0O 内 作 内 接 四 
边 形 也 'BHG'， 使 它 相 似 于 已 知 四 边 形 
DBHG， 且 吾 、 刺 / 4 
在 边 BC 上 。 

解 在 四 边 形 D 
DBFHG 的 边 DG、 

D 瑟 外侧 ， 分 别 作 
含 ZL4、~B 的 弓 号 
形 弧 ， 与 73 的 延 芝 
长 线 交 于 忌 ， 与 
号 只 的 延长 线 交 于 
4。 设 4G、BEB DT 
的 交点 为 C， 虽 
A4'BC 和 A4PBC 
的 三 个 角 对 应 相 站 
等 可 知 它 们 相似 ， 了 了 4 
因此 , 在 所 给 人 A4BOC 的 边 4B、4LC 上 求 也 、 
G' 点 ,使 

4 -4D 4 -4G 

也 / 尼 DB GO GO 
在 BC 上 求 点 鼠 、 刀 使 

五 再 /五 万 了 1O 一 克 ' 百 :万 环 :BO 

则 四边形 刀 友 'B"G' 为 所 求 的 四 边 形 。 

2571. 求 作 一 个 与 已 知 四 达 形 4BCD 
相似 的 四 边 形 ， 使 其 两 个 顶点 在 已 知 半 阅 的 
直径 屋 (圆心 为 CO) 上， 另外 两 个 顶点 在 这 
个 半圆 的 台 上 。 

解 [ 作 图 ] 设 4D 4 
的 垂直 平分 线 和 BC 
(或 其 延长 线 ) 的 交点 为 ”一 人 
0'， 以 0' 为 圆心 、O'4 
为 半径 作 圆 ， 它 和 BO 忆 S 
的 延长 线 交 于 克 、 卫 。 
其 次 ， 过 @O 作 两 条 半径 
OP、OS, 并 使 ~XOP、 
POS 分 别 等 于 BO'4，4O'D。 在 和 7 
上 求 @、 忆 两 点 ,使 

AOP9= 04B, -0OSR= 0DO， 
则 PQRS 就 是 所 求 的 四 边 形 。 


D 


X Qi 人 YY 
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[证 明 ] ”因为 两 个 等 腰 三 角形 40 和 
2BOS 是 相似 的 。 由 此 
Da4:SP 一 0O'4:OP=O0D:O0S。 

又 Ao'4PBcoAOP9， 
4B3、P9 是 其 对 应 边 ， 
” ，，45:P9=O0'B:09=O4:O0P 
一 0OD:O0S=D4:SP。 
间 样 的 , 因为 AOOPDwomAORS, CD 和 RS 是 
其 对 应 边 , 所 以 
OO:0ROD:ES=O'D:O0S 一 D4:SP。 
故 
OPDF:O8=O0C:OR 
一 (O'B 二 OCTD) :(09 二 OR) 
一 BO:9R 一 DP4:SP。 
闪 此 两 个 四 边 形 4BCD 和 PORS 的 对 应 边 
也 成 比例 , 对 应 边 所 来 的 角 相 等 ,所 以 四 边 形 
4BOD 和 PRS 相似 ， 

2572. 求 作 已 知 四 边 形 4BOD 的 外 接 
四 边 形 PRS, 使 它 相似 于 另 一 个 四 边 形 
己 9RIAS。 

解 [分 析 ] 设 
2PQRS 为 所 求 的 四 边 
形 ， 点 己 在 以 4BB 为 
弦 念 ~ 忆 的 弓形 强 
上 . 点 互 在 以 CD 为 
弦 含 人 尼 的 弓形 弧 
上 。 连 结 PR 分 别 与 
它们 的 共 斩 驱 相交 于 
已 、， 则 由 AL4ZP 慷 2 R' 
一 人 SP ( 定 角 )， 

可 知 


LEBB 一 4P 加 一 人 SP 

( 定 角 ), 所 以 , 召 是 定点 。 同 祥 刀 也 是 定点 。 
困 此 连结 召 Z， 并 延长 与 两 个 与 形 弧 相交 于 
也、, 则 这 两 个 点 也 是 确定 的 。 故 可 作 图 如 
下 


[ 作 图 ] 以 4B、CD 为 弦 分 别 作 含 一 忆 、 
了 巡 的 弓形 红 . 在 其 共 斩 弧 的 一 侧 ， 作 等 
于 人 SP 司 的 CLDBZ， 等 于 LERDP 的 
.DOP , 延长 吾 F， 与 两 个 弓形 弧 相交 于 卫 、 
. 延长 P4、BD 交 于 8 PE、FO 交 于 9， 
则 四 边 形 2OHNS 就 是 所 求 的 四 边 形 。 

[讨论 ] 如 果 直 线 了 2 和 己 形 弧 4PB、 
CBED 不 相交 ， 此 时 本 题 无 解 。 又 当 马 和 万 
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重合 时 , 本 题 有 无 数 个 解 。 

2573. 求 作 已 知 四 边 形 PRS 的 内 接 
四 边 形 4BCD， 使 它 与 四 边 形 4'B'O'D' 相 
似 。 


也 
(了 (2)》 
解 利用 上 题 的 作法 ， 作 出 四 边 形 


4BOT 的 外 接 四 边 形 2P8'RS'， 使 其 相似 
于 四 边 形 PRS [ 贺 (1)]， 把 此 图 形 原 封 不 
动 地 移 到 P9ZES 上 ， 即 在 各 边 上 取 4、 互 、C 
了 四 点 ,使 

4P:498=4P04 人 OO 

入 P:DBRB 一 9 DPI PR 

已 OO0S 一 尼 O CS 

SD:DP=S TIDPr。 
那么 四 边 形 4BODD 是 所 求 的 内 接 四 边 形 [图 
〈2) ] 。 

2574， 已 知 四 个 角 w、B、 入 3 和 两 条 对 
角 线 双 \%。 求 作 四 边 形 4BCD。 

解 [分 析 ] 假设 本 题 已 作出 。 人 4、 
了 人 瑟 、L 人 CO、 下 分 别 等 于 wc、B8、?7>、3，40C 一 
?2， 万 也 一 0 作 人 4BO 的 
外 按 贺 。4D、C 了 或 其 延 
长 线 与 鲍 周 交点 分 别 为 A 
吾 、 政 。 作 过 点 召 的 切线 
4 则 了 品 

ZNHBP 一 BOB 玉 

LPG= PRLPB=ow 

L 卫 DN= 4DO=》。 
故 可 作 贺 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 等 于 线段 色 的 弦 40 作 含 
角 8 的 弓形 约 和 圆 。 在 此 圆周 上 任 取 一 点 
五 ， 过 瑟 点 作 切 线 BO。 作出 弦 BEB、BP， 
使 ~PBR 一 7，@BB=w。 再 以 如 不 为 驴 
作 含 角 5 的 弓形 弧 ， 然 后 以 如 为 国 心 、? 为 
半径 作 圆 与 弓形 弧 相 交 于 九 ， 五 D、ZD 的 延 
长 线 与 岗 相 交 于 4、C， 则 四 边 形 4BCOD 就 
是 所 求 的 四 边 形 。 
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CD(=c)，D4(=0， 且 内 接 于 某 圆 的 四 边 边 
形 4BOD。 

解 ”假设 适合 条 件 的 四 边 形 0 已 作 
出 ,过 4 引 直 线 4 允 , 使 
4 妞 与 4D 的 夹 角 等 于 忆 
2B40, 且 与 0D 的 延 . 
长 线 交 于 点 如 则 B 

4DB= 4BO， 

-。 A4ECoA 人 4D 万 ， 

BO:DT= .44D。 
所 以 可 求 出 DB 又 4C:4= 4LB:4D (一 
定 )*， 所 以 CD、DD 瑟 、4 以 及 4C:4 刀 可 知 。 
因此 A4CZ 确定 ， 人 .4DO 也 可 以 确定 。 这 
样 4BCD 的 四 条 边 和 一 个 角 是 确定 的 , 可 以 
作 吏 。 

2576. 已 知 四 边 形 4BOD 的 
2ZC 的 和 是 7， 求 作 已 知 圆 0 的 内 接 四 边 形 
4BCD. 

解 [分 析 ] 人 
4BOD 已 作出 ,在 弧 4B0 
上 取 点 了 使 4B' 一 BO 上 
连结 4B'、BO, 则 BO 一 
4 于 是 在 同一 个 圆 O0 
中 的 内 按 四 边 形 4B'CD， 
相 邻 的 两 边 BO、CD 各 等 于 w、2。 另外 两 
边 是 .4B' 十 4 万 一 5 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 贺 ] 取 定 圆 0 的 弦 BO、CD 分 别 等 
已 C 了 所 对 圆周 角 的 一 半 的 弓形 绝 ， 它 和 以 
忆 为 圆心 、? 为 半径 的 圆 交 于 点 妃 ， 设 刀 有 和 
贺 0 的 交点 为 4， 再 在 弧 4BO 上 取 点 了 五 ， 
使 4B=BOC。 则 四 边 形 4BCD 就 是 所 求 的 
四 边 形 。 2 

2577. 求 作 圆 的 内 接 四 边 形 4BCD， 使 
AD4BP( 一 a)，40OB(=B)， 对 角 线 BD( 一 
已 ，4C 被 BD 分 为 两 部 分 4 刀 和 2O， 且 
4 五 :了 BC 一 人 :00。 

解 ”假设 马 作 出 四 边 形 
4BOD， 因 为 

BD=I，B4D=a， 
所 以 外 接 圆 O 可 以 确定 . 
， 其 次 ，LLCB= B, 所 以 弦 


一 组 对 边 
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2575. 作 四 边 为 4B( 一 ae)，DBO(= 切 ， 


4 万 的 长 可 以 确定 . 因此 , 只 要 确定 BD,4 也 
随 之 确定 . 再 次 , 过 加 作 盏 及] 0C, 与 半径 0O4 
交 于 妃 . 由 于 4 好 :TO= .4 万 :BO 一 双 :02) 玉成 
为 定点 。 又 OO: 厂 太一 4O:4 历 一 ( 公 十 %) :My 
了 的 长 也 可 求 出 。 以 环 为 圆心 ,如 好 为 半 
径 的 名 和 弦 BD 的 交点 就 是 点 召 。 因此 可 作 

出 四 边 形 4BCD. 

2578. 已 知 一 组 对 边 4B(=a) OD( 一 
2 另 一 组 对 边 BC 和 4D 的 比 是 mm。 求 
作 四 边 形 4BCD。 

解 [分 析 ] 假设 满足 条 件 的 四 边 形 
4BCD 已 作出 。 在 弧 4BO 上 取 点 B, 使 
4DB' 一 Bo 则 BO=4LB=a， 且 CD=D，4BI 
:4 一 BO:4D=1:2。 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 圆 O 上 任 
取 一 点 C， 在 C 的 两 便 人 
分 别 取 等 于 a、 3 的 弦 ab NS 
CDP' OPD， 再 作 到 B'/、 忆 
的 下 高 的 比 等 于 mo SN 
的 点 的 轨迹 (阿波 罗 尼 SN 
斯 圆 ), 设 该 轨迹 和 圆 0 四 
的 交点 为 4, 在 弧 4B'O 上 取 点 B, 并 使 4B 
一 BO， 则 四 边 形 4BCD 就 是 所 求 的 四 边 
形 。- Le 
2579. 求 作 外 切 于 圆 的 四 边 形 4BCD， 
使 两 边 4B(=a，4D(= 芭 ,4DO(=a)， 
4HC(= 有 。 

解 [分 析 ] “假设 已 求 得 满足 条 件 的 四 边 
形 4BCD, 在 .43 或 其 延长 线 上 取 4D'， 使 
4D'=-4D. 过 C 引 L4 mp 


的 平分 线 4 区 的 垂 线 OF。 SRp 民 
过 了 作 内 切 圆 的 切线 C 
D'0' 和 C 丈 的 交点 为 C FE 
和 0B3 的 交点 为 至。 则 由 本 
DO、D'C' 关于 4 对 称 ， 号 


可 知 点 CQ 是 C 的 对 称 点 。 

又 因 BTD' =4D~4= Da 
LABBD' 一 3LBR-Ap， 
LED'B=-D=o， 

所 以 ABD' 召 可 以 作出 。 故 可 作 贺 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 ABDP'Z， 使 了 刀 BD' 一 29.A 思 

一 8B，BD' 一 b~ aa， 了 EDIB 一 wx。 在 也 了 的 

延长 线 上 取 B4, 使 B4=c。 在 BD' 内 

作 人 2 站 万 的 旁 切 圆 。 过 点 & 作 此 圆 .的 切 
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线 4D， 使 4 一 2， 过 卫 作 这 了 瑟 的 切线 和 吾 届 
的 延长 线 相交 于 C, 则 四 边 形 4BoOD 就 是 所 
求 作 的 四 边 形 。 

.2580。 作 已 知 圆 的 内 接 四 边 形 4BCD， 
使 其 对 角 线 4O、BD 为 已 知 长 ， 且 使 对 角 线 
3BD 两 个 端点 的 相 邻 边 的 积 的 和 为 定 长 rm2. 

解 ” 设 此 四 边 形 4BCD 已 作出 ， 分 别 过 
也、 了 作 4C 的 垂 线 B、DBE， 再 过 已 引 4C 
的 平行 线 与 了 7 的 延长 线 相交 于 如 ， 设 四 边 
形 的 外 接 圆 半径 为 互 则 

B4.BO=27R.B 玉 《问题 1318)， 
Da4.DO=22R.D7 (问题 1318)， 
。。 B4.BOTD4,DO=2BR. (BTDF) 
一 2 有 .DG， 

故 M2 一 2 有 .DG。 
因此 DG 是 定 长 。 由 此 , 在 定 贺 内 作 定 长 的 
纺 23D， 并 以 2D 为 斜 
边 、DG 的 定 值 m2- 二 2 
为 直角 边 \, 人 BGD 为 直 
角 作 直角 三 角形 3BDG， 
在 同 钢 内 作 平 行 于 BG 
的 定 长 驴 L4C， 那 么 
4BOD 就 是 所 求 的 四 边 形 。 

2581. 作 定 加 0 的 内 接 四 边 形 4BCD， 
使 其 对 角 线 4C= (900 ,两 条 对 角 线 的 交角 为 
Cy 并 外 切 于 某 圆 。 

解 T 分 析 ] .假设 圆 0 的 内 接 四 边 形 
4BOD 已 作出 ， 则 4C= 
mm， 两 对 角 线 4C、FBD 的 
交角 为 c. 落 4C 一 定 , 那 
么 BD 就 是 定 方向 的 弦 ， 
因此 两 红 BCD、D45 的 
中 点 互 、 刀 也 为 定点 。 所 
以 4 及 CF 分 别 平分 四 边 形 的 C4、LC, 并 
且 它 们 的 交点 工 就 是 内 切 圆 的 圆心 ， 因 而 
BT、DT 过 40 所 对 的 弧 CD4、4BOC 的 中 点 
G、 瓦 . 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 在 任意 位 置 上 作 圆 0 的 等 于 双 
的 弦 4C， 再 作 与 4 的 交角 为 wc 的 任意 
弦 BITD'。 设 弧 BCOD'、D458' 的 中 点 为 办 
刀 ，42B、OF 的 交点 为 厂 弧 CD'4、4B'O 的 
中 点 为 G、 互 。 GT、 互 7 再 与 贺 O 分 别 相交 
于 了 了 了 P, 则 4BCDP 即 为 所 求 的 四 边 形 。 

2582， 下 知 P、9、 允 是 定 较 0 内 的 定 
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点 。 作 圆 O 的 内 接 四 边 形 ,使 对 边 4B、CDD 
分 别 过 书 、 互 ， 对 角 线 相交 于 点 9。 

解 E 分 析 ] 假定 满足 条 件 的 四 边 形 
4BCOD 已 作出 .-. 作 ADecC 的 外 接 圆 与 @R 
的 延长 线 相 交 于 点 
S， 则 29 一 2D、 
BRO。 又 五 是 定 圆 0 
内 的 定点 ， 所 以 不 论 
弦 CD 的 位 置 如 何 ， 
积 玫 刀 .BO 是 一 定 的 ， 
因此 RQ.BS 也 一 定 ， 而 如 、@ 是 定点 ， 所 以 
& 也 是 定点 。 

又 RSC= -DC= 0O4B， 

如 果 延 长 SQ 与 4B 相交 于 也 则 4 TOC、S 

四 点 共 圆 ， 机 
05S.97=49 .90C (一 定 ) . 

因此 点 卫 的 位 置 可 定 .从 而 过 己 . 工 的 弦 4 刀 

可 定 。 由 此 , 可 得 如 下 作 图 . 

[ 作 图 ] 车 圆 0 内 关于 @、 忆 两 点 的 圆 苦 
分 别 为 Wi2、22 (问题 1246)， 在 @BR 的 延长 线 
上 求 一 点 8, 使 GR.RS 一 22, 再 在 S9 的 延长 
线 上 求 一 点 了 , 使 S@ .87 一 u2， 过 尸 .工作 
纺 4B, 延长 49、59 分 别 与 圆 相交 于 C、D， 
则 4BCD 就 是 所 求 作 的 四 边 形 。 

2583， 已 知 四 边 的 长 和 面积 ， DB、~ 亲 
均 为 鱼 角 ， 求 作 四 边 P， 
形 4BOD。 

解 ”假定 本 题 已 解 ， 
出 ，4BCD 为 所 求 的 
四 边 形 。 作 对 角 线 险 
4C, 由 0 引 4D、4B B 。 

的 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 忆 .9, 那么 , 在 A4BC 


.40 一 4B2 二 BO2T24PB.B9。 他 
同样 ,在 A4DC 中 

402 一 47D2 二 DO2 二 2324 站 书 。 四 
由 图 -四 , 得， 

(4B2- BO2) 一 (4D2 十 DO2) 
=2(4D.DP 一 4B.B9) 。 人 @ 
根据 题 设 ，4B、BC、CD、2D4 都 是 给 定 的 ， 
因此 @@ 式 的 左边 是 定 值 。 为 了 方便 , 把 它 改 
写 为 
(4B2 二 BO2) 一 (4D2 十 DO2) 一 24 忆 .M， 

那么 多 是 一 个 定 值 。 车 在 DP 上 取 点 2 使 
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了 于 一 久 ， 则 开 也 是 定点 。 出 图 式 有 
2(4D.DP--4B.B9)=24D.DM。 
”4D(DP--DM)=4DB.59， 


亦 即 4D.PM= 4B.BQ. 图 
。 4LB PNM 5 
。 ”有 、 人 @ 


其 次 ， 设 四 边 形 4BCD 的 面积 为 9， 在 PC 
或 其 延长 线 上 取 一 点 8, 使 
4D.PS=29. 加 
因为 4D\4 都 是 定 值 ,所 以 PS 也 是 定 值 , 因 
PCOTL4D 所 以 4D.PRC=28e4pc。 因 此 图 
式 和 本 式 两 边 相 减 , 便 有 
4D(PS 一 PO) 一 2g 一 2SAapo， 
4D.OS 一 28A4sc。 


于 是 4D.CS=4B.09. 
用 图 式 的 两 边 除 以 加 式 的 两 边 得 
PM -39 四 
-丁克 


作 上 矩形 PMMNS， 连 结 ON ， 在 ACNS 和 
ACHP9 中 ， 因 为 CS 一 Ag= 有 由 四 2 
有 0S:SN=C9:B9， 因 此 
ACSNeAc9BE。 
CN -SN 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 : -一 一 一 


再 由 轿 便 有 
与 7 二 与 


即 CN 是 给 定 的 三 条 线段 4D、BC、458 的 
第 四 比例 项 , 也 是 定 值 。 由 此 , 可 得 如 下 的 作 
图 . 

[ 作 图 ] 在 给 定 线段 4 忆 的 延长 线 上 截取 
DM=W， 过 好 作 44 的 重 线 2MN， 使 玫 N 
等 于 报 据 @ 确定 的 线段 CS， 然后 根据 @@ 
作出 4D、BC、4 的 第 四 比例 项 CNX， 利 用 
CN 和 (CD 作 ADPON、 其 它 的 一 个 顶点 号 
的 位 置 立 即 可 以 确定 。 

2584， 从 正方 形 420D 的 边 4 刀 工 的 一 
点 向 箭头 所 示 的 方向 击 球 ， 球 在 点 驴 磁 到 边 
了 BC, 然后 如 图 所 示 再 次 反射 ， 最 后 回 到 出 发 
点 。 那 么 人 QR 应 该 是 多 少 度 ? 又 , 为 了 使 
四 边 形 P9RAS 的 面积 达到 最 大 ， 己 的 位 置 应 
该 在 邬 里 ? 
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解 设 人 OPB= 
AP9 刀 =B，4 瑟 = 
也 B=2. 因 c 十 B 一 90"， 
所 以 

人 APBPFOoACE9 
co 人 DRSwwA 人 4PS， 
故 83-ec-SA 4. 


设 比值 为 Mm 则 9B 一 MPB， 9C=7REO， SPD 
一 和 h 玉 了，S4 一 mP4。 
总 B 一 MO 40 一 0 一 710。 
“， MIRC 一 0 一 ?07 


因而 


REO -二 一 力 


FD-a-BO=a-( 和 -zj=~ 


了 


8D 一 mmBD 一 人 也 一 a+zj 


一 (和 2 一 轧 C 十 70; 
故 8S4=a 一 SD=4 一 [2 一 TeT+mz] 
一 (2 一 M)0G 一 720。 
而 8S4 一 MP4 一 人 (4 一 0) 一 IC 一 MT 
(2 一 M)C 一 MX 一 MG 一 My 
20 一 272C， 即 人 阴 一 上 
“中 了 一 PPB，QC 一 RC， 
8SD=RD, S4 一 P4。 
.。 Q 一 8 一 45?*， 
即 ~@P 应 为 外 *。 那么 上 四边形 PORS 是 
必 与 4B、BO、CDP、D4 的 中 点 重合 , 即 把 点 
也 取 在 4 号 的 中 点 就 行 了 。 


7. 多 边 形 


2585，ODBEFG 是 已 知 线段 CD 上 的 已 
知 多 边 形 ， 在 另 一 已 知 线 . 下 


段 4B 十 作出 它 的 相似 多 Cd 

边 形 。 G 

解 [ 作 图 ] 连结 CZ， 

COF。 先 作 人 AB4Z， 使 C D 
]B4T= 一 DO， - 
4BTL 一 CDTDB。 

再 作 A4ZM0, 使 


LTZ4M= BO ， 
LA.4TM= CZBR， 


轧 
色 
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再 次 , 作 人 4JN, 使 
AM 一 -TOG，A4MNHN = COFZG， 
则 4BZMAN 就 是 所 求 的 多 边 形 。 
[证明 ] A4EIcACDT， 
4D8_2P 47 
COPD 万 万 “06 
人 A4IMoACTR， 


因而 二 万 一 本 页 一 瑟瑟 
人 A44MNceoACFG， 
4M _ 3MN Nd 
7 
4 忆 至 了 0M 
天 而 三 -二 ”5 
_MW _N4 
-本 


并 且 <.4 一 0， 一 DB 一 D，- 工 = 一 卫 ， 
LA 好 一 人 PN 一 人 G, 所 以 多 边 形 CDNBFG 
co 多 边 形 4BIZMN， 

2586. 求 作 一 个 多 边 形 ， 使 它 与 已 知 五 
边 形 4BCDRB 相似 , 且 对 应 比 为 5:3. 

解 [ 作 图 ] 连结 4C，4。 截取 4B'、 
4C、4D 人 、4B， 使 它们 分 别 等 于 4B、4C、 


4D、4 召 的 计 ， 则 4B'C'D' 召 ' 就 是 所 求 的 


多 边 形 。 

[证 明 ] 根据 作 图 , BC 
1 BC CD1VC'D DBP1 
也 ' 吾 ,所 以 五 边 形 4DBCD 了 8 
co 五 边 形 4B'C'D' 罗 '， 上 有 
对 应 边 的 比 是 4B:4PB' 一 5:3。、 

2587. 求 作 多 边 形 ， 使 它 与 已 知 多 边 形 
4BCD… 相似 , 且 其 周 长 等 于 定 长 1. 

解 作 4 一 5 从 人 4 引 任意 直线 4S, 在 
.43 人 4 匡 、 
万民 、.…、MS 分 别 
等 于 4 万 、 DC、. 
B4. 过 鳌 、 羽 、 
各 点 作 SF 的 平行 人 2 
线 , 分别 与 4" 相 
交 于 B、C\…. 在 S 
4B' 上 作 多 边 形 @， 使 它 与 4B 上 的 已 知 多 
边 形 卫 相似 , 则 @ 就 是 所 求 的 多 边 形 。 其 理 


四 边 形 和 多 边 形 的 作 图 
由 是 ， 两 个 相似 多 边 形 对 应 边 的 比 等 于 局 长 
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的 比 ， 在 上 述 作 图 中 , 9 的 周 长 等 于 而且 
4 与 己 根 似 , 因此 久 是 所 求 的 多 边 形 . 

2588， 求 作 与 已 知 多 边 形 书 相似 ， 且 与 
另 一 已 知 多 边 形 人 等 积 的 多 边 形 羽 。 


必 


解 . 把 P.、@ 变 为 等 积 的 正方 形 , 其 面积 分 
别 为 m2 他 。 假定 与 刀 相似 且 与 @ 等 积 的 
多 边 形 妃 设 己 和 已 的 一 组 对 应 边 为 

/7， .DB2 
4 刀 和 -4Bo 见 寺 -- 5 

人 4B 4B _ 册 

2 .452 “” ”4 万 7 
而 4B、 3、 了 是 一 定 的 ， 所 以 4 也 是 定 
长 。 因而 只 要 在 4'B' 上 作 与 己 相 似 的 多 边 
形 郊 即 可 。 

25889. 在 下 面 的 图 (1) 中 , 要 把 甲 地 和 乙 
地 的 分 界 小 道 4BC 改 为 由 4 直通 公路 的 直 
道 , 但 又 不 想 政 变 甲 乙 两 块 地 的 面积 , 问 应 如 
何 作出 直道 ? 如 果 小 道 象 图 (2) 中 的 4BCOD 
那样 , 又 应 该 怎么 办 ?9 对 于 图 (1) 要 给 出 作 图 


和 证 明 , 对 于 图 (9) 只 要 求 作 图 。 


(1) (27 

解 在 狼 (1) 中 ， 过 屯 作 4C 的 平行 线 与 
公路 相交 于 九 ，4 了 就 是 所 求 的 直道 。 对 于 
AZ54C、AD40C 来 说 ， 底 边 4C 是 公共 的 ， 
因为 BD/ 4C， 边 40C 上 的 高 是 相等 的 ， 所 
以 SAsasc 一 Spao, 因 此 两 块 地 的 面积 没有 改 
变 . ， 

在 图 (2) 中 ， 作 BN LC (如 是 CD 上 的 
点 )， 五 / 4 万 , 47 就 是 所 求 的 直道 


人 0 
甲 人 /六 
At FA 
C DTD F D 
0) 《2) 
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2590. 已 知 两 个 相似 的 多 边 形 P、9， 求 
作 多 边 形 , 使 其 面积 为 P+@ 或 卫 ~g。 

解 [ 作 图 ] 人 作 瑟 一 PH+Q@。 设 己 和 
@@ 的 一 组 对 应 边 为 C、2。 作 .4=- 员 的 直 
角 三 角形 4BO, 使 4B=o, 4C 一 2 再 使 BC 
对 应 于 x 而 在 BC 上 作 与 忆 相似 的 多 边 形 羽 
即 可 。 其 理由 是 , 因为 PoQc 尼 ， 则 

一 :Q: 五 一 a2:02: BO2。 
所 以 呈 : (了 TO 一 BO2:(a2 士 22) 。 
根据 作 图 ~ 人 .4 一 吾 ， 所 以 
BO2 一 a2 十 22， 故 了 一 忆 9。 


(ii) 作 瑟 一 P--8(P>9@)。 可 作 人 人 DBP 
使 AD= 一 媚 , 太一 w，D 刀 = 在 D 上 作 
与 上 而 同样 的 相似 多 边 形 就 行 了 。 

-2591. 求 作 多 边 形 @, 使 它 与 给 定 的 多 边 
形 己 相似 , 且 其 面积 为 过 的 包 倍 。 

解 “[ 作 上 加] 在 一 直线 上 顺 次 取 三 点 人 
至、O， 使 2%.4B= BO。 由 屯 作 4B 的 垂 线 ， 
与 以 4C 为 直径 的 半圆 相 交 于 卫 . 在 D4 (或 
其 延长 线 ) 上 取 , 使 D 
了 万 与 三 的 一 边 等 


一 ZE 
行 线 , 与 DC (或 其 延 Us 


长 。 从 允 作 4C 的 平 
长 线 ) 相 交 于 五 . 以 了 DZ 与 多 边 形 忆 的 边 DZ 
对 应 , 在 也 B 上 上 作出 与 己 相 似 的 多 边 形 @ 即 
可 .。 
[证 明 ] 因为 Po8, 所 以 
卫 :Q 一 万 也 2: 了 72。 
24BIBO=4D2:DO2 
一 万 刀 2:D8H2 〈 问 题 1136)， 
"， 了 :9 一 4B:BC。 
又 4DB:BO=1:02%， 因此 PIG8=1:2) 
PP=O 
2592、 已 知 回 0， 求 作 它 的 内 接 或 外 切 
正四 边 形 、 八 边 形 十 六 边 形 、 三 十 二 边 形 。 
解 ” 作 互相 垂直 的 两 条 直径 4CO、BD， 则 
4BCOD 是 内 接 正 四 边 形 。 过 4、D、C、 了 作 


但 是 ， 


绢 据 问题 1514，xz2 一 ， 
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圆 的 切线 , 它们 的 交点 为 忆 .9、R、S， 则 AN 


就 是 外 切 正四 边 形 。 
设 弧 4P、BO、 CD ZN 
尽 妈 


D4 的 中 点 分 别 为 
五 、 并 、M、 和 N， 则 
4EPBICOMDN 就 是 
内 接 正八 边 形 ,过 二、 


| 忆 、2、 六 的 加 的 切线 与 二 的 和 这 的 


点 所 成 的 多 边 形 就 是 外 切 正八 边 形 。 
都 可 雯 同样 的 方法 求 得 。 

2593， 在 已 知 圆 内 作 正 五 边 形 和 正 十 边 
形 。 

解 ” 设 已 知 圆 的 半 
径 为 ”， 它 的 内 接 正 
十 边 形 的 边 长 为 由 


其 它 的 


和 7 一 0) 《中 外 比 )， 
所 以 zs=W ra+ (分 ) -全 。 故 可 作 图 。 作 
正 十 边 形 后 , 再 把 它 的 顶点 隔 一 个 连结 起 来 ， 
就 可 得 到 正 五 边 形 。 

2594. 求 作 已 知 圆 的 角 
正六 边 形 ， 正 十 二 边 

各 设 已 知 网 为 0， 用 
它 的 半径 的 长 去 截 圆周 ， 
就 可 得 到 内 接 正 六 边 形 
4HCDZR. 再 过 各 顶点 作 
切线 , 便 可 得 到 外 切 正六 边 形 。 区 内 接 正 
六 边 形 的 顶点 隔 一 个 连结 起 来 ， 就 得 到 内 接 
正三 角形 4C。 再 过 各 顶点 作 切 线 , 可 得 外 
切 正三 角形 。 然后 ， 把 弧 4BPB、 BO、 多 平分 ， 
将 所 得 的 分 点 和 4、 娓 、C、… 连结 起 来 ， 就 
可 得 到 所 求 的 内 接 正 十 二 边 形 4GBEHO…。 
再 过 各 顶点 作 切 线 , 就 可 得 外 切 正 十 二 边 形 。 

2595. 作 已 知 圆 的 内 接 正 十 五 边 形 。 

解 。 设 已 知 圆 CO 的 内 接 
正六 边 形 揭 一 边 为 4B， 
内 接 正 十 边 形 的 一 边 为 
4LC, 则 


L40B= 和 他 ABRB， 


4OC0 一 闸 忆 
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5 _ 芭 
所 以 BOC- 亲 AB. 


由 此 , 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 设 贺 0 的 内 接 正六 边 形 的 一 边 为 
4P, 在 驱 4 上 求 一 点 C， 使 弦 4C 等 于 内 
接 正 十 边 形 的 一 边 ( 间 题 2593). 那么 CB 就 
是 所 求 的 内 接 正 十 五 边 形 的 一 边 。 

.2596. 作 已 知 正方 形 4BOD 的 内 接 正 


4 玉 =40. 在 BO 上 取 呈 
G、 殖 ,使 BH=CG 一 日 2 
BO. 同样 , 在 CD、D4 
上 取 点 ,， 瑟 8FG 妃 … 就 是 所 求 的 正八 边 形 。 
[证 明 ] 和 人 4OF 是 等 腰 三 角形 ， 了 LO 
吐 算 "， 所 以 人 “40 了 一 67.5"， 从 而 
DO8 一 90" 一 67.5" 一 22.5" 
.上 =.4O 了 7。 
因此 BO 一 4。。 同样 , ZZOG= 3 BOZ 
.45"， 昌 OO 万 一 0 了 =OG， 所 以 万 不 一 万 G， 
闻 理 , 也 可 证 明 其 它 的 六 条 边 和 角 都 相等 。 
2597. 作 已 知 正 ” 边 形 书 的 内 接 多 边 
形 ， 使 它 与 另 一 已 知 正 % 边 形 @ 相等 。 
” 解 [分 析 ] 设 一 为 4BODZB，@8 为 
4BOTD TB 多边形 41BIO1LDiT1 与 纺 相 等， 
并 内 接 于 已。 那么 这 两 个 


大 
多 边 形 的 中 心 重 合 于 点 Am 站 
O, 重量 4L= BBC 人 E 
王 DDi 一 了 Bi;。 故 可 作 图 AR AAA 


如 下 。 
…[ 作 图 ] 求 卫 的 外 接 


圆 0。 设 和 的 外 接 圆 的 半 B; 尼 
径 为 0.4'， 以 9 为 圆心 、 \ 
0'4' 为 半径 作 圆 与 4B 。 
相交 于 点 4i (一 般 有 两 个 交点 )。 在 定 的 其 
它 各 边 上 求 与 441 相等 的 线段 BBI，CO1， 
也 Dl 万 刀 1 则 41BICO1D1PE1 就 是 所 求 的 多 边 
形 。 

2598。 已 知 正 2 边 形 4BCD…， 求 作 与 
它 等 积 且 边 数 为 2 的 正 多 边 形 。. 

解 [ 作 图 ] 设 已 知 正 多 边 形 的 中 心 为 
0O, 人 .40 的 平分 线 与 4 妃 的 交点 为 互 ， 求 


/ 动 形 。 0 
解 [ 作 图 ] 设 对 角 | 
线 的 交点 为 0, 在 4B E 2 
上 取 互 、 刀 使 B 盏 一 7 


又 


G 


癌 
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04,， 0 区 的 比例 中 项 ]. 在 O04, 0OB, 00,，… 
和 -4OB， 人 BOC，… 
的 平分 线 上 求 04/， 
00'，0B'，… 和 OP A NS 
0OD'，…， 使 它们 的 长 都 ASWV 4 
等 于 1。 则 4'BCOTD…。 ”， B 一 
就 是 所 求 作 的 正 多 边 形 。 
f 证 明 ] O4'=0B' 一 0O0' 一 0D' 一 … 而 且 
L 人 408B' 一 人 BIOCO' 一 -COD 
一 了 DIO 责 一 …， 
所 以 4'B'CD'… 是 正 多 边 形 县 边 数 是 27。 
区 
NA40XISA4OB' 一 (0O4 .OOX) ? (0O4 OP)， 
04' 一 0B' 一 1， O4.0OZX 一 52。 
-。 04,0X=04.0Bn。 
心 As4ox 一 SA4dop 
2I2SA4oz 一 212.SA4opre 
而 4X=XB， 
…。 29.Sa4oz 一 028SaAhdopy 


久 而 


久 vA4oB 一 20.SA40p'。 

于 是 多 边 形 4DBOD… 一 多 边 形 4BCTDP。 

2589. 把 已 知 三 角形 4BC 的 三 个 角 切 
下 来 ， 使 它 成 为 三 组 对 边 互 相 平行 的 正六 边 
形 。 信 
解 ” 作 与 BO 平行 的 
任意 直线 ， 与 4B、4C 
分 别 相交 于 刀 ^ 也 .。 在 
B、ZEC 上 分 别 取 点 
Jr、 丽 ， 使 也 一 责 ( 权 
一 D' 瑟 '。 作 直线 JE 
IIG'， 使 J 瑟 尼克 也 
了 GD 那么 万 下 ' 官 9 所 以 已 瑟 ' 岂 
互 凶 '， 因 此 六 边 形 刀 瑟 BMG 互 ' 的 各 边 相 
等 且 三 组 对 边 分 别 平 行 。 另 外 , 设 4 互 、4G" 
的 延长 线 与 BO 分 别 相交 于 互 、G， 以 互 G 
与 五 'G' 对 应 ， 作 出 如 图 所 示 的 六 边 形 
DBZGBEJ， 使 G 久 GT， 鼠 J] 97， 五 太 
一 GZ，DJ 一 互 J， 很 明显 , 这 两 个 六 边 形 相 
似 , 因此 六 边 形 PEBEGBV 是 正六 边 形 , 三 双 
对 边 分 别 平行 。 “ . 

2600. 已 知 奇 数 边 多 边 形 各 边 的 中 点 ， 
求 作 这 个 多 边 形 。 

解 ”为 了 说 明 上 的 方便 ， 把 已 知 点 暂 定 为 
五 全 如 4、42、 4sg、 4f、45， 任 取 一 点 Pr 


人 
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设 书 关于 4 的 对 称 点 为 了 3 关于 4 的 
对 称 点 为 Ps 如 此 依 
次 取 点 PS、P5、6. 
设 PP6 的 中 氮 为 
怀 b 1 关于 41 的 对 
称 点 为 怀 *， 浆 3 关于 
4 的 对 称 点 为 和 3， 
如 此 依次 求 出 并 4， 
屋 5)， 则 马 1 瑟 9 区 3 又 4 和 5 就 是 所 求 的 多 边 形 . 

其 理由 是 : 根据 作 图 ，4i 是 天 1 和 Xe 和 Pi Po 
的 中 点 , 所 以 刀 和 XI 之 互 2Pa， 同样 地 ， 交 2P 忆 
屋 3P 人 和 4P4 几 和 5P5 之 P6X1I， 因 此 X5XI 被 
45 平 分 .其 它 的 边 XI1o 和 ?和 :、;X4、 工 4 惑 5 
的 中 点 显然 是 4i、4?、4s、44， 所 以 驴 : 交 3 
入 sX4X5 就 是 所 求 的 多 边 形 。 这 种 解法 对 于 
任意 的 奇数 边 都 是 成 立 的 。 

2601. 已 知 偶数 边 的 多 边 形 各 边 的 中 点 
41， 42， 43， “ 能 作出 这 个 多 边 形 吗 ? 

解 为 了 说 明 上 的 方 Ba Ap， 
便 ， 暂 定 中 点 的 个 数 是 xy 一 < 

4 个 ， 如 di，-42，.4ax， 了 
44。 和 上 题 一 样 ， 取 任 
意 点 Pt, 设 已 关于 41 
的 对 称 点 为 Po，Po 关 二 一 ~ 
于 4 的 对 称 点 为 pa， 加 全 衣 
依次 作 P4 在。 设 PiP6 的 中 点 为 瑟 ， 以 
44、4s、4s 为 对 称 中 心 ,- 依次 作出 1 的 对 
称 点 瑟 *, 人 2 的 对 称 点 互 3, 和 3 的 对 称 点 忆 4， 
和 上 题 同 样 考虑 ， 因 为 PXI1 之 PoX2? 业 PoZXs 
必 P4XE4， 所 以 忆 人 4 人 PP5XI。 因为 开 1 和 4 之 
了 P4P5 所 以 X1ZRs 不 通过 44. 如 果 和 疡 

合 , 则 有 1Xs 与 Pi4P5 也 重合 , 这 时 无 论 Pr 
的 位 置 如 何 都 行 , 因而 这 个 问题 是 不 定 的 .由 
于 这 种 证 明 对 于 任意 的 偶数 边 都 成 立 ， 所 以 
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本 题 有 不 定 解 或 无 解 . 
边 形 不 能 作出 。 

2602， 已 知 多 边 形 的 各 个 角 的 求 分 线 
了 了 2 2 县 一 边 过 定点 ， 能 作出 这 个 多 
边 形 吗 ? 

解 [分 析 ] 假定 所 求 的 多 边 形 4BODBE 
已 经 作出 ,: 设 4 瑟 通 
过 点 己 ， 因 为 了 是 
L 互 的 平分 线 ， 所 以 立 
于 关于 工 的 对 称 点 
已 在 边 BC 上. 同样， 
局 关于 的 对 称 点 
Pa 在 边 OCD 上 , 己 2 关 
于 了 的 对 称 点 Ps 在 
边 刀 妨 上 …。 由 此 , 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 作 书 点 关于 工 的 对 称 点 Pi， 忆 : 

关于 了 的 对 称 点 P2, 反复 用 这 种 方法 , 依次 
作出 关于 7、 7、 了 三 、 蕊 的 对 称 点 oa、 PE5、 
P6. 设 P、E6 所 在 的 直线 与 了、 了 分 别 相交 
和 4、 忆 ， DBP1 与 . 纺 相交 于 'C， CP> 与 了 相 
交 于 刀 ， 依 次 得 到 刀 、 卫 。 
.这 合作 图 只 有 在 五 和 P6 的 连 线 通 过 4 的 
时候 才 有 可 能 ， 但 由 于 习 ， 了 > 2 … 了 了 的 位 
置 , 一 般 地 丈 和 25 的 连 线 不 通过 4, 所 以 本 
题 一 般 不 能 解 。 例 如 三 角形 三 个 角 的 平分 线 
一 定 相交 于 一 点 (内 心 )， 所 以 已 知 的 三 条 直 
线 必须 具备 这 个 性 质 才 行 。 如 果 已 知 的 三 个 
角 的 平分 线 不 相交 于 一 点 , 很 明显 本 题 无 解 . 
如 果 边 数 大 于 四 的 多 边 形 ， 各 个 角 的 平分 线 
不 一 定 要 求 相 交 于 一 点 。 上 面 作 图 中 最 后 一 
个 对 称 点 B6 是 否 落 在 4 好 上 还 不 一 定 ， 因 
此 当 书 和 Re 的 连 线 与 玛 平行 的 时 候 , ,本题 
无 解 。 车 书 和 E6 重合 ， 则 有 无 数 解 ， 即 不 
定 。 


一 般 地 说 , 这 样 的 多 


第 五 章 圆 的 作 、 图 


1。 基 本 作 图 

2603, 作 已 知 三 角形 4BC 的 外 接 四 。 

解 过 4 已 的 中 点 召 作 4 的 垂 线 ， 过 
40 的 中 点 百 作 40 的 垂 线 ， 以 两 垂 线 的 交 
点 0 为 圆心 、O4 为 半径 作 圆 即 可 。 其 玫 由 


人 AO4Fc2A 人 OPB， 
04=OP.。 

AO4FS2AOCP， 
.…，04 一 00. 

. 因而 0O4=O02=00.。 
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也 、O 三 点 , 即 是 人 4B0 的 外 接 圆 。 

2604. 在 已 知 线段 4B 上 作 含 已 知 角 
C 的 弓形 红 。 

解 [ 作 图 ] 作 4B4D-， AQ， 过 
4D 的 垂 线 4O。 作 -4 了 
的 垂直 平分 线 了 O， 设 它 
与 40 的 交点 为 0。 以 0 
为 阅 心 、O4 为 半径 作 圆 。 
设 人 B4D 外 面 的 弧 为 
47B， 由 弓形 48 巨 即 为 
所 求 。 

[证 明 ] 因为 4、 刀 到 
O 的 距离 相等 ， 因 此 殖 在 圆 O 上 ， 所 以 这 个 
己 形 在 4 刀 上 。 其 次 , 在 这 个 弓形 内 作 一 个 
4FB， 因 为 4 是 半径 04 的 垂 线 ， 因 而 
4D 也 是 圆 的 切线 ,所 以 人 L.4FTD 一 B4D=- 
CC， 故此 弓形 4F 呈 上 的 圆周 角 等 于 ~C， 

2605. 作 已 知 弧 4CPB 的 全 圆 . 

解 ” 作 线段 40、C 的 垂直 平分 线 ， 设 它 
们 相交 于 O， 则 以 O 为 贺 
心 、04 为 半径 的 圆 , 即 为 
所 求 的 全 圆 。 其 理由 是 
因为 O 到 4、 BC 三 点 的 区 
距离 相等 ,， 所 以 以 O 为 加 
心 `.O4 为 半径 的 圆 一 定 过 
了 B3、C 两 点 。 因 此 , 圆 4C2B 为 所 求 的 全 圆 。 

2606.， 以 已 知 点 0O 为 圆心 作 园 ， 使 与 直 
线 Z 相交 而 截 得 的 弓形 绝 含 有 已 知 角 
C。 

解 过 0 作 有 XZY 的 垂 线 04， 从 0 作 OB 
使 /504=a。 设 0B 
与 入 Z 相交 于 3， 则 以 - 
O 为 圆心 .OPB 为 半径 的 
圆 即 为 所 求 的 圆 。 其 理 SR 二 
由 是 ， 此 圆 与 Z 了 的 交 ”DA 一 

点 为 刀 、C， 设 在 人 7 与 C 辐 侧 的 弓形 为 
BPC， 则 


BFPC= 尊 /BOO=w 


故 贺 BPC 朗 为 所 求 的 贺 . 

若 已 知 点 0 在 已 知 直线 Y 之 外 : 当 90。 
叶 a<180" 时 ,本 题 有 一 解 ( 若 90"-<w<180。 
时 ， 可 作 与 0 在 XZ 的 同 侧 且 含 角 4180" 一 w 


寸 4 作 


的 弓形 ) 当 wx 一 90? 时 无 解 . 若 0 在 X7Y 上 ， 
当 w 一 90” 时 解 不 定 , 当 c 基 90" 时 无 解 。 


乙 。 作 切 于 已 知 直 线 ( 或 已 知 多 
边 形 ) 的 圆 或 与 已 知 角 相交 的 圆 

2607， 求 作 过 已 知 点 4 且 切 于 已 知 直 线 
上 定点 互 的 圆 。 

解 设 4 的 垂直 平分 
线 CO 和 过 互 所 作 王 的 A 
垂 线 相交 于 0O， 则 以 O 为 
圆心 、OB 为 半径 的 圆 就 
是 所 求 的 圆 。 其 理由 是 ， 
因为 CO 是 4 万 的 垂直 平分 线 ， 所 以 0OB= 
O4， 从 而 这 个 圆 过 4 点 。 又 OBXTZ， 所 
以 该 圆 在 点 妃 与 与 了 相 切 。 

2608， 过 已 知 点 4 作 半 径 为 * 的 贺 ， 使 
它 与 定 直 线 忆 相 


的 直线 到 . 在 荆 与 4 的 同 侧 ， 以 4 为 圆心 、 
?为 半径 作 图, 设 与 你 的 交点 为 0. 过 O 作 忆 
的 垂 线 OC， 则 以 O 为 圆心 、OC 为 半径 的 圆 
即 为 所 求 的 圆 。 其 理由 是 ， 因 0O4=O0O=， 
OO 盖 所 以 圆 O 过 点 4, 与 也 切 于 点 CO, 且 
其 半径 为 了 。 

以 4 为 圆心 的 加 〈 即 圆 4) 与 验 的 交点 ， 
一 般 有 两 个 , 故 本 题 一 般 有 两 解 。 如 圆 4 与 
戏 相 切 , 则 本 题 有 一 解 ; 如 圆 .4 与 到 无 公共 
点 , 则 本 题 无 解 。 

25609,， 作 过 已 知 点 4 的 圆 ， 使 其 圆心 在 
定 直线 工 上 , 且 与 另 一 直线 邓 相 切 . 

解 作 点 4 关于 荆 的 对 称 点 4， 再 过 4、 
4 作 与 鸡 相 切 的 圆 ， 即 为 所 求 的 贺 . 本 题 
可 归结 为 作 过 两 定点 且 与 另 一 直线 相 切 的 圆 
的 问题 (参照 问题 2618) 。 


574 


第 四 编 . 作 图 王 


2610。 求 作 与 两 直线 工 、 了 ix 相 切 且 圆心 | 取 、 卫 的 圆 , 设 刀 万 与 二 的 交点 为 卫 .过 忆 作 


在 定 直 线 W 上 的 酌 。 

解 ” 设 两 直线 工 _M 的 交角 AZ4M 的 平 
分 线 与 六 的 交点 
为 0, 过 0O 作 二 的 
垂 线 03, 则 以 0 
为 心 、 O 为 半 
径 的 轴 即 为 所 求 的 
六 其 理由 是 : 因 
轩 心 0 在 人 ZIZ4M 的 平分 线 上 ， 又 在 W 上 ， 
且 0 户 147， 所 以 圆 O 的 圆心 在 人 上 县 与 
工 _M 相 切 。 

LI4M 为 两 定 直线 五 了 的 交角 ， 它 的 
平分 线 有 两 条 , 故 本 题 在 一 般 情况 下 有 两 解 ， 
如 一 条 平分 线 与 W 平行 ， 则 本 题 只 有 一 解 ; 
如 工 / 戏 ， 它 们 交角 的 平分 线 就 是 它们 的 公 
垂 线 的 垂直 平分 线 。 当 四 与 工 下 不 平行 
时 ， 只 有 一 解 ， 当 人 与 Js 及 平行 时 ， 无 解 ; 
又 刀 是 到 邓 的 公 垂 线 的 重 直 平分 线 时 , 有 
无 数 多 个 解 。 

2611. 求 作 切 于 直线 Z 上 定点 4 的 
圆 ， 且 使 由 该 直线 上 另 
外 两 个 定点 吾 、0 作 该 
圆 的 两 条 切线 平行 . E 

解 过 4 作 开 了 的 X 谍 
垂 线 和 以 BC 为 直径 的 
圆 相交 于 0O， 则 以 O 为 
圆心 、04 为 半径 的 贺 即 为 所 求 的 圆 。 其 理 
由 是 : 由 吾 、C 引 四 的 切线 BZB、OB。 因 贺 
O 与 Z 相 切 于 点 4， 则 OB、OC 分 别 是 
L4BB、~407 的 平分 线 ,所 以 

人 OPC 十 AOCB 一 一 玫 
(…” BOC= 了 有司 ， 
“， ZEBO+EFOPB=23 一 忆 ， 

因而 “” 3BB1]/CP， 

当 B、C 在 4 的 异 侧 ,本 题 有 两 解 ,其 他 情况 
则 无 解 。 

2612. 求 作 切 于 直线 民 上 的 定点 4 且 与 
已 知 圆 0 相交 于 了、 人 
C( 使 BO 一 疙 的 圆 .其 
中 ; 为 已 知 长 。 B' 

解 ” 任 作 一 个 与 已 
知 直线 工 切 于 定点 
4 且 与 已 知 圆 相交 于 


加 0 的 割 线 PBCO， 使 BO 一 7， 则 过 三 点 号、 
CO、4 的 圆 0' 就 是 所 求 的 圆 。 其 理由 是 : P4 
与 圆 至 B4 相 切 于 4， 所 以 PH42 一 P 瑟 ,PE 
而 在 圆 O 中 

也 B.PCO= 了 也 . 刀 7， 

.。 了 DB.PO=PL42， 


| 从 而 圆 BC4 和 工 相 交 于 点 4,， 又 BO 一 ?7, 故 


圆 0 为 满足 条 件 的 圆 。 

注 过 忆 引 BC=! 的 E 
荡 一 般 有 两 条 ， 故 本 题 一 人 
般 有 两 解 。 若 五 叉 / 也 引 卫 下 
与 瑟 8 平行 的 驴 BC 使 
FO=71， 则 过 也 、O_、 4 三 LA 
点 的 圆 即 为 所 求 的 贺 。 

2613. 求 作 切 于 定 直 线 忆 上 定点 吾 的 
圆 , 使 从 定点 4 对 该 圆 的 张 角 等 于 已 知 角 c， 

解 [分 析 ] 设 适 合 条 件 的 圆 0 已 作出 ， 
LAC4D=ow 则 时 

LO40= 亏 本 


0O04= 一 了 R。 

所 以 AOc4 的 三 个 角 一 上 
定 . 又 因 -25 为 定 值 , 00 一 0B, 所 以 -93 
也 为 定 值 。 设 其 比值 为 二, 则 可 得 如 下 作 图 . 
[ 作 图 ] 设 到 两 定点 3、-4 的 距离 的 比 为 
定 比 守 的 点 的 轨迹 (阿波 罗 尼 斯 圆 ), 与 从 点 


忆 所 作 直 线 民 的 垂 线 相 交 于 点 O， 即 为 所 求 
的 圆心 。 以 0 为 圆心 、OB 为 半径 的 圆 , 即 为 
所 求 的 圆 。 

[证 明 ] 显然 ， 圆 O 在 点 如 处 与 工 相 切 。 
其 次 ， 由 双向 圆 O 引 切线 4D、&LC, 报 据 作 


号 


20O40~ 筷 aw AC4D=a。 
[讨论 ] 下 召 作 直 线 工 的 垂 线 ， 与 到 万 、 
4 的 距离 之 比 为 定 比 的 点 的 轨迹 , 一 般 有 


两 个 交点 , 故 本 题 一 般 有 两 解 。 
2614. 作 切 于 定 直线 工 上 的 定点 瑟 的 
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圆 , 从 定点 4 向 该 圆 作 切 线 4 使 4D=- 民 本 所 以 ，00' 与 以 4B 为 真人 径 的 辆 相 切 于 忆 
解 因 人 4DO 是 直 《BFO 与 半圆 47DB 相 切 ) 。 


角 三 角形 ,402? 一 0ODP2 一 
7z2， 而 OPD=OB， 因 此 
0O42 一 0B2 一 2 (一 定 ) 。 
报 据 问题 1834, 到 两 定 
点 4、 如 的 距离 的 平方 各 工 
差 等 于 定 长 妃 的 点 的 轨迹 是 垂直 于 4B 的 直 
线 , 这 直线 和 过 嘱 所 作 工 的 垂 线 的 交点 D 就 
是 所 求 的 辆 的 圆心 。 

2615。 作 圆 ， 使 它 切 于 定 直线 工 上 的 定 
点 4， 且 与 已 知 圆 O 的 交角 等 于 已 知 角 a。 

解 [ 作 图 ] 过 妈 作 工 的 牌 线 4C。 再 过 
4 作 吉 线 4D, 使 /C4D=w. 在 D4 的 延长 
线 上 取 一 点 刀 , 使 4B 等 于 圆 0 的 半径 。 设 
OB 的 垂直 平分 线 与 
40 相交 于 0, 则 以 C 
为 圆心 ,C4 为 半径 的 
圆 ， 即 为 所 求 。 

[征明 ] ” 设 殴 C 和 
圆 0 的 交点 为 G， 在 
AcC4B 和 AcCG0O 中 

CO4 一 CG， 二 > 
根据 作 图 OQ=4B， 
和， 人 0O4BS22AC6O， 

因而 0OGO= -CC4F。 

而 殷 据 作 图 2C4D=c, 所 以 
CO4F=180。-aw 〈 定 值 )， 


故 CGO=180" -ac。 
因此 由 两 圆 的 交点 G 作 两 圆 的 切线 ， 其 交角 
等 于 c。 


2616， 作 互相 外 切 的 两 个 圆 , 使 它们 与 已 
知 直 线 王 分 别 相 切 于 该 直线 上 的 两 个 已 知 
点 4 B， 而 且 两 圆 半 径 的 比 为 多 :9。 

解 [分 析 ] 假定 本 题 已 解 ， 设 所 求 两 圆 


的 圆心 为 O、O， 
[AAAN> 
人 A M DB 王 


OO0' 的 延长 线 与 
一 40:BO' 一 MI 


丈 相交 于 书 。 则 

P4:2DD 
由 于 48 是 定 线段 ,所 以 忆 是 定点 ,， 设 圆 0O、 
O' 的 切 点 为 忆 过 忆 作 OO: 的 垂 线 与 4 已 相 
交 于 人， 则 

M4 一 3 一 1 了， 4DBe /已 


[ 作 图 ] 在 4B 的 延长 线 上 求 点 己 使 
P4:PPB 一 7M:2。 沁 4 为 直径 作 半 圆 ， 由 书 
作 它 的 切线 ， 切 点 为 刀 。 由 4、 刀 分别 作 开 
的 垂 线 4O、BO'， 与 2D 或 其 延长 线 相交 于 
O、O, 则 以 O、O “为 圆心 ， 分 别 以 0O4、OB 
为 半径 的 两 个 圆 , 就 是 所 求 的 图 。 

2617 . 在 已 知 的 等 边 三 角形 4BC 内 作 三 
个 互相 外 切 的 圆 ， 使 它们 分 别 与 三 角形 的 两 
边 相 切 。 

解 设 Z4、~B、~C 的 平分 线 相 交 于 
点 O. 因为 四 边 形 
4 也 0 万 、B3DOF、 
DOEC 都 相等 ， 只 要 
作 它 们 的 内 切 圆 就 行 
汀 二 

0ODPB 的 平分 线 
与 BO 的 交点 Ol 就 
是 四 边 形 BDOZ 的 内 切 圆 的 圆心 。 
圆 也 可 间 样 作出 。 

2618. 作 过 两 个 定点 4、3， 且 与 定 直线 
和 相 切 的 圆 。 

解 过 4、5 两 点 作 任意 圆 。 设 42 的 延 
长 线 与 到 Z 相交 2， 由己 作 这 个 圆 的 切线 
PT, 在 了 7 上 取 2C 
(和 PC)， 使 它 等 于 
PT。 过 4、B、C (和 
4、B,、C) 三 点 作 圆 ， 二 
这 个 圆 即 为 所 求 。 其 X  G 和 
理由 是 : 因为 27 是 圆 4BT7 的 切线 ,所 以 

PT2 一 P4.PP， 
"，P4.PDPB=PO2 (PIT=ZO). 
因此 过 4、B、C 三 点 的 较 与 Y 相 切 于 C。. 

至 于 C' 也 是 同样 的 。 

2619. 作 圆 ， 使 它 过 定点 上 并 与 定 角 
人 XOT7 的 两 边 OX, OY 相 切 。 

解 [分 析 ] 人 设 所 求 加 


其 它 两 


的 圆心 为 0， 则 C 
在 一 XOY 的 平分 WA Z 
线 O2Z 上 车 设 点 4 请 
也 关于 02 的 对 称 NS 

点 为 由 区 息 AS 7 
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已 作 与 O7 相 切 的 六 的 问题 (上 题 ) 。 

别 解 ”也 可 用 如 于 的 相 
似 法 来 解 . 

先 作 与 O 和 OZ 相 切 的 
任意 网 , 设 圆 心 为 也 .OP 
的 连 线 与 圆 了 相交 于 g 《 
和 98. 过 己 作 9D (或 
'D) 的 平行 线 PC 与 OD 相交 于 C， 则 以 C 
为 圆心 、CP 为 半径 的 圆 即 为 所 求 。 其 理由 
是 : 若 过 刀 、C 分 别 作 CO7Y 的 垂 线 卫 玉 、CP， 
由 DO 一 刀 妃 可 得 CP=078， 因 此 阅 与 O7 
相 切 于 卫 , 同样 地 , 较 CO 也 和 0OX 相 切 ， 

2620. 以 ? 为 半径 作 较 ， 使 它 与 已 知 的 
~XO7 的 一 边 OX 相 切 , 与 另 一 边 OZ 的 交 
角 等 于 已 知 角 %. 

解 [分 析 ] 假定 
本 题 已 解 出 ，C 是 所 
求 回 的 圆心 园 C 与 
OX 相 切 于 点 4， 与 
OZ 相交 于 点 了 49. 
过 己 作 圆 C 的 切线 . 
ZD 与 0OX 相交 于 卫 , 那么 COPD 就 是 OZ 
和 贺 C 的 交角 , 那么 8 
-， AOPD=a 且 OPD=90。。 

所 以 CCP8=90" 一 ax， 因而 CCP@ 的 大 小 
一 定 . 过 0 作 PS 的 垂 线 0 殖 , 则 AOP8 的 
形状 一 定 ，CP:CB 一 定 。 又 因 CP=C4, 所 
以 C4:C 一 定 。 根 据 问 题 1855， 到 定 角 
改 OY 的 两 边 的 距离 之 比 C4:C 好 为 定 值 的 
点 的 轨迹 是 过 O 的 一 直线 03。 故 可 作 图 如 
下 


了 人 


[ 作 图 ] 在 07 上 求 点 C, 使 C4=r。 以 
C 为 圆心 、C4 为 半径 作 圆 ， 此 圆 即 为 所 
2621. 求 作 贺 , 使 它 与 已 知 角 ZXZOZ 的 
一 边 OX 相 切 ， 与 另 一 边 OY 的 交角 等 于 已 
知 角 w 并 且 过 OZ 
上 的 定点 4. 

解 [ 作 疼 ] 和 
上 题 同 祥 考 虑 ， 求 
与 0 和 根 切 与 OZ 
的 交角 等 于 已 知 角 
a 的 贺 的 圆心 的 轨 
迹 ， 得 直线 05。 从 03 上 的 任意 一 点 C' 作 


|] 0 的 性 线 CB'。 以 C 为 圆心 、C' 为 半 


径 作 圆 0' 与 OZ 相 切 , 且 与 OZ 的 交角 为 a。 
设 O4 与 圆 乡 的 交点 为 4 (因为 交点 有 两 
个 ,所 以 一 般 有 两 个 解 ), 由 4 作 4C 的 平行 
线 与 03 相交 于 C， 由 C 作 OZX 的 生 线 CT. 
因为 4 一 CAB 所 以 4C 一 COCB. 因此 ,以 C 
为 圆心 、CB 为 半径 的 圆 与 OX 查 切 , 且 过 点 
4， 并 与 OZ 的 交角 等 于 w。 故 圆 C 就 是 所 
求 的 贺 . 

2622.， 以 定 长 7 为 半径 作 贺 ， 使 它 与 已 
知 的 二 和 OF 的 两 边 OX、OZ 的 交角 分 别 为 
CX、.。 . 

解 [分 析 ] 假定 本 题 已 解 出 ，C 为 所 求 
圆 的 山 心 , 况 C 与 OX、 
oO7 的 交点 分 别 为 4、 
4 了, 刀 , 圆 2 与 OX、 
OF7 的 交角 分 别 等 于 w、 


]XL4O=g90。 -au， 
ATZBC=-90。_ 8 

所 以 由 CO 作 OY、OY 全 

的 垂 线 C、C 工 ， 则 S 


AcC4M、ACBL 的 形状 是 一 定 的 。 又 CB、 
C4 等 于 定 长 ”, 那么 两 个 直角 三 角形 C4 太 ， 
CC2BD 的 大 小 就 知道 了 ,COC34、OCZ 也 就 为 定 长 . 
从 而 点 C 的 位 置 可 以 确定 。 故 可 作 图 如 下 . 

{ 作 图 ] 以 等 于 > 的 线段 P9 为 半径 作 圆 ， 
由 卫 引 两 条 弦 PCS、PR， 使 CSPO=90" ~ 
4， REP9 一 90" 一 68。 在 一 XOF 内 求 一 点 
,使 由 点 C 向 OX、O7 作 的 垂 线 CCP 
分 别 等 于 S@、R. 以 C 为 圆心 .了 为 洲 径 作 
圆 , 这 个 圆 就 是 满足 条 件 的 圆 ， 

2623.， 作 圆 , 使 它 与 已 知 人 和 OY 的 两 边 
OX、OFT 的 交角 分 别 等 于 定 角 w、B8， 而 且 过 
巨 知 点 4 

解 设 9 为 适合 条 伯 的 贺 的 区 心 , 两 C 与 
OX、O7Y 的 交角 分 
别 等 于 w、8. 根据 
上 题 ，ACO4M 和 和 
AcCBL 的 形状 是 
一 定 的 ，C4:0OM，。 
CB:CL 的 比值 也 
分 别 是 一 定 的 。 设 


一 
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CU _ 2 CO 9 陪 。 

Ca 太 0FB 力 [和 证明] BON4P， 

有 _g. AOBD- DD4。 
则 0M 一 交 .04， OZ 志 CB， 又 0DB ALDP 

本 ，CM _ 兄 思 . 又 因 0B=O0D，…，0BD= -0ODP， 

网 64=9 本 以 -7 一 页 9 ne ADP4= 4DP， 
的 比值 是 一 定 的 。 根 据 问 题 1855, 圆心 O 的 。 4D=LP， 


轨迹 是 一 直线 0GF。 

在 0OG 上 任 取 一 点 C， 以 C" 为 油 心 作 与 
OX 的 交角 为 w 的 圆 ， 设 它 与 O4 的 交点 为 
4 和 4"),， 由 已 知 点 4 作 4 的 平行 线 与 
02 相交 于 C, 则 以 C 为 园 心 、C4 为 半径 作 
吏 , 即 为 所 求 (问题 2621) 


3。 作 与 已 知 圆 相 切 的 加 

2624， 以 给 定 的 半径 ”> 作 圆 ， 使 它 的 
心 在 已 知 直 线 工 上 , 并 与 已 知 贺 0 相 切 。 

盘 [ 作 图 ] 以 O 为 圆心 , 分 别 以 欧 O 的 
半径 马 和 已 知 圆 的 半径 > 的 和 或 差 为 半径 作 
圆 ， 与 直线 工 相交 于 四 
O、O:. 再 以 Ot、Os L ONE > 全 
为 圆心 ， 以 > 为 半径 
作 园 ， 那 么 这 些 圆 都 
是 所 求 的 圆 。 

[证 明 ] Oo? 都 
在 直线 也 上 上 ， 并 且 OO1 一 已 十 7， OO 一 忆 一， 
因此 贺 0:、0O2 分 别 与 0 相 切 。 这 种 圆 一 
般 有 四 个 。 

如 果 以 五 一 y 为 半径 的 圆 与 世相 切 ， 则 有 
三 个 解 ; 如 果 以 忆 一 * 为 半径 的 圆 与 二 既 不 
相交 又 不 相 切 ， 而 以 闻 +r 为 半径 的 圆 与 工 
相交 , 则 有 两 个 解 ; 如 果 以 如 十 为 半径 的 加 
与 工 相 切 ， 则 只 有 一 个 解 ; 如 果 都 与 亏 没 有 
任何 公共 点 , 就 无 解 。 

2625. 求 作 切 于 定 圆 0， 圆心 在 定 直 线 
XZ 上 ， 并 且 过 这 


定 阅 的 圆心 0 引 与 
定 直线 和 平行 的 
直径 BC， 连 结 BP 的 直线 和 定 圆 0 相交 
于 D， 连 结 0D 并 延长 和 Z 相交 于 4， 则 
以 4 为 圆心 、4P 为 半径 的 圆 ， 就 是 所 求 的 


故 圆 4 过 点 也 ,4 是 它 的 半径 。 从 而 圆 O 
和 圆 4 的 连 心 线 等 于 这 两 个 圆 的 半径 之 和 ， 
这 两 个 圆 外 切 。 因 此 , 现 4 就 是 所 求 的 圆 . 
结 OD' 并 延长 和 刁 Z 
交 于 4， 则 以 4 为 N 
xXA 7 态 

此 , 一 般 有 两 个 解 。 SR/ 

如 果 PB 或 PC 为 

贺 O 的 切线 ， 则 仅 有 一 个 解 。 如 果 定 直线 
2626， 求 作 与 两 个 已 知 圆 0、O' 相 切 , 且 
半径 等 于 已 知 长 的 四 。 

解 “ 设 两 个 已 知 圆 0 | 
好 ， 并 把 4 为 圆心 、， 1 售 
为 半径 的 圆 记 作 (4y)， 
设 圆 (0, 五 十 r) 和 贺 

表示 两 个 点 ; 当 两 圆 相 切 时 ，4 表示 一 个 点 
即 切 点 ; 当 两 圆 相 离 时 , 4 不 表示 任何 点 ), 如 
以 又 为 圆心 、 人 为 半径 画 贺 (4， 7)， 则 这 个 
所 以 这 个 阅 就 是 满足 已 知 条 件 的 圆 。 
设 园 (0, 互 十 六 和 贺 (0 忆 ~7) 的 公共 点 
(交点 、 切 点 ) 为 五, 画 贺 ( 刀 ,>)， 则 这 个 圆 外 


同样 ， 连 结 PC 的 直线 和 圆 0 交 于 D， 连 
图 也 是 所 求 的 阅 。 关头 
XY 和 定 贺 O 相 切 , 且 切 点 为 P, 则 无 解 
和 O' 的 半径 分 别 为 刀 、 
(0 允 ' 十 作 的 公共 点 为 4( 当 两 圆 相交 时 ,4 
圆 和 两 个 已 知 较 0 和 0' 外 切 ， 且 半径 为 mm 
切 于 刺 O、 内 切 于 圆 0'， 且 半径 等 于 ” 所 以 


」 这 个 圆 也 是 满足 已 知 条 件 的 圆 。 


设 圆 (2, 如 一 信和 圆 (2 马 十 7) 的 公共 点 
《交点 或 切 点 ) 为 C, 画 圆 (2, 分, 则 这 个 阅 内 
切 于 圆 0, 外 切 于 大 0 且 半 径 等 于 ”% 所 以 
这 个 圆 也 是 满足 已 知 条 件 的 两。 

设 圆 (0, 玉 一 人 和 圆 (9 名 一 7) 的 公共 点 . 
《交点 或 切 点 ) 为 孔 画 圆 ( 乙 , 放 ， 则 这 个 贺 
内 切 于 已 知 的 两 个 圆 0 和 0 且 半径 等 于 、 


所 以 这 个 圆 也 是 满足 已 知 条 件 的 大 。， 
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综 上 所 述 ， 如 4、B、C、 呈 都 表示 两 个 点 ， 
则 本 题 有 八 个 解 。 乌 是 其 中 有 的 不 是 交点 而 
是 切 点 或 没 公共 点 等 情况 ， 所 以 本 题 的 解 也 
包括 七 解 、 六 解 .五 解 、 四 解 、 三 解 、 二 解 、 一 解 


或 无 解 等 情况 。 

2627. 求 作 过 一 定点 刀 、 切 于 定 圆 4\ 且 
半径 等 于 定 长 和 的 圆 。 

解 [ 作 图 ] “ 设 已 知 圆 4 的 半径 为 马 ， 以 
4 为 圆心 、. 屯 -Y 为 半径 
画 圆 0. 又 以 屯 为 加 心 、 CO 

“了 为 半径 画 圆 D。 设 圆 

C 和 圆 卫 的 交点 为 O， CDG 
则 以 O 为 圆心 、> 为 半 
径 的 辕 , 就 是 所 求 的 四。 本 


[证 明 ] 0OB=*， 所 以 贺 O 过 点 3， 又 加 
C 的 半径 为 也 +r, 即 现 4 
和 圆 0 的 中 心 距离 等 于 这 
两 个 圆 的 半径 之 和 ， 所 以 
此 吏 C 就 是 所 求 的 四。 
如 果 定 点 也 在 已 知 圆 4 
内 , 则 以 4 国 心 、 玉 和 ?7 的 差 为 半径 作 圆 C。 
当 园 C 和 圆 了 相交 时 ,本题 有 两 解 ; 当 锅 
也 不 相交 时 , 本 题 无 解 。 
2628. 分 别 以 已 知 点 _ 4、B3、C 为 圆心 ， 
作 互 相 相 切 的 四. 
解 [ 作 图 ] 设 以 4 
的 内 心 为 0。 过 QO 分 别 
作 边 BC、C4、4B 的 垂 
线 .OP、OB、OF ,以 4、 
B、C 为 圆心 ， 分 别 以 
三 个 圆 ， 则 这 三 个 圆 互 
相 外 切 。 
又 从 Z4 内 的 旁 心 
O' 向 边 BO 及 4C0、4 
4、B,、C 为 圆心 ， 分 别 以 4B" 瑟 B。 CD' 为 
半径 作 三 个 圆 ， 则 有 了 两 个 圆 外 切 且 它们 和 第 
三 个 圆 内 切 。 从 人 B、~C 内 的 旁 心 可 以 类 
似 地 作 四 。 


贺 O 外 切 于 已 知 圆 4. 因 

C 和 辑 忆 相 切 时 ， 本 题 有 一 解 ; 当 贺 C 和 图 

五 、0 为 顶点 的 三 角形 

4 五 BF、CD 为 半径 作 

的 延长 线 分 别 引 垂 线 DID'、O' 瑟 、O'1， 以 
[证 明 3 O 为 A4BC 的 内 心 , 所 以 
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4 刀 一 4 及， 也 厅 一 D，CD 一 0 
册 而 图 4、B、C 分 别 在 点 卫 、 克 、 卫 处 互 祝 
外 切 。 

其 次 ， 因 为 0' 是 旁 心 ， 所 以 旁 心 圆 0 和 
2BC、 CO4、 4 的 切 点 分 别 为 刀 、 五 、 从 
而 

4 也 ' 一 471， 万 有 一 刀 0OB 一 CD 
因此 , 以 4、DB、C 为 圆心 , 分 别 以 4 瑟 ，BD、 
CD 为 半径 的 三 个 圆 中 ， 轿 也 和 圆 C 外 切 ， 
且 它 们 都 和 加 4 内 切 ， 

2629， 求 作 过 定点 4 且 和 已 知 圆 O 切 于 
该 圆 上 定点 号 的 贺 。 

解 [ 作 图 ] 设 线段 4 的 垂直 平分 线 
CD 和 0B 或 其 延长 
全 相 交 于 了， 则 以 他 人 

三 心 、 了 B 为 半 径 SS 
的 圆 就 是 所 求 的 加 NS 

[证 明 ] CD 是 距 
4 五 等 距离 的 点 的 轨迹 ， 

“"。 也 4 一 DB 
从 而 网 忆 过 B， 又 定 圆 0 和 贺 忆 的 公共 点 
也 在 这 两 个 圆 的 连 心 线 上 ， 因 而 它们 相 切 于 
了 , 于 是 圆 卫 就 是 所 求 的 医 。 

[讨论 ] 当 4B OPB 时 ， 本 题 无 解 ; 当 点 
双 和 点 召 重 合 时 ， 本 题 有 无 数 多 个 解 ; 除 此 
之 外 , 本 题 仅 有 一 解 。 

2630. 4、 召 是 已 知 两 圆 的 网 心 ， 履 是 图 
4 上 的 定点 ， 求 
作 一 加 和 圆 忌 相 
切 且 积 回 4 相 切 
于 忆 。 

钥 [ 作 图 ] 
设 贺 已 的 半径 为 
在 直线 4DP 上 
的 点 万 的 两 便 分 
别 取 豆 、 了 使 局 瑟 = 了 RE 一 ”。 设 线段 瑟 刀 的 
垂直 平分 线 GC 和 4 了 或 其 延长 线 相交 于 〇 ， 
则 以 C 为 圆心 以 CD 为 半径 的 圆 , 就 是 所 求 
的 圆 。 

明 ] CC 是 和 瑟 、 吕 等 距离 的 点 的 轨 
达 ， 


0B=0ODB， 
又 OBE=OD+DBCDm 
-，CB=CD 二 y。 
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| 故 以 五 为 圆心、 五 互 为 半径 的 圆 与 直线 0 届 


因此 圆 C 和 圆 4 外 切 于 也 ， 且 和 圆 刀 外 切 。 
” 同样 可 以 证 明 , 线段 7 的 中 翟 线 互 C' 和 
D4 的 延长 线 相交 于 0 则 以 0" 为 圆心 .C' 了 
为 半径 的 圆 也 适合 于 已 知 条 件 . 

2631， 求 作 半径 为 7 的 圆 , 使 与 半径 为 
的 半圆 内 切 。 

解 [ 作 图 ] 以 半 贺 的 
加 心 O 为 圆心 ,再 一 7 为 半 人 投 
径 画 圆 红 ， 这 个 圆 弧 和 距 人 "n 9 8 
半圆 的 直径 4B 的 距离 为 > 的 平行 线 相 交 于 
C, 则 以 9 为 圆心 7 为 半径 的 圆 就 是 所 求 的 
加 。 

[证 明 ] 从 C 引 4B 的 垂 线 CD, 连 结 0C， 
并 延长 和 半圆 0 相交 于 孔 则 由 CD=vr 可 
知 岗 C 和 直径 4B3 相 切 .又 

OZ= 忆 ,00=R 一 mm 

。。 08 一 尼 一 ( 瑟 一 八 一 > 
故 图 C 与 半圆 0 相 切 于 如。 因此 加 C 就 是 
满足 条 件 的 圆 。 

如 果 互 > 且 圆 红 co" 和 平行 线 CC 相交 
于 两 点 C、C"， 则 有 两 个 解 ; 如 圆 绝 CC' 和 平 
行 线 CC' 相 切 , 即 C 与 9 重合 , 则 有 一 个 解 ; 
如 果 圆 弧 CC' 和 平行 线 CC' 无 公共 点 ， 则 无 
解 。 

如 果 卫 硅 r， 则 本 题 无 解 。 

2632， 求 作 已 知 扁 形 OZZ 的 内 切 圆 。 

解 【 作 图 ] 作 DO 的 平分 线 00, 谈 
它 和 刀 训 相交 于 点 C， 从 0C 上 的 任意 一 一 点 
闷 引 O 的 垂 线 ， 重 
足 为 G. 以 刀 为 圆心 、 
BFG 为 半径 画 圆 , 设 它 
和 00C 的 交点 为 W、 
MON<OM)。 从 C 
引 2G 的 平行 线 和 
O 刀 相交 于 互 ， 再 从 
互 引 Oz 的 垂 线 和 0C 相交 于 也 则 以 互 为 

圆心 . 改 刀 为 半径 的 圆 就 是 内 切 于 扇形 OD 刀 
的 贺 。 

[证 明 ] 因为 C 记 /MG， 瑟 尼 1 GZF， 开 C 
和 3 都 在 直线 OC 上 ,所 以 

A 人 CDEcoA5GP 
和 五 :FG 一 和 OO: 了 MI。 
但 TBTG=FM，.…。 开 卫 = 开 O。 


0O40.O5C.OBD、 
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和 九 相 切 。 又 因 贺 忌 、OPD 和 0 都 关于 
O0 对 称 , 所 以 圆 五 也 和 OD 相 切 。 因此 , 贺 
互 就 是 内 切 于 扇形 OD 的 圆 、 

2633， 在 圆心 角 为 60”" 的 已 知 扇形 O4 
中 , 试 作 尽 可 能 大 的 三 个 等 圆 。 

解 ”因为 圆心 角 是 60"， 义 考 虑 到 所 求 三 
个 等 圆 的 圆心 应 为 正三 
角形 的 顶点 ， 可 得 如 下 . 
作 图 。 
_ 作 20 前 平分 线 和 
4 了 3 相交 于 点 C。 在 扇 
形 O4COC、OBC 内 分 别 
作 其 内 切 阅 O*、Os ( 参 
照 上 题 ), 以 OxOs 为 边 作 正 三 角形 CO1O: 洒 峙 


| 2 在 CC 上， 所 以 从 0a 引 4L0O 的 平行 线 和 


0O0 的 交点 即 为 O1。 以 O1 为 圆心 、 园 0 的 
半径 为 半径 画 圆 ， 则 贺 O1、 O>、 Os 就 是 所 求 
的 三 个 等 圆 。 


2634. 求 作 互相 外 切 的 三 个 等 图 和 与 这 
三 个 等 圆 相 切 的 圆 ， 

解 ” 作 任意 的 正三 角形 
4BC， 则 以 这 个 三 角形 的 
各 顶点 为 圆心 、 各 边 的 一 
半 为 半径 所 画 的 贺 ， 就 是 
互相 外 切 的 三 个 等 圆 。 

再 作 A4BC 的 外 心 0。 设 04 及 其 延长 
线 和 圆 4 分别 交 于 P、98， 则 以 0 为 圆心 、 
OP 或 09 为 半径 所 画 的 圆 就 和 三 个 等 区 4、 
DB、C 都 相 切 。 

2635. 在 已 知 圆 名 站 的 
等 圆 ， 且 使 它们 都 
和 况 0 内 切 。 

解 ”在 贺 0 内 作 
互相 垂直 的 直径 A 
4O0 了 B 和 CO 则 圆 
O 被 分 成 四 个 扇形 


04D. 在 这 些 扇形 1 
内 分 别 作 其 内 切 贺 (参照 问题 2632) ,: 则 这 四 
个 内 切 贺 就 是 所 求 的 四 个 圆 ， 

2636. 求 作 与 已 知 辑 0 外 切 的 八 个 等 


园 , 且 使 这 八 个 等 圆 也 两 两 外 切 。 


解 ”假设 所 求 的 八 个 等 圆 已 经 作出 ， 其 贺 . 
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心 分 别 为 O1、 0O:、 Oa3、 2 O0s， 这 些 圆 和 已 知 
圆 0 的 切 点 分 别 为 4、B、C、.…、 吾 . 圆 0 
和 国 0 的 切 点 为 P， 


Os 和 圆 03 的 切 点 
为 @, …， 贺 08 和 加 


Ci 的 切 点 为 环 , 所 以 
4 应 在 OO 上, 嘱 应 
在 00? 上 。，…， 玖 应 
在 008 上 。 上 且 
0O4=O0 了 3=… 一 0 万 ， 
4OI= 502> 一 … 一 刀 Oa。 

所 以 001: 一 00: 一 … 一 00a. 
又 ”OOi0o=OiPT+PO20IP-2401， 
同样 ， 0:0:=2B02，…，O8sO1 一 2 娓 0a， 
。.。 010, 一 0203 一 … 一 0501， 

AOOiO.s2A 人 00203 
综 … 只 人 OOiOi。 
太 此 八 边 形 O10…Os 和 八 边 形 4B… 妃 都 
是 正八 边 形 。 

0I00*= 02:00s 一 … 一 4LR-8 

可 
一 可 R。 


从 而 


.LO010:=(3LBE- 亏 BR) 
= 工 L 锅 
-ZOL4P-=(23LE- 王 LBj2 
一 号 ZLB 
ee LO4P=2LR 一 豆 ZLB- 卫 ] 妃 


又 LOOP- 子 LB-:3 一 革 BE， 


因为 04 为 定 长 ,所 以 AO4P 的 大 小 和 形状 
都 可 确定 ,从 而 人 AOPO1 可 以 作出 , 因此 圆 C 
的 半径 就 可 确定 , 可 作 图 如 下 ， 
先 作 贺 O 的 内 护 正 八 边 形 4BC… 互 . 再 作 
A0O4P 和 人 OOiP 以 确定 0l. 以 Oi 为 圆心 、 
.Oi4 为 半径 画 圆 0， 再 在 0OB 上 取 00: 一 
OO1， 以 02 为 圆心 、O28 为 半径 画 圆 0?. 其 
他 的 圆 可 类 似 地 作出 . 
2637 . 求 作 过 两 个 定点 4、 五 且 和 定 贺 
0 相 切 的 国 。 
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解 “ 先 作 过 定点 4、 召 且 和 辆 0 相交 的 
圆 。 设 这 两 个 圆 相交 于 
点 C、D,， 4B 和 0D 的 
延长 线 相交 于 P， 从 媚 了 
引 现 0 的 切线 P7 和 
PT 其 切 点 分 别 为 Z、 。 立 -六 区 
2 则 过 点 4、 了 3、 了 和 4、3、2 的 贺 就 是 
所 求 的 辆 。 

[证 明 ] BP7 是 定 圆 O 的 切线 ， 

PT23 一 POCO 站。 
又 因 C、D\、 了 3、4 四 点 共 圆 ， 
POP 站 一 P4.PP， 
DT2 一 P4.PB。 
因此 过 三 点 4、、 了 的 圆 和 直线 PZ 相 切 。 
设 这 个 加 的 圆心 为 3， 则 P7 为 圆 O 和 圆 刀 
的 公 切 线 ， 即 圆 0 和 圆 如 外 切 于 7 所 以 加 


ve 


将 就 是 所 求 的 加 
同样 , 可 以 证 明 过 三 点 4、 殖 、 开 的 圆 也 是 
所 求 的 圆 . 


当 4BVCD 时 , 则 过 线 刀 4B 的 垂直 平分 
线 和 定 网 O 的 交点 以 及 4、 五 三 点 的 圆 ， 就 
是 所 求 的 国 。 

2638. 求 作 与 已 知 两 吏 O、0"' 相 切 的 圆 ， 
且 使 连结 其 切 点 4、 如 的 直线 过 定点 也 . 

解 ”假定 所 求 圆 已 经 作出 , 设 其 圆心 为 C， 
4B 和 00' 的 交点 
为 58，4B 和 圆 0 
的 另 一 交 点 为 卫 ， 
则 圆心 C 是 04 和 
0 的 交点 , 且 

20O4B 一 人 OP4=AO'DD=O0DPF， 

-0410D， 

因而 DS:08=04:0D， 

所 以 有 为 两 圆 O、O' 的 相似 外 心 。 可 作 图 如 
下 : 先 求 两 圆 O、C' 的 相似 外 心 8 相似 内 心 
&S，, 当 人 SP 或 SP 和 两 较 O、0O' 相交 时 ， 则 以 
其 非 对 应 点 (在 SP 上 , 如 图 是 4、B3， 或 队 
忆 ) 为 切 点 画 圆 ， 就 是 所 求 的 圆 。 当 SP 与 贺 
O、O' 相交 时 , 可 以 得 到 两 组 非 对 应 点 。 对 于 
8 也 一 样 , 故 本 题 的 解 的 个 数 可 以 是 四 个 、 
两 个 或 无 解 。 当 圆 O、O' 的 半径 相等 时 ， 直 
线 P4 刀 和 OO0' 平行 ， 这 时 容易 作出 所 求 的 
圆 . 如 点 了 在 OO' 上 , 则 有 了 四 个 解 〈( 设 00' 
和 贺 O 的 交点 为 已 .4 和 吏 0 的 交点 为 、 
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闪 , 则 在 点 4、 忆 处 与 已 知 圆 CO、C 分 别 相 切 


的 圆 ,在 点 4、 呈 处 , 至、 巨 处 ， 吾 、 呈 处 与 两 
力 0O、0' 分 别 相 切 的 贺 ， 这 四 个 圆 都 是 所 求 
的 圆 )， 如 了 不 在 CO' 上 , 从 三 引 O0' 的 平 
行 线 , 如 该 平行 线 和 已 知 两 圆 相交 , 则 有 两 解 
〈 设 它 和 贺 0 的 交点 为 互 、4， 和 图 0' 的 交 
点 为 刀 、 刀 , 则 在 点 4、 刀 处 臣 召 、 处 分 别 
和 两 图 O、O' 相 切 的 圆 都 是 所 求 的 圆 ). 如 从 
卫 所 引 OO' 的 平行 线 和 两 贺 O、0' 都 不 相 ， 
交 , 则 无 解 。 特别 地 ， 当 点 忆 为 线段 OO 的 
中 点 时 , 则 有 无 数 多 个 解 . 

2639 ， 求 作 圆 C 使 与 两 个 定 贺 4、 吾 相 
切 , 且 其 两 个 切 点 的 连 线 与 定 直 线 又 了 平行 . 

解 [分 析 ] 假设 所 求 贺 已 经 作出 ，@C 为 
其 圆心 ,也 刀 分 别 是 加 C 和 两 定 圆 4、 忆 的 
切 点 ， 报 据 问题 1131， 则 刀 刀 过 两 圆 4、 卫 
的 相似 外 心 于 或 相似 内 心 王 中 的 一 个 。 本 
此 可 作 图 如 下 。 
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[ 作 图 ] 先 求 两 定 较 4、 瑟 的 相似 中 心 三 
及 一， 从 了 或 王 引 定 直 线 和 Z 的 平行 线 ， 
它 和 两 圆 相交 于 卫 、 互 ，D、G， 则 以 非 对 应 
点 ( 瑟 ，G) 或 (, 万 ) 为 切 点 可 作出 与 已 知 两 
4、 吾 相 切 的 贺 , 这 就 是 所 求 的 圆 . 

2640， 求 作 一 圆 与 已 知 的 两 圆 4、 吃 外 
切 (或 内 切 )， 且 在 过 已 知 两 阅 的 相似 外 心 的 
给 定 直 线 上 截取 定 长 的 弦 。 

解 ” 设 所 求 的 圆 的 圆心 为 2， 与 已 知 两 贺 
别 为 马 、 互 。 因 
圆 0 与 圆 4、 妃 
同时 外 切 (或 内 
切 ), 所 以 了 8 过 
相似 外 心 ( 问 
题 1t31)7 。 设 园 
O 和 给 定 直线 SP 相交 于 C、 蕊 则 SC.SD 
为 定 值 ， 又 因 SC 和 8 的 差 是 一 定 的 ， 报 所 
问题 2016 可 求 出 SC、S 的 长 ， 从 而 确定 点 
0 也 的 位 置 。 因 此 作 过 C、 呈 了 且 切 于 已 知 图 


4( 或 本 的 圆 (问题 2637)， 就 是 所 求 的 圆 。 

2641， 求 作 过 定点 4 且 与 已 知 两 况 O、C' 
相 切 的 网 C。 

解 { 分 析 ] 假 
定 所 求 的 圆 已 经 作 黄 
出 ， 设 其 圆心 为 CO 
圆 C 与 已 知 两 加 
0O、0 ' 分别 外 切 于 
天 、&S，RS 和 00/ A 
的 交点 为 总 根据 问题 1131, 点 忆 是 两 贺 0、 
0 的 相似 外 心 , 它 是 定点 。 

设 连 心 线 00' 的 延长 线 和 两 图 DO、O' 的 交 
点 分 别 为 及、 盖 则 报 据 问题 1409 知 

R.PS 一 也 民 .PD、 
由 于 已 、 忌 、 工 都 是 定点 ，P 忆 .PPZ 是 定 值 ， 
所 以 了 BR.PS 为 定 值 。 设 P4 和 圆 C 相交 于 
DB 则 工 4,PB 一 PR PS (一 定 )。 所 以 刀 也 
是 定点 。 于 是 可 作 图 如 下 . 

[ 作 图 1 ， 作 两 加 O、O' 的 相似 外 心 P， 设 
PCO' 和 圆 0' 的 交点 为 Z，PO 的 延长 线 和 图 
9 的 交点 为 忌 ， 过 羽 、 厂 、 4 三 点 的 阅 和 了 4 
的 交点 为 召 ， 过 点 4、 妃 且 和 圆 O 相 切 的 图 
C( 问 题 2837) ， 就 是 所 求 的 圆 . 

[证 明 ] 设 园 C 和 圆 O 的 切 点 为 吾 PR 
和 圆 C 的 交点 为 & 则 


PP4.P 万 一 P 有 .PS. O 
报 据 作 图 , 六、 刀 、 万、4 四 点 共 贺 ,所 以 
P 尺 .PI=P4.PB. @@ 


从 四 、 四 @ 知 PPR.PS 一 PDT 
因而 瓦 、 忆 人、 妃 四 点 共 较 ， 因为 卫 是 两 较 
O、C: 的 相似 外 心 , 如 是 圆 O 和 园 C 的 切 点 ， 
则 由 了 已 .PZ 一 PR.PS 知 , S 是 圆 C 和 图 0 
的 切 点 。 故 圆 C 满足 题 设 条 件 、 

注 在 上 面 的 解法 中 ; 圆 O 和 两 己 知 园 O、 
0 外 切 ， 如 右 图 ， 当 圆 


C 外 切 于 一 个 国 0 且 内 AHAF 
切 于 另 一 加 0 连接 两 

切 点 瑟 S 的 直线 和 00/ 

相交 和 于 P, 则 了 为 两 加 

0、0' 的 相似 内 心 。 因此 作 图 方法 和 上 面 一 


样 。 当 圆 O、O' 都 内 切 于 圆 C 时 ， 作 图 方法 
也 一 样 

2642， 求 作 和 已 知 三 圆 4、B、C 相 切 的 
圆 ， 
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解 [分 析 ] ”假设 所 求 的 与 三 加 勾 BC | 解 [ 作 图 ] ” 先 从 同心 圆 的 圆心 2 引 任意 


外 切 的 现 已 经 作出 ， 其 
圆心 为 卫 。 以 了 为 图 
心 和 .DC 为 半径 画 圆 ,， 设 
它 和 D4、 DB 的 交点 分 
别 为 4、B"， 吏 4、3、 
C 的 半径 分 别 为 KB\c， 
则 


4.4I' 一 C 一 C(，DPB' 一 5 一 C。 
因此 可 按 以 下 方法 作 图 ， 

[ 作 图 ] ” 设 圆 4、 盛 、C 的 半径 分 别 为 &、 
D、c (c>D>c)， 以 4、 忆 为 圆心 ， 分 别 作 于 
径 为 C 一 c, 2 一 上 的 两 圆 。 再 过 点 C 作 与 这 两 
个 圆 相 切 的 贺 (参照 上 题 )， 设 该 加 的 圆心 为 
疡 , 则 以 忆 为 圆心 且 外 切 于 圆 C 的 贺 ， 就 是 
所 求 的 圆 。 

证 明了 报 据 分 析 容 易 证 明 , 所 以 省 略 . 

注 设 团 4 外 切 于 
辆 忆 而 圆 已 内 切 于 
圆 卫 ， 以 刀 为 圆心 ， 
.20 为 半径 画 较 ， 则 
有 44'=a 二 cc，DPB' 
一 0 一 C。 因 此 ， 以 4、 吧 为 圆心 ,， 分别 以 4 十 
CD 一 5 为 半径 画 两 圆 , 就 可 以 如 上 作 图 。 同 
样 , 贺 忆 和 贺 4、B3、C 有 以 下 八 种 情况 : 

(i ) 三 个 贺 4、、C 都 和 圆 姜 外 切 ; 

《让 ) 圆 4 外 切 于 圆 疡 ,而 圆 妃 、C 内 切 于 
贺 忆 ; 

《iii) 圆 万 外 切 于 阅 了 而 较 0O、4 内 切 于 

疙 ， 


《ivy) 圆 C 外 切 于 圆 闪 ， 而 圆 4、 互 内 切 
于 圆 7; 

(v) 圆 4 内 切 于 圆 刀 , 而 贺 吾 、C 外 切 于 
阅 了 ; 
(vi) 圆 妃 内 切 于 圆 刀 , 而 圆 C、4 外 切 于 
圆 
(yii) 网 C 内 切 于 殴 刀 , 而 园 4、 刀 外 切 
于 圆 也 ; 

(viii) 三 个 圆 4、B、C 都 内 切 于 圆 也 。 
”以 上 无 论 那 种 情况 ， 都 可 先 作 以 4、 吾 为 
中 心 ， 分 别 以 C 土 c、2 士 c 为 半径 的 两 个 辅助 
贺 。 

2643. 求 作 一 贺 切 于 以 0 为 圆心 的 两 个 
同心 圆 和 另 一 圆 OO。 


,两 条 直线 的 交点 为 


的 射线 ， 它 和 这 两 个 同心 
圆 分 别 交 于 4、B, 设 4B / 、 
的 中 点 为 0, 以 O 为 圆心 、 

00 为 半径 画 圆 . 其 次 ,在 人 
贺 0' 的 任意 半径 COD 上 > 

和 它 的 延长 线 上 分 别 取 

了 五 ,使 刀 刀 一 万 太一 40 8 

再 以 O' 为 圆心 ，0'Z 和 友 
OZ 为 半径 画 两 圆 . 设 这 两 圆 和 以 O 为 圆心 、 
0C 为 半径 的 圆 分 别 交 于 P、ZP' 和 @、9'。 如 
分 别 以 、P'、@、@8' 为 现 心 、4C 为 半径 画 
圆 , 则 这 些 圆 就 是 所 求 的 圆 。 

[证 明 ] 以 O 为 圆心 .0C 为 半径 的 圆 , 是 
与 以 O 为 阅 心 的 两 个 同心 图 相 切 的 四 的 现 心 
的 轨迹 ， 并 且 所 求 阅 与 同时 切 于 这 两 个 同心 
圆 的 吏 ， 它 的 半径 相等 .又 和 图 0' 相 切 的 医 
的 较 心 的 轨迹 是 以 0 为 圆心 、 分 别 以 0' 卫 、 
O'F 为 半径 的 两 网 ， 因 此 这 两 个 轨迹 的 交点 
PR、P、Q9、9' 就 是 所 求 圆 的 圆心 。 分 别 以 这 
些 点 为 圆心 、40 为 半径 画 圆 , 则 这 些 圆 就 是 . 
和 以 O 为 圆心 的 两 个 同心 圆 及 圆 0' 相 切 的 
贺 。 
因为 解 的 个 数 和 以 上 两 种 轨迹 的 交点 的 个 
数 有 关 , 所 以 最 多 有 四 个 解 。 


和 祭 。 作 与 定 直 线 、 定 圆 相 切 的 贺 

2644， 求 作 一 贺 使 和 已 知 融 、 已 知 直 线 
相 切 , 且 其 半径 等 于 定 长 >。 

解 [ 作 图 ] 设 圆 0 的 半径 为 妃 以 0 为 
较 心 ， 以 玉 二 7、 如 ~ 为 半径 的 两 加 和 距 定 
直线 4 已 的 距离 为 
个 且 与 4 平行 的 3 ss 


也、 万 G、G， 万 、 
豆 '， 下 、 素 9 则 以 全 
这 些 点 为 圆心 ， 以 RS 
为 半径 的 加 就 SS 
是 所 求 的 贺 。 

证 明 ]} 以 O 为 圆心 ， 允 十 和、 总 ~7 为 尘 
径 的 圆 是 距 圆 0 的 距离 等 于 7 的 点 的 芝 这 。 
距 直 线 4 万 的 距离 等 于 ”的 两 条 平行 线 是 距 
4 的 距离 等 于 7 的 点 的 轨迹 。 所 以 上 述 八 
个 点 就 是 所 求 圆 的 圆心 。 


第 五 章 圆 的 作 图 


因为 这 两 个 轨迹 交点 的 个 数 决定 本 题解 

的 个 数 , 所 以 本 题 的 解 不 能 超过 八 个 。 
2645， 已 知 加 0O 和 两 直线 4B、4C 相 
切 , 求 作 一 图 使 和 直线 4B,、LC 及 峰 0 相 切 。 
解 连结 4 0 的 直线 和 园 O 相 交 于 必 、 
马 . 过 愉 , 如 分别 作 圆 O 的 切线 , 它们 与 直线 
4C 的 交点 分 别 为 及 G。 再 作 LT 了 的 平 
分 线 和 4 刀 交 于 ， 则 以 卫 为 圆心 、ZD 为 
半径 的 圆 , 就 是 所 求 的 圆 . 其 理 中 是 :点 忆 是 
4 的 平分 线 和 Z4FD 的 乎 分 线 的 交点 ， 
所 以 点 也 与 4B、FD、4 等 距离 , 从 而 贺 
卫 切 于 真 线 4B、4LC， 且 与 已 知 加 0 切 于 


以 人 BGZ 的 平分 线 和 40 的 延长 线 的 交 
点 有 为 圆心 、9 召 为 半径 的 圆 ， 也 是 所 求 的 
圆 。 即 使 以 平行 两 直线 4B,\、4C 代替 相交 两 
直线 4B、4C， 人 也 容易 知道 它 有 相同 的 两 个 
解 。 

2646， 求 作 在 定 直线 到 了 上 的 定点 己 处 
与 直线 怪 Y 相 
切 且 和 定 圆 @ 相 
切 的 圆 。 

解 从 点 0 引 . 
定 直 线 民 了 的 垂 
线 00, 设 这 条 重 
线 和 圆 0 的 交点 
分 别 为 4、4 连结 4P，4'P， 它 们 和 圆 O 
分 别 交 于 如、B。 再 过 己 引 和 的 垂 线 ， 它 
和 0B、B'O 分 别 相交 于 刀 、 忆 ， 则 以 了 也 
为 圆心 、DR、 了 也 为 半径 分 别 画 加 ， 就 是 所 
求 的 圆 。 其 理由 是 : 

DP140, 04=O0B。 
TDEBE=DP。 
故 圆 忆 必 过 点 、 召 。 因 为 DP_LXT7， 所 以 
忆 和 直线 屋 了 切 于 点 刀 。 又 因 OZ 是 两 圆 
灶 径 05、B7D 之 和 ,所 以 两 加 在 点 妃 处 相 切 。 


一 人 as 
人 
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因此 阅 刀 就 是 所 求 的 加 . 

同 祥 , 贺 D' 和 直线 刁 Y 相 切 于 点 PP， 和 定 
0 内 切 于 B' 圆 D' 也 是 所 求 的 名。 本 题 
一 般 有 两 个 解 . 

2647. 求 作 和 定 圆 0 上 的 定点 4 处 相 切 
且 和 定 直线 和 相 切 的 圆 。 

解 过 点 4 引 网 0 的 切线 和 定 直线 XY 
相交 于 了 3 再 作 /4BZ 和 Z4BZ 的 平分 
线 和 04 的 延长 线 分 别 交 于 C、D. 以 C、 了 
为 圆心 ,分 别 以 C4 和 D4 为 半径 画 国 , 这 些 
圆 就 是 所 求 的 吏 。 


了 D 马 C 

其 理由 是 :从 C 引 忆 了 的 垂 线 CO. 因 4B 
是 定 圆 0 的 切线 ，4BTO4， 所 以 两 个 直角 
三 角形 4BC 和 CDBC 全 等 。 从 而 LO 一 CC 
又 CC ZXT， 故 较 C 和 定 直 线 屋 了 切 于 点 
C。C4L42 所 以 圆 C 也 与 4 相 切 ， 即 
48 为 圆 0 与 辆 CO 的 公 切 线 ， 故 这 个 圆 在 点 
怒 处 相 切 .因此 圆 9 就 是 适合 已 知 条 件 的 贺 。 
同样 ， 以 忆 为 圆心 、D4 为 半径 的 圆 也 与 定 
疯 O 切 于 定点 4 且 和 定 直 线 屋 了 相 切 ， 所 
以 圆 妈 也 是 适合 已 知 条 件 的 吏 。 

当 4 与 了 了 相交 时 ,有 两 解 。 当 4 了 3 与 
全 了 平行 时 有 一 解 ， 即 以 4 刀 和 民工 的 公 重 
线 为 直径 的 圆 。 

2648.， 求 作 一 来 ， 使 该 圆 过 定点 4 且 和 
定 圆 O、 定 直线 到 相 切 。 

解 ”假定 所 求 圆 已 经 作出 , 设 其 圆心 为 C。 
从 O、C 分 别 引 立 的 垂 线 O 了 CH ，O 互 和 
O 的 交点 为 3、 呈 .。 

《4 当 圆 C 和 加 0 外 切 时 ， 其 切 点 召 为 
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BZ 和 00 的 交点 。 (2) 当 圆 C 和 贺 0 内 切 
时 , 其 切 点 至 为 妃 友 和 00 的 交点 。 
在 (1 的 情形 下 , 设 连结 B4 的 直线 和 圆 C 
交 于 点 4 则 
D4,.DB'L' 一刀 太 . 万 万， 人 
ZBBB' 和 BE 都 是 直角 ， 所 以 四 边 形 
也 B'BF 为 图 内 接 四 边 形 。 从 而 
卫 厂 .TD 万 一 B5.BB'。 四 ) 
由 国 . 四 34.,B4' 一 B 也 .DBI'. 四 
在 图 中 ，BH、BB'、B4 都 是 定 值 ， 所 以 
B4' 也 是 定 值 ,从 而 4' 是 定点 。 因 此 ,本 是 
可 归结 为 求 作 过 两 定点 4、4' 且 和 定 真 线 
Y 相 切 的 贺 的 问题 (问题 2618) . 
在 (2) 的 情形 下 ， 设 连结 B'4 的 直线 和 贺 
C 相交 于 4 则 
DLL.B'A0 一 忆 ' 丰 .DB 万 全 / 
这 时 /人 BB'B'( 一 人 BB'B) 和 BE 都 是 
直角 ,所 以 了 3 了 ' 瓦 了 为 圆 内 涛 四 边 形 。 从 而 


万 ' 刀 .也 万 一 刀 .BB。 鲜 / 
由 四 、 四 @' 知 
B'L4.B'A4 mm 万 .也 万. 3 


在 图 ' 中 ， 了 五、B'B、B'4 都 是 定 值 ， 所 以 
B'4" 也 是 定 值 , 从 而 4" 为 定点 。 因此 , 本 
题 可 以 归结 为 求 作 过 两 定点 4、4" 且 和 定 直 
线 7 相 切 的 圆 的 问题 (问题 2818) 

在 (G) 的 情形 下 , 如 果 点 4、4' 分 别 在 直线 
了 7 的 两 侧 , 则 无 解 ;如 果 工 了 44, 则 有 一 
解 ; 如 果 4.4 的 延长 线 和 Z 祖 交 , 则 有 两 
解 . 在 (2) 的 情形 下 , 也 是 一 样 , 不 过 要 以 4 
代替 4' 罢了 、 因 此 , 本 题 的 解 不 超过 四 个 。 

2649.。 求 作 切 于 两 定 直线 忆 、 戏 和 定 
O 的 圆 。 轧 - 一 

解 ”假定 所 一 RN 
求 圆 已 经 作 7 
出 ， 设 C 为 其 
圆心 。 以 C 为 
圆心 .CO 为 半 
径 作 圆 。 引 平 
行 于 直线 工 且 和 这 个 圆 相 切 的 直线 Z% 引 平 
行 于 直线 MX 且 和 这 个 圆 相 切 的 直线 M'， 则 
直线 政和 了 M' 工 和 厂 的 距离 都 等 于 加 0 的 
半径 。 因 此 得 作法 如 下 。 

分 别 引 平行 于 直线 二 、M 且 其 间距 离 为 定 
加 0 的 半径 的 两 直线 忆 、M'。 作 过 定 圆 的 阅 
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心 O 且 和 两 直线 乙 、 到" 相 切 的 圆 (问题 
2619)， 设 其 圆心 为 C, 则 可 作出 以 C 为 圆心 
县 切 于 两 定 直线 二 、 开 和 定 圆 0 的 陨 ， 

注 “分 别 与 五 \ 好 平行 的 直线 到、M"'， 可 
在 乙 M 的 两 侧 各 作 一 条 ， 且 过 一 点 O 并 切 
于 两 直线 忆 、M' 的 圆 有 两 个 , 所 以 本 题 有 四 
个 解 。 如 圆 0 和 工 、 丰 相交 时 ，Z 好 ' 的 选 
择 可 有 由 组 ,所 以 可 能 得 到 八 个 解 . 

2650， 求 作 切 于 两 个 定 贺 O、O' 和 定 直 
线 B4 的 圆 。 

解 [分 析 ] 假定 所 求 圆 已 经 作出 ， 其 贺 
心 为 D， 切 定 直 
线 了 4 于 互 ， 切 
两 定 圆 0、O' 于 
九 、G@G。 以 九 为 
心 作 过 点 O 
的 圆 和 8O 或 其 
延长 线 相 交 于 
C. 设 圆 0.O' 的 
半径 分 别 为 人 
Y7， 则 CO 下 一 OO 纪 
一 久 。 所 以 在 图 4) 中 有 CC 一 7 一 人 在 图 (2) 
中 有 OC 一 7 十 六 。 再 作 
平行 于 48B3 且 与 以 忆 为 
圆心 、 卫 0" 为 半径 的 加 
相 切 的 直线 4 瑟 ， 设 其 


切 点 为 也 则 
五 了 =0G 一 mr。 AT TB， 
0 B 
因此 ， 可 按 如 下 方法 作 本 
图 (2) 


[ 作 图 ] 以 O 为 圆心 ， 以 ?十 7 7 一 人 为 
半径 作 圆 . 再 作 与 4 的 距离 等 于 7 的 平行 
线 4 万 '. 然后 根据 问题 2648 作 加 ， 使 它 过 
定点 0' 与 直线 4B' 相 切 且 与 以 2 为 圆心 、 
以 * 士 为 半径 的 园 相 切 。 设 该 圆 的 圆心 为 
DZD， 再 作 以 刀 为 圆心 且 与 定 直 线 4B8 相 切 的 
圆 ,就 是 所 求 的 殴 . 

注 “一 般 地 , 本 题 有 八 个 解 . 

2651. 求 作 一 圆 , 使 它 和 定 直 线 工 及 定 圆 
O 相 切 , 且 圆 心 在 另 一 条 定 直 线 允 上 。 

解 [分 析 ] 假定 所 求 贺 已 经 作出 ， 设 其 
圆心 为 忆 ， 和 定 直 线 工 切 于 4， 和 定 圆 0 切 
于 C。 在 P4 的 延长 线 上 取 4B=CO 得 点 
， 从 五 引 以 己 为 圆心 、PO 为 半径 的 圆 的 
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切线 亏 ， 则 工 外 忆 ， 而 且 这 两 条 平行 线 间 的 
距离 等 于 定 圆 0 的 半 
径 。 因此 可 作 图 如 
下 


ae 
oo 


{ 作 图 ] 作 定 直线 
忆 的 平行 线 并 且 使 这 
珊 条 平行 线 间 的 距 
离 等 于 定 丽 的 半 
径 ( 己 在 的 两 侧 各 
有 一 条 )， 根 据 问题 
2609， 作 圆心 在 直线 
好 上 、 过 定 圆 的 圆心 
0 且 与 定 直 线 乙 相 
切 的 圆 ， 设 其 图 心 为 
己 , 再 作 以 卫 为 圆心 上 且 和 定 直线 世相 切 的 圆 ， 
则 这 圆 乙 就 是 所 求 的 圆 .本 题 一 般 有 四 个 解 ， 
2652， 求 作 园 O,， 使 它 相 切 于 定 圆 9 的 
直径 20 上 的 定点 .4 
而 且 和 圆 O 相 切 。 


” 解 设 网 0O' 为 所 求 [二 
的 加 ,OO ” 和 册 0 的 交 > 


点 为 卫 .， 阅 0' 和 圆 3 A 
O 的 切 点 为 也 则 04? 一 01.OD.。 
其 中 04、O0 了 是 定 长 ， 由 此 可 确定 0O 妃 、 从 


而 贺 0' 的 半径 为 寺 (OD 一 0Z)。 于 是 较 0 


即 可 作出 。 

25653， 求 作 一 圆 , 使 它 内 切 于 半圆 450， 
并 且 与 直径 4 下 及 它 的 三 线 CD 相 切 。 

解 ” 设 疯 OC 为 所 求 的 圆 ， 它 和 4B、CD 及 
半圆 4BC 的 切 点 分 别 为 妃 、 有 、G, 则 了 也、 
G 在 同一 直线 上 ,所 以 

万 了 2 一 BF .DB3G， 
因为 4DFG 为 图 的 内 接 四 边 形 ,所 以 
了 DB.PBG=5D.B4。 


又 了 D.DB4 一 DBO2， 

"，。 万 也 一 BO 。 
又 OZ 一 刀 万 ， 

OO 也 1 也 五 。 

故 刀 为 定点 ，O 卫 RE 
是 定 长 ,从 而 0 是 SR 
定点 。 因 此 可 作 图 0 
如 下 。 MA 


[ 作 图 ] 在 34 全 上 也 卫 


| 点 ， 求 作 与 直线 
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上 取 吾 如 一 BO， 得 到 点 如. 过 召 作 4B 的 垂 
线 , 在 其 上 到 点 0 使 O 了 一 刀 D， 则 以 O 为 圆 
心 、O 为 半径 的 圆 , 就 是 所 求 的 圆 。 

其 理由 是 : 由 作法 知 圆 0 与 直径 4B 相 切 
于 点 如 设 吏 O 和 CD 的 切 点 为 加 刀 太 的 延 
长 线 和 圆 0 的 交点 为 G, 则 

五 BF? 一 了 7 .DG， 万 也 一 BO 
BO2 一 玫 厅 .PG。 
2 0O3 一 万 站 ,DB4， 
BFBH.BG 一 BD.B4. 
故 四 边 形 4DFG 为 圆 内 接 四 边 形 。 从 而 
4GB= -4D7 一 玉 . 
所 以 @G 为 弧 LOB 上 的 点 ， 而 且 G 和 直径 的 
一 端 瑟 、 垂 线 CD 和 四 0 的 切 点 将 在 同一 直 
线 上 , 因此 @G 是 园 O 和 圆 红 40B 的 切 点 .这 
样 , 圆 0 就 是 适合 条 件 的 圆 . 

2654. 已 知 4、 妃 是 两 个 等 国 的 圆心 (4 
在 玫 刀 上 , 3 在 
圆 4 上 )，C 是 
这 两 个 圆 的 交 


4D3 和 两 条 弧 
4C、320C 相 切 的 


解 [分 析 ] ”假定 所 求 圆 已 经 作出 ， 设 其 
圆心 为 0， 在 圆 4、 刀 内 分 别 引 半 径 40 及 、 
BOB, 则 

44 一 刀 万 ，O 万 一 0 。 
所 以 40=30. 
故 O 在 线段 4 了 的 牌 直 平 分 线 C0' 上 。 再 
设 线段 4B 的 中 点 即 圆 O 和 -4 的 切 点 为 
刀 则 0D 一 0 了 3， 所 以 在 A4DO 中 ，4D 是 
确定 的 , 40+OD 一 4B，~4DO 是 直角 . 因 
此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] ” 设 两 贺 的 连 心 线 4B 和 该 两 贺 的 
公共 驴 的 交点 为 D， 在 CD 上 了 到 点 0 使 40 
+OD-yr (r 是 等 较 的 半径 ) (参照 下 面 的 
注 )， 则 以 O 为 圆心 _OD 为 半径 的 圆 就 是 所 
求 的 贺 . : 

别 解 等 分 线段 4B 得 中 点 功 在 DC 上 取 


点 使 DO0=~ 壮 4B， 则 点 0 就 是 所 求 加 的 


| 下心 ， 其 理由 是 : 
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4D~ 亏 4B， 0D= 辟 4B， 
.，40=VTDTTOz =- 豆 4B。 


从 而 OB- 忆 4B=OD.- 


以 下 从 格 。 

注 在 上 面 的 作 图 中 , 设 4OTOD=m” 在 
DO 上 取 DP=” 然后 作 4P 的 垂直 平分 线 ， 
它 和 CD 的 交点 就 是 所 求 的 点 O。 


扎 。 作 在 定 直线 (或 圆 ) 上 截取 


定 长 线段 (或 弧 ) 的 贺 

2655. 求 作 一 圆 ,使 它 在 已 知 A4BC 的 
各 边 上 分 别 截 到 
定 长 党 的 线段 。 

解 ” 设 所 求 罗 
”的 圆心 为 0， 和 
边 BO、C4、4B 
的 交点 分 别 为 
P、9, BR、S,， 7、 
z, 且 


PO= RS 一 TD 一 mn 

则 O 距 三 边 4B、BC、04 的 距离 相等 。 过 

O 作 三 边 的 垂 线 分 别 为 0、OF、OD， 就 有 

0OB=Oz7=OD， 

因此 0 为 A4BC 的 内 心 。 故 可 作 图 如 下 。 

首先 求 A4BC 的 内 心 0, 再 从 0 引 边 BC 

的 重 线 0 了 ， 在 BC 上 求 点 也 使 忆 杏 一 二 1 

则 以 O 为 圆心 、OP 为 半径 的 圆 ， 就 是 所 求 
的 欧 。 

2656。 已 知 在 定 直 线 屋 Z 的 同 侧 有 两 个 
定点 4 33。 求 作 一 圆 ， 使 它 过 两 定点 且 在 定 
直线 XZ 上 截取 定 长 7 的 弦 。 

解 “过 两 定点 4、 五 作 一 个 直径 比 定 长 ? 
大 的 圆 0， 在 圆 O 内 
引 等 于 定 长 的 任意 弦 G 
ZEQ。 再 作 以 O 为 圆 
心 且 和 P@ 相 切 的 同 
心 圆 ， 然 后 从 B4 和 y_: 
X7Y 的 交点 C 引 这 个 
画 的 切线 CFG, 这 条 切线 就 是 原来 的 圆 0 的 


点 4、 好 、 了 的 圆 也 
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割 线 。 最 后 在 了 YY 上 取 两 个 点 有 了， 使 
CD=0CD' 一 0O7。 
则 过 三 点 4、 吾 、 忆 的 圆 和 过 三 个 点 4、 了、 
了 的 贺 就 是 所 求 的 圆 。 其 理由 是 : 设 过 4 
尾 、 忆 的 现 和 达 Z 的 另 一 交点 为 鼠 则 
0D.0O=04.0B=CF.OG。 ， 


根据 作 贺 ,CD 一 0 了， CO 了 =CG。， 


从 而 DZB= 7G 一 PO 一 5 
故 过 4、B\ 卫 的 圆 适 
合 条 件 。 同样 ,过 三 


适合 条 件 。 因此 , 本 

题 一 般 有 两 解 。 
当 4LB1XTZ 时 , 设 

线 息 .43 的 垂直 平分 线 和 Z 相交 于 C， 在 

XZ 上 取 CD= 亏 2 则 过 4、 及. 卫 的 四 0 就 


是 所 求 的 贺 。 其 理由 是 :如 果 工 了 割 加 4BD 
的 另 一 点 为 D% 则 
.CD=0PD'，.…，DD'=20D=7。 
2657.， 过 两 定 线段 4B、CD 的 延长 线 的 
交点 0 作 一 个 圆 和 4B 
割 于 点 并 ， 和 CD 割 于 
了 了 ， 使 4ZX :C7， 六 万 : 
YD 分 别 等 于 给 定 的 | 
比 。 1 
解 假定 所 求 贺 
OZXZ 已 经 作出 ,， 它 和 
加 040 的 交点 为 P， 


则 在 A4PX 和 ACPF 中 ， 
ZL]LDXP= -OZP， 
/0O4P= -0OCP， 
.ZX4P= 7YOP。 
于 是 ”Ad4PZcoACPY， 


因而 P4:PO=.4X:CZ (一 定 ) 。 
根据 阿波 罗 尼 斯 定理 , 点 王 是 在 圆 0O4C 上 ， 
且 使 P4:POC 等 于 给 定 比 。 所 以 点 己 的 位 置 
可 以 确定 。 再 作 人 AOBD 的 外 接 况 ， 设 它 和 
圆 OXZ 的 交点 为 9, 则 和 上 面 一 样 可 知 

AgXBcwAQ97D， 
QB:QD 一 BX:DTZ (一 定 )。- 

因此 , 点 @ 在 AODB7P 的 外 接 加 上 , 且 使 53: 
9D 等 于 给 定 比 ， 从 而 点 9 的 位 置 也 可 以 确 
定 。 


第 五 章 圆 的 作 图 


综 上 所 述 ， 所 求 较 OZY 过 三 点 O、P、9. 
所 以 首先 确定 P、@ 两 点 的 位 置 ， 然 后 过 三 
点 O、P、@ 作 圆 , 就 是 所 求 的 贺 。 

2658。 已 知 定 直线 4B 上 的 一 点 王 和 该 
直线 外 的 一 点 0， 求 以 定点 O 为 圆心 作 圆 和 
4 了 3 相交 于 MX、N， 目 使 PK .PN 一 太 ( 其 中 
Z 为 定 值 ) 。 

解 〈i) 也 在 线段 MT 上。 

过 点 卫 作 OP 的 垂 线 , 在 这 条 垂 线 上 取 点 
妃 使 卫 D 一 ?。 再 以 O 
为 圆心 、OD 为 半径 
画 圆 和 4B 相交 于 
M、N， 则 较 0 就 是 人 NS 
所 求 的 圆 . 其 理由 是 
设 DP 的 延长 线 和 这 GD 

' 个 圆 相交 于 点 妃 ， 则 DP 一 卫 刀 一 1。 
又 PPM.PN 一 DP.PB 一 站 P2 一 岂 
DMI.PN 一 0 

(人 ) 王 在 线段 MX 的 延长 线 上 。 

设 以 了 为 圆心 、? 为 半径 的 圆 和 以 OP 为 
直径 的 圆 的 交点 为 了 , 再 以 O 为 圆心 .OD 为 
半径 作 贺 和 4 相交 于 M、N， 则 加 DMN 
就 是 所 求 的 圆 。 其 
理由 是 : .CCPDO= 
-可 所 以 PD 与 圆 
O 相 切 于 刀 , 从 而 

PD2 一 P1MIT .PN 

报 据 作 图 PD=b 

所 以 (2) 
PaM .PN 一 7 

因此 阅 DMX 适合 条 件 - 

从 0 向 4 引 垂 线 OZ， 其 垂 中 为， 则 
当 ?>PZ 时 本 题 无 解 。 

2659。 已 知 两 直线 O4、OB 相交 于 点 O， 
求 作 一 圆 ， 使 它 的 半 o_ 

径 等 于 定 长 2 且 在 
O4、OB 上 截取 的 驴 
等 于 定 长 wa。 


瑟 使 OK 一 瑟 a. 从 人 


O3 引 O4 的 重 线 OF，D 
取 冰 二 一 3。 过 点 工 
引 O4 的 平行 线 和 A . 
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.40 万 的 平分 线 相交 于 ， 则 以 了 为 圆心 、 
2 为 半径 的 圆 就 是 所 求 的 圆 。 其 理由 是 : 如 
图 ， 在 圆 王 中 ，PO 1O4,， 引 半径 PD, 则 
APCDEAIORE， 
.…。 PD 一 工 民 一 2 
20D=20 开 一 a。 
又 因 点 卫 在 Z4O8B 的 平分 线 上 ， 它 和 两 边 
0O4、0P5 的 距离 相等 ， 所 以 圆 了 在 O4、OB 
上 截取 的 弦 相 等 。 

2660. 求 作 一 圆 ,使 它 的 圆心 己 在 定 真 线 
下 屋 ' 上 ， 灶 径 等 于 定 长 和 另 一 直线 了 7 
相交 于 4\、 刀 有 旦 ~4PB 一 ca(ac 为 定 角 ) 。 

解 ” 假 定 所 求 阅 已 经 作出 ,了 为 其 圆心 .从 
王 引 了 7' 的 垂 线 PM， 则 在 直角 三 角形 
P43MX 中 ， 


P4=， LA4PM= 王 oo ZLPMH4 一 ] 妃 。 


因此 在 AP4M 中 ， 可 知 PM 为 定 长 ， 设 它 
为 双 。 于 是 可 按 以 
下 方法 作 图 。 

作 与 定 直线 卫 Z， 
平行 县 与 ZZ' 的 莽 
距离 等 于 和 的 两 
条 平行 线 ， 它 和 定 
直线 刁 X' 的 交点 Y 似 
为 忆 ( 一 般 有 两 个 交点 ), 则 以 也 为 国 心 、y 为 
半径 的 圆 就 是 所 求 的 圆 。 

2661. 求 作 圆 P, 使 它 过 定点 4， 圆 心 卫 
在 已 知 直线 五 入 ' 上 ， 在 已 知 直线 ZY' 上 所 
截取 的 弦 所 对 的 圆心 角 等 于 已 知 角 ac。 

解 ”假定 所 求 圆 已 经 作出 , 设 忆 为 其 圆心， 
和 了 Z^ 的 交点 为 了 3、C，BPC 等 于 已 知 
角 w 则 


LPBO 一 二 (32LBR 一 o) 罗 LB- 志 a 
一定)。 


所 以 如 从 忆 引 了 了 
的 垂 线 Z2M， 则 
APMZ 的 形状 一 
定 ，PB:PM 是 一 
从 而 P4:PMU 一 》 
定 。 因此 , 本 题 可 
归结 为 在 互 上 
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求 一 点 忆 使 P4 和 2M 的 比 一 定 。 根 据 问 
题 1941， 就 可 确定 点 己 的 位 置 。 

2662. 求 作 两 圆 O、0'，, 使 它们 的 半径 分 
列 为 定 长 豆 和 7 贺 必 在 定 直 线 乙 上 截取 的 
弦 等 于 定 长 泌 而 圆 0' 在 定 直线 M 上 截取 的 
弱 等 于 定 长 罗 ， 且 两 圆 相 切 其 公 切 线 的 方向 
一 定 。 

解 ”假定 所 求 的 国 O、0' 已经 作出 , 如 区 . 


从 0 引 蓄 48 的 垂 线 O 召 ， 则 
O4= 孔 4B- 冯 1 


所 以 在 直角 三 角形 OLZ 中 ，0 避 可 以 确定 ， 
从 而 点 0 在 与 定 直线 工 的 距离 等 于 0 好 的 
一 组 平行 线 怀 、X' 上 . 同样 , 0' 在 与 定 直线 
MXx 的 距离 为 定 值 的 一 组 平行 线 了 、YZ' 上 , 又 
OO'=Ayr,， 00' 与 公 切 线 垂直 ,所 以 00' 
也 是 殉 定 的 ，。 因 此 可 作 图 如 下 . 

先 引 两 端 分 别 在 互 、 了 上 , 长 度 为 也 十 与 
W 垂直 的 线段 00 则 以 O、O' 为 圆心 , 分 别 
以 五 .7 为 半径 的 圆 就 是 所 求 的 吏 。 

[讨论 ] ”线段 00' 可 作 在 两 定 直线 站 、 了 
交点 的 两 侧 ， 所 以 关于 和 、YZ 有 两 个 解 。 如 
取 忆 、 了 '， 、 了 ,， 瑟 、Z'， 同 样 可 作出 适合 
条 件 的 圆 , 故 一 般 有 八 个 解 。 

如 果 现 D、0' 内 切 , 则 00' 一 忆 一 7, 同样 有 
八 个 解 。 所 以 本 题 有 16 个 解 。 

2663. 求 作 一 车 , 使 它 过 两 定点 4、B, 在 
定 直线 和 Z 上 截取 
弦 MN, 下 

4 呈 . 杂 人 一 各 2 
(其 中 公 为 定 值 ) 、 

解 ”假定 适合 条 
件 的 狗 4BNM 已 
经 作出 。 设 43 和 式 
必 了 的 交点 为 了 ， 
4B.MN2 4、DP、N、 好 为 共 了 图 点 , 则 

”Ti.DN=D4.DB， [| 


区 rr 
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DM 一 DN= 歼 从。 例 
在 4 感 .MKN= 加 2 中，4B 为 定 长 ， 俊 为 已 知 
正方 形 的 一 边 ， 所 以 2N 的 长 度 一 定 ， 用 1? 
表示 N， 则 本 题 可 归结 为 ， 求 作 过 两 定点 
4、23， 且 在 定 献 线 XZ 上 截取 定 长 弦 的 锅 。 
根据 问题 2856， 可 以 作出 . 

注 ”如 果 直 线 屋 Y 和 线段 4 相交 ， 则 忆 
在 邓 积 信之 间 , 所 以 上 耐 的 四 应 为 

DHMTATDN=。 
这 时 , 可 根据 问题 2656 求 M， 和 . 

2664. 求 作 一 贺 , 使 它 通过 两 定点 忆 、@， 
且 把 定 锅 O 的 区 局 
分 成 两 部 分 的 比 为 
1:2， 

解 设 园 PCD 
为 所 求 的 贺 , 则 忆 、 
C 把 定 圆 0 的 贺 周 
分 成 4;23， 所 以 
心 角 COD=120"，、 
从 而 DO 的 长 为 定 
长 。 因此 , 本 题 可 归结 为 : 求 作 过 两 定点 己 、 
久 ， 且 在 定 中 O 上 截取 定 长 弦 的 融 (问题 
2673) . 

2665.， 求 作 一 圆 , 使 它 过 两 定点 4、B, 且 

和 定 现 的 公共 弦 平 行 于 定 直线 !. 

解 { 作 图 ] 过 9 引 上 的 三线 O 妈 , 设 O 有 已 
或 其 延长 线 和 
线段 4B 的 牌 
直 平 分 线 FO: 
相交 于 9， 册 
以 0 为 圆心 、 
O-4 为 半径 的 
珊 就 是 所 求 的 圆 ， 

[证 明 ] FoO' 是 线段 4 万 的 垂直 平分 线 ， 
40' 一 BO， 所 以 贸 0 过 两 定点 4、 刀 。 又 
OO ' 是 两 圆 的 连 心 线 ,垂直 于 公共 弦 CD, 而 
09084525 所 以 CPP 平行 于 定 直 线 7。 丙 此 珊 C- 
是 适合 条 件 的 通 。 

2666.、 求 作 一 禹 ， 使 它 过 定点 吾 并 和 以 
O 为 圆心 的 定 园 0 在 定点 妈 处 直 交 。 

注 两 圆 直 交 ， 就 是 两 圆 在 其 交点 处 的 妃 
线 的 夹 角 为 直角 。 

解 “( 作 图 ] 设 定 圆 9 在 点 4 处 的 切线 
和 线段 4 有 的 阜 直 平分 线 相交 于 C， 则 以 CO 
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妃 的 报 轴 上 ， 人 也 在 两 贺 妃 、C 的 根 轴 上 .所 


[证 明 ] 点 C 在 过 
吏 0 点 4 的 切线 上 ， 

所 以 圆 C 和 困 0 直 隐 
交 . 又 点 C 在 4B 的 

垂直 平分 线 上 ， 它 和 人 
4、 卫 的 距离 相等 ,所 

以 圆 C 通过 互 ， 因此， 下 C 就 是 适合 条 件 的 
加 . 

2667。 求 作 过 两 定点 4、B3， 且 和 定 圆 0 
直 交 的 贺 。 

解 [分 析 ] 假定 过 两 定点 4、B, 且 和 定 
贺 0 直 交 的 圆 已 经 作出 , 设 0' 为 其 圆心 。 连 
结 04 的 直线 和 加 0 旨 
交 于 4 因 加 0 和 四 


0' 直 交 ， 设 其 交点 为 
Z， 则 0 和 贺 0' 相 [ / 
切 ( 因 O7 LO7) Se 
"。 04.04 一 072 
一 72. 


从 而 知道 4 是 定点 ， 故 过 4、4、 呈 三 点 的 
圆 就 是 所 求 的 圆 。 故 可 按 以 下 方法 作 图 。 

[ 作 图 ] 设 定 圆 吕 的 半径 为 在 04 上 
确定 点 4， 使 04.04' 一 72 则 过 4、B、4 
三 点 的 圆 就 是 所 求 的 贺 ， 

2668.， 求 作 过 定点 4 且 和 两 定 贺 O、C- 
分 别 直 交 的 圆 
了 


解 设 忆 为 所 
求 加 的 圆心 ， 因 
三 和 两 吏 %、 
O" 直 交 ， 所 以 点 
也 在 问题 1835 
的 轨迹 上 .又 点 
三 到 4 的 距离 等 于 从 点 三 向 圆 2 所 引 切 线 
的 长 ,所 以 点 书 也 在 问题 1836 的 轨迹 上 . 因 
此 点 己 可 由 这 两 
个 轨迹 的 交点 所 确 
定 


2669.。 求 作 与 
分 别 直 交 的 圆 . 

外 设 0 为 所 求 
贺 的 圆心 , 根据 问题 起 35 可 知 0 在 两 欧 4、 


以 由 这 两 个 轨迹 的 交点 ， 就 可 确定 圆心 。 
注 .本 题 也 可 写成 “ 求 作 一 圆 , 使 从 三 定点 
4、、C 向 该 加 所 引 切 线 的 长 分 别 为 6、 以 
C。 其 中 q、D、oc 分 别 是 圆 4、B、C 的 半径 . 
2670， 求 作 一 圆 , 使 它 过 两 定点 4、 忌 和 
定 圆 0 相交 于 


玖 万. 设 .4 五 和 
已 8 的 交点 为 一 , 过 乙 引 图 O 的 直径 CD, 则 
过 四 点 4、B、C、 呈 的 圆 就 是 所 求 的 圆 。 

[证 有 明 ] 因为 四 点 4、B、 环 、 互 共 贺 ， 所 
以 


Pd4.PB=P 刀 .PPF。 OO 
又 在 圆 0 中 ， 

了 刀 .PF 一 PCO.PD， @@ 
由 四 @ 知 ”PP4.PB3=PO.PD， 


故 四 点 4、B、C、 卫 共 圆 , 且 CD 是 圆 O 的 直 
径 。 因 此 这 个 圆 就 是 
所 求 的 圆 . 

别 解 设 0' 为 所 
求 圆 的 圆心 , 延长 4O 
和 圆 0 的 交点 为 41 
则 四 点 4、D、4、C 
共 贺 ,所 以 

40.04 = 一 07.OC=72， 
其 中 是 圆 O 的 半径 。 因 为 4、O 是 定点 ,7 
是 定 长 ,所 以 4' 是 定点 .因此 过 三 点 4、4、 
互 的 圆 就 是 所 求 的 回 . 

2671. 求 作 通过 定 
点 4 且 把 两 定 吏 B、C 
二 等 分 的 圆 。 

解 ”假定 所 求 的 圆 已 
经 作出 , 设 其 圆心 为 0， 三 
设 4B 的 延长 线 和 圆 0 
的 交点 为 五 则 和 上 题 、 
的 别 解 一 样 有 = 
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4 万 .已 万 一 72， 
其 中 ”是 圆 互 的 半径 ， 从 而 互 是 定点 。 辐 
样 ，4C 的 延长 线 和 国 0 的 交点 并 也 是 定 
点 。 因 此 , 过 三 点 4、 五 、 互 的 加 就 是 所 求 的 
兢 。 
二 等 分 的 四 。 

解 [分 析 ] 设 O 
为 所 求 圆 的 圆心 ， 根 
据 问 题 1756, 点 GO 由 
把 两 网 4、3 二 等 分 
的 圆 的 圆心 的 轨迹 和 
把 两 贺 吾 、C 二 等 分 
的 圆 的 圆心 的 轨迹 所 决定 。 因此 , 如 已 求 出 
点 0, 再 作 与 04 垂直 的 圆 妈 的 半径 4Z, 则 
以 0 为 圆心 、 以 0OD 为 半径 的 圆 ， 就 是 所 求 
的 网 . 

2673. 求 作 过 已 知 两 点 4、 瑟 ， 且 在 定 贺 
O 〇 上 截取 定 长 7 的 弦 的 四。 

解 ”过 两 点 4、 瑟 作 和 加 0 相交 的 任意 的 
贺 C， 设 两 加 的 交点 
为 隶 、 刀 ，B4 和 
. 瑟 4' 的 交点 为 P, 从 
点 卫 弛 加 O 的 割 线 
了 PEBF， 使 瑟 思 一 ! ( 问 
题 2125), 则 过 4 了 
环 、 刀 的 圆 就 是 所 求 


马 


的 加 。 其 理由 是 ; 在 
四 C 中 

P4.PB 一 Pd PP'。 中 
在 加 0 中 ， 

卫 刀 .了 有 一 P4PPB'。 @@ 


从 @Q@ 得 P4.PB 一 忆 刀 .PP， 
所 以 4、 了 五 、 卫 为 共 圆 点 。 又 报 据 作 图 知 
五 5 一 7， 因 此 圆 4B3Z 允 就 是 适合 条 件 的 圆 。 
2674， 已 知 网 心 为 O 的 圆 积 与 此 欧 不 相 
交 的 直线 
4 五 , 求 作 切 
于 直线 4 
上 的 定点 4 
且 把 圆 O 二 
等 分 的 加 
解 .[ 作 
融 3 先 作 
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切 于 4B5 上 点 4 且 和 融 O 相 交 的 任意 的 
枉 ， 设 两 区 的 交点 为 O、 刀 ，DO 的 延长 线 和 
4 的 交点 为 也。 连结 FO 和 圆 0 交 于 了 玫 、 
2 则 过 三 点 妞 、4、 忆 的 融 , 就 是 所 求 的 圆 。 

证 明 ] 根据 作 图 ， 直线 P4 和 圆 407 
在 点 4 处 相 切 ,所 以 | 


42 一 POPD。 外 
又 因 C、 也、 五 、 允 四 点 共 圆 ， . 
PO.PD 一 PP 万. PPP。 加 


由 国 、 四 知 卫 刀 .PP 一 忆 42， 

所 以 贺 4 瑟 刀 在 点 4 处 和 直线 4B 相 切 。 又 
太 是 贺 CO 的 直径 ， 因 此 圆 4 娓 太 是 适合 条 
件 的 贺 。 

2675， 求 作 在 定 直线 互 Y 上 截取 定 长 的 
纺 4B、 把 定 园 O 二 等 分 且 半 径 等 于 定 长 > 
的 圆 C。 

解 [分 析 ] 假定 所 求 圆 C 已 经 作出 。 设 
圆 0 的 半径 为 凡 , 则 人 POCOC= 一 了 马 , 所 以 

0O02 一 PCO2?-- PO? 一 72 一 72 〈 一 定 )， 
从 而 CC 的 长 为 W 只 一 742. 故 点 C 在 以 0 为 
圆心 、V 2 一 72 为 半径 的 加 上 。 设 4 刀 的 中 
点 为 2W， 则 


0 一 4C?- 4Mz?-:72 一 ( 言 路 


故 点 C 又 在 与 XY 的 距离 等 于 A/ zz 一 工 的 
平行 线 上 。 因 此 可 按 下 法 作 图 。， 
[ 作 图 ] 先 作 以 0 为 圆心 、VFE 二 7 为 半 
辽 
径 的 国 。 再 作 与 XY 的 距离 等 于 W/ me 一 开 
的 平行 线 (在 直线 
XZ 的 两 侧 各 有 一 R 
条 ). 设 这 个 圆 和 这 
条 直线 的 交点 (一 
般 不 多 于 四 个 ) 为 
C, 则 以 C 为 圆心 、 
把 圆周 O 二 等 分 的 ”区 多 
贺 就 是 所 求 的 贺 。 
2676. 求 作 一 圆 , 和 三 条 直线 了 G。， GERK， 
XT 分 别 在 4、B，C、D, 取 、 再 各 点 处 相 截 ， 
并 使 C40B=a OOD=B，ZBOT 一 六 
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解 [分 析 ] 假定 适合 条 件 的 圆 0 已 经 作 
出 ,过 O 向 4B、OD、 
了 BF 引 二线 ， 设 其 垂 
足 分 别 为 己 、 纺 、 五 ， 
则 、 

LA4OP= 玛 om 


LO09= 瑟 B 
BOB-7。 

所 以 CO4P 一 ABR- 二 w (一 定 )， 

LOcg= BR- 到 B (一 定 )， 


LOBB=- BR- 于? (一 定 ). 


故 三 个 三 角形 AO4P，A0Oc8@，AOBR 的 
形状 一 定 , 由 于 04=O0=0O 了 ,所 以 OP:09 
:08 的 比 一 定 。 根据 问题 1855，OP:09 是 
定 值 的 点 O 的 轨迹 为 过 瑟 的 直线 20。09: 
CR 是 定 值 的 点 Q 的 轨迹 为 过 并 的 直线 
XO。 因 此 , 这 两 条 直线 的 交点 就 是 所 求 圆 的 
圆心 。 


2677 ， 求 作 圆 P， 使 它 把 定 0 的 圆周 


二 等 分 ， 县 过 两 定点 4、 互 作 圆 卫 的 切线 分 
别 等 于 定 长 入 双 。 

解 [分析 ] 假定 
所 求 圆 已 经 作出 ， 设 了 
圆心 为 己 , 过 4 了 B 作 
的 切线 分 别 为 
4D、DZD， 则 


D 


十 D42 
一 PD2LP2，@ AAA B ， 

忆 B2 一 书 万 3 十 盏 7 一 忆 历 2 十 702。 @@ 

了 42 一 忆 B23 一 2 一 M2 《〈 定 值 )。 
由 问题 1757 知 ， 点 了 的 轨迹 为 垂直 于 4 万 
的 一 条 直线 。 又 
E6G2 一 PO2? 十 0G2 一 PO2-L72 @ 
因 三 五 一 PG, 由 四、 国 知 

了 及 一 祝 ? 一 PO2 二 72 
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.。 卫 B2 一 PO? 一 72 十 m%2《〈 定 值 ) 。 

冰 上 面 一 样 ， 到 两 定点 B、O 的 距离 的 平 
方差 为 定 值 的 点 己 的 轨迹 ， 是 与 OB 垂直 的 
一 条 直线 。 综 上 所 述 ， 可 知 这 两 条 轨迹 的 交 
点 就 是 所 求 略 的 圆心 卫 。 

2678. 设 0 是 定点 , 书 是 定 直线 4B 上 
的 定点 。 求 作 以 O 为 圆心 的 圆 , 使 它 和 4B 
相交 于 开 、WN， 且 P9? 一 到 92 一 202， 其 中 人 


为 线段 MN 的 
中 点 。 
解 ” 假 定 问题 
已 解 出 ， 设 OM 0 
为 所 求 圆 的 半 4 玫 水 _ B 
径 , 则 
2 一 4 


PQ2? 一 MG9? 一 PN,PM 一 OP2 一 0OM2=m2。 
因为 OP 一 定 ,所 以 OM 长 也 -- 定 . 设 OP= 
2M 则 O 私 一 Vi2 一 02, 以 O 为 圆心 、VW12 一 邓 
为 半径 作 图, 设 与 4 已 的 交点 为 允 、N， 则 此 
欧 即 为 所 求 的 圆 。 其 中 OP>?2。 

2679、 求 作 一 圆 , 其 圆心 在 定 圆 召 上 , 半 
答 等 于 已 知 长 
贺 妈 的 公共 
弦 7 等 于 定 
长 1。 

解 ”假设 问 
题 已 解 出 ， 忆 为 所 求 贺 的 圆心 。 设 公共 缔 
0D 与 4P 的 交点 为 恕 ， 由 于 召 是 CD 的 中 


"| 点 。C2 是 定 长 ,所 以 在 直角 A4CZ 中 ,CO、 


G 思 为 已 知 ，4 刀 可 作出 。 又 在 直角 ABC 局 
中 ，PCO、0C 刀 为 已 知 , 所 以 BZ 也 可 作出 。 从 
而 4P 长 为 已 知 , 设 4 一 2， 以 4 为 圆心 .7 
为 半径 的 圆 驳 与 加 于 的 交点 P， 即 为 所 求 加 
的 贺 心 。 

2680. 过 定点 妃 求 作 圆 P， 使 与 定 圆 4 
的 交点 为 C、 卫 ， 
CD 一 mm， 是 使 贺 
的 半径 等 于 定 
长 7。 

解 “与 上 题 一 
样 ， 4P 的 长 一 - 
定 , 且 4 是 定点 , 所 以 点 三 的 轨迹 是 以 4 为 


圆心 \42 为 半径 的 圆 。 又 刀 是 定点 ,了 3P 一 六 
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所 以 点 书 的 另 一 条 轨迹 是 以 瑟 为 圆心 、; 为 
半径 的 圆 . 故 这 两 条 轨迹 的 交点 书 即 为 所 求 
贺 的 圆心 。 

2681. 在 以 0、0: 为 圆心 的 两 个 定 图 上 
分 别 有 两 个 定点 
4、; 过 4、 刀 
求 作 一 轴 ， 与 两 
定 阮 分 别 相交 的 
另 两 点 为 了 ， 
且 使 40OZ = 
BOT. 

解 [分 析 ] 
设 所 求 圆 为 4 和 了 万， 因为 

2.40OX 一 BO 了， 
所 以 A40OXZcoAEOT， 
由 于 对 应 边 的 交角 相等 ,所 以 点 己 在 人 4BCO 
欧 外 接 贺 上 (是 4 民 、BTZ 的 交点 )。 又 四 
点 4、 开工、 五 共 园 , 因此 
PZ.P4=PY.PP. 


.所 以 点 卫 在 两 图 0O、O' 的 根 轴 上 。 故 点 卫 
可 作出 (一 般 地 有 两 点 P、ZB') .假设 点 卫 已 
- 定 ， 则 P4、PB 与 圆 O、O' 的 交点 互 、 卫 就 
， 可 确定 。 


G@， 杂 题 

2682.， 已 知 一 加 ， 求 作 两 个 同心 圆 将 其 
面积 分 成 三 等 分 . 

解 “ 已 知 国 的 圆心 为 4、 半径 为 4B， 及 
全 
把 4B 分 成 三 等 分 ， 

分 点 为 召 也 。 进 必 事 
作 4 的 垂 线 卫 CO.7D， 
设 与 半圆 弧 4B 交 于 
C、D， 再 以 4 为 圆心 ， 
4C、47D 为 半径 分 别 画 


两 个 圆 , 则 此 两 贺 即 为 所 求 之 同心 圆 。 其 理 
由 是 : 以 4 为 圆心 、4B3 为 半径 的 圆 用 


(4B) 表 示 , 那么 
(4B) 的 面积 一 z-4B2 
圆 (4C) 的 面积 一 wz ,40C2?=z.4 刀 .4P， 
加 (4D) 的 面积 一 z. 4Ds 一 zz. 4 .4B。 
圆 (4D) 的 面积 “zz.47P. 4 
因此 砚 (4 专 的 面积 75 


|」 相等 
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4 2 


425 3 
同 更， 加 (40) 的 面积 一 亏 图 (4B) 的 面积 。 


2683. 求 作 一 个 与 已 知 加 同心 的 图 ,把 已 
知 贺 分 成 们 :名 。 
解 ”在 已 知 圆 0 的 半径 04 上 取 点 戏 , 使 
OM:M4 一 MI， 
由 下 作 O4 的 垂 线 ， P 
设 与 以 04 为 直径 的 
半圆 的 交点 为 忆 ， 则 A 
以 O 为 圆心 、OP 为 
半径 的 加 将 圆 0 分 
成 好 :0。 其 理由 是 : 
六 (04) 面 积 一 .0O42. 


但 是 由 OP4= ABR, PM 1O4, 有 


OP2 一 0M.O4. 
圆 (OP) 面 积 _z-OP? _ 037.04 
贺 (0 面 机 DO 0 
__OM _ 人 角 
”0 本 人 现 T7， 
故 圆 (OP) 面 积 一 


2684， 已 知 平面 上 有 四 个 定点 4、B、C、 
也, 求 作 一 圆 , 使 这 四 点 到 此 圆周 的 最 短 距离 


(GD 设 所 求 的 辆 已 作出 ， 四 


有 忆 
JS 
尹 
及 0B、O0、OD LA / 

与 圆周 的 交点 分 


别 为 互 、G、 克 、 五 ， 则 有 
8G=C 末 = 了 区 一 4 了 7 

但 是 0OG=0 万 =OK 一 0OB， 

所 以 0OB=0O0C=OD， 由 此 知 点 B、C、 呈 是 

在 以 O 为 圆心 的 圆周 上 . 因此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 过 三 点 B、C、 了 作 贺 9， 设 此 贺 

与 0O4 的 交点 为 妃 ，4 的 中 点 为 互 ， 则 以 

0 为 圆心 、08 为 半径 的 同心 圆 即 为 所 求 的 

圆 。 这 里 对 四 个 定点 中 有 一 点 在 圆 内 或 在 图 

外 , 另外 三 点 在 圆 外 或 在 圈 内 , 一 般 地 所 求 的 


解 [分 析 ] 
个 定点 中 有 一 点 
4 在 圆 外 ， 其 他 
三 点 互 .C、 了 在 
圆 内 ， 假 设 求 作 
的 圆心 为 O， O4 
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圆 有 四 个 。 

[分 析 ] “《〈2) 有 两 
个 定点 4、 在 所 求 
的 圆 外 , 另外 两 点 互 、 


C 在 圆 内 的 情况 , 设 人 
求 作 的 贺 心 为 O， 假 局 二 AAA 
设 04、OPB、OC、OD "ee 


与 圆 的 交点 分 别 为 玉 、G、 互 、 到 ， 则 应 有 
7 一 DO=OZ 一 DZ， 

于 是 40=O0D, 03=00. 

因此 点 DO 至 4 也 的 距离 相等 , 又 点 O 至 了 3、 

C 的 距离 相等 ， 所 以 可 作 贺 如 下 。 

[ 作 留 ] 作 4 的 垂直 平分 线 与 BC 的 垂 
直 平 分 线 的 交点 DO， 则 点 0 为 所 求 的 较 心 ， 
以 O 为 圆心 、OB 为 半径 画 圆 ， 设 此 网 与 O4 
的 交点 为 鼠 ，4 的 中 点 为 万 ， 则 以 O 为 贺 
心 、O8 为 半径 作 同 心 贺 , 此 圆 即 为 所 求 作 的 
一 个 圆 。 这 里 四 个 点 中 有 两 个 在 贺 内 ， 两 个 
在 贺 外 , 一 般 地 所 求 的 园 有 六 个 。 

[讨论 ] 在 中， 有 三 个 点 在 一 条 直线 
上 时 ， 有 三 个 解 ; 四 个 点 在 一 条 直线 上 时 无 
解 ;如 果 中 个 点 在 同一 辆 周 上 时 有 无 穷 多 解 . 

在 (2 中 , 四 点 不 是 男 内 接 梯 形 的 顶点 时 ， 
有 了 两 解 ; 四 点 在 局 一 圆周 上 时 ， 有 无 穷 多 个 
解 ; 如 果 四 点 在 同一 直线 上 时 , 内 侧 两 点 间 线 
段 的 中 点 与 外 侧 两 点 闻 线 慌 的 中 点 重合 有 无 
穷 多 解 ,不 重合 无 解 。 

2685.， 求 作 两 圆 O、O'， 使 鲍 O、O' 的 半 
径 之 比 为 2 加 音 两 四 ec 
的 面积 之 和 等 于 定 贺 
面积 xy?2。 

解 到 线段 4B= 
7 以 4 为 直径 作 半 
国 ， 在 此 半圆 上 求 一 点 C， 使 C4:OB 一 1 人 
《问题 1856)， 分 别 以 C4、GB 为 半径 所 作 的 
锅 , 即 为 所 求 的 贸 . 其 理由 旦 : 所 据 作 图 , C4 : 
CBE 一 1 所 以 

圆 (C4) 面 积 一 wxLC2 
圆 (CDB) 面 积 一 mw.082. 
-…， 圆 (C4) 面 积 十 圆 (CB) 面 积 
一 Tv.( 4402 二 CD2) 
一 mv (4B)2 一 zy72。 

2686、 求 作 任意 个 圆 ， 使 其 半径 之 比 等 

于 相同 个 数 的 线段 之 比 ， 其 面积 之 和 等 于 已 


me - 
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知 融 的 面积 。 

解 [ 作 图 ] 已 知 任意 个 数 的 线段 为 和 
人、 了 、 3 已 1 
知 面积 的 出 心 为 “- 逻 
0O,， 半径 为 04. 

以 ? 与 义 为 两 真 
角 边 作 直 角 三 角 
形 ， 求 出 其 斜 边 . 
Q. 其 次 以 4 与 9 
为 两 直角 边 作 直 角 三 角形 , 求 出 其 斜 边 3。 继 
续 这 样 作 下 去 , 最 后 得 斜 边 则 有 

710O4 一 1 : 间 一 MI 一 7 瑟 2 一 …。 
求 出 五,Rt Bo …， 即 为 所 求 作 的 圆 的 半径 。 

证明] 因为 太 :042? 一 12: 交 2 一 M2:R3 一 … 

oO42 王 (12-7102 十 ?2 十 …) : 

(2 十 型 十 码 十 …)、 

2 一 22 二 22 十 02 十 …， 

"， 0O43 一 玉 ? 十 刁 -到 十 …。 

设 已 知 贺 的 面积 为 心 ， 半径 为 闻 ，(， 有 P… 
的 圆 面积 为 了 2 好， 入， 人 则 
,从 : 卫 一 0D42: 有 2 8: 邓 一 0O42:73，… 


巡 


但 是 


(二 十) 
， 一 O42: ( 玉 2 十 R3 上 十) 。 
因为 0O42 一 刀 2 十 BR 十 RS 十 …， 
“， 六 一 工 二 下 十 六 十 … 
即 所 求 作 的 圆 的 半径 与 2 7 0 … 成 比例 ， 
且 其 面积 之 和 等 于 已 知 圆 的 面积 。 


2687.， 通过 定点 已 圆心 在 已 知 ZXOT 
的 线段 BC 所 张 的 圆心 角 等 于 定 角 wa. 

解 [分 析 ] 设 求 作 的 末 忆 作 进 ， 则 
A4BC 是 项 角 PR 
为 &% 的 等 腰 三 角 
形 , 于 是 ~4CO 


一 一 形 一 号 (一 
定 )。 又 4P = 


40 所 以 可 作 图 如 下 . 


[ 作 图 ] 在 OZ 上 任 取 一 点 4， 引 直线 
4C' 与 OK 交 于 点 0 使 
LACO= AZ- 号。 
连结 0 PP, 在 直线 OP 上 求 一 点 Po 使 
4BP' 一 LO。 
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其 次 ， 设 由 点 王 引 了 4 的 平行 线 与 O7 的 
交点 为 4,， 则 点 4 即 为 所 求 的 圆心。 

证明] 由 4 引 4C 的 平行 线 , 设 与 O 瑟 
交 于 点 C, 则 有 P4= 一 4C。 其 理由 是 : 因为 
Pd4'= .40 P41 Ph 40O14C。 又 


LO= -0 一 AR- 写 ， 


所 以 DB4C=a。 

2688. 求 作 一 圆 ， 使 其 面积 与 已 知 效 面 
积 之 比 等 于 办 :0%。 其 中 作 、 表 示 定 长 线段 。 

解 5 作 图 ] 在 任意 直线 上 了 到 4、B、C 三 
点 ， 使 

4B:IBC 一 侯 :1。 

设 过 点 召 垂 直 于 M 

40 的 直线 与 以 
40C 为 直径 的 半 
圆 交 于 点 政 ， 则 
在 24 或 其 延 
长 线 上 取 一 点 了 
允 , 使 政 刀 等 于 已 知 圆 的 半径 .过 点 召 作 4C 
的 平行 线 、 与 凡 C 或 其 延长 线 交 于 点 了 则 
以 愉 F 为 半径 作 圆 , 就 是 所 求 之 圆 。 

[证 明 ] 因为 4MC=R，MBTdLO， 
所 以 1 
末 42:MCO2 一 4DB:BO 一 M:m。 OO 
而 政 妈 :Mr 一 M4:MNMC， 因 此 由 国有 下 了 
:MT 一 人 :22。 于 是 ， 设 以 了 如 、 译 为 半径 
的 圆 面积 分 别 用 ac、2 表示 ， 则 

必 02D 一 IT 万 2: 万 ?一 万 2:37F3 

一 们 :7。 
故 以 下 加 为 半径 的 贺 是 所 求 之 圆 。 

2689. 已 知人 A4ZBO 的 边 4 刀 的 长 及 位 
置 ，~4 的 大 小 ， 过 顶点 C 的 直径 与 4BB 的 
交点 忆 的 位 置 , 求 作 此 三 角形 的 外 接 圆 。 

解 [分 析 ] 设 所 求 的 圆 已 作出 ， 假 定 其 
事 心 为 0,， 则 

Boo=23AL4， 上 

DOB=2. 

一 BO0 

一 2(- 忆 一 一 4 
(一 定 )， 因 此 点 0 在 卫 
以 了 B 为 弦 、 张 成 定 
角 3(- 尼 一 4) 的 弓形 弧 上 。 又 点 0 在 4B 
的 垂直 平分 线 上 , 从 而 这 两 个 轨迹 的 交点 ,就 
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是 所 求 的 圆心 。 所 以 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 设 以 DB 为 弦 ， 作 张 成 定 角 
23( 一 巡 一 一 4) 的 弓形 弧 与 4B 的 垂直 平分 线 
交点 为 0， 则 以 吕 为 圆心 、04 为 半径 的 贺 ， 
即 为 所 求 之 圆 。 

2690. 已 知 四 点 4、B、C、 了 D， 求 作 一 贺 
过 4、 如 两 点 , 且 使 从 C、 向 此 圆 所 引 药 切 
线 相 等 。 

解 [分 析 ] 设 O 为 所 求 圆心 ，CBE、DP 
为 相等 的 切线 , 则 ACZOS2ADFO， 从 而 有 
CO=DO， 即 点 0 
至 C、D 的 距离 相 
等 。 然 而 , 点 O 至 
4、 殖 的 距离 了 世相 间 
等 。 因 此 作 图 如 


下 。 

[ 作 图] 设 4、 
C7 的 垂直 平分 线 WO、WNoO 的 交点 为 0， 则 
以 O 为 圆心 , O4 为 半径 所 作 的 圆 即 为 所 求 . 

[讨论 ] 4B、CD 的 垂直 平分 线 平 行 时 无 
解 ,又 点 CO 也 之 中 的 一 点 在 圆 内 时 也 无 解 。 

2691.， 以 平行 四 边 形 4BODD 的 对 边 4F、 
CD 为 驴 ， 求 作 人 天 b 
两 个 相等 的 圆 ， 

使 这 两 区 的 交 
点 百 、 忆 分 别 在 
4D、BCO 上 。 

解 分析] ET 
设 所 求 的 圆 已 作出 , 则 由 两 图 相等 ,所 以 公共 


| 编 了 2 在 各 圆 中 所 对 的 圈 周 角 相 等 , 即 


DB 一 BOR。 
由 此 得 瑟 妇 一 0 再 ， 故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ]】 引 边 BC 的 垂直 平分 线 ， 与 4D 
的 交点 为 孔 则 A4BZB、 和 人 了 DO 的 外 接 圆 
即 为 所 求 之 圆 。 

[证 明 ] 设 A4B 双 的 外 接 圆 与 BC 的 交 
点 为 也， 则 

LA4 十 了 爵 1PB 一 2 已。 
又 因 4.BC 是 平行 四 边 形 ,所 以 
4 二 AD=23 忆 
了 BEB= 了， 
因此 圆 BDC 过 点 束 。 而 吾 丸 是 两 回 的 公共 
驼 , 且 一 也 BO 一 BOPB, 故 了 两 圆 相等 。 
2892， 以 定点 0 为 圆心 ， 求 作 一 图 与 已 


一 一 ee 
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知 两 条 平行 线 信 、 分 别 相交 于 4、 号 ，C、 
必 , 使 4 二 OD 一 7 或 4 了 ~CD 一 !。 

解 [分 析 ] 假定 
所 求 之 圆 0 已 作出 。 
设 3D 的 中 点 为 五， 
4B、0CD 的 中 点 分 
别 为 G、 瑟 , 则 GO、 
互 在 一 条 直线 上 ， 且 
GZ L4B。 设 G 互 的 《1) 
中 点 为 五， 则 五 太 _LG 瓦 ， 


BF 一 地 (4B++CD) 一 斑 ? (已 知 )， 


且 G8 一 8 互 。 忠 此 点 马 确 定 ， 所 以 可 作 图 
如 下 。 

[ 作 图 ] 从 点 0 作 好 、N 的 公 垂 线 ， 其 垂 
足 分 别 为 C@、 五 ， 从 G 瑟 的 中 点 刀 作 G 互 的 


短线 下 万 ， 使 BR 一 并 1 其 次 ,连结 0Z3, 由 


卫 引 O 妈 的 垂 线 与 3 A 
M、 的 交点 分 别 为 
了 3、 也 。 然后 以 O 为 
圆心 .0B (或 OD) 为 ， 
半径 画 网 ， 即 为 所 求 
之 四 、 

[证 明 ] 略 。 (2) 

[讨论 ] ”在 这 个 作 图 中 ， 芳 点 卫 与 忆 在 
G 的 同 侧 ， 则 有 4B 二 CD=?! (图 忆 ，3 与 
也 在 G 互 的 异 例 , 则 有 4B~CD=z (图 2)。 

2693. 已 知 直 线 MN 上 一 定点 4 及 线 
外 两 个 定点 五 
其 过 点 4、C 与 
MX 交 于 点 功 
且 使 3D 成 为 圆 
O 的 切线 。 

解 ” 设 园 0 为 
求 作 的 加 , 则 BD 为 此 图 的 切线 ,于 是 

BEDO 一 -CO4D (一 定 。 
以 BO 为 弦 , 作 张 成 圆周 角 等 于 AOL4M 的 习 
形 弧 与 MTWN 交 于 点 刀 ， 则 网 4CD 即 为 所 求 
之 圆 。 其 理由 是 : 因为 CLBDO= 0O4D, 所 
”以 BD 在 点 也 处 与 圆 40D 相 切 .用 了 代替 

也 或 者 弧 与 MX 不 相交 , 无 解 。 

2694.， 求 作 一 贺 , 使 从 已 知 三 点 4、B、C 


看 , 视角 分 别 等 于 角 <c、6、7。 
解 设 园 0 人 .2B8 为 切线 ， 


则 LO4B= 于 0 LOBB-- 志 B Ce 二 


是 人 Oo4T、 3 的 形 
状 一 定 。， 由 此 CO4:O077， 

OPB:O 万 一定。 从 而 04: 
02 也 一 定 。 同 理 ，0: 
00 一 定 。 所 以 点 0 是 满 
足 O4:083 时 的 轨迹 的 加 
(问题 1856) 与 满足 OPB: 

CC 时 的 轨迹 的 辆 的 交点 。 其 次 ， 从 点 4 引 


直线 4 羽 , 使 LO4B= 志 oa， 从 O 引 4Z 的 


垂 线 08。 则 以 0 为 圆心 、O 了 为 半径 的 贺 ， 
即 为 所 求 之 圆 。 

注 两 条 轨迹 圆 的 交点 一 般 有 两 点 ， 所 以 
本 题 一 般 有 两 解 。 

2695. 求 作 一 个 半圆 ， 使 它 切 于 已 知 
人 A4BO 边 BO 上 的 定点 媚 且 它 的 直径 的 端 
点 分 别 在 三 角形 另 
外 的 两 边 上 。 

解 ” 设 所 求 的 半 
BX 已 作出 。 ， 
在 82 的 延长 线 上 
取 PPD 一 PP， 从 也 
引 4C 的 平行 线 
DG， 设 与 C 字 的 延 
长 线 交 于 点 G, 则 PC= PG。 从 而 点 @ 是 定 
点 。 设 半圆 的 圆心 为 0， 则 < 了 一 OPF. 
又 ~ 人 BF 一 DTDH， 因 而 OP 一 也 DP， 
所 以 OP1/ 2D。 因 为 学 加 忆 BF 在 点 忆 与 
BC 相 切 有 OPLBC, 

了 0D 1 DPO。 


肌 此 直角 三 角形 PED 的 直角 顶点 忆 的 位 
置 确定 , 斜 边 瑟 是 定 方向 (与 BC 垂直 ), 点 
忌 在 定 直 线 4 吾 上 ， 点 了 在 定 直线 (从 定点 
G 引 4C 的 平行 线 )GD 上 , 根据 问题 2264 知 
这 个 直角 人 3BPD 可 作出 。 显 然 点 郊 也 可 作 
出 。 

2696， 已 知 两 圆心 为 4、B3， 求 作 一 四 ， 
使 它 过 4.P, 与 已 知 两 圆 在 4B 的 异 侧 分 别 
交 于 民 \ 马 且 C4RF7、 一 B4Z 之 和 等 于 已 
知 角 ac。 
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解 ” 设 所 求 之 圆心 为 C， 点 工 关于 4 的 | SP7T 的 圆心 在 CO9 上 , 了 且 过 点 也. 


王 直 平分 线 0 也 的 对 称 点 为 了 则 
4BTZ 一 人 B4T7' 
X4PBT+TA4PF 一 和 4 

十 B4Y 一 0 
中 ， 人 4Z 是 
定 的 。 又 4 和 47' 
分 别 是 定 陪 的 半 
径 ， 是 定 长 。 从 
而 ，A4KXY' 的 两 
边 4 和 、4Y' 和 
人 47Z 大 小 一 定 ， 
所 以 这 个 三 角形 为 
已 知 。 册 此 这 个 三 角形 外 接 贺 的 半径 4C 的 
长 也 是 一 定 的 。 其 次 , 因为 圆 C 过 4、 忆 天 
而 点 C 在 4 的 垂直 平分 线 也 上, 故 较 C 的 
圆心 C 即 可 决定 ,于 是 问题 得 解 。 

2697. 求 作 一 陪 , 使 它 过 两 已 知 点 4、 忆 
与 已 知 贺 :.O 有 公共 弦 ， 且 使 此 公 弦 切 于 另 一 
已 知 圆 O 

解 作 过 点 4、 
也 的 任意 圆 与 圆 O 


由 此 在 


， 从 点 书 向 圆 C 
作 切 线 PBF, 与 顺 
O 交 于 百 、 互 ， 贺 
24 召 即 为 所 求 作 
之 圆 。 其 理由 是 : 
因为 P4.PPB=PO.PD= 忆 .PP 因此 ,点 
环 在 圆 B4 如 上 .所 以 吾 太 是 园 O 与 圆 也 4 刀 
的 公共 弦 。 因为 从 点 己 庙 圆 0 可 引 两 条 切 
线 , 故 本 问题 一 般 地 有 两 解 . 

注 若 4ZB 与 CD 平行 时 ， 引 加 0' 的 切线 
也 平行 于 4B. 

2698， 设 过 点 C 的 已 知 直线 08 及 线 外 
一 点 乙 ， 求 作 一 加 ， 使 圆心 在 O9 生 ， O09 与 
该 圆 相交 于 SS 7,， 且 使 08:07 等 于 已 知 比 . 

解 {【 作 图 ] 在 0O9 上 任 取 两 点 4、 刀 ,使 
0O4:08B3 等 于 已 知 比 ， 以 4 有 为 直径 画 于 与 
OP 的 交点 之 一 为 C。 由 三 作 C4、CB 的 平 
行 线 PS、PT, 与 09 交 于 & IT 则 以 8 为 
直径 画 圆 , 此 圆 即 为 所 求 之 圆 。 

证明 ] 因为 CSPT 一 一 部 因此 这 个 贺 


又 PS1C4，PZE1CB， 
o4 _O0 .08 _ 0 
于 是 0 OP 07 00 
04 -0OB 
0OS 07 ， 


0O4 0S 、OS 2 二 


[讨论 ] 以 4 呈 为 直径 的 圆 在 OP 上 截 两 
点 C、D,， 从 书 引 D4、DB 的 平行 线 也 还 可 
作出 一 个 圆 。 一 般 地 本 题 有 两 解 。 如 果 以 
4B 为 直径 的 圆 与 OP 相 切 , 本 题 有 一 解 , 与 
OP 不 相交 则 本 题 无 解 . 

2699.， 求 过 已 知 两 点 4、 刀 作 一 圆 ,与 定 
圆 0 相交 ， 使 从 已 知 两 定点 筷 了 至 公共 纺 
的 距离 之 比 等 于 已 知 比 。 

解 ”过 已 知 点 4、 她 作 任 一 圆 与 定 加 O 相 
交 ， 设 其 交点 为 
CO、 了 4 与 CD 
的 交点 为 P。 其 


点 乡 使 GZX2GT 
一 久 : 人 已 知 比 )， 
设 过 点 台 与 己 
的 直线 与 圆 0 相 YY 
交 于 吾 . 8， 则 贺 
4B3 刀 就 是 所 求 作 的 圆 。 其 理由 是 : 因为 4、 
也、D、C 是 共 圆 点 ,因此 P4.PB=PO.PD. 
又 C、D、 了 下 、 刀 是 共 吏 点 ， 
PO.PD 一 了 刀 . 书 丸 ， 
PP4.-PPB 一 .PDF 
所 以 4、 刀 、 忆 、 是 共 贺 点 , 报 据 作 图 知 
GZ:G7 一 名 :7 
由 马 、 工 向 直线 忆 G 作 重 线 己 瑟 、ZF'。， 则 
六 避 ' 了 一 和 :7 
2709. 在 定点 4 上 求 作 交 角 为 ck 的 两 个 
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等 圆 , 且 使 此 两 等 圆 分 别 与 两 条 定 直线 二 、 六 
相 切 。 
解 [分 析 ] 设 问 题 已 解 志 ，O、C( 为 所 


的 交角 为 %, 则 
OO4O0' 一 2 一 尽 

一 %〈 一 定 )， 
从 点 4 作 直 线 六 
的 王 线 4D， 又 
从 4 引 直 线 4D' 使 

AD4 了 一 OA4O' 4 一 4D， 

则 妃 是 定点 过 作 4 的 垂 线 PN， 
因 品 O、C " 是 等 圆 ， 所 以 六 与 锅 O 相 切 . 
故 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 由 4 向 方 作 垂 线 4D 在 点 上 
引 直 线 4D，, 使 人 D4 必 =2 一 BR 一 c， 且 4DD 
一 4 也 .过 了 尹 作 47 的 短线 DN4 过 定点 4 
作 圆 0 与 两 条 直线 人 、 工 相 切 ( 问 题 2619) . 
连结 4O， 由 4 引 直 线 40'， 使 40' 一 40， 
040' 一 23 也-o . 则 0O.O' 是 所 求 作 的 图 . 

2701. 过 定点 44 求 作 相交 的 两 圆 ， 使 其 
交角 为 w， 半 径 之 比 为 名 :7。， 且 各 圆 与 已 知 
直线 二 、W 分 别 相 切 。 

解 [分 析 ] 设 问 题 已 解 出 , P、@ 为 所 求 
加 的 下心 ， 半径 之 比 为 19， 圆 卫 、 驴 分 别 与 
直线 二、 广 的 切 


垂 足 为 豆 ， 在 
4P、49 上 作 与 
形 4EDP 的 
相似 比 为 欢 : 
的 相似 图 形 
4 刀 四 人 @, 则 4 瑟 : 4 五/ 一 加 :mn 是 
BF4 互 ' 一 P49=2.R~a。 

由 此 得 点 瑟 ' 是 定点 ， 从 而 互 只 ' 是 定 直线 ， 
设 它 为 直线 乙 . 又 由 4P=2D 有 49 一 9D/， 
因此 点 忆 在 阅 @ 上 . 由 8D' 互 ' 一 人 瑟 知 ， 
二 是 圆 的 切线 。 

[ 作 图 ] 由 点 4 作 工 的 垂 线 4 有 互 ， 设 
L 厂 4 责 ' 一 2LR 一 ay 4 刀 :4 互 "一 加 :2， 则 可 
求 出 点 豆 "。 过 忌 ' 引 4 辟 ' 的 垂 线 乙 ， 则 过 
点 4 即 可 作出 与 也 、Y 相 切 的 网 9 (问题 
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2619) . 

由 984P 一 2 一 必 一 w，4PI4Q 一 各 :7 求 
出 点 己 、 以 三 为 圆心 、P4 为 半径 作 疯 , 则 售 
了 、 久 就 是 所 求 的 两 圆 。 

2702. 在 直径 4B 上 求 作 一 条 垂 线 分 已 
知 半圆 4CB 为 两 部 分 , 使 其 两 部 分 上 分 别 作 
内 切 圆 的 半径 之 比 等 于 定 比 双 :4。 

解 [分 析 ] 设 半 贺 40B8B 的 圆心 ( 即 直径 
4B 的 中 点 ) 为 … ， ec 


把 半 了 分 成 两 
分 ， 其 中 一 部 分 .A 
D4C 上 的 内 切 圆 0, 在 D4、DC\ 弧 40 上 的 
切 点 为 如 、 瑟 、MK， 另 一 部 分 上 的 内 切 吏 0” 
在 DB、DCO、 弧 BC 上 的 切 点 为 甩 、Z、N， 
则 


0 万 = 0' 瑟 一 0OMK 一 mr 
OP 一 0OT 一 ONr， 
且 71372 一 灼 :22 【〈 定 比 ) 。 
由 作 贺 及 假设 知 O0、0O"、X 在 一 条 直线 上 ,所 
以 LON4= -ONZ， 从 而 4、Z、N 在 一 条 
直线 上 。,… 4T.4N 一 4 了 12， 又 LA4NB 及 
-DB 都 是 直角 ， 因 此 ZDBN 是 加 内 接 四 
边 形 。 
。 4T.4V= 4D.L4B= 402. 
， 402? 一 472， 因而 ”4L4C= 4 不 
故 A40 是 等 腰 三 角形 ， 
4OB = A48C. 

但 是 LOD+ADOB=- “4CP 
及 LA4BOLAFCOB= 4FC， 
史 AL4OD= 4Bao， 

。 ADO8 = ATFOB. 
因此 07 平分 CDCB， 不 
同 理 C 刀 平分 ~4CD. 毕 
由 此 得 BC 一生 " 且 

厂 D:DF 一 O' 开 :0 
一 7M 192 bp 

即 可 作 图 如 下 。 ee 

5 作 屋 ] 取 任 意 线段 妃 万 。 在 其 上 取 比 为 
如 :94 的 内 分 点 也 。 设 以 了 怠 环 为 弦 作 含 外 ” 
角 的 弓形 弧 ， 此 己 形 驱 与 过 点 也 且 垂直 于 
五 4 的 直线 交 于 点 C'。 在 瑟 CR 的 外 侧 ， 
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引 直 线 C"4、C'B， 使 

ALOC 了 一 了 BO0D1， 

BCI 一 FOOD 
延长 瑟瑟 与 04 、C 的 交点 分 别 为 4、 
BEB(L4O'B' 一 90")、 其 次 ,在 半圆 LOCB 上 ， 
引 4C 使 CB4O= BO' 且 与 半 贺 的 交 
点 为 C, 由 C 作 4 的 垂 线 CD。 由 题 意 知 
CD 就 是 所 求 的 直径 4 已 的 垂 线 ， 它 将 半 
4CB 分 为 所 求 的 两 部 分 。 

[和 证明] 路 。 

2703. 已 知 两 贺 4、 思 及 三 点 也 如 束 
过 点 卫 求 作 一 贺 C， 使 站 4、C 的 根 轴 过 点 
五， 贺 B、C 的 根 

解 ” 设 适合 于 
条 件 的 吏 已 作 
出 。C 为 此 圆 的 . 
山 心 。 从 点 马 
向 圆 4 引 切 线 
五 P， 从 点 允 向 
可 妃 引 切 线 8Q, 设 瑟 D 与 圆 G 的 交点 为 G， 
25 忆 与 网 C 的 交点 为 瓦 。 则 点 怒 是 圆 4、C 
根 轴 上 的 点 ， 因 此 有 她 刀 .BEG=P2。 但 是 
万 已、 瑟 刀 的 长 是 已 知 的 , 所 以 点 G 确定 。 同 
理 刀 .5 万 一 862 所 以 点 互 也 确定 。 由 于 
加 CC 上 有 三 点 了 、G、 互 已 确定 ， 所 以 求 作 
的 圆 C 即 可 作出 。 . 

2794、 求 作 三 个 圆 召 、C、D， 从 一 点 4 
看 这 三 个 圆 的 视角 相等 ， 且 使 每 个 融 分 别 过 
义 及 从 点 4 到 圆心 距 BC、BD、DC 的 视角 
分 别 等 于 已 知 角 w、B、?-。 

解 ” 设 所 求 之 圆 了 、C、D 已 作出 ， 从 点 


4 引 圆 马 的 切线 4Z、4F，, 在 直线 4B 上 取 
点 0 了， 使 40 一 LO、47 一 4D。 以 0 、 
也 为 圆心 分 别 作 圆 C、 的 等 圆 ， 此 两 回 显 
然 与 4 妃 、4F 相 切 。 其 次 设 CC4B=o 从 
刀 引 直线 49， 使 C@49' 一 o、48 一 49 由 


由 点 @ 在 圆 C 上 , 知 点 鲜 在 圆 C' 上 。 又 设 


延长 49' 与 圆 也 交 于 点 @“， 则 两 贺 B、C- 
是 以 点 马 为 相似 中 心 , 所 以 

49": 4Q7 一 CQ BOQ"。 @ 
根据 假设 吏 B、C、 呈 的 半径 之 比 为 23290272 
所 以 CQ : B9" 一 加: (一 定 )。 连结 定点 4、 
9， 在 直线 49 上 作 夹 角 为 c 的 C94G@' 及 
49'=49.。 在 49' 的 延长 线 上 取 点 8"， 使 
49 49 一 Mi 则 人 是 圆 号 上 的 定点 。 
4 一 45 在 45 的 延长 线 上 取 忌 '， 使 

4 有 /4 及" 一 色 :7， 

则 召 ' 在 图 B 上 且 决 定 了 马 ' 的 位 牧 。 因此 
刀 过 三 个 定点 忆 、8 人 、 马 4， 所 以 圆 已 即 
可 作出 。 设 阅 殖 已 作出 , 则 因 三 个 圆 的 半径 
之 比 与 相似 中 心 4 的 位 置 一 定 ， 所 以 加 CC、 
圆 忆 已 决定 ,从 而 网 C\、 贺 忆 的 大 小 已 决定 
了 。 
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《包括 证 阴 题 ) 


了 .。 线 段 的 最 大 、 最 小 

2705， 设 4 万 是 定 加 的 定 弦 ， 动 弦 了 
的 中 点 乡 在 4 上 , 求 民 Y 的 最 大 及 最 小 位 
置 ， 又 当 点 2 越 接近 于 4 的 中 点 ， 邓 了 
之 增 大 , 试 证 明之 。 


解 ” 设 定 贺 的 圆心 为 区 
O， 则 因 为 怀 Z 的 中 A B 
点 ，。 有 0 上 XF。 又 
4 号 的 中 点 为 C 有 COC Y 
了 4B, .… 03 兰 0O0 (等 
号 仅 在 点 G 与 C 重 合 
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了 时 成 立 )。 由 此 得 YS4B。 于 是 互 了 最 大 
是 由 02 的 最 小 而 决定 。 当 O23 垂直 于 4 
时 ， 即 点 G 在 4 刀 的 中 点 C 上 时 ， 显 然 瑟 工 
与 4 已 重合 。 此 时 屋 Z 最 大 。 同 理 , 民 了 最 
小 就 是 02 最 大 ， 即 点 乡 与 4 或 者 妃 重 合 
时 , 这 时 弦 了 Z 为 0 时 最 小 。 

其 次 。 当 点 和 从 4 向 点 C 菲 近 时 ，O2Y 由 
大 变 小 , 瑟 Z 由 小 增 大 ,在 点 C 处 最 大 。 当 尹 
越过 点 O 靠近 于 点 互 时 ， 了 Z 由 大 变 小 至 
0。 

2706.， 求 由 加 外 一 定点 向 圆 所 引 的 最 大 
与 最 小 线段 。 

解 ” 设 点 己 为 定 圆 0 外 的 一 定点 ，PO 或 
其 延长 线 与 圆 的 交点 为 4、 她， 点 0 为 不 在 
OP 上 的 圆周 上 
的 任意 一 点 ， 设 C 
点 人 勾 了 在 点 O 
的 同 侧 ， 则 在 2 一 人 
APoc 中 有 ZO 
-00 一 PCO， 又 
O0=04.! 因 此 PO-04< PCO, 即 4P 一 PC. 
又 PCO<PO+4C0, 而 CO=OB， 有 PC<PO 
d4O0B3 即 PO<PB. 所 以 从 点 王 作 圆 O 的 最 
大 最 小 线段 是 : 连结 PO 的 直线 与 圆 的 交点 
4、B, 了 了 3 最 大 , P4 最 小 。 

2707. 设 定 圆 0 的 定 弦 4B， 在 贺 0 上 
求 一 点 忆 使 人 A4PB 
的 中 线 4D 为 最 大 或 
最 小 。 

解 因为 PB 的 中 
点 卫 的 轨迹 是 以 BO 下 
为 直径 的 圆 〈 问 题 
1630) 。 因此 ， 阿 题 就 是 从 点 4 至 这 个 贺 的 
距离 为 最 大 、 最 小 , 即 在 此 圆 上 求 一 点 , 使 其 
距离 最 大 或 最 小 就 可 以 了 。 由 上 题 知 ,从 点 
4 引 过 贺 BO 的 圆心 C 的 直线 ， 设 与 圆 相交 
于 也 、D'4， 则 在 图 上 的 4D 为 最 大 ， 4 为 
最 小 。 因此 3BD 
及 瑟 D' 的 延长 线 
与 贺 O 的 交点 分 
别 为 已 、P， 即 
为 所 求 之 点 。 

注 ， 本 题 是 与 
问题 “ 设 定 圆 0 


点 4、B。， 过 点 4、 


的 定 纺 4B, 在 圆 上 求 一 点 也, 使 以 4P、4B 
为 邻 边 的 平行 四 边 形 P4B89 的 对 角 线 49 
的 长 为 最 大 或 最 小 "一 样 。 

2708. 在 相 吉 的 两 让 几 IO、O' 上 
一 点 ， 使 它们 
连结 的 线段 为 
最 大 最 小 。 

解 [ 作 图 ] 
设 00' 与 两 圆 
分 别 交 于 4、B， 00， 的 延长 线 与 两 焉 分别 交 
于 C、 也 则 有 4B 为 最 小 ,CD 为 最 大 。 

[证 明 ] 引 任 一 直线 与 两 圆 相 交 ， 设 交点 
为 4、B'， 则 4'B' 十 04: 二 0O'B'>OO0'。 从 
两 边 减 去 0O4'=04，0'B'=0' 得 4B'> 
4 万 。 其 次 ,04' 十 00' 二 DO'B'> 4B/ 

即 COTOO'TOD>4Bn 
COD>4B'。 

2709. 在 定 直线 愉 ZY 上 求 一 点 ， 使 从 这 
点 向 定 贺 CO 所 引 的 切 
线 最 短 。 

解 [ 作 图 ] 过 O 
向 与 了 作 垂 线 ， 设 其 
垂 足 为 乙 , 由 三 向 贺 
O 引 切 线 PO(@ 为 切 
点 ), 则 PQ@ 即 为 所 求 
之 最 短 切 线 。、 

[证 明 ] 设 由 与 袜 
上 任意 一 点 4 向 园 0 引 切线 4Z (Z 为 切 
点 ), 则 472 一 042 一 072，PO? 一 OP2 一 092 
而 OP 是 XY 的 垂 线 , 于 是 OP<04, 但 O7 
一 09， 


上 分 别 求 


.…。 PO2<472，PQ 一 47。 
故 切线 P9 是 最 短 的 。 
2710. 设 在 已 知 直线 MN 的 异 侧 有 两 定 


割 下 MXW 的 线段 
CD ( 即 为 弦 ) 为 最 

解 作 图 ] 过 
MKW 与 4 刀 的 交点 
马 作 MX 的 垂 线 , 与 4B 的 垂直 平分 线 相交 
于 点 0 则 以 0 为 圆心 、 人 
为 所 求 作 之 圆 。 
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ggD9 


[证 明 ] 因为 BO. 好 D 一 了 B34. 刀 B (一 定 )， 
即 两 条 线段 之 积 一 定 ,在 BC 一 忆 D 时 线段 之 
和 了 0 十 刀 D 一 CD 为 最 小 。. 由 此 所 求 的 圆心 
O 在 过 点 召 且 垂直 于 MX 的 直线 上 。 又 因 


为 圆 过 定点 4、B， 所 以 圆心 0 在 4B 的 垂 


直 平分 线 上 , 故 过 点 如 的 MKN 的 垂 线 与 4 了 3 
的 垂直 平分 线 的 交点 O 即 为 所 求 圆 之 圆心 

2711. 设 4、B 是 已 知 圆 0 内 的 两 个 定 
点 ， 在 圆周 上 求 一 点 P 
P, 使 当 延 长 P4.PB Za 
与 圆 于 分 别 交 于 CD 
时 , 弦 CD 为 最 大 。 2 汐 p 

解 以 4B 为 直径 
作 圆 ， 与 圆 O 的 交点 
设 为 卫 ( 或 P)， 则 
LA4PB= /人 。 延 长 下 
P4、PP 与 圆 O 交 于 
点 0、D, 则 CD 为 加 
O 的 直径 。 因 此 CD 2 
是 最 大 的 弦 。 如 果 以 好 / 
4B 为 直径 的 圆 与 贺 
0 不 相交 时 ， 那 么 就 g 
过 4、 了 3 作 圆 0 的 内 切 圆 ， 则 其 切 点 卫 即 为 
所 求 之 点 。 

其 理由 是 , 因为 /4PB 是 最 大 的 锐角 ， 它 
所 对 的 弦 CD 也 是 最 大 。 这 时 在 4B 的 两 侧 
可 作 圆 0 的 两 个 内 切 圆 ， 从 而 有 两 个 切 点 . 
落 切 点 为 P、BP' 时 ， 则 ZL4PB、Z4P'B 中 
的 大 角 所 对 的 弦 也 大 。 

2712. 过 两 贺 的 交点 之 一 求 作 一 条 直线 ， 
”使 被 两 圆 割 下 的 线段 最 大 。 


解 [ 作 图 ] 设 O、O' 为 两 圆 的 圆心 ， 其 
交点 之 一 为 和 


是 所 求 之 最 大 的 
线段 . 

下 证 明 ] 过 C 引 任意 直线 56， 时 0、0' 
疝 忆 Z ITG 分 别 作 垂 线 O 万 、O' 到，O7 OAM . 
”再 由 0 引 G 的 平行 线 ON, 与 OZ 相交 于 
点 W， 则 00' 是 直角 AONO' 的 斜 边 ， 于 是 
00'>NO'。 而 00' 一 瓦 扩 ,NO' 开 M，32 万 忌 


玉 
过 点 C 引 OO:' 的 一 人 
平行 线 DOB, 设 总 汪 NA 
与 两 加 的 交点 为 CA 
D、 殖 则 DZ 就 号 
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一 已 刀 ，27M 一 万 Cr， 
忆 有 1> 万 G， 
故 忆 如 是 最 大 的 线段 . 
2713.， 求 作 人 4BC， 使 其 顶 角 与 面积 一 
定 ， 底 边 BO 为 最 小 . 
解 ”因为 底 边 BC 一 定时 ，4 的 大 小 也 


| 一 定 的 A4ZBC 中 ， 其 面积 最 大 的 是 4 为 等 


腰 三 角形 的 顶点 。 因 地 在 顶 角 及 面积 一 定 的 
A4B0O 中 ， 是 4B= .40 的 等 屡 三 角形 的 底 
边 BC 最 小 。 

注 1 本 题 可 应 用 余弦 定理 求解 

在 人 4BC 中 , 4 一 定 , 其 面积 也 一 定时 ， 
则 夹 <4 两 边 的 积 4B。4C 一 定 。 然 后 根据 
余弦 定理 知 

了 BO? 一 4B2?-L4C3 一 24 甩 .4Coos4 
一 (4B+4C)2 一 24DB.4C 
一 24B.4Ocos4 
一 (4B 二 40)2 一 24 万 
 X4C(L+cos4)， 
由 于 4B.,40C 及 一 4 一 定 ,所 以 4B+4O 最 
小 时 ，BC 就 最 小 。 而 4B、40C 之 积 一 定时 ， 
其 和 4T+4O 为 最 小 ,根据 问题 2761 知 4B 
一 40, 所 以 当 4 万 一 40 时 ，BC 最 小 。 

2 与 这 个 问题 一 样 ,下 面 的 问题 也 可 解 。 

〈1) 引 一 条 直线 与 定 角 的 两 边 相 交 作 成 面 
积 一 定 的 三 角形 时 ， 站 
线段 最 小 。 

(2) 设 <X4T7 为 定 角 , 求 作 一 条 直线 ， 设 
与 定 角 两 边 4 和 、 4Y 分 别 交 于 也 .CO, 当 4B、 
4C 之 积 等 于 定 值 妃 时 , 使 BC 最 小 。 

2714. 人 点 的 高 ， 
求 作 三 角形 ， 使 其 
底 边 最 小 。 

解 .因为 高 一 
定 ， 因 此 这 个 问题 
是 求 底 边 最 小 ， 或 & 
者 面积 最 小 。 所 以 
与 问题 2799 一 样 , 高 和 顶 角 为 已 知 的 等 腰 三 


角形 , 底 边 最 小 。 
2715. 已 知 人 Bad4C 的 两 边 4B、4C 切 于 


定 加 0， 在 4 内 的 点 4 与 0 之 间 求 作 一 
条 最 短 的 切线 29。 
解 [分 析 ] 设 <4=o 则 


第 六 章 最 大 、 最 小 


CPFOg 一 ABR- 二 o。 


又 从 0 作 P9 的 垂 线 A 
O 克 , 则 O 万 一 > (7 为 
趾 O 的 半径 )。 在 
小 与 高 都 一 定 ， 所 以 
当 OP 王 09 时 P@ 为 
最 小 (参照 上 题 )。 由 
此 可 作 图 如 下 。 
[ 作 图 ] 连结 4O 
的 直线 与 圆 交 于 点 互 ， 过 总 引 O4 的 垂 线 ， 


设 与 4B、40C 的 交点 分 别 为 一 .@, 则 P@ 即 


为 所 求 之 最 小 切线 。 

27186. 过 正方 形 ee 4 引 一 条 
直线 ， 与 CB 的 C 
延长 线 交 于 了 
与 CD 的 延长 线 
交 于 点 忽 。 为 使 
线段 PO 最 短 ， 
那么 点 P、49 应 
到 在 何 处 ? 

解 当 ZF9 被 点 4 平分 时 ，PG@ 垂直 于 
402, 则 Ze 为 最 小 。 其 理由 是 , 设 P8 4C， 
三 @' 是 不 垂直 LC 的 任 一 条 直线 ， 若 卫 ' 在 
了 3、 卫 之 间 ， 过 9@8 引 BC 的 平行 线 与 忆 9 的 
交点 为 吾 ， 这 时 有 

A4PP'cseA49B， 

*， Secpe 一 四 边 形 CP'R9 而 积 <Sacpo， 
而 从 C 向 P9' 引 垂 线 小 于 C4. 因此 AcP9 
的 面积 小 于 ACP'@' 的 面积 。 从 廊 边 P9 上 
的 高 大 于 2 上 的 高 , 所 以 底 边 P9 比 底 边 
2 小, 故 2PB 垂直 于 4C 时 ， 即 P8 被 点 4 
平分 时 ，P9 最 小 。 、 

2717， 已 知 定 角 B4C 的 两 边 切 于 定 圆 


0， 求 作 切 线 BEC， 使 
BC 的 长 最 小 、 

解 设 所 求 的 直线 人 
BC 已 作出 ， 则 由 O 是 
人 A450 的 内 心 , 知 


LABOC 一 90* 二 到 4. 


CKP 人 
又 从 OO 向 BC 引 高 为 


0R， 则 0 互 =7 (7 为 圆 0 的 半径 ) 。 由 此 得 


6O1 


O 的 大 小 及 尚 O 瓦 一 定 ， 所 以 当 0OB=CC 
时 BC 最 小 (问题 2714) 。 故 在 4 万 =4O 时 ， 
BC 为 最 小 
2718. 求 作 一 条 直线 ， 被 已 知 A4BOC 的 
两 边 4B、4LC 割 下 线 A 
段 P9g， 使 BP+C9 
一 9, 且 P9 为 最 小 ， 
. 解 设 所 求 直 线 
2Z9 已 作出 , 则 由 
PP4=B 十 6O 
知人 A4P9 的 周 长 
4D 十 40 为 定 值 。 作 
和 A4Pe 的 旁 切 圆 0， 
设 与 4B、4C 的 切 点 分 别 为 召 、 万 ， 则 


4 了 =- 48 于 (4B+4O) 。 


因而 吾 、 刀 是 定点 ， 贺 O 的 位 置 一 定 。 所 以 
就 归结 为 问题 2715， 当 4P=49@ 时 ， 29 就 
是 所 求 之 最 小 线段 。 

2719， 以 4 为 弦 的 已 知 圆 岗 上 有 两 定 
点 C、D。， 在 弧 4B3 上 求 一 点 P， 使 当 PCO、 
Z 与 423 的 交点 为 如 好 时 ,， 妈 丈 为 最 大 。 

解 从 0 引 4B 的 平行 驼 C8， 在 其 上 取 
一 点 ， 使 COB 一 九 F， 则 四 边 形 CBBB 是 
平行 四 边 形 , 从 而 

lAZGED=AOPD= 098D， 

过 九 、@、 丸 的 圆 与 
43 相交 于 点 马 ， 或 
是 切 点 。 在 圆 D9 玉 
与 43 相 切 时 如 8( 即 
227) 最 大 , 由 此 作 过 
D、9 的 圆 与 4B 相 
切 ， 设 切 点 为 。 此 
圆 与 C9 的 交点 为 政 。 设 延长 刀刃 与 缴 4 
交 于 点 已 则 点 王 即 为 所 求 之 点 。 

QZ720. 若 4B=-20cm，CD=16cm，4B 
与 4 相交 于 CD 


D 
的 中 点 好 ,为 使 点 区 
4、B、C、 呈 在 同 人 和 全 B 
长 是 多 少 ?9 过 四 点 


个、 怪人 忆 的 圆 的 大 小 是 随 2 而 变化 。 将 
半径 已 表示 为 2 的 函数 , 并 求 五 的 最 小 值 , 
解 设 4M=z MB=20 一 2 20=2MD 
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一 8。 由 4MX 2 p 口 KOLG 面积 一 口 4BPG 面积 〈 一 定 )。 
(20 一 四 一 82， 人 由 DO=0C9, 4D1Q 了 UK 
解 出 z 得 zx 一 4 或 - 知 4D=QMX. 
X 一 16. 若 z 一 和 则 5 又 由 A4DDeAEH9 
MY 一 6 而 知 4D= 开 9， 
ADMB=6 HEF9=-Q9M。 
有 NMO=90*-6 因此 护 是 AZOM 的 一 边 互 慌 的 中 点 。 从 
[ON=MN.t(90* 一 纺 一 MXN ctg6 而 总 KOIQ 是 人 五 OM 内 景 大 的 平行 四 边 
从 而 ON 一 6ctgo。 形 (问题 2813) 。 如 果 过 点 一 ( 除 B9 外 ) 引 


设 贺 的 半径 为 也 则 
五 一 042? 一 ON2 十 4N 2 一 (6ctg0)2 十 100 
一 36ctg20 十 100 一 4(9ctg20 十 25) 。 

当 c 巡 20 一 0 即 6 一 90" 时 达 最 小 。 这 时 五 一 
10。 

2721. 过 已 知 角 所 4Y 内 的 定点 书 作 线 
段 BPC， 设 从 点 4 向 BC 所作 垂 线 为 4P, 
则 当 PB=DO 时 ，BPC 最 小 。 


解 ”我 们 证 明 , 当 PB 一 DC 时 ，BC 最 小 . 
设 图 中 DBP 一 PR 一 DO=09，PG1 ZOL1 
4B, 4901 PH1， 且 9@K1AAL47，971 4， 
五 8 74D, 则 PR 一 CQ9， PG1 ZE，GO1/ 
KK， 因此 AGROsAKFBO， 从 两 边 减 去 
AOzO 得 
四 边 形 GPRO 面积 一 四 动 形 开 OC9 面积 。 
人 号 


但 是 PR 一 C9，P 太 /1CZ,， BF 1 GZ, 所 以 
APFF2ACI9。 @ 
由 @、@, 得 
让 GPFO 面积 = 口 人 OTLG 面积 。 四 
但 是 成 B 一 已 太 ， 有 /万 及 可 知 万 PP 一 开刀 ， 
“…， 癌 4 刀 PG 面积 一 口 GPFO 面积 。@ 
由 轩 、@@ 得 . 


任意 直线 B'@ 除 口 筷 O7Q 外 , 作 另 一 个 平 
行 四 边 形 豆 'O 了 和， 与 上 面 一 样 有 
号 瑟 'O 了 7 面积 一 口 4ZPG 面积 
一 口 且 OO 面积 。 

但 是 已 民 OT9 是 人 互 OM 内 面积 最 大 的 , 因 
此 与 它 等 积 的 口 及 OU' 不 可 能 在 人 已 OM 
内 , 从 而 9' 在 A 互 OM 之 外 .可 是 PQ@= BC， 
PG'= 一 BC 有 BO< BO 故 BO 为 最 小 。 

注 这 条 直线 是 用 圆规 直 尺 作出 的 , 它 原 
是 初等 几何 作 图 不 能 问题 ， 这 条 直线 吗 做 弗 
尔 洛 线 。 


乙 。 角 的 最 大 、 最 小 


2722.， 已 知己 形 的 弦 42B 上 有 两 定点 C、 
沁 ， 在 弓形 弧 上 求 一 点 忆 ， 使 CCZD 为 最 
大 。 


解 过 C、D 两 点 
作 弓 形 弧 的 内 切 圆 ， 
其 切 点 己 即 为 所 求 
之 点 。 其 理由 是 ， 因 
为 圆 CPD 与 弓形 弧 
相 切 ， 因 此 在 弓形 弧 
4B 上 任意 取 一 点 Po 则 已 在 弧 CPD 之 
外 ， 


.。 ACPD> -COP'D， 
故 点 一 是 适合 条 件 的 点 。 . 

2723. 在 已 知 国 O 内 有 两 定点 4、 互 , 在 
圆周 上 求 一 点 忆 ， 使 
/4PB 最 大 。 

解 过 点 4、3 作 
O 的 内 切 较 ， 设 其 
切 点 为 卫 , 则 点 己 是 
使 L4PB 为 最 大 的 
点 ,证明 与 上 题 相 同 。 
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2724.， 已 知 在 圆 0 外 有 两 定点 4、B, 在 | 因而 A 
圆周 上 求 一 点 也 使 C4PB 为 最 大 或 最 小 ，| 人.LOP 一 ~A4PBP 
其 中 设 4 与 圆 0 不 相交 。 一 AL4O'P-A 人 .4BP 
解 [ 作 图 ] 过 4、 呈 作 加 0 的 外 切 圆 ， 一 人 BPCO'.、 
其 切 点 己 即 为 所 求 的 因此 使 CBPC' 为 最 C 
使 .4PBB 为 最 大 的 点 。 大 就 可 以 了 .过 点 且 、 
其 次 ,过 4 了 3 帮 圆 C 的 人 作 与 4X 丰 切 的 3 
内 切 圆 , 其 切 点 己 就 是 圆 ， 则 其 切 点 书 即 为 P 
使 C4P'B 为 最 小 之 所 求 之 点 。 葡 
点 。 2727. 在 已 知人 4BO 的 LA4 平分 线 
[证 明 ] 在 已 知 吏 局 4 上 求 一 点 忆 , 使 罗 
上 作 (除了 外 ) 任 一 点 APBO~ ~ POP 为 旭 
Q, 则 点 9 在 园 4PB 之 最 大 。 
外 ， 因 此 4PB> 49B5B。 所 以 点 己 是 使 解 设 人 4BC 
4PB 为 最 大 之 点 。 又 点 @ 在 圆 4P 内 | =c，~40OB 一 6，B 
部 ， 因 此 ZL4PFB< -49B8。 所 以 恕 是 使 | 则 
4P'B 为 最 小 之 点 。 PEBC 
2725. 在 锐角 与 OZ 的 一 边 OF 上 有 两 一 .4PFP 一 ol 
点 4、 忆 在 0 和 上 求 一 点 P， 使 C4PPB 为 、 APOB=4COP--B。 
最 大 。 当 04=4cm，4B=5cm 时 ,， 求 OP | 因此 
之 长 。 APBCO~APOB= (4BEP~ 4OP) 
解 过 4、 召 作 与 一 (c~B)。 
OZ 相 切 的 辆 ， 设 切 但 是 (ac~ 6) 一 定 , 为 使 CPBO~ PCB 为 


点 为 也 , 则 书 即 为 所 
求 之 点 。 其 理由 是 ， 
因为 OCX 上 的 点 与 骤 
4PB 在 4 的 同 侧 。 在 弓形 4PB 外 ( 除 点 
忆 ) 的 0OX 上 任 取 一 点 已 ， 则 

4P'TB< 4PF。 

点 己 的 作 图 方法 如 下 。 

过 4、 已 作 任意 圆 ， 由 点 O 引 此 圆 的 切线 
07,， 在 0X 上 上 取 OP=0OT， 则 点 卫 即 为 所 
求 。 事 实 上 , 由 作 图 知 

OP2 一 072=04.0PB， 
所 以 过 点 4 了 的 图 ,在 点 卫 与 OX 相 切 . 
其 次 , 当 O4 一 4cm，4DB=5cm 时 ， 
OP2 一 04.0B=4(4 十 5) 一 36， 
oOP 一 6cm。 

.2726， 在 已 知人 4BO 的 .4 平分 线 4 允 
上 求 一 点 也, 使 CPPB4~ PoOad 为 最 大 . 

解 设 4B>40C， 在 4 上 取 40C' 一 40， 
连结 BO 由 于 4 并 是 A4 的 平分 线 , 所 以 

CLC4OP=<-40P， 


最 大 , 只 要 .4BP~ 4OP 最 大 就 可 以 了 。 
+ 从 而 本 题 的 结论 包含 在 上 题 中 。 

2728.， 设 在 已 知 直 线 刁 Y 的 同 侧 有 两 定 
点 4、B， 在 此 直线 上 求 ~- 点 P， 使 /4PB 
最 大 。 

解 [ 作 图 ] 
小 融 与 直线 
的 切 点 三 即 
为 所 求 的 使 
.4PB 为 最 
大 的 点 。 

[证 明 ] 设 天 上 立 
直线 忆 达 与 小 圆 的 切 点 为 P， 大 圆 的 切 点 为 
P'。 在 X7 上 任 取 一 点 @, 与 了 在 4 的 同 
例 , 则 点 @ 在 小 圆 之 外 ,有 .4PB> 49B. 
同 理 , 在 4B 同 侧 的 点 中 , 有 ZL4P'B 最 
大 。 而 圆 4BP' 比 圆 4BP 大 ， 所 以 在 间 一 
张 4B 上 的 角 ZL4PB> 一 4P'B, 故 点 也是 
使 C4PB 为 最 大 的 点 。 

2729. 在 已 知 直线 过 上 求 作 等 于 定 长 加 


过 4\ 卫 作 两 圆 与 相 切 ， 
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使 24PB 最 大 . 

解 [分 析 ] 在 直线 荆 上 取 长 等 于 爷 的 
线段 4B。 从 也 引 工 的 平行 线 忆 . 在 PX 
上 求 一 点 也 , 连结 P'4，P'DB' 使 C4PB 
最 大 , 则 圆 4P'B' 在 点 忆 ' 处 与 PX 相 切 .由 
此 可 作 图 如 下 . 


式 P 卫 


人 及 

[5 作 图 ] 在 忆 上 取 长 等 于 和 的 线段 4 ， 
过 忆 引 荆 的 平行 线 了 有， 以 4 为 纺 作 
与 PX 相 切 ， 忆 为 其 切 点 。 再 从 一 引 平行 
于 PL44 人 已 3B 的 直线 , 设 它 与 荆 的 交点 分 别 
为 4、B, 则 4 即 为 所 求 作 之 线段 。 

2730. 设 有 两 条 平行 线 MXN、MXN 及 平 
行 线 外 一 定点 4， 在 WN、2 和 之 间 求 作 
一 条 公 垂 线 P@, 使 CP49 为 最 大 。 


解 从 点 4 引 N 的 平行 线 LX, 在 好 信 、 
ah'N 之 间 任 引 一 公 垂 线 P9'， 在 4 开 上 求 
一 点 4 使 CPP 最 大 ， 根 据 上 题 知 ， 圆 
也 4 全 ' 与 4 到 相 切 于 点 4 过 点 己 、g 作 
切 于 4Z 的 圆 ， 设 其 切 点 为 4 过 4 引 
4'P'、4 和 全 ' 的 平行 线 4P、48， 设 它们 与 
2MN、M 的 交点 分 别 为 P、@, 则 

-人 AP492AP4Q9'，LP49= -人 P4， 
故 2P9@ 是 所 求 的 适合 于 条 件 的 公 垂 线 。 

2731. 在 人 A4BC 的 LA4 平 分 线 4D 上 

求 一 点 1， 使 CDMB~ DMC 为 最 大 ， 
人 
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解 设 吕 点 关于 4D 的 对 称 点 为 B， 则 
由 ~DMB=DMRB 有 
ADMB~ADMO= DB' ~ 人 DMO 
一 BINMKC. 
六 此, 求 点 站 使 <B' WO 最 大 就 可 以 了 。 由 
于 BC 是 定点 ， 且 4 是 定 直线 。 由 此 过 
BC 作 切 于 4 了 的 末 有 两 个 , 其 中 小 圆 的 切 
点 好 部 为 所 求 之 点 。 
2732. 已 知 导 为 人 A4BC 外 一 定 点 ， @ 为 
其 一 边 上 的 定点 。 过 过 及 
卫 引 一 条 真 线 截 三 角 
形 的 另外 两 边 于 式 、 
了 , 使 CX6OTZ 等 于 已 
知 角 w. 又 使 人 XGOZ .BE。 
2 求 直 线 的 位 首 一 忆 
解 设 @ 为 BC 边 上 的 定点 ， 且 适 合 题 意 
的 直线 PXT 已 作出 .从 四 向 LO 4B、PXT 
分 别 作 科 线 4D、9% 瑟 、9N， 则 
DDN 万 一 .4 十 .4 再 六 十 A4PDN 
一 4LTATZBNTAXGN 
一 一 4 十 人 XGO 
一 人 .4 十 Aaw (〈 一 定 ) , 
因此 点 文 在 以 五 刀 为 骇 含 定 角 AL4 直 Aia 
的 弓形 缴 上 。 又 ~9NP 为 直角 ，P、9 都 是 
定点 ， 所 以 广 在 以 29 为 直径 的 圆周 上 ， 从 
而 点 广 在 这 两 个 圆 弧 的 交点 上 ， 故 直线 
PXTY 即 可 作出 。 如 果 点 四 在 人 4XYTZ 的 内 
部 时 ， ADN 历 一 2a 一 4, 与 前 面 一 样 ， 直 
线 了 X 了 亦 可 作出 ， 
其 次 ， 当 直线 PX 了 过 ;点 @@ 时 ~XQ7Y 最 
大 , 即 为 所 求 。 


3. 两 条 (或 几 条 ) 线段 的 和 、 差 
的 最 大 最小- 

3733.， 已 知 直线 XY 外 有 两 定点 4、 
在 了 7 上 求 一 
点 C, 使 40 二 
BC 为 最 小 。 

解 [ 作 图 ] 
(GD 若 4、 召 
在 羡 工 的 同 侧 
时 ,， 取 点 4 关 ， 
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于 XZ 的 对 称 点 罗 连结 也 B， 设 与 交 Y 交 
于 点 C, 则 C 即 为 所 求 之 点 。 

(ii) 著 4、 吾 在 六 7 的 两 侧 时 ， 则 4 瑟 与 
有 Y 的 交点 C 即 为 所 求 之 点 。 

[证 明 ] 《〈i 在 刁 Y 上 男 取 一 点 忆 ， 由 于 
C、 王 都 是 4 刀 的 垂直 平分 线 上 的 点 ， 于 是 
LO0= 0, 4P= 了 3P， 

.-。40+BO= TO+EBO=BD， 
4P+BP=BP+BP. 
而 3 了 < 了 PTBP, … 404DO<4P 二 PPBP. 


(ii) 设 在 Y 上 任 取 一 点 己 ; 则 在 人 4BP |、 


中 有 
4 了 <4P 二 PP， 
即 40O4+DO<4P+TDEP. 

2734， 泪 已 知 直 线 ZZ 的 同 侧 有 两 定点 
4、 卫 , 在 开 Y 
上 求 两 点 五、 信 
,使 BC 之 长 
等 于 已 知 线段 x 
?7, 量 4D、BC、 
0 之 和 为 最 
小 

解 设 点 B、C 未 出， 由 也 引 30C 的 平 

行 线 DZB= BO, 则 

4 十 BOACD= 4PB 十 刀 D 十 也 。 

因为 BC 一 5， 有 了 妇 一 ;， 从 而 点 召 是 定点 . 
由 此 要 使 4 十 BB 刀 十 瑟 卫 最小， 必须 使 4 
十 3 为 最 小 。 故 得 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 了 到 点 4 关于 X 了 的 对 称 点 4 
由 卫 引 民 了 的 平行 线 也 妨 且 等 于 1 设 4 万 
与 发 袜 的 交点 为 B， 由 也 引 2 怒 的 平行 线 
DPC， 与 与 Z 的 交点 为 C， 则 刀 、 C 即 为 所 求 
之 点 (参照 上 题 ) . 

2735,， 已 知 直线 瑟 ZY 外 有 两 点 4、, 在 
双 YY 上 求 一 点 0, 使 4O~ .BO0 为 最 大 。 

解 [ 作 图 ] (GD 若 4、 巨 都 在 和 7 0 
侧 时 ,延长 4 与 瑟 卫 
的 交点 为 C， 则 C 即 
为 所 求 之 点 。 

(ii) 车 4、 忆 在 A 
民工 的 异 全 时 , 设 点 4 
关于 开 垃 的 对 称 点 为 区 
五 , 则 延长 BB 与 与 Y 的 交点 C 即 为 所 求 之 


@ 
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[证 明 ] 〈i) 在 和 YY 上 另 取 任意 点 已 ， 则 
在 A4BP 中 4B> 忆 
4P、BP， 即 40~ 7 
FPCO> 4P~BP. 

〈 广 )》 设 在 瑟 Z 上 
另 取 任意 点 乙 则 ”Xe Y 

A4PC2ABPC， 
4O= TO， 
4P= 了 P， 
国 而 ”40~BO= 了 OPBO= 了 PRB， 
4P~PP 瑟 P、BP. 
但 是 在 人 BBP 中 DZ>PBEBP， 
…，40~ BC>4P~BP. 

2736, 在 以 4 为 纺 的 圆 弧 上 求 一 点 也， 
使 4P 十 BP 为 最 大 . 

解 [ 作 图 ] 设 弧 4 已 的 中 点 为 书 , 则 4 忆 
十 BP 最 大 ， 

[证明 ] 由 于 是 
弧 4 的 中 点 ， 人 ~ 
3B3P， 因 此 以 卫 为 圆 
心 、P4 为 半径 的 
过 点 吾 . 延长 4P 与 
圆 交 于 点 C， 则 了 DB 一 PCO， 

…，4P+PB=-4PTEO= 4C. 
又 在 弧 4PB 上 另 取 任意 点 9@， 延 长 49 与 
弧 LCB 交 于 点 也 则 4CB=4DBF。 


而 王 4PB= AL4CB， 


,。 于 ]49B= /4DB. 
9D=-9B， 

49OT+49PB 一 49+49D=4D， 

由 于 点 卫 过 4 C、D、 卫 的 圆心 因而 4PC 
是 其 直径 。 
.，40>4D,，4P 了 +PB>49TGB， 

王 是 所 求 之 点 。 

2737. 设 两 条 线段 为 人 mm， 若 2 十 2 是 
一 个 定 值 妨 (&> 0)， 求 ?十 驳 的 最 大 值 。 

解 ”因为 22 一 72， 
若 4C、BC、.4 刀 分 别 
等 于 人 人 mW Z 的 人 A4BC 
是 ~4CB 为 直角 的 三 AS 
角形 ， 从 而 本 题 就 是 讨 次 N 


论 ， 当 直角 三 角形 剑 边 A 太 旧 


因而 
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是 一 定时 , 求 其 他 两 边 之 和 为 最 大 。 由 此 与 
上 题 一 样 ， 以 4B 为 直径 作 半 ， 然 后 按 前 
面 的 作 图 就 可 以 了 《〈 最 大 值 是 w 3 32 肋 。 

2738， 已 知 ~XOZ 内 有 一 定点 4。 在 
OZ 上 求 一 点 P, 从 书 和 0Z 作 垂 线 P@, 使 
4P++PG@ 为 最 小 。 设 “XZOY<45"， 

解 [ 作 图 ] 了 到 点 4 关于 0O7Y 的 对 称 点 
4.。 从 未 疝 OZX 作 垂 线 , 其 重 足 为 。、 设 此 
人 OZ 的 交点 为 

三 ， 则 三 即 为 所 求 之 
二 

[证 明 ] 在 O7 上 
( 除 点 一 外 ) 任 取 一 点 
2 由 了 向 OZX 作 垂 
线 , 垂 足 为 久 。 连结 
4P'，4P 则 4P' 一 
4 了 。 于 是 


人 


4P'TPQO'>4Q， 
从 而 4P'T+PQ'>4P+P9. 

注 本 题 是 设 人 XOTY 夺 45". 如 果 一 XOT 
>>45", 在 和 OT7 内 引 直 线 OF' 使 CYOTZ 
为 CXOZ 的 余 角 。 若 4 在 ~ 和 OZ' 内 部 
时 ,点 4 关于 OF7Y 的 对 称 点 4 由 吃 向 0 
作 垂 线 49， 当 4 在 OZ 的 延长 线 上 ， 则 不 
能 作 图 。 当 人 XOZ>45"， 且 4 在 AZO7Y， 
内 时 , 上 述 的 作 图 总 是 可 能 的 。 

2739. 设 定点 4 在 定 圆 0 内 , 定点 五 在 
圆 0 外 , 且 04:0B3 一 双 :2( 已 知 比 ) .在 此 加 
周 上 求 一 点 了 P, 使 1.P4~ MPB 为 最 大 。 

解 [ 作 图 ] 过 4、O、 互 作 圆 , 与 园 O 的 
交点 为 忆 , 且 点 刀 与 点 0 在 423 的 同 侧 , 则 
点 也 即 为 所 求 
之 点 。 

[证 明 ] 在 贺 
O 上 【( 除 点 了 
外 ) 另 取 任 意 点 
P'， 则 四 边 形 
4OP' 了 是 圆 内 接 四 边 形 , 因此 0OD.LP'< 
, 盏 POP'.4B( 问 题 3504) 即 

0B.4P'-O4， 人 


根据 假设 .0 筷 一 -2 一 了 则 
7。 区 OP'.4 万 ， 
因为 四 边 形 4OP 是 圆 内 接 四 边 形 , 因此 


O4 


二 即 为 所 求 之 点 。 


到 了 的 交点 为 


图 题 


0OB.4P=04.BPTOP.4B. 
.9.4 已 一 MPBP 一 OP.4P， 
故 “0.4PP 一 和 BP'<2e 4P 一 MBP。 
2740. 在 凸 四 边 形 4BCD 的 平面 上 求 一 
点 了 使 P4-PETPCOTPD 为 最 小 。 
解 ” 设 两 条 对 
角 线 4CO、BD 的 
交点 为 了， 则 忆 


其 理 了 由 是 ， 任 取 
一 点 P 连结 
P'4，P'B，PO，PD, 则 
P4TPO<P'4TPO， 
PBTED<P'BTPD。 
若 刀 在 对 角 线 上 时 , 上 述 两 不 等 式 中 有 一 个 
为 等 式 , 所 以 下 列 关 系 总 成 立 。 
.。 P4 二 PP 二 POPD 
<EFd4+PBTPCOTEP'D. 

2741, 在 平面 上 有 两 条 平行 线 立 了 、 
玉 了 '， 它 的 两 侧 各 有 一 个 定点 4、B。 求 从 
一 个 定点 至 另 一 个 定点 的 最 短 距 离 。 其 中 经 
过 平行 线 间 的 线段 是 平行 线 间 的 公 垂 线 。 

解 [ 作 图 ] 设 定点 4 在 琶 Z 的 外 便 , 定 
点 召 在 习 并 的 有 
外 便 。 从 4 沿 
XY 作 垂 线 ， 在 
其 上 取 等 于 平行 
线 间 的 距离 的 线 
段 40. 设 0B 与 :。 


9, 从 驴 作 并 了 了" 
的 垂 线 @P， 与 了 了 交 于 点 P,， 则 4PGZB 即 
为 所 求 之 最 短 距 离 。 

[证 明 ]】 在 对 了 上 ( 除 点 纺 外 ) 任 取 一 点 
久 ， 由 寻 向 了 作 垂 线 @P'， 则 有 古人 9' 生 
POZ40, … 4P' 一 09-。 
因而 “4P' 二 PGO' 二 GEB=09' AT9'BAT40。 
4P+P9+9B=C9T9B+L4C 

一 CBA40.。 
CB<C9'A+9'B. 

-，4P+P9+GB<4P' 十 PIGO' 二 GBPB. 

2742. 已 知 两 条 平行 线 民 Z RAY 4 卫 
是 平行 线 两 侧 的 点 。 试 在 此 平行 线 间 作 已 知 


-方向 的 直线 KN，. 使 折线 4MKNEB 为 最 短 。 
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角 [ 作 图 ] 设 飞 了 外 侧 的 定点 为 4， 
屋 ' 外 例 的 1 

定点 为 B。 县 
蕊 知 方向 的 直 
线 为 Z 世 在 . 
平行 线 间 的 线 
段 为 PRO. 如 图 
作 线 段 LC), 使 
4COL2PB@， 连 
结 CB 与 孔 了 的 交点 为 W， 过 人 3 引 平 行 
于 志 的 直线 与 么 二 的 交点 为 2 ， 则 折线 
MAN 3 即 为 所 求 之 最 短 折线 。 

证明] 在 互 了 ' 上 ( 除 点 娘 外 ) 任 取 一 点 
和 过 盖 “ 引 平行 王 乙 的 直线 与 情 了 交 于 点 
了， 则 

JI'N'MNL4O，.…。4M 一 ON。 
而 42 -MON' NG=4OLCON'N'B， 
又 44TMNT+TNEBE=4O+CNNE 
一 40OTOB。 
目 CB<CN' 十 NB， 
4MMNALNE<4M' 二 MIN'TN'P， 
改 折线 4UWNE 为 最 短 。 

2743. 在 已 知 角 4OB 内 有 两 定点 C、D， 
以 O 为 圆心 求 作 一 圆 与 角 两 边 分 别 交 于 环 、 
了 , 且 使 C 和 -DZ 为 最 小 。 

解 “( 作 图 ] 作 .40O8B 的 平分 线 O 妈 , 设 
点 也 关于 0 怠 的 对 称 点 为 也 ， 和 CO4 
的 对 称 点 为 C， 
连结 CDP' 与 0O4 
的 交点 为 豆 。 以 
O 为 圆心 , O 交 为 
半径 作 圆 ， 设 与 
O5D 的 交点 为 了 ， 
则 互 、 卫 即 为 所 
求 之 点 。 瑟 

f 证 明 ]】 在 0O4 上 ( 除 点 忌 外 ) 任 取 一 点 
写 /， 以 0 为 圆心 、OZX' 为 半径 作 圆 与 0OB 的 
交点 为 了 则 

CX' 十 DZ' 一 0 民 十 DX， 
OCX 二 DZ 一 0 十 DD 和 一 0OD'。 


人 CC 


而 - CD'<C/R 十 万 ' 王 ， 
0OX 十 DTY<OX' 二 DT 
故 0X 二 DT 为 最 小 。 


2744， 在 全 34 如 内 有 两 点 、@， 在 边 
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4 巨 、4 冯 上 分 别 取 点 下 、N， 使 PM 十 到 六 
十 Y@ 为 最 小 。 

解 [ 作 图 ] 这 了 关于 4 的 对 各 点 为 
C, 点 @ 关 于 4 也 
的 对 称 点 为 卫 . 
设 CD 与 BF、 
4 刀 的 交点 分 别 


[证 明 ] 央 为 3 了 
Ph 一 C4 人 NO 一 人 DD, 所 以 
PDM 二 MNTTNO 一 0OD。 
在 4B、4 马 上 取 另 外 的 点 MA 则 
Pa 二 MIN 二 NOO=OMWIMN 二 N'D 
而 CD<OCOM' THMN' 二 ND， 
因此 PUTMNTNG< PH 
十 MY 十 太 虽 。 
故 M、N 分 别 在 4B、4 刀 上 使 PM 十 MN 二 
Ng 为 最 小 的 点 。 . 

2745. 在 平面 上 两 条 平行 线 八 包 之 间 有 
两 个 已 知 点 人、 
也 在 Z 上 求 2 
点 王 , 在 仅 上 求 
一 点 了 ， 使 4 习 
十 六 了 十 也 屯 为 
最 小 。 

解 取 4 关 于 
7 的 对 称 点 4, 刀 
关于 色 的 对 称 点 刀 '， 则 

4 丈 十 瑟 了 十 王 万 一 4 三 十 又 了 十 羡 万 ， 
要 使 4 福士 六 了 十 了 万 为 最 小 ， 只 要 .4 瑟 十 
斑 了 十 了 BE' 最 小 即 可 。 为 此 , 连结 4 的 直 
线 与 玉 包 的 交点 分 别 为 羡 、 了 ， 则 环卫 即 
为 所 求 之 点 。 事实 上 ， 若 在 ?、 妈 土 任 取 点 
《至 少 有 一 个 与 习 、 工 不 同 ) 苞 、 了 则 由 

4 和 十 六 了 十 了 有 一 4 和 十 交 有 汪 工 好 
一 LTD 

一 4 区 /十 六 /了 /二 
. >.4B'。 

2 .4 古 歼 了 十 卫 有 </ 二 大 了/ 二 区/ 再 

2746. 已 知 两 定点 4、 五 ， 平 行 于 4 已 的 
直线 克 了 , 在 生 了 上 求 一 点 了 PP， 使 P4 二 PRB 
为 最 小 。 


4 开 ' 十 并 ' 了 十 了 号 一 Z'B' 
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解 设 战 妃 关 于 允 Y 的 对 称 点 为 Bo BA4 
与 及 了 的 交点 为 己 , 则 己 即 为 所 求 之 点 。 其 
如 果 在 瑟 了 上 ( 除 忆 


理由 是 ， 因 为 妃 、 忌 By 
- 称 
点 外 ) 任 取 一 点 书 ， 


是 关于 人 7 的 对 称 
点 ,所 以 4、P、 敢 在 

则 P'B 一 已 B'. 因 此 P 4 十 PB 一 PP4 二 PRPIB' 
>4B'. 


一 条 直线 上 ， 因 光 
P4 二 DB 一 P4+PB' 
一 4 


.…。，P'4TP'B>P4 二 PEF。 

注 这 时 有 PP4=PP. 

2747. 设 三 为 定 直线 和 外 的 定点 ， 在 
直线 次 及 上 求 两 点 4、 忆 使 P4 二 4 十 万 书 
为 最 小 。 其 中 4 了 等 于 定 长 ;. 

解 设 4B=7 P4-4B+BP 为 最 小 ,就 
是 了 4 十 瑟 3 为 
最 小 。 由 此 作 图 
如 下 。 

在 马 了 上 取 
等 于 ? 的 线段 
433， 从 王 引 平 x 
行 于 交 了 的 直线 “全 
PZ， 与 上 题 一 样 ， 在 P2 上 或 一 点 已 ， 使 
P'4' 十 PPB' 为 最 小 。 过 点 一 引 忆 4、P'B; 
的 平行 线 与 人 了 的 交点 分 别 为 4、BE3,， 则 4、 
妃 即 为 所 求 之 点 。 

2748. 在 定点 4 悬挂 电灯 五 。 车 在 4 已 
上 一 定点 C 将 灯 拉 至 桌子 附近 ,使 桌子 上 的 
定点 也 至 电灯 的 距离 为 最 小 , 那么 点 C 应 在 
什么 位 置 ? 其 中 LD>4B. 

解 ”由 桌面 上 的 点 作 一 根 垂 线 , 在 其 上 
取 了 DZ 等 于 CEB， 有 


也 P 
电 A 


将 C 引 至 4 五 上 

时 , 从 电灯 五 至 

点 的 距离 为 C 

最 小 .事实 上 , 如 全 E 

果 另 取 4C'B' 的 BA 

位 置 , 则 了 
4 五 <4LC' 二 0， 

即 40C+0CB<4O' 二 OO 。 

而 LOm=4LO'，.…。 0 一 0 万, 
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0 万 一 刀 D，0' 万 = 也:D， 
.DO 一 刀 D。 
故 0 在 4 马上 时 , 电灯 至 了 的 距离 最 小 。 
2749， 已 知 圆 0O 及 两 定点 4、B, 在 圆周 
十 求 一 点 忆 ， 使 P4TPB 为 最 小 。[ 阿 勘 哈 
森 问 题 ] 
解 在 圆周 上 作 点 
了 使 


又 


OP4= OP， 
则 书 即 为 所 求 之 点 . 开 
其 理由 是 , 过 书 引 贺 
O 的 切线 导 ZY， 设 点 4 
了 关于 了 的 对 称 点 为 刀 ， 则 OP1LZXY， 
OP4=~OPB， 从 而 4、P、zB' 在 一 条 直 
线 上 。 

4 疡 十 司 一 4 OO 
在 圆周 上 〈 除 点 己 外 ) 任 取 一 点 @, 则 8B3> 
9DB， 
94T4B'>4P 94 上 TDB>4D'。 
由 @、@ 得 94+9B>P4+PB， 


从 而 点 也 是 适合 条 件 的 点 。 

注 点 己 的 作 图 是 以 4、5 为 焦点 的 椭圆 
与 圆 O 的 切 点 ， 此 问题 一 般 地 在 解析 几何 中 
解决 。 

2750. 过 已 知 A4ZBC 的 边 BC 延长 线 上 
一 定点 力 求 作 人 
直线 PPQ， 与 
4B、40 的 交点 
分 别 为 已.@, 由 
2 向 BC 作 垂 
线 ， 设 其 垂 中 为 
瑟 、 玉 ， 使 PZ3~@F 为 最 大 。 

解 “[ 作 图 ] 在 边 BO 上 取 一 点 G, 使 DG 
为 DB、DC 的 比例 中 项 。 过 点 G 引 4C 的 平 
行 线 与 48 的 交点 为 PB， 设 延长 DP 与 40 
的 交点 为 4, 则 ZP@ 即 为 所 求 作 之 直线 。 

[证 明 ] 由 作 图 知 DG? 一 DB DO， 


@@ 


2DG DO 
… T5”. 中 
9 _ DO ， 
因 PRPG1Y 4C， 本 1 四 
DG De 
由 路 @ 得 5- 天 ， 
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~ 吊 齐 最 大 县 小 


因此 ,四 边 形 4PG9 为 平行 四 边 形 。 而 四 边 
形 4PG@ 为 平行 四 边 形 时 ， 则 AGPg 面积 
最 大 (问题 2821) 。 但 是 


8 AGPQ 一 SApee 一 SepcpP 
一 工 DG.oz_ 工 DG， 
子 DG .87 一 末 DG.EB 


= 壮 De.(9F 一 PP)。 


由 于 D、G 的 位 置 是 确定 的 ,因此 当 AGF9Q 
面积 最 大 时 ，9Z 一 了 刀 也 就 最 大 . 

2751。 过 已 知人 4BC 的 顶点 4 求 作 一 
条 直线 ， 由 互 及 C 向 这 条 直线 作 垂 线 BP、 
CO, 使 4PT+4LG Q， 

为 最 大 。 

解 〈i) 当 己 
@ 在 点 4 的 异 侧 妃 
时 , 则 过 4 引 BC 
的 平行 线 ， 即 为 

合 条 件 的 最 大 
直线 . 其 理由 是 ，PG / BC, 因 BP、CG 垂直 
于 F@, 因此 

4PT+49=P9= 50. 
过 4 另 作 一 条 直线 P'4G8" 由 BC 向 Pr49， 
作 垂 线 ， 其 垂 足 为 P、8'， 由 瑟 向 C9' 作 垂 
线 也， 与 前 面 一 样 
2 了 十 4 一 G 一 万 PR， 
由 BC>BR 有 
4P'++49'<4P 上 +49= BO. 

(ii) 当 P、@ 在 
点 4 的 同 侧 时 , 则 
过 4 引 A4Bo 的 
中 线 4D， 即 为 所 
求 适合 条 件 的 直 本 
线 。 其 理由 是 ， 也 
为 BC 的 中 点 ， 且 
BEP、C9G 垂直 于 4D。 因 此 

4 已 二 44 一 247D。 

在 47D 外 另 引 一 条 直线 , 由 瑟 、C 向 这 条 直线 
作 委 线 的 垂 足 分 别 为 P'\、G。 由 也 引 这 条 直 
线 的 垂 线 了 DB， 与 前 面 一 样 有 

.4P' 十 49' 一 34 可， 
由 于 4D>.4 娓 有 

4P 二 48=24D, 2.4 刀 一 4P' 十 49' 

妇 纳 (这 ii), 在 情况 (i24D< 35cC, 情况 (i) 


247D>BC 时 4P+49 为 最 大 ， 即 车 ~4> 
一刀 时 ，BO1/ 4P; 人 4<< 天 BR 4PO 过 点 4 
的 中 线 4D; 4 一 尼 时 ，( 们 (ii 的 4P 十 
49 的 值 相同 ,都 使 4P 二 49 为 最 大 值 。 

2752. 已 知 王 为 A4BC 内 一 定 :点 ,在 
边 4B、4O 上 分 别 求 点 办 也 使 BD=0 忌 
且 忆 D 二 PP 玉 为 最 小 。 

解 四边形 4DP 为 圆 内 接 四 边 形 时 ,， 
卫 刀 十 忆 及 最 小 . 其 
理由 是 , 在 人 4BC 
的 外 侧 引 直 线 CG， 
使 7 一 
A4BP= 40G， 
延长 2 与 CG 交 
于 点 G， 由 于 四 边 也 
形 4DPZ8 是 贺 内 接 四 边 形 , 因此 

.BDP= 一 4 万 PP 一 -CEG， 
且 已 D=0OB， …，A 人 APBDPeACEG。 
因而 PP= ECG， PT 二 PEPD=PG， OO 
除 忆 、 马 点 外 ， 在 4B3、4C 上 分 别 取 任意 点 
也 / 厂 ,， 使 了 PP' 一 CO 连结 疡 PP， 厂 ' 古 也 'G， 


与 上 画 一 样 得 

和 人 ABP12ACGZ，…，PD' 一 GT 
外 此 得 忆 刀 十 了 万 ' 一 G 厅 十 万 万 ' 人 @@ 
但 是 也 到 上 革 G 盏 "> PG， 
由 人 @、@, 得 PD'+PPB'>PBR 二 PPD， 
故 2 十 PD 为 最 小 . 


2753. 在 每 个 内 角 小 于 六 过 如 的 三 角形 
4BOC 内 求 一 点 乙 , 使 P4 二 PPBH+EPO 为 最 小 。 
[此 点 称 为 A4BC 的 费 尔 马 点 ] 

解 在 人 A4Bo 的 各 边 内 侧 分 别 


作 含 子 /BR 的 习 形 驱 ， 设 其 交点 为 P, 则 书 
2749 知 , 它 在 以 .4 为 


即 为 所 求 之 点 。 

[证 明 ] 在 A4BC 

内 任 取 一 点 书 , 设 4 忆 

不 变 ， 则 使 BP+CP 

为 最 小 点 ， 报 据 问题 < 仆 

加 心 4P 为 半 在 的 BL 一 一 一 
圆周 上 ， 且 使 .4 忆 DB 一 4PO. 辣 理 ， 洲 也 P 
不 变 , 当 LA4PB=BPC 时 4P 上 OP 为 最 
小 ， 由 此 推 知 ， 在 
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AL4PB= Ad4PO= BFC= 拉 .A 刀 


时 ,，P4JPBT+ZPO 为 最 小 。 

2754. 在 人 XO7 内 的 圆 0' 的 圆周 上 求 
一 点 By， 使 王 至 角 两 边 OX、O7Y 的 距离 之 
和 了 ZP44+PB 最 大 或 最 小 。 

解 ” 作 与 OZX、O7 成 等 角 的 贺 是 的 切线 ， 
设 离 点 9 近 切 
点 为 瑟 远 切 
点 为 9， 则 点 
已 、 纺 即 为 所 
求 的 最 小 点 与 
最 大 点 。 

[证 明 ] 与 

OX、O07 夹 成 等 角 的 圆 O/ 的 近 切 线 与 OZX、 
OZ 分别 交 于 点 也 如 ， 设 DBH_LOZ，P41 
OX,，PB LOZ,， 则 

PP4 二 PB=D 太 (问题 159) 。 
又 在 圆 0' 上 取 点 PP 过 书 引 直 线 切 召 ,使 
OD' 一 0 万 设 D'BI LOZ，P'41LOXR,，P'B， 
了 上 OF7，, 则 


厂 '4' 十 症 ' 万 一刀 了/。 
里 于 也 思 一 刀 ' 孚 , 所 以 

了 PLDPPBP<P0L 二 PIBT。 
网 理 可 证 最 大 点 纺 的 情况 。 

2755. 过 已 知 加 O 上 两 定点 4、 刀 , 引 两 
条 平行 弦 , 使 两 条 平行 弦 之 和 4P 二 BO 为 最 
大 。 其 中 4LP、B9 
是 同 向 平行 。 

解 过 4、 如 作 
垂直 4 瑟 的 两 弦 
4P、59, 即 为 所 求 
的 两 弱 . 其 理由 是 ， 
另 引 两 条 平行 弦 
4P、B9， 设 4B 
的 中 点 为 到 ,过 允 引 MO 与 以 允 O 
为 直径 的 圆 相交 于 点 C， 则 


MO- 子 (4P+TBO)，、 


MC- 了 (4P'+BO)。 


但 MO>MC, 所 以 4+TEBO>4P' 十 BQr。 
2756. 过 已 知 国 C 外 一 定点 4 引荐 线 
4P9， 使 由 己 与 4 向 4O 所 作 的 垂 线 之 差 


ee 
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PB~Q@C 为 最 大 。 
解 ”因为 Sahoo= 地 40.90， 


Sasop=- 志 LO.PBF。 


所 以 
己 40. (QO-PB) 


一 SA4o89 
一 Saaop 
一 SAzoe。 
要 使 CO 一 PDB 为 
最 大 ， 只 须 使 AZO98 的 面积 为 最 大 就 行 了 。 
从 而 得 
APOg 一 一 刁 。 

2757， 已 知 定点 4 在 圆 0 内 ， 好 在 圆 0 
外 , 且 O4:0B 一 Ma 在 圆周 上 求 一 点 也, 使 
0.P4 十 Mi" 了 已 为 最 小 。 

解 [ 作 图 ] 过 
4、O、 的 圆 与 圆 
0 交 于 点 卫 ， 一 在 
点 0 关于 4 的 异 
例 , 即 为 所 求 之 点 。 

5 证 阴 ] 在 圆 C 
上 《 除 点 书 外 ) 任 取 一 点 妃 ' 时 ， 因 为 四 边 形 
4ODC 不 是 圆 内 接 四 边 形 , 因此 有 
0B.P'4TO4.PDB>4DP.PO 《问题 1504)， 


CO4 也 
而 7 
24_-03_ 工 
7 包 帮 
于 是 PT7PIB>8N4D.PO 


由 于 四 边 形 P4OZB 是 圆 内 接 四 边 形 , 与 前 面 
一 样 有 
0P4 十 Im ,PEB 一 N.4 了 3.PO， 

"00P4 十 MP 一 PP4 二 公民 B。 

2758. 已 知 必 2 是正 数 ， 在 以 4 为 直 
径 的 定 融 0O 上 求 一 点 P， 使 C.P4 十 D,PB 
为 最 大 。 

解 [ 作 图 1 到 直径 两 端 4、 刀 距离 之 比 
为 5:2 的 阿波 罗 尼 斯 圆 ， 与 以 4 了 为 直径 的 
已 知 贺 的 交点 忆 ， 即 为 所 求 之 点 。 

(证明 ] 取 e 为 单位 长 ， 以 ce、ze 为 直角 
两 边 作 直角 三 角形 , 其 斜 边 的 长 设 为 co 则 
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(ce 2 二 (be)2 一 (ce) 2 
“。 CQ2 十 2 一 c2。 
车 以 任意 长 、2y、 P 
Zr、c7 为 三 边 考 虑 三 
角形 , 由 
(Cor)?T (or)2 全 B 
一 (G2 十 22)72 
一 c272 一 (cy)2? 
知 是 直角 三 角形 。 这 4 
里 由 cr 一 4 万 次 定 7,，9 了 3 一 7， 94 一 Br， 作 
直角 三 角形 945。 以 4B 为 直径 作 圆 , 此 圆 
过 顶点 @(LA49B 一 一 万 )， 设 又 点 纺 关 于 4 
异 侧 的 圆周 上 一 点 已, 则 
53.P4+694.PB=4DB.9P， 
7 P4 二 07 PDB 一 c7 9P， 
0.P4 十 DBPDB=c9P， 
因为 c 是 定 值 ， 所 以 使 c.P4+b.PB 为 最 


大 ， 只 要 9gP 最 大 就 可 以 了 ， 即 只 要 @P 等 
于 直径 48。 

设 @P 一 4DP, 则 忆 4=9B 一 ar， 了 了 DB=G4 
epD7， 所 以 当 P4:PDB=a7r :pr 一 aa:D 时 ， 
a.P4 二 2-PB 为 最 大. 

2759. 在 已 义 阅 0 内 求 作 等 腰 和 人 45C， 
使 底 BC 与 高 4D 之 和 为 
最 大 

解 [分 析 ] 首先 考虑 克 
4D+B0 等 于 定 长 奴 的 作 
图 ， 延 长 4D， 在 其 上 取 
也 妈 = BO， 于 是 4 万 一 4D WA 

二 BC 一 他， 且 

BD:DZB=1:2。 
由 此 可 知 直 角 人 BD 刀 的 
形状 ， 忆 至 的 大 小 是 已 知 
的 ， 允 刀 是 定向 的 ， 由 此 使 双 为 最 大 ， 只 要 
4 九 为 最 大 就 可 以 了 。 这 时 卫 刀 是 圆 0 的 切 
线 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

4 作 直 径 4M, 从 4 引 切 线 4D, 设 
47 一 到 40 引 平 行 于 /到 有 旦 与 圆 相 切 的 
直线 ， 设 雪 点 为 已, 延长 4M 与 切线 相交 于 
也 , 过 忆 作 垂直 于 4 的 弦 BO， 则 人 A4BC 
即 为 所 求 之 三 角形 。 

2760. 已 知 半圆 上 的 定点 为 4， 设 定 半 
径 ON 的 中 点 为 B， 在 半圆 上 求 一 点 P， 使 
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4P 上 2BP 为 最 小 . 

解 [ 作 图 ] 设 O 为 已 知 : 半 加 的 园 ， 心 ， 
点 4、O、 卫 的 贺 
与 半圆 相交 于 点 
三， 则 达 即 为 所 


4P.DD+TO4.FP=4DB.OP 
[ 托 勒 密 定理 ]。 
设 贺 CO 的 半径 为 则 
4P. 与 二 7…BP 一 4B.7， 


从 而 4PT32BP 一 24 了 . @ 
在 圆 0 上 ( 除 点 乙 外 ) 另 取 一 点 己 ， 则 有 
4P'.O0B 二 0O4.BP'>4B.OP/ 
(问题 1504)， 
即 4P' 可 二 7 BP'>4B.7， 


从 而 4P'+32BP'>24. g@ 
由 @、@ 得 4P'+3BP'>4PT3BP. 
2761， 若 两 条 线段 长 的 积 为 矩形 的 面积 
是 定 值 , 则 两 条 线段 相等 时 其 和 为 最 小 。 
解 ” 设 线段 为 W、2， 由 题 意 有 她 2 一 及. 
和 十 包 为 最 小 ,或 〈% 十 002 为 最 小 。 


(也 十 7)2 一 ?22 十 ?722 十 27202 
一 《0 一 7)2 十 477202 
议 "% 一 要 《一 定 )， …， 了 一 了 一 0。 


此 时 〈m 二 2 为 最 小 ， 即 名 一 % 时 名 十 2 为 
最 小 。 


竺 . 平方 和 与 差 的 最 大 、 最 小 


2762. 若 把 已 知 线段 分 为 两 部 分， 当 线 
段 等 分 时 这 两 部 分 上 的 正方 形 之 和 最 小 。 
解 ” 设 已 知 线段 4 已 
的 中 点 为 0。 若 将 4B 人 ， 0 自 
分 成 两 部 分 的 分 点 C 在 OB 上 , 则 
402 二 OPB2 一 (4OT+TOC) 2 二 (0B 一 00)? 
一 402+240.00TOC2-LOPB2 
一 20B.OC 上 OOC2 
一 2(402 十 0O0C2) 
(人 4O=OQPB)。 
为 使 402-CB? 为 最 小 , 由 于 40? 是 一 定 的 ， 
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只 要 0 最 小 , C 与 0 重合 即 可 。 当 点 C 在 
4O 上 , 也 完全 一 样 . 

2763. 已 知 两 定点 _ 4、 至 及 定 直 线 有 了。 
在 和 7 上 求 一 点 王 ， 人 
使 王 42? 十 一 B2 为 最 M 
小 。 B 

解 在 和 己 上 取 一 点 
也 设 

了 Ph42 十 PB2 一 M12 

(om 表示 线段 )， XP bP 
取 .48 的 中 点 下, 连结 到 已 ， 则 
P'42 十 P'F? 一 2(P'M2 二 .42)， 
“-。 2PM1T2 十 2442 一 Mr2、 

这 里 4MW 是 已 知 线段 ， 为 使 2 最 小 ， 只 要 
了 P' 为 最 小 就 行 了 。 但 是 戏 是 定点 ， 从 到 
到 XTY 的 最 短 距 离 是 从 妈 向 和 Z 引 的 垂 线 
MP. 故 这 个 重 足 一 即 为 所 求 之 点 。 

2764.， 已 知 圆周 上 的 两 个 定点 P、 在 
这 个 圆 局 上 求 一 点 ,使 这 点 至 点 已 .9 的 线段 
上 的 正方 形 之 和 为 最 大 。 

解 ” 设 已 知 圆 局 上 任意 点 4，2@8 的 中 点 
为 ， 则 4P2? 十 482 一 2(P2 十 4MN2 。 但 
是 Ea2? 是 一 定 的 ， 为 使 4P2 十 人 为 最 大 ， 
只 要 4M12 最 大 , 从 而 
44 为 最 大 就 可 以 
了 。 因此 所 求 之 点 4 
应 是 优 2@ 的 中 

如 果 P@ 是 圆 的 直 
径 时 , 则 


4P2 十 492 一 PQ: 
是 定 值 , 这 时 既 不 是 最 大 也 不 是 最 小 。 

2765. 设 4、B 为 已 知 圆 外 的 两 定点 , 在 
圆周 上 求 一 点 P， 使 
4P2? 十 盏 P2 为 最 大 或 
最 小 。 

解 设 忆 为 圆周 上 
的 一 点 ,4 了 3 的 中 点 
为 1, 则 

了 42 十 PB2 一 2PM3 
十 24302 
但 是 4 是 定 长 , 要 使 P4? 十 已 B2 为 最 大 或 
最 小 , 只 须 PM 为 最 大 或 最 小 就 行 了 。 设 轩 
心 为 0， 若 MO 及 其 延长 线 与 圆周 的 交点 
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题 
P'、P， 则 P、 忆 即 为 所 求 之 最 大 、 最 小 的 
点 


2766， 已 知 罚 0 外 有 两 定点 4、B, 在 图 
周 上 求 一 点 书 使 下 4 PB2? 为 最大 。 

解 ” 设 书 为 已 知 画 周 上 的 一 点 ， 从 王 向 
4B3 引 垂 线 , 设 其 垂 足 为 媚 , 4 万 的 中 点 为 
3, 则 

了 4 一 了 PP? 一 42~P'P2 
一 24B.MNP (问题 894) 。 

这 里 4 好 一 定 ， 要 使 P4?~ 已 B? 最 大 ， 只 怖 
要 MP 为 最 大 . 
而 MP' 为 最 大 
是 引 4 的 垂 线 
且 切 于 圆 O, 设 其 
线 足 分 别 为 己 、 
9 时 ，2MR' 最 
大 , 若 居 忆 >4G, 则 己 即 为 所 求 之 点 其 
理由 是 ， 在 圆周 上 除 点 王 外 的 点 ， 其 垂 线 足 
在 点 媚 与 @' 之 间 ， 因 此 到 点 好 的 距离 比 
B 小 , 故 点 己 是 所 求 之 点 。 


2767. 已 知 圆 的 外 部 有 两 定点 4、BB 及 . 


锐 上 定 长 的 弦 PO@， 问 定 长 弦 P8 的 端点 在 
圆周 上 移动 到 怎样 的 位 置 时 ，4BP2 十 4Q92 十 
BP2? 十 392 为 最 小 或 最 大 。 

解 ” 设 M、N 分 别 为 4B、PQ 的 中 点 ， 则 
4P2 十 492? 一 24N3? 二 2PN2?， 
DBP2? 十 DBDQ92 一 25N2 十 2PN?。 

， 4P2 十 492 十 BP2 十 BQ2 
一 4PN2? 十 2(4N2? 二 PN2) 。 
由 假设 知 P@ 是 定 长 ， 因 
此 PN 是 定 长 ， 于 是 本 题 也 
是 讨论 4N2?+BMN2? 为 最 
小 或 最 大 。 因 为 
LN2 十 BFN2 一 34MN2 

十 243MX2， 
所 以 本 题 可 归结 为 MXN 
是 最 小 或 最 大 。 而 PG 是 定 长 , 其 中 点 W 的 
轨迹 是 以 0 为 副 心 的 一 个 网 。 过 M、O 的 直 
线 与 圆 的 交点 中 , 设 关 于 点 0 与 点 M 同 侧 的 
点 为 W' 异 侧 的 点 为 W", 在 W'、N"” 上 引 内 
圆 的 切线 与 外 败 的 交点 分 别 为 P.Q@ 及 书 、 
4， 则 PQ 就 是 所 要 求 的 最 小 弦 的 位 置 , P9 
是 最 大 弦 的 位 置 。 
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2768. 在 已 知人 4BC 内 求 一 点 P， 使 
了 4? 十 已 B2 十 PCO2 为 最 小 。 

解 A 人 4BO 的 重心 G 即 为 所 求 的 点 。 其 
理由 是 , 设 G 是 人 A4BC 的 重心 , 则 

P42? 十 已 B3 十 PCOs 

m 王 G42- 二 GBPB23 二 GO2 二 3PG3 

(问题 884) . 要 使 妃 42 十 书 B2 十 PCO2 最 小 ,只 
须 使 G42 十 GB2 人 
十 GO2 十 3PG? 为 
最 小 .但是 G4? 
十 GBPB2 十 GO2 是 
ZG? 为 最 小 就 可 Te 
以 了 。 所 以 应 有 PG 一 0， 即 卫 与 G 重 合 时 
最 小 . 

2769. 在 正方 形 4BCD 内 求 一 点 P， 使 
P42? 十 忆 B2? 二 PO2 十 书 D? 为 最 小 ， 

解 对 角 线 4LC、BD 入 D 
的 交点 书 即 为 所 求 之 No 
点 。 其 理由 是 , 设 ( 除 点 NS 区 
己 外 ) 取 一 点 卫 ， 则 < 全 > 


了 4? 十 P02 一 2PP2 SR 
40? 
”3 


PP2+P'D2e=2PPe 上 -3 


"， Pd42? 十 书 ' 有 2 十 PO2 十 并 Da 
- 一 和 PP 二 LO2(0 LO 一 有 D) 。 
因为 4C2? 一 定 , 当 PP'=-0 时 , 即 P' 与 40、 
BD 的 交点 忆 重 合 时 ，P42 十 也 十 PC? 十 
PPD2 为 最 小 . 
2770， 求 到 四 个 定点 4、B、C、 卫 距离 的 
平方 和 为 最 小 的 P 
解 设 4B、0D 
的 中 点 分 别 为 M、 站 N 
人 ,连结 PM,PMN， 
(根据 问题 874) 有 2 
Pd42 十 忆 PB2 一 2P1M2? 十 241M1 2 
2023 十 PD2 一 2PN2 十 2CN2， 
.…。 也 43 十 刀 B? 十 PCO2 十 已 T2 
一 2(PM2? 二 PN53) 
十 2(41M2-LCN2) 。 
设 UN 的 中 点 为 0, 连结 OP, 则 


CC 


| 的 夹 角 相等 时 4C， 
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P1M2? 十 PN2? 一 2PO? 十 2 到 02， 
:， 卫 4? 十 PP2 十 PCO2 十 PD2 
一 4PO3?-42702 
”十 2(432 上 十 CN2) 。 
这 里 M、 太 是 定点 ， 因 此 43f、MO、CN 是 
定 长 . 所 以 4MO? 十 2344LM2 二 ON2) 是 定 值 。 
故 当 4P02 即 PO 最 小 时 ，P43 十 一 B2 十 PO2 
十 耳 D? 的 值 为 最 小 。 从 而 当 点 也 与 点 O 重 
合 时 ，?42 十 PDB2 十 PO2 十 PD2 为 最 小 故 
MT 的 中 点 O 即 为 所 求 的 适合 条 件 的 点 。 


避 。 两 条 线段 的 积 (或 比 ) 的 最 
大 、 最 小 

2771. 已 知 四周 0 上 两 个 定点 4、B, 在 
四周 上 求 一 点 P， 使 
4P-BP 为 最 大 

解 ” 设 点 了 为 优 弧 
4PB 的 中 点 , 则 也 即 
为 所 求 的 适合 条 件 的 
点 。 其 理由 是 ， 设 优 
台 4PB 的 中 点 为 也 
延长 P0 与 贺 交 于 点 
9,，P9@ 与 4B 的 交点 为 C。 而 在 加 上 另 取 一 
点 B% 引 RD.4B, 设 忆 瑟 为 直径 , 则 

了 4 已 刀 一 忆 也 .PP 〈 问 题 1318) 。 
又 P4,PB 一 PC.PG, 个 是 ZB=PG@， 又 因 
POCO>PD， 所 以 P4.P'B<P4.PB，。 故 卫 
是 适合 于 条 件 的 点 . 

2772. 过 定 阅 0 内 一 定点 PP， 求 作 互相 
垂直 的 两 纺 4B,CD， 8 
使 40.BD 为 最 大 或 
最 小 。， 

解 4BOD 与 OP 


2DD 最 大 , 4O、DBD 中 
有 一 条 与 OP 垂直 时 ， 
LO.BD 最 小 。 其 理由 是 ， 过 互 引 CD 的 平 
行 线 , 与 加 O 交 于 点 如 ,连结 CB， 因 为 4 忆 
-CD， 所 以 4BB 一 一 有 于 是 4、O、 万 
在 一 条 直线 上 ，BD 一 CT 

， 。 40C.DBD=40.0 刀 =28。4og， 

为 使 4C.BD 最 大 ， 只 要 A40 至 的 面积 最 
大 , 即 4C 一 0 吾 时 最 大 ,所 以 


614 


40=0 刀 = 了 3D， 

从 而 4B 一 CD，4B、CD 与 OP 夹 角 相 等 。 

在 .人 A4C 陷 的 面积 最 小 时 40.BD 最 小 , 因 
为 4 如 是 一 定 的 , 因此 从 点 C 至 4 召 的 高 为 
最 小 就 可 以 了 。 从 而 当 0 妃 、40C 之 一 为 最 小 
时 ，A 人 40 太 为 有 最小。 而 4PCO 一 ~ 尺 , 己 是 
定点 ,于 是 4C( 或 BD) 为 最 小 的 充 要 条 件 是 
40C1LOP. 故 这 时 4C-BD 最 小 ， 

2773. 过 已 知 圆 0 内 的 定点 己 求 作 互 相 
皇 直 的 两 弦 4O、BD, 使 40. BD 为 最 大 . 

解 ”4C、BD 与 OP 夹 角 相 等 时 ，40 .也 D 
最 大 。 其 理由 是 ， 设 区 


40、BD 为 任意 垂直 pf、 
相交 的 两 弦 ， 连 结 
4B，BO，CD，D4， 0 

它们 的 中 点 分 别 为 


玖 、 也、F、G， 则 瑟 、 
劝 、T、G 在 以 MOP C 
的 中 点 ) 为 圆心 的 圆周 上 。 而 瑟 G/ BD/ 
BF, G 刀 1L4CO1fEBE， 
so。 LO.BD=4 瑟 G.GT 

SR 一 和 矩形 如 BG 面积 。 
当 和 矩形 互 了 BEG 是 圆 内 接 正方 形 时 ， 其 面积 
最 大 , 即 五 再 一 也 太一 TG 一 6 互 . 当 4O=BD 
时 ， 气 形 五 卫 FG 即 40.BD 最 大 。 这 时 4C 
王 也 D 即 4O、BD 与 OP 的 严 角 相等 。 
2774， 在 焉 知 圆 O 的 直径 4 刀 上 取 一 点 
C, 过 点 CO 引 4B 的 垂 线 与 圆周 交 于 点 功 则 
点 C 在 什么 位 置 时 ， . 
40.0D 最 大 . 

解 点 CO 在 OB 
的 中 点 上 时 4O.， A 
CD 最大。 其 理由 
是 ， 延 长 DO 与 贺 
交 于 也 , 则 


。 40.0D 一 Sadpp'。 
因此 40.C7D 最 大 ,就 是 人 4DD' 面积 最 大 。 
当 A4DD 为 正三 角形 时 最 大 (问题 2829)， 
从 而 DD' 过 085 的 中 点 C。 


2775， 已 知 角 4Y 的 边 与 圆 0 在 点 吾 、| 


C 相 切 , 在 圆周 上 求 一 点 己 从 已 疝 4、 4 
引 垂 线 PDBPZ, 使 PD.P 为 最 大 或 最 小 。 

解 { 作 图 ] 设 优 弧 的 中 点 为 P， 劣 弧 的 
中 点 为 4, 则 点 己 即 为 所 求 适合 条 件 的 最 大 
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点 , 点 轧 为 适合 条 件 的 最 小 点 。 

[证 明 ] 从 三 向 BC 作答 线 忆 PF。 在 国 局 
上 (只 点 已 外 ) 取 一 人 
点 已 ， 设 丛书 向 
4LX、47Y、BO 作 
垂 线 分 别 为 书 刀 、 
万 百人、 已 万 风 
APDPEFcA 人 P1D， 
由 此 . 

PD.P 玉 一 PF2?。 六 
闻 理 人 A 人 PIDP'B'mwA 人 PT DT 
一 已 FF 
但 是 媚 ' 在 切线 与 BO 之 间 , 于 是 PR > BFB' 
oo > 古 2 

因而 万 万 , 厂 刀 >> 卫 万. 己 石 /。 

即 点 己 是 适合 条 件 的 最 大 点 。 同 理 可 证 点 
9 是 适合 条 件 的 最 小 点 。 

2776. 在 以 O 〇 为 圆心 的 定 贺 上 有 两 定点 
4、, 在 圆 上 求 一 点 
也 , 使 过 点 4、 吾 疝 过 
忆 的 切线 所 引 重 线 之 ， 
积 44…BFB' 为 最 大 
或 最 小 。 

解 从优 绝 4 避 的 
中 点 一 向 48B 作 垂 线 
PBD。 在 圆周 上 ( 除 己 点 外 ) 取 一 点 忆 , 从 4、 
刀 向 过 书 点 的 切线 引 熏 线 44”、BPB， 又 从 
己 向 4B 引 垂 线 忆 D 则 由 

A 人 Pd'4omA 人 PPBDP，A 人 PPB'PowAPD4 
知 ， “44'.BB' 一 PDT2， 

同 理 244 有 B1 一己 站 2。 

由 于 性 在 4'B' 与 4 有 之 间 , 于 是 PD> PPD1 
*。 44' .PPB'>44 PPBO， 

即 点 书 是 所 求 的 适合 条 件 的 最 大 点 。 

同 理 容易 证 明 ， 劣 弧 中 点 妨 是 所 求 的 适合 
条 件 的 最 小 点 。 

2777. 已 知 408 内 一 点 忆 过 己 求 
作 一 条 直线 与 O4、OB 分 别 交 于 点 玉 、S, 使 
PR.PS 最 小 。 

和 解 ”过 点 已 引 与 已 知 角 两 边 夹 角 相 等 的 
直线 瓦 PS, 即 为 所 求 之 直线 。 其 理由 是 , 过 
卫 引 另 一 条 直线 SR 过 4S、 AS 作 殴 ， 
SRERD> -SS 开设 号 与 贺 的 交点 为 CO， 
则 CERHB ><PHO， 从 而 在 已 与 豆 之 
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间 ， 

wo PR.PS 一 PPO.PS' 一 PR PS' 
又 过 点 乙 引 直 
线 PFKT 与 角 
的 一 边 及 另 一 太 
边 的 延长 线 夹 工 
角 相 等 ， 则 当 
4LOB< 二 - 瑟 
时 ，SZP 怀 适合 也 
最 小 条 件 的 直线 。/.4OB> 一 书 时 ,PP 天 是 
适合 最 小 条 件 的 直线 。.4OB= ABR 时 ， 两 
条 直线 都 适合 最 小 条 件 的 直线 。 其 理由 是 ， 
当 人 4OB< R 时 , 在 AP 中 , 3P 垂直 
于 /40B 的 平分 线 , 因此 一 玉 PR 一 一 B， 


LPER- 苇 _A4OB< 去 已 


了 PP 天 刀 < 一 PR 兢 ， 
因而 了 P 一 并 忆 。 
同 理 在 AZSTZ 中 ， 
APTS< PST，.…。PS<PT， 
从 而 PR.PS 一 K.PT。 

同 理 可 证 , 当 人 4OB> 下 时 ，PR.PS> 

了 PE.PT; 当 40B= 忆 时 ， 
PR.PS 一 也 瑟 .PT 

2778。. 过 两 陨 O、CO ”的 交点 之 一 的 点 4， 
求 过 4 作 一 条 直线 
与 两 欧 再 交 于 了 如 、 

CO, 上 且 使 4 到 .40 为 全 
最 大 。 

解 过 4 引 
的 直径 4D， 从 
点 孔 作 D4 延长 
线 的 委 线 BB, 则 .BEB4 一 4OD=R， 

。。 4B.4LO=47D.4 万 , 
因为 4 一 定 , 因而 只 要 4 劝 最 大 , 就 有 4B 
“4C 最 大 。 因 此 , 作 平 行 于 3Z 的 贺 O 的 切 
线 ， 切 点 为 B, 过 如 引 直线 '40'， 设 与 圆 
CO: 交 于 点 Co 则 B'L4C' 即 为 所 求 的 适合 条 件 
的 直线 。 

2779， 过 已 知 圆 O 上 的 两 定点 4、 殖 , 作 
一 组 平行 弦 4P、PB9， 使 4P、Zg 为 最 大 。 

解 当 4LP、B9 与 4B 垂直 时 ，4P、BO 
最 大 . 其 理由 是 , 另 引 一 组 平行 弦 4P'、B@/ 


， 
1 


作 加 关于 4B 对 称 的 加 0 延长 P4、P4 
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与 圆 0 分别 相 
交 于 以 刀 过 点 
2 作 圆 0 的 切 
线 与 B4 延长 线 
交 于 点 互 ， 过 
点 卫 引 C 妈 的 乎 
行 线 ， 设 与 媚 召 
的 交点 为 卫 ， 
则 


LOB+A4OB= R。 
又 ARP+TA4BP=-R， 
40BF= AP， 
ee .40 有 8 一 4PP。 
由 此 妃 、P、、C 共 辆 。 
。。 4P.BQ=4P.40O= .4.47。 
又 人 万 mL 五 一 一 已 一 一 有 因此 五、P 万、 
忆 共 贺 。 
4P'.BG' 一 4P' .4D= .4.4F。 
由 于 DB 是 割 线 ，4 环 < 4 也 汪 
"，4DP'B9'<4P,.B9， 

2780. 设 人 45C 的 外 心 为 0, 求 一 点 乙 
使 (P4 二 PBTPO):PO 为 最 小 。 

解 设 A 人 4HBO 外 接 圆 半径 为 注 己 为 任意 
点 ,OP 或 其 延长 线 与 外 人 A 
术 圆 的 交点 为 卫 ， 在 过 
点 O、 忆 、 呈 的 直线 寺 求 
一 点 2， 使 

OP.OP' 一 0D2=-042 
一 0B2? 一 002， 


则 有 | 
AO4PuoAOP'4， .所 了 
AOBPAOP'B， 
AOcPoAOPIO. 
4_B4 2PB_PB 
DO 4O ” .2O (77 


因而 
P4 二 PPB++PO _ 了 4 十 B 十 PPO 四 
DO 人 


(人 …O4=0B=00=7)。 要 使 (P4 十 PT 十 
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PO) :PO 最 小 , 只 要 P4++DP'B 二 POCO 最 小 就 
可 以 了 。 根 据 问 题 2753， 点 书 ' 是 费 尔 马 点 ， 
因此 可 以 求 出 。 求 出 点 已 ， 可 求 出 满足 条 件 
@@ 的 点 己 则 尸 即 为 所 求 之 点 。 

2781， 以 0 为 圆心 的 贺 外 有 两 定点 4、 
已 ， 在 圆周 上 求 一 点 忆 ， 使 4P:.BP 为 最 大 
或 最 小 . 

解 在 贺 0O 上 取 一 点 P， 设 人 4PB 及 其 
补 角 的 平分 线 与 4 刀 的 交点 分 别 为 忌 了, 则 

4_4_ 4 了 @ 


因此 4、 和 、B3、Y 成 调和 点 列 。 设 4B 的 中 
点 为 MX， 巾 
MX.MTZ 一 2DB2 (问题 1480) 。 网 
M 小 于 MY。 而 点 卫 总 是 在 以 XXY 为 直 
径 的 圆周 上 (阿波 罗 尼斯 较 ) 。 要 使 二 乞 最 
大 , 根据 @ 知 只 要 台 生 ，: 最 大 就 可 以 
了 . 由 加 有 3ZX 最 大 (MY 为 最 小 ) 就 可 以 
了 。 当 困 和 P7 N 
与 较 0 外 切 时 ， 
线段 WX 最 大 ， 
设 其 切 点 为 P， 
则 4:Z 最 大 , 
点 卫 由 以 下 方法 
来 决定 其 位 置 。 

设 圆 刁 PY 与 
较 0 在 点 也 上 
外 切 ，C 为 Z 
的 中 点 ， 虽 O、 了 C 在 一 直线 上 ， 且 4、 斑 、 
B、 了 成 调和 点 列 ,CP2 一 C4.CB( 问 题 1489)， 
由 此 CP 在 点 忆 上 与 圆 4P3 相 切 。 设 04 
与 圆 4P5 的 交点 为 站 ， 则 04.0D=F=OP2， 
但 是 04、OP 都 是 定 长 ,所 以 CD 也 是 定 长， 
点 也 为 定点 。 故 过 4、D\ 卫 三 点 作 圆 ,此 加 
与 圆 0 的 交点 己 即 为 所 求 之 点 . 

由 允 引 圆 0 的 一 条 切线 MP 则 忆 是 所 
求 的 适合 条 件 的 最 小 点 。 

注 上 述 情况 是 在 圆 0 与 4 了 3 的 垂直 平分 
线 MX 相交 时 求解 的 。 如 不 相交 ， 设 关于 
MY 圆 O 与 点 如 在 同 侧 时 , 则 过 和 、 了 与 加 
O 内 切 圆 的 切 点 P'， 就 是 所 求 的 适合 条 件 的 
最 小 点 。 
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各 。 三 角形 (或 多 边 形 ) 周 长 的 
最 大 、 最 小 

2782. 在 面积 一 定 的 矩形 中 ， 周 长 最 小 
的 是 正方 形 。 

解 设 矩 形 人 
4BCD 的 面积 一 
定 。 延 长 4 刀 至 
思 , 设 B 刀 一 BC，Al 


交 于 点 巴 则 工 
4 万 加 一 了 丽 ， 万 有 1 4 万 ， 
。…。 4 也 .了 万 一 BF2 
即 也 态 是 面积 一 定 的 正方 形 的 一 边 。 而 O7 
> BR，… 40 和 >4BT， 
从 而 3(4B-H BO) >4BF。 


故 在 等 积 和 矩形 中 正方 形 的 周 长 最 小 。 
2783， 正 方形 的 周 长 比 与 它 等 积 的 平行 


四 边 形 的 周 长 小 。 

解 设 口 4BCD 
的 面积 为 c2 从 BC 
向 4 作 垂 线 BF、 
CBE, 则 有 
D4BCD 面积 

一 矩形 五 FBO 面积 

一 02。 

但 是 至 丸 <4B，0 卫 
<07D， 所 以 4 好 BCT+CDAD4 大 于 和 抵 形 
瑟 FBCO 的 周 长 。 由 上 题 知 ， 面 积 丰 等 的 矩形 
中 正方 形 的 周 长 最 小 ， 故 正方 形 的 局 长 比 与 
它 等 积 的 平行 四 边 形 的 周 长 小 . 

2784. 在 同 底 BC 等 积 的 三 角形 中 , 求 其 
周 长 最 小 的 三 角形 。 X- 一 全 -一 v 

解 在 A4BC 中 ， 

BC 是 定 长 , 因为 其 面 

定 长 。 过 顶点 4 引 

2C 平行 线 民 了。 根据 

问题 2746， 当 433=4C 时 ,三 角形 的 周 长 最 


小 


2785， 过 已 知 /B4C 内 一 定点 忆 , 求 作 
直线 PZ， 与 4B、4C 的 交点 分 别 为 忆 
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了 , 使 ALXTY 的 周 长 最 小 ， 

解 【 作 图 ] 过 定点 卫 作 切 于 4B、4C 的 
贺 (问题 2619), 由 卫 引 加 0 的 切线 又 PT， 
即 为 所 求 之 直线 。 设 点 4 与 男 0 在 过 点 己 
切线 的 两 便 。 

[证 明 ] 过 点 三 另 引 一 条 直线 与 和 40 
虽 交点 分 别 为 屋 '、 

， 则 因 飞 PY 是 圆 
在 点 一 的 切线 ， 所 
以 区 PTY 必 与 圆 O 
相交 。 因 此 作 园 0 的 
切线 平行 于 文 Y 
与 4B、40C 的 交点 分 
别 为 五 也 则 瑟 刀 在 
A4Z' 内 部 (因为 
点 4 与 圆 0 在 了 Z 
的 两 侧 )， 于 是 瑟 太 < 开 了 

:4 如 十 刀 轴 十 4 万 <.4X' 十 下 了 二 4 

但 是 “4 环 十 并 了 十 4 一 .4 再 十 万 古 十 4 奋 
一 24 羡 
( 忆 是 4 与 圆 0 的 切 点 )， 
,4 冯 十 交 Z 十 4 了 <<4 忆 :十 马 ' 了 二 4。 
故 开 PY 为 所 求 的 适合 条 件 的 直线 . 

2786， 以 锐角 互 OZ 内 已 知 点 4 为 一 项 
点 ,另外 两 顶点 分 别 在 角 的 两 边 上 所 作 的 三 
角形 中 , 求 其 周 长 最 小 的 三 角形 。 

解 ”[ 作 图 ] 取 点 4 关于 0OXE、O7 的 对 
称 点 刀 、G， 连 结 画 G 与 O0X、OY 的 交点 分 
史 为 了 B、C, 则 A4ZBO 即 为 所 求 三 角形 。 

证 明 ] 在 OX、OLZ 上 分 别 取 点 已.9, 天 
为 也 、@ 分 别 0Q 
是 点 4 关于 DLA 
OX\、OZz 的 对 
称 点 ， 则 

了 万 一 P4， 

9G=94， 和 Y 
所 以 4DPT+PO+94=DPT+TPO+QG。 
由 BZB=B4, 04=CG， 得 


4B+TBO+O4 一 BG。 

但 是 了 BP+P9+9G>ZG， 
4P+TPO@T94>4BTDBO+C4， 

故 了 C 即 为 所 求 的 适合 条 件 的 点 。 


2787 ， 已 知 和 矩形 4BCD 的 边 47 上 的 定 
点 瑟 ， 以 五 为 一 顶点 ， 其 余 三 点 荆 、 MK 、 和 
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分 别 在 4B、BC、0CD 上 ， 求 作 平行 四 边 形 
瓦 ZX, 使 其 周 长 为 最 小 。 

解 [ 作 图 ] 设 和 矩形 4BOD 的 中 心 为 0， 
点 互 关于 O 点 的 对 称 点 为 MX， 关于 4 的 
对 称 点 为 玖 '. 设 羽 ' 于 与 4 的 交点 为 乙 点 
也 关 于 0 点 的 对 称 点 为 人 ， 则 品 羽 ZMNX 邑 
为 所 求 之 平行 四 边 形 。 

证 明 ] 显然 四 边 形 瑟 ZMXN 是 托 形 
4BOD 的 内 接 _， 
平行 四 边 形 , 攻 
而 忌 是 定点 ， 
于 是 点 妇 被 . 
确定 。 在 4B 
上 任 取 一 点 
Z 点 了 关于 
点 O 的 对 称 点 设 为 人 , 则 四 边 形 KTAMI' 是 
平行 四 边 形 。 由 于 疼 ' 是 关于 4 了 3 的 对 区 点 
六 ,于 是 开 ' 五 一 羽 万 ， 

:下 六 十 万 了 一 玉 人 十 玫 夺 ， 
又 到 二 ZIMN= 民 二 TDM = 开 'M, 个 是 玖 ' 开 
一 开 忆 十 忆 M， - 
， 瑟 万 十 工 了 < 及 厂 十 五 了， 
3( 玫 工 十 ZMK) <3( 恬 忆 十 厂 邓 )， 
故 品 尽 DMUN 的 周 长 最 小 。 

2788. 已 知 矩 形 人 内 的 定点 2， 在 
边 BO、CD、D4、 
4B 上 分 别 求 点 忆 、 s 
人 已 、S, 使 三 十 
PQTORZRST+ 
SI 为 最 小 。 Q 

解 设 点 开关 
于 BC 的 对 称 点 为 2 其 次 点 Mi 关于 CD 
的 对 称 点 为 >, 点 MXa 关于 4D 的 对 称 点 为 
Ma， 点 Ms 关于 4 了 的 对 称 点 为 Me 连结 
M4MM 的 直线 与 4 也 的 交点 为 员 又 Sbs 与 
4D 的 交点 为 好 BRMs 与 CD 的 交点 为 9， 
Q@Mi 与 BO 的 交点 为 也 则 已 9、 五 、S 即 为 
所 求 之 点 ( 参 S 
考 上 题 ) 。 

2789. 设 8 
也 为 矩形 4B 
CD 的 边 4B B 
上 的 定点 ， 在 
BO、OCD、D4 
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上 分 别 求 点 、 了 、2G ,使 P 十 了 十 了 GZ 十 
2ZP 为 最 小 。 

解 ” 设 点 卫 关 于 BO、4D 的 对 称 点 为 @、 
人 点 妨 关 于 DC 的 对 称 点 为 丽 8 与 4 亡 、 
DO 的 交点 为 全 了 ， 设 97Z 与 BC 的 交点 为 
怀 ， 则 卫生 十 Z 二 7Y2ZTGP 为 最 小 。 

证 明 ] 《参考 上 题 ) ， 

2780， 内 接 于 已 知 锐角 三 角形 4B3C 的 
三 角形 中 , 以 恒 足 三 角形 的 周 长 最 小 ， 

解 设 人 4F0 的 化 足 三 角形 为 瑟 ZG， 另 
一 任意 内 接 三 角形 为 妃 BG'。 取 肋 交 关于 
边 4 的 对 称 点 分 别 为 @、@', 关于 40 的 对 


称 点 分 别 为 
己 、P 则 
ZG-gc，， 
1GC' 一 QG1， “SS 
BF 一 PF， 
了 BF'=PF'O 
BF+ZG+BG-PF+BG+0G 
一 9， 才 
到 再 ' 十 万 人 十 页 G' 一 民 十 BC 十 BG: 
兰 PO 加 


其 次 在 人 P49、A 人 AZP'.49' 中 ， 
ZLPL9=~ APLg'= (324)， 
4 忆 一 4 万 一 4 4 一 4 万 一 49。 
又 4 刀 <4 刀 ' 即 4P<4P， 所 以 
P9<Pg'。 四 

由 @、@、@ 得 

至 及 十 太 G 十 盏 G 一 丽 ' 到 二 古人 于 有 0G 
故 垂 足 三 角形 了 8BG 的 周 长 最 小 。 

27891， 在 边 数 与 面积 相等 的 多 边 形 中 , 周 
长 最 小 的 是 正 多 边 形 。 
” 解 ” 落 任 意 多 边 形 相 邻 两 边 都 不 相等 ， 在 
多 边 形 面积 不 变 的 情况 下 ， 变 化 不 等 边 的 公 
共 顶 点 , 使 其 两 边 相 等 , 得 到 正 多 边 形 , 由 问 
题 2746 知 它 的 周 长 减 小 ， 但 是 在 边 数 相等 
的 多 边 形 中 ， 正 多 边 形 的 面积 最 大 (问题 
2827) 。 由 以 上 可 知 , 边 数 相等 的 多 边 形 的 面 
积 一 定时 , 正 多 边 形 的 周 长 最 小 。 

2792. 面积 相等 的 三 角形 中 ， 正 三 角 消 
的 周 长 最 小 ，， 

解 “ 这 是 上 题 的 特殊 情况 。 设 A4BC 的 
一 边 BC 不 变 , 其 画 积 保持 一 定 , 由 问题 2784 
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知 , 当 4B= .40 时 ,，4B-H4O 最 小 。 其 次 假 
定 4B 不 变 , 则 4O= BC 时 , 4C+BO 最 小 。 
由 此 ， 洲 面积 一 定 , 则 当 4B 一 BC 一 C4 时 ， 
即 为 正三 角形 时 , 其 周 长 最 小 。 

278S3， 在 面积 一 定 的 正 多 边 形 中 ， 当 其 
边 数 增 加 时 周 
长 减 小 。 有 

解 ” 设 有 面 
积 相等 的 两 个 
正 多 边 形 4、 

也 ,五 的 边 数 

比 4 的 边 数 

多 , 则 已 的 周 

长 比 4 的 周 长 小 。 其 理由 是 , 作 与 吾 的 周 长 
相等 且 与 4 的 边 数 相同 的 正 多 边 形 , 设 为 C， 
根据 问题 3825 知 C< 也， 但 是 4 一 刀 ， 于 是 
C<4， 由 此 知 C 的 周 长 比 4 的 局 长 小 。 故 
知 在 面积 相等 的 正 多 边 形 中 ， 当 边 数 增加 时 
周 长 减 小 。 

2794. 在 面积 相等 的 平面 图 形 中 ， 圆 的 
周 长 最 小 。 

解 ” 因 为 在 边 数 及 面积 一 定 的 多 边 形 中 ， 
正 多 边 形 的 周 长 最 小 (问题 2791) 。 又 几 上 
题 ,在 面积 一 定 的 正 多 边 形 中 , 当 边 数 增加 时 
其 局 长 减 小 ， 因 为 圆 是 边 数 无 限 增加 的 正 多 
边 形 的 极限 ， 所 以 面积 一 定 的 平面 图 形 中 以 
圆 的 周 长 最 小 。 

2795. 求 作 一 个 双边 形 ， 其 顶点 分 别 在 
已 知 的 义 条 定 直线 
上 ， 旧 使 其 周 长 最 
小 。 

解 ” 当 每 个 顶点 
上 相 邻 两 边 与 过 顶 
点 定 直 线 的 夹 角 相 
等 时 ,双边 形 的 周 
长 为 最 小 。 其 理由 是 ,， 若 相 邻 两 边 与 过 顶点 
定 直 线 的 夹 角 不 相等 ,由 问题 2733 知 ， 当 顶 
点 移动 到 与 定 直线 夹 角 相 等 时 ， 其 周 长 减 小 
到 最 小 。 

2796. 已 知 圆 的 内 接 % 边 形 中 ， 正 % 边 
形 的 局 长 最 大 。 

解 ” 设 贺 的 内 接 多边 形 为 4B0…2MN, 在 
这 个 多 边 形 的 边 中 , 设 4 瑟 关 LN 取 4 为 弧 
DB4N 的 中 点 , 则 


,一 = 一 eeon 一 一 一 一 - 
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4 了 4N>4BT4N (问题 2736)， 即 
在 此 多 边 形 中 ， 其 他 
边 不 变 ， 只 改变 顶点 


了 的 两 邻 边 ， 此 两 邻 晤 
边 相 等 时 ， 多 边 形 的 

周 长 增 大 。 从 而 多 边 

形 的 各 边 都 相等 时 ， M 
其 周 长 最 大 。 


7. 面积 的 最 大 、 最 小 


2797. 已 知 底 边 及 顶 角 的 三 角形 中 ， 面 
积 最 大 的 是 等 腰 三 角 
形 。 

解 ” 设 底 边 为 BO， 
项 角 4 一 定 , 则 点 4 
在 以 BC 为 驴 张 成 定 
角 4 的 弓形 弧 上 .。 设 
弧 3B4C 的 中 点 为 4 四 
则 48 一 40。 在 上 取 另 一 点 Lo 从 4、4 
调 30 作 垂 线 4D、4D， 则 有 4 了 > 4 

4D.BO>4 DBO， 

从 而 由 ae4BO> ae4'ac。 

故 等 腰 三 角形 的 面积 最 大 。 


2798. 在 顶 角 4(=o， 中 线 4M( 一 mr) 
人 


求 面 积 最 大 的 三 人 
形 。 

解 设 A 人 4BC 已 C 
求 得 ， 延 长 4U 取 

MD=42, 则 4BDO 

是 平行 四 边 形 , 4 了 一 7 
21，4BD=180" 一 wx。 在 人 4BD 中 ，4DD7 
与 C4BD 一 定 ， 根 据 上 题 ， 最 大 面积 的 
人 422 可 作出 。 从 而 顶点 O 的 位 置 即 可 决 


2799， 形 中 ， 面 
积 最 小 的 是 等 

. 腰 三 角形 。 
解 ” 设 已 知 
顶 角 及 高 的 等 
腰 三 角形 为 
4BEC， 顶 角 与 4 
高 一 定 的 任意 “ 
三 角形 4 了 Br 高 为 4 互 ， 点 马 关 于 4 互 的 
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对 称 点 为 了 则 

人 4PB12Ad4O ， 

]LB4R= AC4 到 。 
由 于 ]B4O- BF4D， 
DB4R 一 CO4F， 
从 而 0O4 奋 一 -04 万 。 
因此 41:4 刀 一 0O7:TO。 
4 有 >.4 万 ，。。，。 0 有 > 万 0 嗓 

从 而 瑟 8> BO，.… Saazz>Saaac。 
即 等 肛 A4LB0 的 面积 最 小 。 


2800. 在 线段 4B 上 求 一 点 C, 使 矩形 的 
面积 40C .0 最 
大 。 

解 作 以 4 
为 直径 的 半 现 ， 

过 点 C 作 4 已 的 

垂 线 与 半圆 周 交 Se 

于 点 也 则 4L0.CB 一 mn. 要 使 4C.CB 为 
最 大 , 只 须 使 DC 为 最 大 就 可 以 了 。 所 以 , 当 
0 为 4B 的 中 点 时 ，40.CB 最 大 。 

2801。 在 已 知 胃 O 外 有 两 点 .4、B， 在 图 
周 上 求 -点 忆 ， 使 A4ZBP 的 面积 最 小 或 最 
大 。 设 线段 4B 与 加 
不 相交 。 

解 [ 作 图 ] 因为 
线段 4 妃 的 长 一 定 ， 

所 以 当 高 P 豆 为 最 小 
或 最 大 时 就 有 人 4BP 
面积 为 最 小 或 最 大 . 引 
平行 于 4B 且 切 于 图. AH 8 
的 直线 , 设 其 切 点 为 已、P, 则 一 、' 即 为 所 


求 的 适合 条 件 的 点 。 在 图 中 , 卫 为 适合 条 件 


的 最 小 点 ，B' 是 最 大 点 。 
2802. 两 条 边 为 定 长 的 三 角形 中， 其 夹 
角 为 直角 时 三 角形 的 面积 A 

最 大 。 

解 在 人 4BC 中 ,， 边 
4B、BC 为 定 长 ， 从 4 向 
BO 作 垂 线 ， 设 其 垂 足 为 3 只 C 
互 ，A4BC 的 面积 为 8， 则 

S= (BC.4 互 ) 2。 

当 4BO= 届时 ，4 妃 与 4B 重合 ; 当 
4BO# 一 玉 时 ，4 五 < .4 已 故 当 .4BO 一 
忆 时 8 最 大 。 


620 


28C3， 从 图 0 外 一 点 4， 
条 割 线 ， 与 圆周 
交 于 B、C， 且 使 
人 AOH0 的 面积 最 
大 . 
解 在 人 OZBOC 
中 , OB、OC 都 是 加 
O 的 半径 ， 因 此 长 
一 定 。 根 据 上 题 知 , 要 使 AO5C 的 面积 为 最 
大 , 只 须 BOC= 忆 就 可 以 了 。 得 作 图 如 
下 。 

[ 作 图 ] 作 了 DOZB= BR, 使 OD、O 为 
贺 0 的 半径 ,以 0 为 圆心 作 切 于 D 了 的 圆 O 
的 同心 贺 . 设 从 点 4 向 此 圆 引 切 线 与 圆周 O 
的 交点 为 刀 、C (及 吾 、0C)， 则 AOZEO (及 
AOB'C') 是 所 求 之 三 角形 , 

.2804. 在 同 底 等 忆 的 三 角形 中 ， 等 乃 三 
角形 的 面积 最 大 。 

解 ” 设 人 人 430 为 等 腰 三 角形 , 另 一 三 角形 
为 ADBBC 且 了 

BT40O 一 DZ+OCOD. 
延长 B4 使 47D=40O， 连 
结 0D, 了 3D,， 设 Z4 的 外 
角 平 分 线 为 4M， 与 CD. 
的 交点 为 , 则 

4B+4O.4PB 二 ID 万 

一 三 。 

且 ESD<B 二 了 D， 站 

因 4PBT+4OC 一 POCO， 、 
万 刀 十 C 盏 一 万 万 十 百 P， 

从 而 C 了 一 五 也 ， 

因此 ,点 允 与 BO 在 4 的 同 侧 , 从 四 到 BO 

的 高 小 于 从 4 到 了 0 的 高 。 从 而 SaAsao< 

S<aac， 即 等 腰 三 角形 的 面积 最 大 ， 

2805. 过 已 知 24OB 内 一 定点 0， 求 作 
一 条 直线 , 与 04 交 于 点 忆 , 与 OB 交 于 点 @， 
且 使 AOP@ 的 面积 最小。 

解 连结 CC， 并 在 其 延长 线 上 取 CD= 
Co, 车 从 九 引 OB\、O4 的 平行 线 , 与 04.OB 
的 交点 为 局 、49， 则 四 边 形 OPD9 是 平行 四 
边 形 , C 为 P@ 的 中 点 。 这 样 ，AOPg 的 面 
积 最 小 。 其 理由 是 , 过 C 引 直 线 与 OP 延长 
线 交 于 P, 与 09 交 于 9, 设 P'Q@' 与 DP 的 
交点 为 妃 ， 则 


忆 瑟 


ae 


一 一 一 一 一 


第 四 编 作 图 是 
求 作 该 四 的 一 


AcCQq9'2ACPP， 
"， Secoe < SecppP， 
Saopqg<SaoPa'。 
若 过 C 的 直线 
与 O 忆 交 于 
2"， 与 08 的 
延长 线 交 于 
修 ， 名 / 的 
延长 线 与 了 P 
的 延长 线 交 于 


点 到 则 和 AOPFeeA009" 
“， Saopp…<Saoee， 
Seope<Saopve…。 
改 AOP9 的 面积 最 小 。 
2806. 在 已 知 顶 角 (=a) 与 夹 此 角 的 两 
边 之 和 (一 人 的 三 角形 中 , 求 其 面积 最 大 的 三 


角形 . 入 
解 设 A4BC 已 


作出 , ~.4=a， 
4B= 4 一 亏 


时 , 则 人 A4ZBo 的 面积 
最 大 .其 理由 是 ， 人 .4 
公用 , 作 另 一 三 角形 4DZ, 使 
4D 二 4 到 =4B 二 4O， 
在 4 妃 上 取 点 了 D， 设 GD=0C，D7 /OZ 
则 DZ=CZ， 从 而 ADPFe APO. 
。 必 s4pB 一 四 边 形 4DBC 面积 Saac， 
即 24 公用 , 夹 此 角 两 边 之 和 4B 十 4C 为 一 
定 的 所 有 三 角形 中 ，A4Z5O(4DB= LO) 的 曾 
积 最 小 。 
2807. 在 角 及 周 长 一 定 的 平行 四 边 形 中 ， 
求 其 面积 最 大 的 。 类 帮 
解 ”在 平行 四 边 
形 45CD 中 ，B 
大 小 一 定 ， 夹 此 角 
的 两 边 之 和 4B+ 
30 也 一 定 , 由 上 题 < 
知 ， 当 4B= BC 时 人 A4Po 的 面积 最 大 。 所 
以 口 4BCD 的 面积 也 最 大 。 因 此 , 在 符合 条 
件 的 品 4BCD 中 , 以 凌 形 的 面积 最 大 。 
2808,， 在 已 知 底 边 2 (=a)、 另 外 两 边 
之 比 4B:4C(= 和 :9%) 的 三 角形 中 , 求 其 面积 
最 大 的 。 
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解 [ 作 图 ] 作 到 两 定点 B、C 的 距离 之 
比 为 双 :% 的 阿波 罗 尼 斯 贺 ， 其 圆心 为 0 
过 点 Q 作 BO 的 人 
垂 线 ,与 圆 0 相 8 
交 于 点 4， 则 
A4ZEO 的 面积 8 
最 大 。 

证 明 ] 因为 
哆 周 上 的 点 到 点 瑟 .C 的 距离 之 比 为 双 :7 在 
0 上 寺 取 点 4 使 O4' 不 垂直 于 BC， 从 .44 
向 BC 的 延长 线 作 垂 线 4 互 ， 则 4O> .4 万 。 

Sa4aso>RSaavao 
即 A4BC 的 面积 最 大 。 

2809. 在 已 知 正方 形 45CD 内 ， 求 面积 
最 小 的 内 接 正方 形 A S D 
DORS。 

解 ”正方形 4BCOD 
与 PORS 的 对 角 线 B 
交点 是 重合 的 。 设 
这 一 点 为 0， 则 要 使 
2Z6RFS 的 面积 最 小 ， : 

只 须 OP 最 小 就 可 以 了 。 大 疙 ， 由 点 O 向 
4FCD 的 各 边 作 垂 线 ， 其 垂 足 就 是 各 边 的 中 
点 也、 、、S, 则 PQRS 即 为 所 求 的 面积 最 
小 的 正方 形 。 

2819. 在 已 知 贺 O 内 ， 求 面积 最 大 的 矩 
形 4BOD。 

解 ” 贺 内 接 算 A D 
形 4BOD 是 正 
方形 时 ， 其 面积 
最 大 . 其 理由 是 ， 
殴 内 接 移 形 是 关 
于 圆心 0 对称 的 有 
图 形 ， 因 此 从 扼 
定 一 条 对 角 线 来 考虑 。 任 作 一 个 矩形 
4BCD, 从 4 向 BD 作 垂 线 4' 瓦 , 由 于 4B 
一 4D,， 40O1BFD, 有 40>4' 互 ， 

Se4sp>SA4'ap。 
故 正方 形 45CD 面积 > 和 拖 形 4BC'D 面积 . 

2811. 在 已 知 A 人 4830C 内 ， 求 作 面 积 最 大 
的 内 接 和 拖 形 。 

解 ” 设 任意 内 接 矩形 为 DBFHG。 从 4 向 
20 作 垂 线 为 4 互 , 则 

GBF :5EO=4LG:4 已 


DG:4 万 一 BG:4P， 
"，G8.DG:B0O.4 万 一 4G.BG:4B2。 
因为 BO.4 刀 及 
当 L4G.BG 最 大 
时 ，GB . DG 也 
最 大 。 设 4 已 的 
中 点 为 忌 , 则 。 B 丰 
4G.BG 一 一 4 _ 民 G2。 
当 挟 G 一 0 时 , 即 点 G 为 4B 的 中 点 时 ,和 矩 形 
CDB8 的 面积 最 大 , 

2812. 在 三 边 长 的 和 为 一 定 的 直角 三 角 
形 中 , 证 明 斜 边 最 小 的 是 等 腰 直 角 三 角形 .并 
作 其 图 . 

解 ” 设 周 长 为 % 斜 边 为 2 其 他 两 边 为 了、 
2， 这 时 


0 十 十 2 一 0， 号 
好 一 好 十 人 2。 加 
从 名 解 出 y%, 代入 加 得 
22 一 02 十 (一 和 一 2)2， 
即 2x2 十 2x(z 一 0) 十 0 一 2az 一 0。 
六 2 取 实 数 , 必须 使 这 个 方程 的 判别 式 
(2 一 4)2 一 2(c2 一 2cz) 兰 0， 
即 22 十 2az 一 02 社 0。 
.…，[z+(wv3+1a].[e 一 (3 一 1Da] 
伴 0。 
因为 >> 0， 解 这 个 不 等 式 得 
2 莹 (3 -1I)a， 

满足 此 不 等 式 的 > 的 最 小 值 是 (~ 可 一 1)a。 
因此 z=%=- > 全 是 等 历 三 角形 . 

[ 作 图 ] 作 等 于 的 线段 P@， 作 人 4P@ 
使 CP= = 一 22"30'、 再 作 4P、49 的 三 
直 平 分 线 , 与 P9 的 交点 为 妃 . CO, 则 A4ZEC 
即 为 所 求 的 适合 条 件 的 直角 等 必 三 角形 。 

太 


的 
区 As 人 2、 
-并 攻 


2813. 在 A4H0 的 两 边 4B、5C 上 取 两 
段 为 两 边 ， 在 边 C4 上 取 一 点 为 顶点 的 内 接 
平行 四 边 形 中 , 求 其 面积 最 大 者 。 

解 设 内 吾 五 为 人 A450 的 各 边 中 点 ， 
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则 平行 四 边 形 DBBZ 的 面积 最 大 。 证 : 明 如 
示 


设 也 、 瑟 、 卫 分 别 为 4B、BC、C4 的 中 点 ， 
作 另 一 个 内 接 四 六 
边 形 也 BT 
再 作 平 行 四 边 形 
了 BO 五 设 卫 机 
与 了 刀 的 交点 为 
六， 则 了 王 ” 
口 7D 了 羽 面积 一口 了 ET 面积 

(也 四 一 万) 。 中 
又 点 好 在 癌 ZBO 巨 的 对 角 线 FC 上 ， 因 此 
有 

总 玉石 刀 ' 下 面积 = 一品 互 光石 面积。 四 

由 四 、@ 得， 
站 BFDD' 开 面积 > 口 玉 万 百 ' 记 面积 ， 
两边 同时 加 上 口 DP'B 克 开 , 得 
总 PDB 好 面积 > 口 D'BZB 面积 ， 
即 以 三 角形 各 边 中 点 为 顶点 的 内 接 平行 四 边 
形 的 面积 最 大 。 

2814. 在 以 4B 为 弦 的 弓形 内 ， 作 定 长 为 

?的 纺 CD 使 四 边 形 4BDO 的 面积 最 大 。 


解 车 4B 1 CD， CT 
则 四 边 形 4BDC 的 
面积 最 大 . 其 理由 是 ， 
取 弦 .4 五 一 5 因为 CD 
一 有 AN 


AO4BceAOOD， Av 一 8 

.…。。 人 AO4OcseACcBD， 
要 使 四 边 形 4BDC 的 面积 最 大 , 因为 AO4 
十 AOCD 为 一 定 ， 只 要 AOBDTAO40 即 
人 AOBDT+TAO2BD 为 有 最大 就 可 以 了 。 加 上 一 
定 值 AOBZB, 使 人 BBD 为 最 大 就 行 了 。 所 
以 取 BOD 一 5OD (这 样 有 CDV/ 4B) 的 
点 也 则 四 边 形 4BDC 的 面积 最 大 。 

2815。 扇形 04B 的 内 接 矩 形 GZ 到 1 的 


面积 , 当 从 =- 玉 售 时 有 最大。 其中, 点 G、 
也 在 态 上 , 瑟 、 如 分 别 在 O4、OB 上 。 

解 设 人 方 的 中 点 为 ,因为 42 一 子 全 
所 以 达 ~ 寺 4 方 。 过 点 G 作 切线 与 04、 
的 延长 线 的 交点 分 别 为 瑟 、 Z。 则 KG= 
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OO 

现 另 作 一 个 任意 内 革 和 矩形 G' 瓦 如 万 。， 设 
五 互 、 玖 万 与 0 的 交点 分 别 为 SS，, 则 项 
点 Bf 在 切线 羽 二 的 内 侧 ， 延 长 互 '(G' 与 工 下 
相交 , 设 其 交点 为 妈 , 因为 台 是 到 工 的 中 点 ， 
根据 问题 2811 得 

矩形 GEAST 面积 
之 抠 形 MX 互 "0S'7 曾 积 。 
又 上 矩形 改 互 3 史 面积 
> 矩形 GE'S'TT' 面积 ， 
“。 矩形 GESZ 面积 
> 和 矩形 GBS 面积 ， 
故 矩形 GBF 面积 
> 矩形 G' 玖 "如 也, 面积 。 

2816， 设 两 已 知 圆 O0、O' 相交 于 点 P、@， 
过 点 护 引 两 图 的 纺 49B 使 AP4 的 面积 
最 大 。 

解 ”因为 圆 O、O' 是 定 图, 所 以 引 弦 49PB， 
AP4P 及 ~PB4 的 大 小 一 定 .因而 人 P4F 
的 形状 一 定 。 要 
使 AP4B 的 面 
积 最 大 ,只 须 4 
为 最 大 。 当 4 
与 连 心 线 00' 平 
行 ， 即 PoO_L4B 
时 ，4 忆 最 大 , 故此 时 人 24 妇 的 面积 最 大 。 

2817 .在 已 知 A4ZBO 的 外 接 正 三 角形 
中 , 求 面积 最 大 的 。 

解 [【 作 图 ] 以 
4B、4C 为 弦 分 别 
作 张 成 角 60* 的 弓 
形 弧 ， 设 其 圆心 分 
别 为 O.O' 过 点 才 
引 平行 00' 的 直 
线 ， 与 两 弓形 台 的 
交点 分 别 为 CO、 忆 ， 延 长 BC 与 延长 C"B 相 
交 于 4， 则 和 人 4'.BC' 是 最 大 面积 的 正三 多 _ 
形 。 


了 


人 
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[证 明 ] 由 作 图 知 ~B'=60"，L CO' 一 60"， 
因 负 A4'B'O' 是 正三 角形 。 因为 BC' 平行 
连 心 线 O0， 它 是 过 点 4 的 最 长 割 线 ， 故 
A4'3O0' 是 面积 最 大 的 正三 角形 。 

2818. 求 作 已 知 A4B30C 的 有 最 大 面积 
的 外 接 三 角形 PQ' ER， 且 与 定 人 AP@R 相似 。 

解 以 4B 为 号 
作 含 角 ~ 已 的 弓 
形 , 设 其 圆心 为 O。 
其 次 以 40 为 弦 作 
合 角 L@ 的 弓形 ， 
设 其 圆心 为 0. 设 
过 4 引 0oO' 的 平 
行 线 与 图 O、O' 相 了 
交 于 P、9，PB 
与 @C 的 交点 为 
Bv 则 人 PPO 安 ' 邵 
为 所 求 的 适合 条 件 
的 三 角形 。 

2819,， 求 作 与 已 知 三 角形 相似 的 三 角形 ， 
使 它 外 切 于 三 个 定 圆 , 且 其 面积 最 大 。 


解 “ 设 已 知 三 个 定 加 的 圆心 分 别 为 0、O'、 
0 则 AOOO0" 是 定 三 角形 。 根据 上 题 , 作 
AO0'0" 的 外 接 三 角形 4BCO, 与 已 知 三 角形 
相似 , 且 使 其 面积 为 最 大 . 在 A4EC 的 外 便 
引 平 行 于 各 边 的 直线 , 卫 分 别 切 于 三 个 定 贺 ， 
设 其 交点 为 4、B'、C。， 则 A4'B'C' 即 为 所 
求 之 三 角形 。 其 理由 是 ， 点 O、O'、O0" 分 别 
在 A4BC 的 各 边 上 , 作 与 A4EC 各 边 平 
行 且 分 别 切 于 定 圆 的 直线 组 成 的 三 角形 
4'BIC'。 则 A4'B'Oco 人 A4BO, 各 对 应 边 间 
的 距离 是 三 个 圆 的 半径 , 是 一 定 的 .所 以 要 使 
和 A4'B'C" 的 面积 最 大 ， 只 须 使 A4PBC 的 面 
积 最 大 即 可 。 报 据 以 上 作 图 已 满足 此 条 件 。 
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2820. 已 知 角 B40 的 两 边 切 于 加 0， 
在 吏 0 的 切线 与 “4 
的 两 边 所 作 的 三 角形 
4B0 中 ， 若 切线 BO 与 
点 忒 在 圆 O 的 同 侧 , 求 
最 大 面积 的 人 4BO; 若 
切线 BO 与 点 4 在 圆 0 
的 异 侧 ，、 求 最 小 面积 的 
A4B0O。 

解 使 4PB=40， 目 
20 与 点 4 在 圆 0 的 同 
例 , 则 三 角形 4BC 的 面 
积 最 大 。.B0 与 点 4 在 
圆 O 的 异 侧 ， 则 三 角形 
4Bo 的 面积 最 小 。 

FE 证明 ] 当 BC 与 点 
4 在 0 的 同 侧 时 。 

SA4asc 一 四 边 形 47O 刀 面积 一 2SAoac。 
出 于 四 边 形 4FO 如 是 一 定 的 ， 当 AOFPOC 最 
小 时 ,， A4BC 最 大 . 但 是 28aopc 一 EO.OD， 
因为 0OD 一 定 ， 所 以 BO 最 小 时 ， 人 OPBO 就 
最 小 . 由 问题 2715 知 ,在 4B=4CO 时 BO 最 
小 , 从 而 A4BC 的 面积 最 大 。 

当 .BO 与 点 4 在 O 的 异 侧 时 ， 

Se4so 一 四 边 形 47O 妈 面积 十 2SAoac。 

当 BO 最 小 时 AOEC 最 小 ， 从 而 使 人 A4EC 
为 最 小 。 同 理 当 4B=4C 了 时 ， 人 4BC 的 面 
积 最 小 。 

2821. 在 己 知 A4BC 中 ，PO 上 有 一 定 
点 P， 其 延长 线 上 有 一 定点 @， 求 从 点 9 引 
直线 RS 与 4B、40 分 别 交 于 点 五 、S， 使 
人 PRS 的 面积 最 大 。 

解 f 作 图 ] 在 B0 上 取 点 刀 使 9D 为 
9B、4C 的 比例 中 项 ， 过 点 K 引 4LC、4B 的 
平行 线 与 4D、 
4CG 的 交点 为 刀 、 
8S, 连结 了 PR, PS， 

- 则 APRS 即 为 
所 求 之 三 角形 。 

证明] 由 作 《 - 交 本 
图 知 ， QB:9 了 =QD: 6CO， 1 0 
4P 因此 人 到、 8 在 一 直线 上 。 另 外 任 作 一 
条 直线 @RE'S'， 设 与 4B、40 的 交点 分 别 为 
了 AS 连结 瑟 P、 SP 则 
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Saephg 了 工 g Sepp's' 
Sapgs DO Sapps… 
且 Sapns 一 SapRps' SapR'e 
SapRs 盖 SApp's。 
故人 APRS 的 面积 最 大 . 
2822， 作 一 四 边 形 ， 使 其 一 组 对 角 等 于 
已 知 角 , 外 切 于 定 圆 且 其 面积 为 最 小 。 
解 ” 设 四 边 形 4BOD 为 定 较 0 的 外 切 四 
边 形 ，~ 4、~C 分 别 等 于 已 知 角 。 其 切 点 依 
次 为 一 9、 丈 、S, 则 只 须 


LS0OB 一 APOg 一 了 (ZL4+ LO) 


就 可 以 了 。 其 理由 是 , 因为 
忆 POS=3LR- 4， 
wwBROQ=2 一 R- 0C. 
由 于 ZL4、~C 是 一 
定 的 ,所 以 人 POS 及 
BO98 一 定 , 从 而 四 
边 形 _ 48OP、CBEOG 
边 形 DSOB 十 四 边 形 
BQOP 为 最 小 时 ， 外 D : 
切 四 边 形 的 面积 最 小 。 因 此 只 要 其 一 半 
AZDOR+AZBOG 为 最 小 就 可 以 了 。 

把 A09B 绕 0 旋转 使 09 与 0OB8 重 合 ， 
其 位 置 为 人 AORB'、 则 由 态 十 令 一 定 , 可 
知 胡 + 葬 一定. 故 了 DOB' 一 定 . 由 此 要 
使 ADOB' 的 面积 最 小 ， 只 须 OD=O0O5' 即 
DR 一 BRB' (问题 2799) 从 而 饮 因此 
-SOB= 一 PO9， 

…。2LSOR=4R--( SoP+rog9) 
一 /4+ LAC， 

故 LSOR 一 二 (C4+2C)=-P04. 
故 即 可 作 图 。 

2823. 若 过 已 知 矩 形 4BCD 的 顶点 4 引 
一 条 直线 ， 与 CD 交 
于 点 P， 与 BC 的 延 
长 线 交 于 点 @， 求 使 卫 


工 | C 
CR 史 枯 


最 小 的 点 己 的 位 置 . 
一 必 则 C 一 5 一 2. 因 全 


解 设 DO=a,DP 
为 D4:09=2: -2)， 设 D4= 纪 则 
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5 
0C9 一 王 ( 2)。. 
设 SApap 十 SApco 一 人 
则 28 一 DP.D4+PCO.C9 


一 DZ 十 (一 2) 。 之 (ac 一 对 


2Sz 一 bo2 十 DC 一 扩 )? 
一 2702 一 2apz 十 022D， 

因而 22x2 一 2(cD- 二 SS)zZ 十 a22 一 0。 全 
芭 使 方程 有 实 根 , 必须 

DA/4=(aD 十 S)2 一 2c202 兰 0。 
解 此 不 等 式 得 8 兰 (V 3 -1)oz, 因此 S 的 最 
小 值 为 (v 3 一 攻 G5。 代 入 @ 式 , 可 得 
/可 
ZX 一 3 4 

2824， 设 锐角 人 A4BCO， 从 边 BC 上 一 点 
己 向 其 他 两 边 作 垂 线 ,其 重 足 分 别 为 M、N。 
求 使 APMX 的 面积 最 大 时 点 卫 的 位 置 . 

解 ” 设 20 的 中 点 为 0， 从 0 向 4B、40 
作 垂 线 的 委 足 为 @、 尺 ， 在 BC 上 另 取 一 点 
也 , 设 OP=o 05=00=M，09=a 0OR 一 2 

及 


。， PM.PN 一 Z 呈 .az。 


而 W、a\、2 是 定 值 , 要 使 PM.PN 为 最 大 , 只 
须 使 z 一 0 就 可 以 了 。 故 当 王 在 30 的 中 点 
上 时 ，APMN 的 面积 最 大 。 

2825， 局 长 一 定 的 正 多 边 形 ， 洲 其 边 数 
增加 , 则 其 面积 增 大 。 

解 设 % 为 正 双 边 形 ，28 为 周 长 与 4 相等 
的 正 尺 边 形 ,于 是 双 <2。 作 与 4 的 面积 相等 
的 正义 边 形 c， 则 根据 问题 2793 知 ，4 的 周 
长 > 的 周 长 。 但 是 & 的 周 长 王 2 的 周 长 ， 
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已 的 周 长 > 的 周 长 。 
因为 2、c 都 县 正 盈 边 。 
形 ， 所 以 也 的 一 边 大 C 四 
于 的 一 边 。 又 因为 
边 数 相同 的 正 多 边 形 

的 面积 与 其 一 边 的 平 

方 成 比例 ,所 以 p><。 | 

故 周 长 一 定 的 正 多 边 

形 , 当 边 数 增多 时 , 其 面积 增 大 . 

2826. 在 边 长 分 别 相等 的 以 直线 为 边 的 
图 形 中 ， 以 贺 内 接 图 形 的 面积 最 大 , 

解 在 多 边 形 4PDCDP、4BOLD; 人 设 4P 
一 4 了 B，DO 一 BO 
CD=0'DD4=D47， 
4B0CD 是 贺 具 按 图 
形 ，4 BCD 不 是 圆 
的 内 接 图 形 , 则 4BCDP 
的 面积 比 4B'C'DP 的 
面积 大 。 其 理由 是 ,在 4 D、 人 
等 于 弓形 红 4PB、BQC 
的 弓形 弧 ， 这 两 条 曲线 
的 周 长 相 等 。 但 是 ， 因 
为 一 个 是 圆 另 一 个 不 是 
圆 , 所 以 根据 问题 2839 
知 , 圆 4ROD 比 曲 线形 ， 
4PIPBIQIO0D' 大 . 故 使 图 形 4PB 与 4 PDB 
B90 与 BC 相等 引 四 个 弓形 时 , 则 4BODD 
的 面积 大 于 4B'C'D 的 面积 。 

2827 . 在 边 数 一 定 的 等 边 、 等 周 长 的 多 
边 形 中 , 面积 最 大 的 是 正 多 边 形 ， 

解 ”根据 上 题 知 ， 在 等 周 长 、 等 边 的 多 边 
形 中 , 面积 最 大 的 是 圆 内 接 多 边 形 。 但 在 贺 
内 接 等 边 多 边 形 中 , 以 正 多 边 形 的 面积 最 大 . 
故 在 边 数 一 定 的 等 边 \ 等 周 长 多 边 形 中 , 正 多 


边 形 的 面积 最 大 . 
2828. 在 边 数 一 定 的 等 周 长 多 边 形 中 ， 
以 正 多 边 形 的 面积 最 大 . 


解 ” 如 果 在 多 边 形 中 , 相 邻 的 两 边 不 相等 ， 
则 在 两 边 之 和 不 变 的 条 件 下 移动 顶点 ， 使 两 
边 相等 时 , 根据 问题 3804 知 其 面积 变 大 .又 
根据 上 题 知 ,等 边 多 边 形 为 正 多 边 形 时 , 其 面 
积 最 大 。 故 等 周 长 的 多 边 形 为 正 多 边 形 时 面 
积 最 大 . 

注 在 等 周 长 的 三 角形 中 ， 面 积 最 大 的 是 
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2829， 在 已 知 贺 具 ， 人 
瘘 三 角形 . 

解 ” 加 内 接 最 大 面 
积 的 三 角形 是 正三 角 
形 。 其 理由 是 , 若 边 
不 相等 ， 则 顶点 在 它 
所 在 的 弧 上 移动 到 弧 
的 中 点 时 ， 面 积 随 之 
增 大 。 所 以 三 边 都 相等 时 , 即 正三 角形 的 曾 
积 最 大 . 

2830. 在 等 局 长 的 平面 图 形 中 ， 面 积 最 
大 的 是 四。 

解 “等 周 长 的 且 面 积 最 大 的 图 形 必须 是 
凸 图 形 。 其 理由 是 ， 若 
42CD 为 四 图 形 ， 设 以 4 
40 为 轴 将 图 形 4D2 向 
外 折 迁 的 图 形 为 4BO， 
则 折 迁 前 后 图 形 的 周 
长 不 变 ， 但 图 形 4BOD 
的 面积 小 于 图 形 4BOZ 的 面积 , 所 以 在 周 长 
一 定 的 图 形 中 , 凹 图 形 的 面积 不 可 能 最 大 . 

其 次 ， 设 4ZBBA4 为 周 长 一 定 的 最 大 面积 
的 图 形 , 在 其 上 取 两 点 4、B, 设 周 长 被 二 等 
》， 则 直线 4 把 图 形 的 面积 也 二 等 分 。 其 
理由 是 ， 如 果 面积 不 
被 一 等 分 ， 则 以 4 
为 轴 ， 将 面积 大 的 
分 折 迁 过 来 ， 周 长 不 A 8 
变 而 面积 增加 ， 所 以 
与 假设 图 形 面积 最 大 
矛盾 。 故 直线 4B 必 
把 图 形 的 面积 二 等 分 。 由 此 知 两 部 分 4 了 3、 
47B 是 关于 4B 为 对 称 的 图 形 . 

设 至 、 妈 是 关于 4 万 的 对 称 点 ， 则 也 7 重 
直 于 4B 且 被 4 了 3 所 平分 。 且 

.4 万 有 一 了 .4PP 一 一 瑟 。 
如 果 Z4BPB、Z4Z 万 不 是 直角 , 则 4、4T、 
BF、B 甩 及 其 外 部 的 图 形 不 变 , 当 /4BB= 
AL4BPB= 玉 时 ，A 人 4PBZTA4FPB 的 面积 
随 之 增 大 ， 从 而 全 图 形 的 商 积 也 增 火 。 由 于 

是 各 周 界 上 的 任意 点 , 因此 4 、4B 
都 电 半 加 周 . 故 图 形 48BH4 是 贺 、 即 在 周 
长 一 定 的 图 形 中 , 面积 最 大 的 图 形 是 贺 ， 
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卫 ， 角 、 对 角 线 

2831。 边 数 为 % 的 凸 多 边 形 内 角 的 和 等 
于 多 少 ? 它 的 外 角 之 和 等 于 多 少 ? 正 a 边 形 的 
一 个 角 有 多 大 ? 

解 (内角 和 ) 一 (20 一 信 亿 了 

( 正 ” 边 形 的 一 个 角 ) 一 -到 BR。 

2832.。 缴 长 等 于 半径 的 圆心 角 为 几 度 

几 分 几 秒 ? 取 m 一 5。 


解 ” 设 半径 为 *， 则 圆周 长 是 2r7, 设 邓 长 
等 于 半径 的 圆心 角 为 2， 则 
2 2 。 。 180” 
32z7 360"， 人 


355 _- 
9 zx- 2 一 一 一 一 一 ?1744.7 
?一 180 有 57 


注 _ 称 为 一 弧度 (至 ) 。 

2833， 设 人 A4B0 
(Z4= 60"， 人 也 一 
80"，LC 一 40*) 各 角 ON - 
的 平分 线 和 外 接 加 的 【入 DC、 
交点 分 别 为 4 BAMOSNASs 
o% 求 A4BC 各 角 NAV 
的 大 小 。 全 

解 ZL = LAL44BAL44C' 

一 Z4BB' 二 LA4CC 

一 寺 (CB+LO) 


一 于 G%0" 十 40*) 一 60"。 
同样 ，。 ZB' 一 于 (CO+ 4) 
三 于 (40。 十 60") 一 50。， 
LC'- 寺 (4 可 


一 于 (60" 十 80") 一 70". 


计算 问题 


2834， 已 知 4BCD 为 圆 内 接 四 边 形 ， 
延长 4B、DCO 相交 于 人 
点 了 ,延长 4D、BC 
相交 于 点 @.。 设 
4PD=230"， 
0C8D=40"， 
求 这 个 四 边 形 的 各 
角 。 


解 四 
LA.4+20* 十 人 4+40。 
一 360" 一 (一 也 十 人 B) 
一 360。 一 180。 一 180。， 
.34=180。 一 (20* 廿 40*) 一 120*。 
因而 LA4=60。， 
CO=180" 一 60* 一 120*。 
LAB=180* 一 (L4+Lg) 
一 180。 一 (60* 十 40") 一 80*。: 
.。 AD=180*。 一 30*=100" 
2835. 已 知 在 平面 上 有 两 个 加 CO 和 0 。 
一 加 的 半径 为 "， 另 一 加 的 半径 为 V 3. 设 
两 贺 的 圆心 距 是 27， 
求 两 圆 的 半径 在 两 
圆 的 交点 4 处 构成 
的 角 及 一 400、 
/400. 
解 男 为 、 
40:00":40' 一 1:3:wV 3， 
所 以 /4=90。 0O=60。，O'=30*。 
2836. 在 凸 么 边 形 中 能 作 多 少 条 对 角 
线 ? 又 有 104 条 对 角 线 的 凸 多 边 形 有 多 少 条 
边 ? 
- 解 豆 ?(n 一 3) (条 )， 


因为 言 a(e 一 3) 一 104， 
.…。 Y% 一 16 ( 边 ) 。 
2837.。 已 知 一 网 的 周 长 为 75cmm， 求 积 


此 园 等 积 的 正方 形 对 角 线 的 长 度 。 


628 第 五 纺 

解 ， 当 阅 的 周 长 为 75 em 时 ， 此 贺 的 半径 
为 这 om, 所 以 图 的 面积 为 r.( :区 ) ems 

2 2 < 


与 圆 等 积 的 正方 形 一 边 的 长 度 为 至/ 二 
cm。 由 于 对 角 线 的 长 是 正方 形 一 边 之 长 的 
V 互 倍 ,所 以 对 角 线 长 为 - 呈 

注 近似 值 约 为 ws 


号 om 


2838. 已 知 圆 内 接 四 边 形 4BCZD 的 边 
长 为 4B 一 ao，BC=2， 
CD=c，D4 -=a, 求 对 R 
角 线 40 的 长. 4 


解 由 4 作 BC、CD 
的 垂 线 4 马 、4. 设 4CG 
m 王 和， 也 妃 一 2， 也 1 一 


由 问题 87, 得 
p 一 0 十 好 一 202， 也 
-02 一 c2 十 人 2 十 2cy， 四 
因为 A4BBcoA4DF， 
。 仿 _G 
二 1 轨 外 四 
由 四 、@, 得 
a2 填 切 -一 20e 一 ce 十 瑟 十 2cy 四 
由 四 得 9- 开 ， @ 
抬 @ 代 入 图 , 得 
_ 十 dp2 一 ac2 一 62 
一 30 
把 加 代入 @, 得 
op 十 芒 到 十 a 一 abc 一 am 
Eee 00 十 cq 
一 oa 二 Do 上 apo 二 00 
QD 十 CQ 
(act+za) oa 二 zo) 
CD 十 CQ 
CDECETE 
邹 外 CD 十 CQ 


注 把 图 中 的 4 代入 @@ 得 到 2 然后 把 
2 代入 @ 中 得 到 一 样 的 结果 
2839. 在 菱形 4BOD 中 , 已 知 4C 十 五 刀 
一 70cm， 内 切 圆 的 半径 0 五 一 12cm, 求 它 的 
一 边 及 对 角 线 的 长 。 
解 设 04=D 0B 一 % 则 
2 十 y 一 35。 ” 国 


计算 问题 


因 JP_ VE 过 十 用 ， 
12/ 开 十 色 一 妈 。 @ 
解 DO、@, 得 
2 一 20， % 一 15。 
所 以 4B= 20 十 天 : 一 25 (com)， 
4OC=40 (cm)， BEBD 一 30 (cm) 

2840. 在 梯形 2 1 4D， 
4 了 一 a，DO 一 2 
CD 一 D4 一 0, 求 
对 角 线 4C、BD 的 
长 。 

解 如 果 从 点 4 训 
作 BC 的 垂 线 4 吾 , 再 从 点 4 作 DC 的 平行 线 
43, 因 4B=a，BG 一 2 一 G,， 4 一 c， 所 以 由 
A4BC、A45G, 得 
4C2 一 4B2 十 BO2 一 也 万 ， 
4G2 一 4 十 BO2 一 2DPG.D 万 。 

( 十 D2 一 20 .也 万， 
C? 一 02 十 (一 加 2 一 2(0 一 0 .也 卫 。 


因而 
402 一 0 十 太史 十 四 一 四 ?一 史 
0 一 以 
_ co22 上 2 一 062 一 


局 一 邓 : 


SR 0 ba02 一 Cxa 。 


同样 》 


2841.,， 求 半 径 为 "的 殉 人 汪汪 
一 边 的 长 ， 正 五 边 形 的 对 o 
角 线 之 长 和 它 的 一 边 的 
长 。 

解 ” 设 半径 为 ?的 加 的 C 
圆心 为 0， 内 接 正 十 边 形 
的 一 边 为 4, 则 ~4OB 全 后 
一 36"， 

,OHB= -054=72。。 


人 Le 一 020 。 


2. 边 ” 数 避 629 
设 <O4 厂 的 平分 线 和 0B 交 于 点 0 则 M]10+323/ 5 
~B40=- 040=36。。 正 五 边 形 的 对 角 线 = 一 一 3 一 一 力 
00=40=4PB. ID 
而 且 人 B4C= .400, 所 以 B4 在 点 4 处 切 正 五 边 形 的 一 边 一 一 一 7 一。 
于 豫 O4C。 2842， 已 知 边 长 为 4 的 正 五 边 形 ， 求 其 
B4? 一 BO.BEO. 对 和 角 线 的 长 。 A 
设 4B 一 OC=2 则 一 >(> 一 力 )， 解 ” 设 边 长 为 6 的 
"， 巡 二 70 一 和 一 0， 正 五 边 形 为 4BOD， 站 
-1+wV5 5-1 两 条 对 角 线 4D 和 8 
0 了 如 的 交点 为 P, 则 
7 4PBP= DB4P 
即 六 二 < 本 
其 次 ， 设 辕 O 的 内 接 正 所 以 , B4 和 贺 3 
五 边 形 的 一 边 为 4D，, 劣 九 4? 一 刀 书 .万 了 B。 
弧 刀 了 D 的 中 点 为 刀 , 则 4B 设 五 到 一 27， 因为 


点 互 的 直径 为 召 互 ; 则 4 五 马 
是 正 五 边 形 的 对 角 线 ，B4 召 是 直径 上 的 
圆 肩 角 , 所 以 为 直角 ， 


4 万 ?一 局 刀 一 4DB2 


因而 4B 一 一 一 一。 
再 次 , 设 4 和 瑟瑟 的 交点 为 刀 ) 则 六 是 4 
的 中 点 ，4P_LB 石 。 
。，。 刀 .4 万 一 4 有 B.4 万 . 
但 是 也 五 .4 五 一 27 48 一 .4D， 
.。 小.4D 一 .47B.4 百 
5_1 wW10+2v 
RE 


_M (vv-D?(LO+2 居 5) 了 
至 


因而 4D= ~ 一 


二 
故 正 革 边 形 的 一 边 一 交 -73 


人 B4P= -BP4=72。， 
了 BP 一 4 万 一 人 4 一 a。 


从 而 Q2 一 (Z 一 0)0 
即 妇 2 一 GO 一 吧 一 0。 
取 方 程 的 正 根 , 得 
了 
2 
亿 。 边 数 
2843，. (1) 如 果 一 个 正 多 边 形 的 一 个 


角 等 于 边 数 为 其 两 倍 的 正 多 边 
竺 ， 求 前 一 个 正 多 边 形 的 边 数 。 
(2) 如 果 正 多 边 形 的 一 个 外 角 等 于 正 十 边 
形 一 内 角 的 - 配 ， 求 其 边 数 。 

解 “GD 设 所 求 的 边 数 为 则 直 


形 一 个 角 的 


4 AR 一 2 么 ,和 读 轧 
解 之 得 0 一 6 
么 8 5 
(2) 由 元 有 一 噩 忆 开 XT， 
解 之 得 % 一 6。 


已 知 凸 多 边 形 的 内 角 成 等 差 数 
ji， 其 中 最 大 角 是 177"， 公 差 一 3"。 求 此 多 
2 
解 ” 设 所 求 的 边 数 为 2 则 
go(on 4) 一 ee (一 3)] ， 


s 02 小 如 一 240 一 0) 


or mmyeerrrrgaaggttperibareseaeo away 
Te 
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取 方 程 的 正 根 % 一 15。 

2845. 已 知 两 个 凸 多 边 形 的 边 数 之 和 
为 12, 其 对 角 线 的 和 是 19, 求 这 两 个 凸 多 边 
形 的 边 数 。 

外 设 两 凸 多 边 形 的 边 数 分 别 为 和 思 解 
方程 组 : 
2 十 3 一 12， 
| OO 一 3) 
2 
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+ 生 他 - 马 -19， 


得 2 一 5, 9 一 7 或 者 2 一 7,， 2 一 5。 

2846.,， 已 知 两 个 正 多 边 形 的 外 角 之 差 
是 1 边 数 之 差 是 12， 分 别 求 出 两 个 正 多 边 
形 的 边 数 。 

解 ” 设 两 正 多 边 形 的 边 数 分 别 为 入 纪 依 
题 意 得 


360 “360 
Z 一 2 一 12， 2 


解 之 得 ， 2 一 7232， % 一 60。 


人 .线段 的 长 本 

2847， 若 把 10 cm 的 线段 分 成 中 外 比 ， 
求 其 各 部 分 的 长 ， 

解 设 在 4B 的 中 了 re 

外 比 中 , 内 分 点 及 外 分 点 分 别 为 己 、 王 ; 则 
4P2 一 .4 万.PP， 中 
4P2 一 BP4,BP'。 四 
设 4P= 4P' 一 县 43=10.。 由 四 得 
邓 一 10(10 一 轨 )， 
.好 十 10 一 100 一 0。 
取 方程 的 正 根 
必 一 一 5 十 /5 二 100 一 5 5 一 5 
一 5(/ 5 瑟 。 
又 由 四 ， 碟 一 10(10To)， 
大 -10m 一 100=0， 
取 方 程 的 正 根 
02 一 5 十 / 毒 十 100 一 5 5 上 5 
一 5(/ 5 十 1)。 

2848. 已 知 梯形 4530D 的 上 底 4D=8 
cm, 下 底 BO0=15cm, 在 边 4B、CD 上 分 剂 
取 妃 、 下 ， 使 4 刀 : 刀 B 一 DB :TO 一 3:2， 求 
五 卫 的 长 。 

解 设 40 和 瑟 8 的 交点 为 已 ， 因 BC1 盏 PP， 
所 以 


DO:BDP 一 4LDBI4 


计算 问题 


即 二 :BP= (3 二 2):3， 
本 15x3 _ 

PP 一 -了 一 9。 
4D:PF= DO:FO， 

8:PF 一 (3 十 2):2， 
8X92 荆 

3 

1 


站 一 万 忆 十 PB 一 9 十 3 言 = 世 言 。 


2849. 设 梯形 4B0D 的 上 底 4D、 下 底 
8530, 分别 为 gcm、bcm,， 求 过 对 角 线 交点 


因而 


O 和 底 边 平行 的 线 A_ asm 
段 孔 B 的 长 。 
解 色 B 下 
已 DO:BO 
一 LO:4O 
0G2G 十 0 cm 
ZEO:0 一 4:C 十 D， 
CD 
8 Eee 
&O 
同样 7O=-T7。 
所 以 
也 一 BO 十 O7 
3 
G 十 DP ”6 二 05。 


2850. 已 知人 4BC 被 平行 于 的 两 
直线 也 如 和 也 卫 


三 等 分 , 求 这 两 条 
线段 的 长 。 其 中 
BC 一 30cm。 
解 
人 eapg _ 工 
SaAaao 和 
因 A4DBcA4BO， 
DZP 1 
人 3 
因而 De 一 可 BC2， 


故 
也 一 - 霹 C - 污 
二 17.33 《cm) 。 

Seapz 3 

又 因 SepkBC 3” 

厂 交 2 志 汪 

”BO 3 

故 


DB BC=10vE >24.49 (em) 。 
2851。 在 A4BC 内 作 平 行 于 BO 的 直 
线 卫 万 ， 使 四 边 形 DBO 召 为 人 4BO 的 % 分 
之 一 。 求 DZ 的 长 度 ， 用 
其 中 BO=a。 


解 若 
” .四边形 好 PC 面积 
SA4Bo 了 


故 DZ 2 a。 

2852。 已 知 梯 
形 的 两 底 边 分 别 为 
9cm、I3em。 求 平 
行 于 底 边 且 平 分 梯 
形 面积 的 线段 的 
长 。 

解 因为 ZZ 平 8 
分 梯形 , 所 以 
BApxy 一 Saz4D 一 SAPao 一 Sapxy 

(了 是 B4、OD 的 交点 ), 因而 

2SApxr 一 SAp4p 十 SAppo。， G@) 
但 是 4D1 和 ZY VBO, 所 以 

APXZcAP4DoAPBO， 
。。 SApxy:SAP4DISAPBC 
王 Z24D2:PBO2。 
根据 题 意 ，4D 一 9cem，BC=13cm， 设 
双 立 ==Zcmy 

贴 Bapxy:SapapiSepao 一 op;92:13?。， 


由 @， 


3. 线段 的 长 


2 一 92 赴 132 一 250， 
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0 一 325 一 拉 .48 (cm)。 
2853. 在 直角 三 角形 4BC 中 ， 从 斜 边 
BC 上 一 点 了 所 作 4 有 的 垂 线 为 妃 ，4B 一 
20 m，BC=239m，4 刀 = 2m。 如 果 在 线段 
旦 至 上 取 一 点 ， 设 了 3 古 一 4m，4O、FD 的 
G,， 求 ZG 的 长 。〈 计 算 到 小 数 第 二 


中 3 


解 “在 直角 三 角形 4BC 中 ,4B 一 20，BC 

一 29， 

40=v 玖 一 203 一 21. 
但 是 4C1 瑟 D, 所 以 A4BOcABEBD. : 

媚 刀 万 妇 
于 是 -7， 
故 BD=-3Lx 蓉 =- 双 . 
又 六 刀 B 一 14， 所 以 在 ADZF 中 ， 
FD_V/ 了 1 了 +14? 一 553 .区 


一 23.52。 
又 因为 人 
和 
2 FG=ZDx2 也 广 刀 _33， 52XTT 


一 26.88 (m)。 
2854. 在 定 直 线 开 了 的 同 侧 有 两 定点 
4.、3，4 妃 一 13cm，4、 刀 到 了 Z 的 距离 


分 别 为 3cm、7 CC B. 
cm。 由 4 下 向 
在 互 冯 圭一 点 己 国 


作 线段 4P、BP，A 
求 4P、BP 之 和 xy 
为 最 小 的 长 。 
解 由 4 向 A 
XY 作 垂 线 4X， 且 在 其 延长 线 上 取 开 4'= 
X4. 连结 B4, 设 B4' 和 了 的 交点 为 忆 
则 4P+BP 一 4 就 是 所 求 的 长 。 
从 点 卫 向 瑟 Y 所 作 垂 线 BZ， 再 从 了 3 向 
X4 的 延长 线 作 垂 线 BC，, 因 
4B=13，4Z-2 


计算 阿 题 
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从 而 COX 一 有 PT 一 7。 万 万 一 4 
所 以 40 一 7 一 2 一 5， 所 以 7: 也 了 B 一 8:4。 
BO2 一 4B 一 .40O2 一 132 一 52 一 144。 DD5- 7X4 一 3.5。 
又 因 “40 一 OCX 二 X4' 一 7 二 2 一 9， 一 各 
所 以 又 40: 万 B= 卫 4: 刀 D， 
4B= /TFT /3 二 开 =15. 4C=， DB 一 3.5， 了 B4=12。 
2855. 以 O 为 图 心 .半径 为 工 的 圆 的 直 ，BD- 了 2X%83.5 一 6. 
40OPB LO 
2 2857。 已 知 半径 分 别 为 3cm 和 2om 的 


于 半径 , 设 由 0 作 4C 了 

的 垂 线 和 圆 D 过 点 4 

的 切线 交 于 点 D, 在 A B 
切线 D4 上 截取 忆 克 

等 于 半径 的 3 倍 ， 计 

算 3 的 长 〈 到 小 数 


第 五 位 ) . 
解 因 A4O0 是 
正三 角形 ， 
.400= 60。， 了 
.…。 /40OD=30*; 
因 D4O 一 -已 
,…，.4D:DO:40O=1:2:v3。 
但 是 40=4， 
人 4D=_ 革 ， 
</8 
工 
L 五 3 一 一 一 。 
过 
从 而 
BR2 一 4B2 二 4B2 一 32 二 (3 一 - -去 ) 
名 
一 6 /3 40 
.2BB 一 3.14159…. 


2856,， 已 知名 的 两 弦 4B、CD 的 延长 
线 相交 于 刀 ， 且 刀 B 一 4 了 4 一 12，BO 一 8， 
40 一 7, 求 卫 D、DB 的 长 。 


保 哎 为 ”人 ZB4CcAEDP， 
站 ， LO:DPB 一 也 OCT。 


四 40=-7，BO-8， 


两 个 圆 在 点 4 处 外 
切 ， 设 过 点 4 的 直线 
和 两 圆 的 交点 分 别 为 
了 BC, 过 点 4 所 作 BO 
的 垂 线 和 两 圆 的 交点 
分 别 为 除 .也 当 2C 
的 长 为 8cm 时 ， 求 
也 妃 的 长 ， 

解 由 C 作 2D 的 平行 线 和 瑟 D 的 延长 线 
交 于 点 下， 则 DZOC 召 是 平行 四 边 形 。 

万 一 FFO， DT 一 0 了 


从 而 BF 一 6 十 4 一 10， 
BO=8. 
而 .BO 一 也， 
,BC2z 十 FCO2 一 万 72， 
FO2= 8 了 -BC?-102-8? 一 36， 
PFCO=6. DZ 一 6(cm) . 


28588， 已 知 从 丰 径 为 20cm 的 贺 的 圆心 
O 到 一 定点 己 的 
距离 为 26 cm， 
再 从 点 卫 作 圆 O0 pb- 和 
的 割 线 P4, 如 
果 从 圆心 O 到 
4 的 距离 是 6cm, 求 牢 线 在 圆 外 的 部 分 P4 
的 长 。 (精确 到 一 位 小 数 ) 

解 设 45 的 中 点 为 允 , 则 

OM 一 6， 04=10. 


。。 41 一 8， @ 
又 因 AMOP 是 直角 三 角形 ,所 以 
PM 一 VD 二 DO 一 56 一 
-v 琵 x-Vv55， 四 
由 @, @ 知 ， 
DP4 一 忆 订 一 4 条 


一 V 6a0 一 825.3 一 8 一 17.3(cmy) 。 
2859,， 已 知 半圆 的 直径 48 一 578m, 真 


3. 线段 的 长 


径 为 196zm 的 圆 ， 既 切 48 于 点 C， 又 内 切 
于 半圆 弧 ， 设 在 
点 0 作 4 巨 的 重 
线 CD 和 半圆 弧 
的 交点 为 刀 , 求 x 
线段 CD 之 长 。 
解 ” 设 两 圆 的 切 点 为 如 ,4 巨 的 中 点 为 O， 
五 0 和 内 切 砚 的 交点 为 王 ， 则 
0O0? 一 0 也 .0O7. 
， 其 中 ”0 一 289，07 一 2389- 一 196 一 93。 
所 以 OC2 一 289X93， 
OC 一 17、/ 35 
又 因 4DB 是 半圆 ，CDL4P, 所 以 
CD2z 一 40.0B. 
.40 一 289-17v 9 ， 
COB=2389+17~ 93 。 


其 中 


所 以 
CD? 一 (289 一 17、/ 935)(289- 二 17w 3 ) 
一 2892 一 172 X93， 
故 CD 一 站 迪 一 172X9# 一 238 (m) 。 
2860。 设 4B、0D 是 圆 0 内 过 点 召 的 
互相 得 直 的 弦 ，4 瑟 = 80cm， 4 歹 = 10cm， 
C5=20cm,， 问 此 贺 
的 半径 长 多 少 ? 再 从 
甘心 C 调 4B3 作 吞 线 
OF, 延长 0 有 和 贺 相 
交 于 点 G; 问 2G 长 
多 少 ?( 其 中 不 足 豪 米 
的 应 四 舍 五 人 ) 
艇 因 4B、CD 相交 于 吾 ， 所 以 
.4 且 . 召 刀 一 0 瑟 . 了 了 D， 
4 万 一 10cm， 五 B=70cm，C 瑟 一 20crm， 
设 瑟 了 一 zcm， 则 上 式 可 写成 
10X70= 一 20x2z， 
.xz 一 35.。 
又 从 0O 向 CD 作 垂 线 O, 则 C 瑟 一 政 站 ,再 
CD 一 下 em， 
.…。 C 互 一 27.5cm， 
刀 妃 一 27 .5 一 20 一 7 .5cm。 
在 直角 三 角形 FO4 中 ， 48 一 40cm，O7 = 
五 五 一 ?7.5cm。 所 以 ， 
40=V 302 十 7.5 一 40.7cm， 
TO=OG-O0F 一 40.7 一 7.5=33.2cm。 


2861。 已 知 在 半径 为 5cm 的 古 内 楼 梯 
形 中 ， 高 为 7cm， 两 or Rs 
底 边 的 关 为 em. 求 。” 杀 二 RN 
贺 心 到 梯形 两 底 边 的 
距离 

解 设 

LD=23zcm， 

BC= (2z 二 3)cm， 

圆心 为 0，M、N 分 别 为 4D、BC 的 中 点 , 则 


40=BO=5cm， 
所 以 
MO 一 /更 二 于 ， O@ 
NO= /更 二 (7 于 DT。 @ 


又 因 MO+NO=7,， 所 以 
vB- 克 +TVBTHU7 一 7 
解 之 得 z 一 3 或 x 一 一 4. 但 是 一 和 4 不合 条 件 ， 
所 以 当 0 一 3 时 ， 
OM 一 、/ 豆 二 到 =4 (cm)， 
ON 一 光 基 一 香 一 3 (cm) 。 

2862. 已 知 圆 的 半径 为 10cm,， 在 它 的 
三 分 之 二 的 优 弧 4PB 
上 有 一 点 卫 ， 当 P4 十 
Z 忆 为 2cm 时 ， 求 弦 
4B、PF4、P5 的 长 。 其 
中 P4>PB。 

解 因 48 等 于 圆 内 性 
接 正 三 角形 的 一 边 ， 所 
以 4B=10w 3 em, 由 忆 作 P4 的 垂 线 , 其 
垂 足 为 妃 。 因 BP 万 王 60"， 设 忆 B=zcm，， 
则 P4 一 2 一 0 0 


思 


Z 石 = 了 
,万 4 一 2 一 z 一 到 一 2 一 瑟 
ee rp 一 纪 一 2 一 分 2 
天 .4 万 DB 一 一 RR。 
了 万 2 十 万 43? 一 4D2， 


3 3 人 
即 六 xz +( 2 号 2) 一 (10v 可 )?， 
3x2 一 61z 十 42 一 300 一 0， 


3 一 800 二 王 
因而 “一 一 一 5 一 (xz<D)， 
3 V300 二 三 


D4=21 一 z 一 3 


634 


因此 4 万 =10/ 3 cm， 
37 一 人 / 一 352 
pa-a 3 


P4- 3 十 和 

2863， 在 A4HC 中 , 已 知 4B=13， 
BO=15,4C=14, 求 
外 心 O 和 内 心 工 的 距 

解 设 三 角形 的 外 
接 圆 ， 内 切 圆 的 半径 
分 别 为 刀 、7, 由 问题 SN 
1365 知 ，072 一 到 
2Br。 又 由 问题 974 知 , 了 = -全 ,7 一 4。 所 
以 

_165\_ or65\、 本 
OF-( 写 ) 2( 全 )x4 1.015625. 
.0O7T 二 1.007。 

2864.， 已 知 4、 刀 两 加 。 从 圆 4 上 的 动 
点 书 作 图 互 的 切线 , 其 中 最 长 的 和 最 短 的 各 
为 多 少 ? 其 中 圆 4、 圆 刀 的 半径 分 别 为 gcm， 
和 CD; 圆心 距 为 11cm。 


Q 
P 
< 一 一 
SC 
王 
解 ” 设 任意 切线 为 P9, 连结 一 B, 9B， 则 
P9= 五 B 二 9 床 . 
因为 9P 是 较 号 的 半径 .是 定 值 , 所 以 当 古 妃 
为 最 长 或 最 短 时 ， 可 确定 P@ 的 最 长 或 者 最 
短 。 
又 从 点 吾 到 圆 4 上 所 有 的 线段 中 , 若 连 心 
线 4B3 和 中 4 的 交点 为 也 , 则 BD 最 短 。 如 
果 延 长 B4 和 贺 4 的 交点 为 C 时 , 则 BO 最 
长 .所 以 从 C 及 卫 作 贺 互 的 切线 CD, 则 


C 姻 最 长 ,D 玉 最 短 .其 B 姻 = BF 一 4om，BO 


一 二 3 一 14cm， 万 万 一 霸 一 3 一 8 cm， 
0 轴 一 WO 床 一 下 太一 /了 一 本 
一 6v/ 5 cm， 
也 万 一 /万 束 二 天 一 本 二 到 
一 4/ 3 em. 


第 五 编 计算 问题 


因此 最 长 65 cm, 最 短 4 3 cm。 

2865.， 在 平 页 上 , 已 知 圆 4 的 半径 为 1， 
尖刀 的 半径 为 3 二 5， 加 心 距 为 2 十 2 了 
用 线 把 两 钢 的 外 全 
绕 紧 : 

(1) 求 线 的 长 。 ， 

(2) 求 线 围 绕 部 
分 的 面积 。 

(3) 如 图 中 岂 
线 ， 用 线 交 叉 绕 两 
圆 时, 其 长 是 多 少 ? 

解 〈D 设 线 在 
圆 4、 互 的 切 点 分 
别 为 CO 刀 也. 
如 果 从 点 4 作 平 
行 于 CD 的 直线 和 
3D 的 交点 为 一, 则 Di 

BP=-(2 二 3) 一 LI=14+w 3。 
所 以 4B=2BP。 又 /4P 刀 =90。， 从 而 
.4BD=60。， 
4P=3BP=3+TV35。 
。0T' 一 0D=3 十 V3， 
040' 一 2 DBP4=120。， 
优 角 卫 BD' 一 340。， 


故 所 求 3 长 为 


1-27xIx 本 二 (3 十/ 3)X2 


定 2xx (2 二 3) x 妃 


十 32(3 古 3)。 


(2) 设 所 求 面 积 为 8， 则 
8=mxLzx 可 十 于 FL 上 (2 十 VS)] 


X (3 十 VS3) X2J4 (2 二 VS) x 孔 
2 )m 上 +6(2 二 AVI)， 
(3) 设 线 离 开 圆 4、 如 的 点 分 别 为 召 、 丙 
允 、 五。 和 (1) 一 样 ， A5B4=30*。 所 以 

了 4 妞 ' 一 一 下 B 太 一 60。.， 
又 因 届 ' 太 /一 瑟 太 一 1 十 3， 
改 所 求 ? 的 长 为 2 


，。 三 角形 的 角 平 分 线 ,中 线 \ 高 


ee 了 


十 28 (2 可 )x 二 


有 作用 各 全 1 必 生 人 
妈 . 三 角形 的 角 平 分 线 、 中 线 、 
高 
2866， 在 人 4HO 中 ，4B-7,， 40=5 


BC=6， 设 人 4 的 平分 线 为 4D, ~.4 的 外 
角 平 分 线 为 4 刀 ， 求 DO、C 瑟 的 长 。 


解 设 PO=2z, 则 BD=6--2 由 
4B:4O=DBDIDO， 
72:5 一 (6 一 2) :2 
7z 一 5(6 一 0)， 


知 
即 


so 人 一 一 


3 
又 设 C 瑟 一 则 五 刀 一 2 十 6。 
73:5= (9 十 6) :7，74 一 5(/ 二 6) 。 
ee 2 一 5。 
TO- 号 ， CO 也 =-15。 


2867， 在 人 4B0 由 设 BC=c, 04=- 
2 4B=c 求人 4 的 
平分 线 4 的 长 及 
4 的 外 角 平 分 线 
4 刀 的 长 。 

解 设 3D=2 力 则 

DO 一 4 一 2。 
020 一 03(G 一 全 ， 了 


由 4B:4C 一 


即 


所 以 


设 延长 4D 和 A4ZBC 的 外 接 贺 的 交点 为 
九 , 则 A4BPBA4DC. 
.4D.47=4B.40， 
4D.(4D+DZ)=4B.40。 


4 太 =4B.40 一 4D.DP 
一 LO.4B-- 忆 D.DO 
_a_ ._oaD 
pp 二 Tc Tc 
。 DBc[(D 二 co)2 一 05] 
(2 十 C)2 
。_Dc(C 十 D 十 c) (2 十 c 一 一 a) ， 
(8 十 c)” 
故 4D= > 人 他 二 0 对 
其 次 ,假定 D<c。 设 BZB 一 0 则 om- -wa 
CD 一 0 (2 一 0)， 


2 一 


一 2C 一 


ac 
C 一 0“” 


9 
RN 2-5 


如 果 延 长 了 4 和 和 G 
A4B0O 的 外 接 圆 
交 于 点 G, 则 A 
ADBGBcA40C 了 3 
oo 了 万 :4 万 
一 GZB:CZB，3 5 也 
五 古 .0C 妇 一 4 刀 .G 司 一 4 媚 . (4 刀 二 4G)， 
4 有 一 刀 刀 .0C 甩 一 4 万 .4G，。 
因为 A4BGcA4EO, 所 以 
4 了 .4G=4B.4O40.4PF。 
从 而 
4 态 一 盏 刀 .C 万 一 号 4 
2 一 pc 
C 一 D  C 一 5 
pe[a? 一 (C 一 D)23] 
5 


一 


。_ pc(c-Ha 一 D)(c 二 D 一 c) 
《C 一 切 ? ， 
故 “4= Sa 
同样 , 当 2>c 时 , 可 得 


CE 


2868， 已 知 直 页 
角 三 角形 4BC 的 两 
直角 边 长 分 别 为 w、 
2 从 直角 顶点 4 作 
斜 边 BO 的 垂 线 4 互 8B 上 厂 汪 C 


636 第 五 编 
及 直角 的 平分 线 4D， 求 4 互 ，4 的 长 。 
解 BO= / 屯 十 殉 ， 
4B.40C 一 BO.4 万 。 
5 00 
VE 


另外 ， 把 上 题 公 式 中 的 &、c、a 分 别 换 成 &、 
bb、w o2 十 好 ， 得 
^/3aD 
4D= 二， 
2869， 在 人 4BC 中 ，4B=8cm 4C 一 
6 cm，.BO 一 6cm， 
求 中 线 4D 的 长 。 
解 在 公式 
4B2 二 .402 
一 2(4D2 十 BD2) 
( 帕 普 斯 定理 ) 中 ， 放 
已 知 4B 一 8，40 
一 6，DO=6， 万 D 
一 3, 设 4D 一 2 则 ” P 
8? 十 62 一 2(z2 十 32)， 
即 刀 一 包 。 
…， 0 一 人 ~6.403 cm， 
2870， 已 知 三 角形 的 三 边 分 别 为 13 cm， 
14cm, 15cm， 求 此 三 角形 各 边 上 的 高 。 
解 已 知 三 边 c 一 13，2% 一 14，c 一 15. 设 面 
积 为 8, 根据 海伦 公式 得 
&8=/ 红 X8X7x6 一 84. 
设 各 边 上 的 高 分 别 为 ]o， 玉 5， je 则 


C 


1 
志 joa 必 。 
，。，，_28 _2x84 _ 168. 
理 大 ji 一 二 一 一 人 到 13 (cm) 。 
、 28 23x84 
同样 ， je 一 全 一 一 12 (om)， 
_28_23x84_ 56 
jc 一 了 一 一 有 一 (om). 
2871. 在 A4BC 中 , 已 知 ZL4、/B、 
0 分 别 为 店 ?、 A 
60。 45。 4- -人 \E 
LO 求 从 各 顶点 
作对 边 的 垂 线 
.4D、B、CZ 的 
长 二， 


解 “在 直角 三 角形 4BD 中 ，LB=60。。 


eanoenerws ne 一 


计算 向 丁 


所 以 2 ay BD-~ 总 a。 
又 因 人 4CD 是 等 咀 直 角 三 角形 ， 
</ 3 
CD 一 -47 一 一 C。 


.，BO-BD4CD- 立 > 元 
又 因 人 A 瑟 BC 也 是 等 腰 直角 三 角形 ， 
荆 </ 3 -HI 
0 
其 次 ， 4B.CZB=2Sw4po 一 4D. BO， 
4D.BO 3+TwV3 
了 


2872， 在 直角 三 角形 4BC 中 , 两 直角 
边 的 长 分 别 为 6em 及 8cm。 求 从 点 如 向 余 


边 BC 所 作 垂 线 .4 及 BD、DPC 的 长 。 
、 - 
6 cm 8 cm 
B C 
解 ， 
BO=v 48 十 40O2 一 62 十 83 
”=10 (cm)， 
.4B.L4O __ 6X8 
人 
了 4472 下 36 王 
站 万 万 - 序 0 3.6 (cm)， 
.402 64 
CD=-7 了 一 6.4 (cmy) 。 


2873.， 在 半径 为 15cm 的 圆 中 ,内 接 
A4B0O 的 两 边 4B、4C 的 长 分 别 为 20cm、 
16cm, 求 从 4 向 BC 所 作 垂 线 4 克 的 长 。 

解 ” 设 直径 为 4 则 人 4BZEoA 人 45C， 

4 万 .4 万 一 4.40， 


因而 30.4 妃 一 20X16， 
20x16 32 
0 


2874.， 已 知 直 角 三 角形 4BC 中 的 两 直 
角 边 4CO、BC 的 长 分 别 为 6cm 及 8gcm。 当 
点 也、 了 三 等 分 斜 边 时 , 求 CD、C 刀 的 长 。 

解 4B 一 8 十 电 一 10， 设 CD=2 0 也 
一 %， 则 


3 一 


4D- DZ-BB=- 辽 . 


根据 帕 普 斯 定理 ， 
4C2? 二 OZ2 一 2(0D2 二 4D2)， 
CD2? 上 COB2? 一 2(OF2 十 万 媚 2) 。 
6 十 多 一 202 十 号 一， 
所 以 
即 人 @ 
9o2 一 182 一 一 376， @@ 
解 之 得 ”= 与 ，%p= 号 . 
所 以 其 正 根 为 
4 /一 
即 CD= 生 v 13 (cm)， 


0 本 V 三 (em) , 


挟 。 三 角形 的 边 长 
2875. 已 知 直角 三 角形 的 三 边 之 长 为 
连续 的 正 整数 , 求 三 边 之 长 (单位 为 z) ， 
解 设 三 边 之 长 为 (zc-J，z， (e+I). 根 
据 勾 股 定理 得 
(z 十 D)2 一 (z 一 1)2 十 zp， 


化 简 得 吧 一 4z 一 0， 
即 2(XZ 一 筷 一 0. 
z= 0 不 合 题 意 。 所 以 z 一 4。 故 三 边 为 3m， 
4m，5m。 
2876,， 已 知 直角 三 角形 的 三 边 成 等 差 


数列 ， 且 其 面积 为 24cm2?， 求 直角 三 角形 的 
各 边 。 
解 ” 设 直角 三 角形 的 边 分 别 为 w， 2 2 (2 
<J4< 坟 ， 则 
学 -2 2 一 十 z， 人 达 十 刀 一 22。 
解 之 得 g 一 6cm， 2 一 8 cm，z 一 LI0 cm。 


5。 三 角形 的 边 长 


一 一 -一 一 -一 一 一 一 
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2877. 已 知 直 角 三 角形 4BCO (4 为 
直角 ) 的 局 长 为 
2s, 内 切 圆 半径 
为 ?4， 设 4B 一 


VY 汪 2 十 2 一 2S， 
好 2 十 久 一 22。 
又 因 4DPO 丸 是正 方形 ，4 万 一 4 刀 一 。 
…。 2 十 /一 4 一 27。 
由 中、@、 图 可 求 出 局 纺 2 得 
了 有 二 


日 


0 3 十 7 十 尽 EL， 
BO=s 一 >。 
2878.， 已 知 直角 三 角形 4BC 的 内 接 圆 
半径 为 5cm, 由 4 向 斜 A C 


边 所 作 垂 线 4 互 =13cm， 
求 直 角 三 角形 的 三 边 之 
长 . 


解 设 4DB=2 BC=>， 
4C 一 2 则 

好 十 所 一 2 @ 

设 内 接 圆 半径 为 ?面积 为 S， 则 


8= 卫 (4B+BO+C4) -7= 豆 50.4B。 


5(Z 十 9g 十 2) 一 12z. 四 
又 因 8= 寺 4B. 40 一 豆 BO.4 瓦 。 
0/ 一 22。 他 
假定 z>2y， 解 之 ,得 
2 一 20， 3% 一 芒 ， 2 一 25 
( 当 z<y 时 ， 解 之 得 z 一 基 ，2y 一 20，z 一 25) 。 


所 以 三 边 分 别 是 15 cm，20 cm，235 cm。 
2879， 已 知 直角 三 

角形 的 面积 为 35 cm2， AN 

内 切 间 半径 为 gcm, 求 人 

两 直角 边 的 长 .精确 到 

小 数 第 二 位 ) 


一 一 一 一 一 一 一 -一 一 .--. 
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解 ” 设 直角 三 角形 的 一 直角 边 为 z 则 另 
一 直 蕴 边 为 -一 。 由 于 这 两 边 之 和 等 于 斜 边 
和 所 以 

z 十 本 一 2 吧 币 有 


O 

设 zz- 号 一 幼 则 

久 = 2 二 2 十 100。 
由 @ y 一 4 太一 100 
和 4 一 4 一 另 一 100 。 

。 伊 一 8y 二 16 一 儿 一 100， 
4 一 4.5。 

即 两 边 之 和 为 14.5,， 积 是 50. 所 以 这 两 边 是 
下 列 方程 的 根 : 


妇 一 14.5! 十 50 一 0， 


-1 了 .5 十 V 到. 更 一 300 


2 
IT4.5 芋 3.201… 
2 
img8.850…， 5.649…。 


即 两 直角 边 长 为 8.85cm,， 5.65cm。 
2880. 已 知 等 腰 三 角形 4BOC 的 顶 角 
为 36"， 底 边 BC 为 10cm, 求 腰 长 。 
解 因 人 4=36"， 所 有 
以 BC 是 以 4 为 圆心 , 4B 
为 半径 的 圆 内 接 正 十 边 形 
4DB=a， 则 
Bo-_CS-D 
， 由 题 设 BC 一 10, 由 上 式 知 Ta 
Se 了 Da。 


“， a= -5(V5+4D。 


- 
即 腰 为 5(w/ 5 -二 1) cm。 

2881, 直角 三 角形 的 一 锐角 为 基 "， 其 
对 边 的 长 为 50 cm,， 求 斜 边 的 长 。 


计算 问题 


解 ”因为 一 巨 = 基 ", 所 以 CC=75"。 作 
直线 CD 使 CBCD= 二 "， 和 4 的 交点 为 
站 则 DO4=60"， 

OPD4 一 30?， 
BD=CD=240=100， 
因此 4D=50v 3. 设 BO=2 则 
22 一 4PBP2 二 .402 一 (100- 二 50w/ 3)2 二 502， 


.。w=50wV8T4w 3 (em) 。 
近似 值 为 193(cm)。 

2882.， 在 半径 为 邵 的 辆 O 中 , 作 内 接 三 
角形 4BO, 如 果 4B 一 
z， 4C=z 求 BO 的 
长 。 

解 设 直径 为 4D， 
高 为 4 互 ， 由 问题 1318 
知 

4B.4O= 4D.4 兢 . 


BO= 也 土 互 C 
一 V4 束 -4 古寺 /FT 
=- 二 (Cw/4 谍 一 歼 廿 DV4 态 一 呈 ) 
注 当 妃 在 BO 的 延长 线 上 或 者 在 COB 的 ， 
延长 线 上 时 , 取 ~. 符号 。 
2883， 已 知 三 角形 的 周 长 为 60cm, 三 
个 内 角 的 比 为 1:3:3, 问 三 边 之 长 各 为 多 少 


cmy? 
解 ” 因 三 内 角 的 比 为 1:2:3, 所 以 一 角 为 
180。 


工 十 3 二 3 20 
另外 两 角 分 别 为 
，30"X32 一 60?*， 30"。X3 一 90"。 


因此 所 求 的 三 角形 是 有 一 个 角 为 60" 的 直角 
三 角形 ,其 三 边 的 比 为 了 :3 ;3。 故 所 求 三 
边 之 长 分 别 为 
60 60(3 一 人 3) 
1TV3T+2 (TV5)(3 一 了) 
=-10(3- 3) (om)， 
10(3-w3)xw35=30(V -TD (cm)， 
10(3-- 3)x32 一 20(3 一 \/ 计 ) (cm)， 
2884. 已 知 A4BO 的 面积 为 10wV3 
m?2, 周 长 为 20m， 且 <4 一 60"， 求 三 边 之 


5-。 三 角形 的 边 长 
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解 从 C 向 4B 作 垂 线 CD，Z4= % 一 


60") ,所 
以 
4C:OD 
一 2:v/3。 
设 C4 一 ZIOB 一 
4 则 
CD=- > 0。 人 2 
设 A4Bc 的 面积 为 8, 则 2S 一 4B.0D， 


、/ 
。。 20wV 3 了 3=4Bx > Z。 


由 此 得 ， 4B= 全 ， 
所 以 
z+% 十 写 一 20。 OO 

又 3D 一 4DB 一 4D， 
因为 /4=60。， 
所 以 4D= 王 x。 

40 工 
从 而 2BD= -元 一 可 2。 


因此 ,由 BC 一 0 上 DB2? 得 
3 
-er( 作 -中 


=-( 公 ) 十 oz 一 40。 Q@ 
由 四 , 得 g 一 20 一 全 一 


代入 四, 得 驹 -13z2 二 40=0. 
解 之 得 z 一 5， 或 者 “2 一 8。 
当 2Z=5 时 ， 由 四 得 % 一 7, 4B=8; 当 Z 一 8 
时 ,由 团 得 %=7, 4B=5。 故 所 求 三 边 之 长 
为 5m，7m，8m。 

2885. 已 知 A4P0O 中 ，PC=12cm， 中 
线 4 一 5cm, 两 边 4B、40C 之 差 是 1cm。 
求 两 边 之 长 。 其 中 4B< .4C。 


LN 


解 设 4B5=2z, 4C=%y。 由 四 普 斯 定理 ， 
得 
好 十 久 一 2X52 十 2Xx62。 


又 - 4 一 0 一 |， 
解 此 两 式 得 


人 工 _avgaa 


2 一 (cm)，29 (cm) 。 
2 巨 知 A 人 4B0O 中 ， 人 人 6cm, 中 
线 4M 为 4cm，~4 的 平分 线 把 BC 分 成 2 
cm、4em 两 部 分 , 求 4B、40 之 长。 
A 


B/ 一 C 
“ 解 设 4D 为 4 的 平分 线 , 则 
4B_BD_83_1 
了 ”万 7 
再 设 43 一 2 则 40=2z, 4 是 中 线 , 由 帕 
普 斯 定理 ,得 
4B2 十 402 一 23204102 十 Bo) 。 


.。 2- 中 22 十 ( 瑟 ) | 


解 之 得 z 一 IO =~3.16. 
所 以 40O=2wv/ 0 ~6.32. 


即 4B=w10 cm，40=2/TI0O cm 

2887， 已 知 A4BO 中 的 两 中 线 了 B、 
CE 相交 成 直角 ， 另 一 中 A 
线 .4D 也 之 长 为 48.5m,， 以 
两 边 4B、4C 所 成 矩形 的 
面积 为 32088m2。 求 此 三 下 已 
角形 三 边 的 长 。( 算 到 两 
位 小 数 ) 

解 设 A 人 4BCO 的 重心 
为 G, 则 

GD- 亏 47。 


所 以 
又 因 


GD 一 43.5X 王 一 14.5。 


~BGC= 一 B， 
.…。 BD=GD 一 14.5。: 
于 是 BC<29. 
设 4B3 一 m 40=% 由 题 意 知 
20g 一 2088， @ 
好 2 十 妨 一 2(472 十 BD2) 一 4205。 图 
由 四 +T@x2 得 


(zx 十 四 2 一 8381。 …。z 寺 4 一 555L 
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因此 尽 y 是 下 面 方程 的 根 : 

刀 一 \/ 858I 十 2088 一 0. 
由 此 得 


= 可 [v 35I 十 83s1 一 8352 ] 
了 /二 
一 豆 [V 38T 土 V 吕 ] 


= 去 [91 .547.-. 士 5.385…'] 


一 48.46.… 或 者 43.08…. 
所 以 , 三 边 之 长 分 别 为 48.08m, 曲 .46m， 
29m， 

2888. 已 知人 4BC 中 , 4 已 为 4cm，4LOC 
为 5em, 从 4 向 BC 所 作 垂 线 把 BC 分 成 B 忆 、 


CD 两 部 分 的 积 等 于 二 5- cm2， 求 BO 之 长 ， 
人 


卫 2 
解 设 3D=2 CD 一 则 
za 一 8， 外 


车 人 妃 是 锐角 时 , 则 
BO=-CD+BD 一 至 二 和 一 (em) 


若 妃 在 殖 ' 的 位 置 ， 一 吾 是 钝 角 , 则 


名. 三 角形 的 面积 


2889,， 求 边 长 为 16cm 的 正三 角形 的 高 
及 其 面积 。 

解 设 A4BC 为 正 
三 角形 , 车 区 为 BC 的 
中 点 , 则 

4M BC， 
4DB:DP3Ia4 
一 2:31:V3.， 


计算 问题 


因此 


A/ 革 去 


而 各 ~ 六 2 X162 一 64/ 3 
风 110.34 (cm) . 
2890. 在 人 4BO 中 , BC=30m, C4= 
28 m,4B=26m, 求人 A4BC 的 面积 。 
解 ” 设 此 三 角形 的 局 长 为 22， 则 
9 一 也 (30 十 28 十 26) 一 42， 


设 三 角形 的 面积 为 S8, 根据 海伦 公式 
SS 一 42 022 二 有) 一 匹 (2 二 565) 
一 423. 二 .到 .1 
一 /7X36XSX7XSX8 
一 /人 7 本 一 6.7.8 一 336 (mo) . 
2891， 在 半径 为 5cm 的 圆 中 内 接 一 正 
三 角形 ， 求 此 三 角形 的 人 


. 周 长 及 面积 。 其 中 小 数 


第 三 位 的 数 四 含 五 入 。 
解 设 A4BO 为 加 
O 的 内 接 正 三 角形 ， 如 
果 作 直径 4D, 则 ss 大 52 
BD=DO=5cm， 7 
.4PD 一 一 严 。 
。 4B? 一 4D2 一 BID2P-10? 一 5 一 75， 
4B=5w/3。 
故 
4 互 +EO 上 TO4=3x5w 3 一 25.98 (cm)， 
人 人 450 击 役 二 必 训 六 X75 
一 32.48 〈cm2) 。 
2892， 已 知 在 等 腰 直 角 三 角形 4BCO( 设 
夹 直角 4 的 两 边 都 入 
是 aq) 的 内 接 正 三 角 疏 座 
形 DB 中 , D、 及 、 克 
分 别 在 BO、4C\、4B 六 D C 
上 ,并 且 瑟 1] BC, 求人 DB 的 面积 。 
解 设 4D、E8 的 交点 为 G，A 人 DBZ 的 


面积 为 8，BB 为 m 则 DG 玖 。 wm 又 因 


荆 


SN 1 一 


[ 


6. 三 角形 的 面包 
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4D=LG+DG。 
/3 


-3 “一 


末 (V 哥 二 切 mw 
从 而 、 人 
久 此 ,所 求 的 面积 8 为 
W3rwv23(wV3-I) 
5 [> 


二 (2 一 3)a2。 


2893. 和 Cem 人 
其 内 接 正三 角形 有 一 全 一 
个 顶点 与 正方 形 的 顶 
点 重合 ， 求 比 正 三 角 
形 的 边 长 及 其 面积 。 
解 、 设 正方 形 为 
4dBOD, 正三 角形 为 
4 吾 矿 ， 瑟 C 一 0 刀 太 瑟 


一 2 则 CBZ 一 -二 . 所 以 


3BB= (ca 一 -各 ). 


wA/ 2 
在 人 A4PB 刀 中 ， 
472 一 4B2 十 万 万 2?， 
3 
e。 xz-o+(c-- 访 ) . 
解 之 ,得 2 一 (-V3 寺 vv6)c. 
取 正 值 ， 一 (V6 -V3)a。 


又 两 边 长 为 4 的 正三 角形 的 面积 为 .去 2 
所 以 ， 


人 4BF 的 面积 ~ (VB 一 V3)zo 


一 (3w/ 3 一 3)a2 (cm2) . 

2894. 在 三 条 平行 线 民 、 立 、 艰 中 , 设 卫 
在 开 和 2 之 间 , 且 了 和 蕊 的 距离 为 1D, 工 
和 了 的 距离 为 32m. 
若 正三 角形 480 的 
顶点 4 五 C 分 别 在 
X、Y、2G 上 ， 求 此 亚 
三 角形 的 面积 。 

解 从 4 了 分 别 ”8 A 
向 乡 作 垂 线 44'、BB' 44' 和 了 的 交点 为 
D, 车 在 人 A4DB、ADB'IO、A44'C 中 , 设 


< 
忌 一 马 


二 由 


4 感 一 BO=0O4 一 0 
BT 一 4 肪 一 4D2 一 雄一 也 
BO2 一 BO2 一 了 B2 一 史 一 凡 ， 
402 一 042 一 4.42 一 忆 一 32。 
而 且 BC+4C= 了 3D， 所 以 把 @、@、@ 代 
入 得 
V 克 - 吏 卫 V 厌 二 更 一 /一 王 ， 
两 边 平 方 , 得 
太一 4 十 好 一 9 十 2/ 丈 二 和。 到 一 9 
号 好 一 3 
ww 2/ 开 一 和/ 形 一 9 一 地 一 22。 
4( 好 一 4) (2 一 9) 一 (12 一 冤 )2， 
好 (3o2 一 28) 一 0， 
28 


ee ， 好 一 一 一 


3。 
vV3 V3 38 73 . 
人 
4.04 (m2) 。 

2895. 已 知 正三 角形 4BC 中 ; 有 一 
径 为 gem 的 区 
O, 此 外 在 吏 @ 与 
每 个 角 之 间 可 以 
画 和 该 贺 及 两 边 
都 相 切 且 半径 为 
Lem 的 三 个 等 
圆 。 求 正三 角形 
4BC 的 面积 S、” 站 

假 ” 如 图 , 设 和 圆 0 与 4B3、ZBC 相 切 的 四 


因 昌 日 


@@ 


即 


的 圆心 为 0，BC 和 圆 0' 的 切 点 为 瑟 , 则 


_]O'B 责 一 30。。 人 盏 一 BR 

所 以 BO 二 20 了 一 2. 

又 加 00'-s 

于 是 BO~ BO' 上 OO' 一 323 一 5: 
和 

从 而 0 E 


8 一 (5 3) 一 本 语 (ema) 。 
2896. 已 知 半径 为 5em 的 三 个 等 贺 互 
相 外 切 。. 作 它们 的 外 切 正三 角形 4BC, 求 这 
个 三 角形 的 面积 。 
解 设 盏 下、 9 分别 为 三 个 等 加 的 加 心 ,. 


第 五 纺 


所 以 


吕 
两 圆 肥 、 闷 和 4B 的 切 点 分 别 为 瑟 、B'， 由 
又 四 4B'= BB'-5vV3， 
所 以 4B=-10+T5/ 3 x2=10(L4V3)， 
ABC 的 面积 = 六 [to0G4A 3) 
一 50(3- 上 2、/ 3 ) 
2897,， 已 知 在 半径 为 丈 的 贺 O 中 , 内 接 
三 角形 的 三 边 之 长 的 
CC 
解 ” 设 半径 为 歹 的 
人 4BC, 且 
4B.BO.C4 一 8 一 
顶点 4 作 圆 0 的 直径 4 已 ， 则 
A 人 4BEcA4DO， 
钢 而 4D,4 妃 一 4B.4C， 
”4.4D.BO=4B.40O.50。 
4 万 一 2F， 4P.40O.BO=7 
当 at 6 
.2.29 一 S=-7， 
成， 五 刀 一 友 ，0 太 人 
解 设 
BO=-a 04=D 


区 一 瑟 存 一 10. 
故 
二 333.3 (cm2) 。 

雪 积 -- 定 ， 求 此 三 角 
圆 O) 的 内 并 三 角形 为 ML LA 

设 从 4 作 BC 的 生 线 ， 其 垂 足 为 了。 再 从 

4DF:4D 一 .4 万 :4C。 

设 人 4HC 的 面积 为 8 则 4D. BO 一 28. 又 

2898. 已 知 人 4BC 的 三 条 垂 线 4 了 = 
的 面积 8。 忆 

DB 一 cC) 吾 


工 于 
网 一 珀 史 一 了 处 己 C。 


计算 问题 


， 2- 至 e+b+g) 一 天 十 子 ). 


将 以 上 各 式 代入 
& 一 w2D. (2 一 a) (2 一 六 (2 一 C) 
中 , 则 


三 
有 下 环 于 


ae 。 去 + 去 一 二 


2899， 在 人 4BC 网 已 知 由 4 玉 CC 所 
作 的 三 条 中 线 之 “ A 
长 分 别 为 入 四、 
8， 求 其 面积 。 

解 设 以 和 
mA% 为 三 边 作 成 
的 三 角形 的 面积 B 
为 S, 则 


S=- 子 8S (问题 758) 。 
再 根据 海伦 公式 , 可 知 
8 于 ViTTTI /人 十 双 二 7 
.2 十 一色。 十 名 一 爷 。 
2900， 用 人 4B0 的 三 条 中 线 为 边 作成 “ 
第 二 个 三 角形 ， 再 以 第 二 个 三 角形 的 三 条 中 
线 为 边 作成 第 三 个 三 角形 。 如 此 无 限 继续 进 
行 下 去 ,求人 A4BC 和 这 些 三 角形 的 面积 之 和 
9。 
解 因 人 4HBC 的 三 条 中 线 47 至 如 ，C 
为 边 作成 的 人 五 C8 面积 等 于 原 人 4BC 而 
积 的 于 (问题 758)。 依 此 类 推 ， 


3 
wo。 一 SAasc 十 了 SA4pc 十 (二 ) Sa4ao 


-as 人 
0 二 5 一 4Sa4ao。 


么 


29o1， 已 知 半径 分 别 为 3cm、4cm、 4 


6. 三 角形 的 面积 


cm 的 三 个 圆 4、 妈 、C 互相 外 切 ， 求 以 切 点 
\、 也 、 卫 为 顶点 
的 ADZBZ 的 面 
积 。 

解 若 4 用 
.五 的 交点 为 瓦 ， 
由 
4D: 万 万 

= 一 LPBP:DH,O 

4D 一 IT 就 一 BT = / 开 一 殉 一 /33， 
4B 一 7， BT 一 人。 
w/ 33 :也 万 一 7:4。 


由 鳃 知 
于 是 


也 五 一 
因为 FBA BEBO, 所 以 
也 7:BO=478:4P。 

即 瑟 丰 :8 一 3:7， 


4 33 
了 和 


.。 BF= 季 . 国 


由 @.、@ 可 得 
人 DT 画 积 = 子 允 .D 丽 
1 324 _ 435 
王 人 7 
-一 和 /机 = 2 
2 V 弱 5.63 (em2) 。 


2902， 已 知 三 圆 O、O、O"” (半径 分 别 为 
/3-13 一 3， 
w 3 十 力 市 每 两 加 
互相 外 切 ， 求 出 这 
三 个 圆周 间 所 夹 
的 绝 力 成 的 图 形 
4Bo0 的 面积 S。 

解 ”因为 00' 一 2， 0 OO 一 4. 
所 以 

002 二 00'2 一 4 二 13 一 16 一 O'O2。 
于 是 COO0" 一 BR。 又 由 0OD" 一 200' 知 
/0"=30*， 0'=60"。 


.…， 扇形 O40 面积 = 工 o043 


-到 (2-- V 玉 .mm 
， 扁 形 O'4 刀 面积 一 亏 xzO'B2 一 (2 一 WV3).o， 


643 
肩 形 0“BC 而 积 = 语 n0'02 
= 言 x(C2+V3 3) .ao 
23V3 一 | 序 (3-V 司 
+G-v 术 +3G+VB 
一 2 一 与 x (5 一 2V5)mw。 
2903， 已 知 三 角形 的 底 边 之 长 为 人 


另 两 边 之 和 为 50 A 
cm。 当 底 边 上 的 


“ 中线 最 小 时 , 这 个 


三 角形 的 面积 为 z 
多 少 cm2? 
解 在 人 A4BC 
中 ， 底 边 EC=20 B 
cmy 设 


56 一 了 


44D=2， 
则 40= (50--J)。 
再 设 中 线 4 为 % 则 由 
4 了 +T402=2(4DoT BTo)， 
得 巡 十 (50 一 23 一 2(oP- 上 1090) 。: 
“。 久 一 好 一 50z 十 1150 
一 (Z 一 25)2 十 535。 | 
因此 当 z= 35， 即 4B=.4C=25 时 ， 
9 一 4D=5w/ 31 
为 最 小 。 
设 所 求 的 三 角形 的 面积 为 避 则 
8 一 寺 BO-4D 王 x 20x 5v 豆 


一 223.13 (cm?) . 

2904.， 已 知 0 为 直角 的 A4BO 的 两 边 
4 及 、40 之 长 分 别 为 了 cm、6cm, 边 4B 上 
的 外 分 点 为 瑟 , 使 4 娓 :万 盏 =5:3， 边 4O 上 
的 内 分 点 为 卫 , 使 4D:DO=2:1, 求人 4D 卫 
的 面积 。 小 数 第 二 位 四 舍 五 入。 


D | 
A 


解 ” 有 一 角 根 等 的 两 个 三 角形 的 面积 的 比 
等 于 夹 此 角 的 两 边 乘积 的 出 。 所 以 


和 
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Sauspg:Sayxac 一 L 站 .4 万 :4 有.L4O 


2 5 
一 言 40. 访 可 4B:4B,40 


2 5 
一 可 X 可 :一 5:3。 
. 6 
但 是 SA4po 一 可 vv 于 一 兰 一 3V 85， 


所 以 
Sadpgm 王 5w/ 85 一 5X9.219 
46.10cm2. 

2905. 在 矩形 4BCD 中 ， 已 知 内 接 
AL4BF 的 两 顶点 
五 了 分 别 在 边 BO、 
CD 上 .三 个 直角 三 
角形 4 了 及 3BC、 
4DF 的 面积 分 别 
为 和 人 入 、 人 )》 求 三 角 
\ 形 4BF 的 面积 。 

解 ” 设 和 所 形 的 两 边 4D、4B 分 别 为 人 D 
BOC=2 5FO=y。 则 

.5(a 一 切 一 21， 


2 一 GD 一 27。 
GCC 一 份 一 27， 


即 


日 


SA\ 
即 
CC 一 GD 一 29。 
022 一 30。 
又 设 \Sa4gz 一 2， 则 
CD 一 D 二 (十 似 十 2) 。 
将 图 代入 @ 中 ， 
Dz 一 2 十 (和 十 39 一 六 。 
将 @@ 代 入 四 中 ， 
Cg 一 2 十 (十 仅 一 0) 。 
人 @、@ 两 边 分 别 相 乘 得 
.CD 一 妨 十 270 0 
十 (和 2 十 多 一 六 (7 十 入 一 祁 ) 。 


@ ee@e @e 


-将 加 、 @ 代入 上 式 ， 


:所 以 


2 .2 十 2 (7 十 品 十 2) 、 
一 仿 寺 27 力 于 《和 十 隐 一 芒 (7 十 陪 一 入 )， 
名 . 
她 一 2 和 1 CC 十 似 十 %) 一 ( 公 十 各 一念 
“人 十 人 一 铅 
一 防 十 各 2 十 ?2 十 27.M 十 2700 7 一 22.7， 


2 一 于 夺 于 537 一 演 下 5 


计算 问题 


2906.， 已 知 在 半径 为 ” 的 较 O 中 ,内 接 
等 腰 三 角形 4BC 的 
面积 ,等 于 底 边 BC 和 
平行 于 BC 的 直径 为 
两 底 的 梯形 3CD 妈 3 的 
面积 ， 求 此 三 角形 的 
面积 。 其 中 等 腰 三 角 
形 的 高 4 有 大 于 40. 

解 设 刀 为 BC 的 中 点 。 若 0O8 一 0 则 

五 万 一 人 六 一 2 。 

"SA4pom.4 万 .BR 一 (十 0 75 一 全， 

梯形 ECDZ=z.(r 十 W 记 一 妈 ) . 
根据 题 沪 ,得 方程 式 
(十 功 .V 9 一 宛 一 z(r 十 V 仿 一 是) 。 


解 之 得 or 六 2 v。 
所 以 二 
人 Sa4Bc 一 (+ 半 r) .Mo 可 
_ 王 v 王 。 


2 

2907， 过 直线 PG 上 的 一 点 O 作 直 线 

04PB, 与 P@ 成 30" 角 。 在 直线 O4B 上 取 

04 一 4 0B 一 9% 设 过 两 点 4 召 的 圆 与 直线 

Z@ 相 切 于 0, 求 由 和 仅 为 顶点 的 A4ZBCO 
的 面积 。 


. B SS 
解 ” 设 切 点 为 由 C 向 0B 作 垂 线 CD。 
因 0C 是 切线 ,所 以 
0OC2 一 04.0B. 
因而 002 一 4X9，.…，O0m6。 
又 ACCD 是 直角 三 角形 ， 
DOC 一 30。， 
所 以 CD-- 亏 OC=3. 
\“ 设 人 A4BC 的 面积 为 $S， 则 


8= 末 CD,4B， ， 


7. 四 边 形 ( 或 其 他 多 边 形 ) 的 边 长 和 面积 


8 一 豆 x3x (9 一 入 一 7.5。 


四 边 形 《或 其 他 多 边 形 ) 的 
边 巡 长 和 面积 


2908。 已 知 梯形 的 底 边 长 分 别 为 芋 cm、 
25cm， 另 两 边 的 长 分 别 为 13 cm、15cm， 求 
其 面积 。 


汪 
解 设 在 梯形 4BOD 中 ，4DD= 廿 cm， 
BO=-25em, 4B-13em, CD=15cm。 若 从 
4 也 向 .30 所作 垂 线 的 垂 足 分 别 为 玉 卫 。 
设 BZ=2， OF 一 则 
z 寺 4g 一 25 一 11 一 14。 O@ 
根据 名 股 定理 ， 
132 一 op 4 配 ， 5 一 太一 DF2。 
但 是 4 肋 一 DB, 所 以 
132 一 2 一 152 一 六 。 
”。 仇 一 双 一 56。 
由 @、 四 得 
2 一 5 一 4. 四 
由 四、@ 得 xz 一 5， 2 一 9。 
梯形 的 高 DB 为 
/IT 二 交 -13。 
因此 ,所 求 梯形 的 面积 为 
芝 G 十 35) 一 216 (om?) 。 


2909， 求 A4BO (EC=a, C4=2 4B 
一 2) 的 内 接 正 方 
- 形 DBNG 的 边 
长 。 其 中 一 条 边 
BF 在 BC 上。 

解 ” 设 此 三 角 
形 的 面积 为 3， 
根据 和 海 伦 公式 

2 一 坪 (+D 二 o)， 


S 一 2(D 一 0) (2 一 芒 (2 一 ) ， 
如 图 , 设 4K BO，BF 一 ww, 则 - 
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4 万 :4 到 一 DG BC。 
4 玉 一 纪 


44 开 Q” 


CQ.4 开 
《2 9 


8 于 BC.4 民 ， 
”。 2S 一 0 “4 的 ， 
328 
2 @ 
由 全 、 @， 得 


2ag 
以 “一 环卫 ， 

2910. 已 知人 4BO 的 底 边 BO 为 38cm， 
高 4 羽 - 为 22cm。 
求 此 三 角形 的 内 
接 正方 形 DPBEZG 
的 边 长 。 

解 设 了 BB=. 
2;4 民 和 DG 的 
交点 为 互 , 则 

BO: DG 一 .4 开 ; 二 

“。， 28:z 一 23: (33 一 他 
即 23z 一 28(22 一 2) 。 
解 之 ,得 X 一 12.32 (cm) 。 

2911， 求 鞭 形 4BCD (40 = 2a，BD = 
22) 中 的 内 接 正 方形 互 FG 的 边 长 。 


解 ”如 图 , 设 0O7 一 洲 则 


人 471cp 人 4O07D。 
4 40 
7 0， 
C-2 4 
即 7 也， 
< 00 
CG 十 已“ 


因此 所 求 的 边 长 为 -2 


G46 


第 五 编 计算 问题 


2912. 
3cm 有 一 点 忆 , 直径 
4 万 上 的 垂 线 PO 和 
园 交 于 点 9。 且 PQ 
比 直 径 短 6cm， 求 此 A 
贺 的 半径 和 内 接 正方 
形 的 边 长 。 
解 设 
-40 一 OB 一 2 
44 忆 一 Z 士 3， 三 B 一 2 一 3， 
Ze 一 27 一 6。 
根据 圆 宕 定理 P9?=- 4P.PP， 
” 。， (2z 一 和 2 一 (2 十 3) (2 一 3) 。 
解 之 ,得 2 一 3 或 7 一 5。 
已 知 OP=3， 且 0B>OP， 所 以 z=3 不 适 
合 条 件 , 故 


则 


” 2 一 5。 
轴 此 圆 0 的 半径 是 5cm, 其 内 接 正方 形 的 边 
长 为 5/3 ~7.07t (em)- 
2913. 已 知 在 半径 为 > 的 圆 0 中 (如 
. 图 )， 内 接 一 个 矩形 
(两 个 相等 的 正方 
形 )， 求 矩形 短 边 的 
长 。 A 
解 设 4 妃 一 2 
则 OB 一 寺 . 
因为 4 吾 2? 十 OB2 一 402, 所 以 


2 
Z 一 一 一 7。 


2914.， 在 半径 为 ”的 圆 0 中 (如 图 ), 内 
接 三 个 成 品 字形 的 相 A 一 一 上 ~ 
等 的 正方 形 ， 求 正方 
形 的 边 长 。 

解 在 图 中 , 设 

.4 一 2 OO 了 一 四 
则 在 AOFD 中 


2 


因为 GO=GB 一 07 =2xz 一 外 
GB= 吨 ， OB=7。 
在 AOBG 中 ， 


在 圆 0 的 直径 4B 上 距 圆心 0 为 


- 一 一 
一 


Go-oo+(2 一 7. 


四 
解 、@ 两 式 ,得 
z=-_36 7 
5w/17 “ 
2915.， 已 知 直径 为 10cm 的 两 等 加 O、 


0' 外 切 , 在 这 两 个 圆 和 外 公 切 线 44 间作 一 
正方 形 , 使 正方 形 的 两 顶点 在 两 圆 的 圆周 上 ， 
且 另 外 两 顶点 在 公 切 线 44' 上 ，, 求 正方 形 的 
边 长 。 


只 区 


解 “ 设 过 点 4、-.4 的 两 圆 的 直径 分 别 为 
4B、4'B 44' 的 中 点 为 P,PB、PB' 和 两 
圆 的 交点 分 别 为 C, 了. 分 别 从 C, 也 作 44: 
的 三 线 CF、DZ， 于 是 CDB 就 是 所 求 的 
正方 形 。 

工 


设 B4=10， 则 4P= 豆 44=5. 所 以 
PPB=v4 丙 二 一 V 10 十 殉 
一 5/5。 ; 
4P2 一 PO.PPB. 
，。。 下 一 .5/5， 
2 一 \/5。 
又 因 COF:4B=EFO:PPB， 
“CBE:10=/5:5/5， 
从 而 CO7 一 2 (cm) 。 
28316.， 已 知 边 长 为 5 的 正方 形 4BOD. 


在 各 边 4 有 B、BO、CD、D4 上 分 别 取 点 4、 
了 B、 CO 也 ,， 使 


，1I 
44' 一 可 4B， 

1 
BB' 一 二 B0， 

1 
CC'-- 也 0D， 
DD'= 工 D4 
= 于 D4. 


“7 了。 四 边 形 (或 其 他 多 边 形 ) 的 边 长 和 面积 


连结 4B3'，DO，CD'，D4' 作成 第 二 个 正方 
形 。 在 这 个 正方 形 内 用 同样 的 方法 作 第 三 个 
正方 形 , 并 依次 作 第 四 、 第 五 及 无 限 多 个 正方 
形 时, 求 所 有 正方 形 的 面积 的 总 和 。 
, 设 各 正方 形 的 面积 分 别 为 AT 32 3， 
… 则 


po- ET -Moed 人 (了 


、/[ 1 总 
z 一 了 Go。 
在 直角 三 角形 CBC 中 ， 
CMMBEC。 
.。 BM .BO 一 Bo 
w/ 厅 
四 3 
所 以 -7 寺 “. 
但 是 
人 7 民 0 相 
。 2 -2 


即 第 二 个 正方 形 是 第 一 个 正方 形 的 下 售 . 同 


设 这 些 正方 形 的 面积 的 总 和 为 S。 则 
3=o 十 2o 二 (号 六 a2 二 (各 ) e+… 


此 式 右边 是 第 一 项 为 oz 公 比 为 亏 的 无 穷 

等 比 级 数 的 和 。 

。。 8 一 C2 号 。 ， 

时 机 3 
5 


2917. 已 知 鞭 形 4B0CD 的 各 边 为 15cm， 
对 角 线 的 差 为 6 p 
cm， 求 它 的 面积 
人 。 

解 设 04= 必 
OOB 一 洲 则 在 直角 
三 角形 4OB 中 ， 
有 
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好 十 几 一 152， 2 一 4 一 3。 
解 之 ,得 一 12， 4 一 9。 
所 以 
8S=2xy 一 2X142X9 一 246 (cm2) 。 

2918.， 已 知 矩 形 地 面 的 两 对 角 线 的 和 与 
周 长 之 比 为 5:7， 其 面积 为 768m2?， 求 其 长 
与 宽 。 入 D 

解 设 和 矩形 为 


4BCD, 则 


40: (4B 上 BO) 
O 


对 
将 此 式 代入 @ 中 ,得 

\/ 死 于 放 :(z 十 仿 一 5:7。 
因为 克 一 768， 解 此 两 式 , 得 


Z 一 32， 2 一 24; ， 
或 2 一 24， 4 一 32。 
即 和 矩形 的 边 为 32m 和 24 m。 


2919， 已 知 等 角 六 边 形 连续 的 四 条 边 长 
颗 次 为 Ttm, 3m, 3m， 32mm。 求 另外 两 边 之 
长 。 


主 

解 ”等 角 六 边 形 的 各 个 内 角 都 为 120“, 所 
以 在 图 中 , AG4B、 人 五 瑟 D 都 是 正三 角形 ， 
而 ZGCZ 是 平行 四 边 形 。 

设 4B=1， BO=3，CD=3， 刀 刀 =2,， 则 
GO=1+3 一 4，0 互 =3 寺 23 一 5。 所 以 

性 万 一 GO 一 4 G8 一 0 厂 一 5。 
钠 此 瑟 厅 一 2m， .48 一 4m。 

2920， 在 半径 为 7 的 圆 O 中 ;, 内 接 梯形 
4BCD 的 两 平行 边 4ZD、BC 分 别 等 于 此 图 
内 接 正 六 边 形 及 正三 角形 的 一 边 ， 求 这 个 梯 
形 的 面积 。 

解 “ 依 题 意 BO=w 3 4D=y。 设 4D, 
30 的 中 点 分 别 为 至 卫 ) 则 
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二 了 BO.CD 一 002 
08- VIM/ 2- 至 纪 即 - 
_vBr 2g 一 他 一 49、 全 
3 由 @、@@ 知 , 和 、9 为 方程 
2 一 221 二 49 一 0 


O7 一 VDZB 五 万 2 


Re 


的 根 , 解 之 , 得 + 一 1L 土 6V 3 . 
区 人 49 .48， 
4 一 民 一 6 2 二 2.51 


E 和 人 入 2 .51， 
Re 义 | 
， 8 一 即 .4 刀 为 19.5cm,,BD 为 3.5em. 
2922， 已 知 圆 的 直径 为 10m， 全 办 
梯形 二 面积 接 和 矩形 的 面积 为 36 
一 于 (4D 十 BO) .BFB m2?， 求 矩形 各 边 的 
二 长 。 计算 到 米 以 下 三 
一 于 (r 十 以 可 7) > 让 位 数 。 
上 解 设 40=m BC 
人 I2。 一 力 则 
AL 41 2 一 36， 中 
工 2 TY 7 @+@dx9 得 
一 豆 (4 也 十 BO) (0O 殖 一 OF) zc+og)2=172. 
CTTWS) .UV 囊 1 一 工人 2 和， 
机 人 下 全 一 用 3 由 @、@, 知 和 /是 下 面 方程 的 根 : 
2921. 已 知 半 贺 4032 的 半径 为 7 了 cm, 它 妃 一 2 43t 二 36 一 0， 
的 直径 4B 两 端点 的 个 tt 一 本 十/ 本 一 36 
| Re 
和 汪 人 D. 如 果 樟 要 十 V 了 6.5574… 十 2.6457.…。 
形 4BD 了 的 面积 等 RE 
愉 心 8。 全 


那么 4 胞 ZED 应 访 


多 长 。 取 再 周 率 为 人 C 即 BC 为 9. 203mim， 40 为 3， 911m。 


2923， 已 知 平行 四 边 形 4BCD 中 , 对 角 


< 
六 口 


22 
了， 毫米 单位 四 舍 五 入 。 线 3D 的 长 为 1 和 本 D 
解 - 设 4 一 2，BPDP= 思 则 cm 两边 4D、BC 二 

和 2 之 间 的 距离 为 2 人 
樟 形 面积 了 (十 幼 7(z 十 人 。 | 二， AZB4D 为 ) 
加 的 面积 一 人 2x -22 一 154.。 直角 ， 求 边 BC 
的 长 , 精确 到 两 位 小 数 。 
依 题 意 ,得 方程 解 ` 设 BO=w 4B5=2 40=*。 因 为 
7(ZC 十 从 一 臣 4， BEB40O= 一 R， 
。。 2 十 9 一 22。 四 | 所 以 4B,40=4 甩 -BO。 


因为 OOCLBD，BOD=-B， 从 而 


-一 一 -一 一 一 一 一 


Ra 


7. 四 边 形 (或 其 他 多 边 形 ) 的 边 长 和 面积 


2z 一 20.. 人 
又 
” 玉 十 o 一 2 @ 
由 中 线 的 性 质 ， 
4B2 二 BO2 一 2402 十 2BO2 
.( 帕 普 斯 定理 )， 


mop= 引 (和 ) +5]， @ 
.由 全 、 人 @、 @@ 消去 兴 2 可 求 出 化 为 9.34 
cm 或 者 5.34cm。 

2924.， 已 知 平行 四 边 形 4BCD 中 , 相 邻 
两 边 之 长 分 别 为 7Ycm 和 5cm， 其 夹 角 为 
60"， 求 它 的 四 个 角 的 平分 线 所 作成 的 四 边 
形 到 ZMKAN 的 面积 。 


解 品 然 瑟 DMXN 构成 矩形 。 因为 


4BO=60。， 
所 以 FEBO-30。 
又 因 二 开 一 AR， 
、 人 
所 以 EC-- 豆 BO= 避 ， 
同样 ， ANDO=30"， 
。 工 5 
.NOC 一 豆 OD 一 避 ， 
RN 一 与 一 号 =1. 
其 次 ， BF- VE -全 ) ) 2 
又 47 一 己 ， 
VB 一 ( 互 5 5、/ 写 
BT-V 9 一 (于 ) ~ 5 
、/ 
从 而 ”“ 瑟 Z 一 SS 全 -V3; 
故 忌 ZMN 的 面积 =1xw3 一 3cm2. 
2925. 已 知 和 矩形 4BCD 两 条 边 的 长 分 


别 为 cm、 忆 mm， 各 边 
4B、BC_ CD、D4 的 
中 点 分 别 为 百 到 、 CG、 
CZ、 了 F 构成 的 四 边 
形 岂 NPG 的 面积 。 
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解 因 4BCG 为 平行 四 边 形 , 所 以 4G1 
CB。 又 召 是 4 的 中 点 , 所 以 允 人 一 人 3。 
同 理 ，MN 一 9D，、 又 因 97D1/ N 玉 ， 且 五 是 


4 的 中 点 , 所 以 M 囊 一 @D， 
--， MB 一 寺 MN，MN 一 忆 BB 
口 ZBFD 和 口 MNPO 了 如 .TD 上 
有 一 对 边 MN=- 2， 所 以 
襄 MNPG 面积 
一 鼠 口 也 BF 面积 


一 豆 x 互 口 4BCD 面积 = 去 ap (m2) . 
2926. 以 矩形 4BCD(4DB=6cm，BO= 
8cm) 的 各 边 为 一 N 
边 ， 向 它 的 外 侧 作 
四 个 正三 角形 。 求 
顺 次 连结 各 三 角形 
的 顶点 所 成 四 边 形 K 
已 DZMN 的 面积 8. 
解 由 题 意 知 ， 
四 边 形 届 ZMN 为 
菱形 。 
忌 1=6/《 了 8， 
因此 所 求 面 积 8 为 
8- 末 (6V 本 二 8) (8 3 -6) 


一 96 二 50 了 (cm2) 。 

2927. 已 知 圆 的 半径 为 *， 它 的 外 切 等 
腰 梯 形 4BCD 的 面积 , 等 于 以 圆 的 直径 为 一 
边 的 正方 形 面 积 
的 2 倍 。 求 梯形 
各 边 的 长 。 

解 设 4D1 
BC0，4B、BC、B< 
4D 和 圆 的 切 点 . 

分 别 为 妃 、G、 克 。 又 设 4=2z，BOC=20, 高 
FG 一 27,， 所 以 它 的 面积 为 


于 (2z+2 罗 .27 即 3(o 上 切 .r。 
根据 题 意 有 


ZN 一 8 3 二 6。 


2(Z 十 力 7=8y2) 


or 一 -一 
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一 


0 十 2 一 条。 


O 


第 五 编 计算 问题 


| 问题 缉 8 知 ，C 十 C 一 2 十 G， 从 而 2 一 4 十 5 一 


又 从 4 向 B0 作 垂 线 4 感 ， 在 直角 三 角形 | 2 二 G。 所 以 


4 万 了 中。 
4PB 一 4 十 刀 B 一 .47-HBG 一 z 于 切 
也 刀 一 BG 一 万 G 一 GB 一 4 万 一 9/ 一 0 
4 万 一 27。 
把 以 上 各 式 代 入 4 万? 十 了 万 ?= 4B2, 得 
402 二 (8 一 20)2 一 (2 十 力 ?。 
由 人 @、@, 得 
4 一 "7(2TwW3)， 2=7(2 一 3)。 
所 以 4D=3r(3 一 3)， 
BOm327r(3+Tw3)，4B= DO=47。 
2928. 设 四 边 形 的 边 顺 次 为 G、D、c、 
a 对 角 线 为 刀 ，?， 面积 为 S。 证 明 
8 到 /TBTGTDTZ 
-5177 一 丈 二 殉 一 5 二 更。 
设 四 边 形 是 圆 内 接 四 边 形 , 且 
2 一 王 (o-+D 上 eg， 
则 SS=、Ww-adq 一 oO 一 c) (一 0) 。 
人 则 
一 /azca 。 
解 用 


工 
& 一 斑 v 《27i0m 十 02 一 咏 十 C2 一 尼 ) 


./ (027 二 号 十 死 一 65 十 )。 
若 四 边 形 为 圆 内 接 四 边 形 , 根据 托 勤 密 定理 ， 
MX 一 CC 二 DC, 因此 把 上 式 根 号 中 的 式 子 变形 : 
[2(ac 二 30 十 (ao2 十 c) 一 (要 十 的)] 
-[2(cc 二 DO 十 (22 十 吧 ) 一 (a2-c2) ] 
一 [(c 十 oO) 一 (2 一 功 宁 
“[( 二 02 一 (一 0)2] 
一 (CQ 十 C 十 D 一 0) (CC 十 C 一 D 十 0 
*. (0 十 QTa 一 c) (Ta 一 ao) 
一 (20 一 20) (2D 一 20) 
“ (22 一 20) (22 一 20) 
一 16 (一 0) (一 2) 一 
所 以 


8 一 二 V 巴 加 -可 @- 机 攻 - 林 B- 可 
--/G- 可 G=- 可 GOG- 林 ，Q@ 
两 为 这 个 四 边 形 外 切 于 加 又 内 净 于 一 四 ， 由 


@ 


C) (一 0) 。 


1 
=- 志 (以 23 开 十 


2 一 2 一 C， 2 一 0 一 加 
2 一 C 一 0 了 少 一 0 一 2。- 
四国 得 S=v/ abc 。 
已 。 正 多 边 形 


2929，， 已 知 园 0 的 半径 为 人 它 的 内 接 
, 正 %% 边 形 一 边 的 长 为 
a, 试 计 算 在 同一 圆 中 
的 内 接 正 2 边 形 一 边 
ca 的 长 。 又 已 知 此 贺 

的 外 切 正 勾 边 形 一 边 的 
长 为 2b， 求 其 外 切 正 2 ^L 一 
边 形 一 边 妇 的 长 。 

解 设 4 为 内 接 正 多 2 40 为 
内 接 正 2x 边 形 的 一 边 (4B=c, 4G=0)， 
CZ 为 直径 ，4 刀 和 CD 的 交点 为 卫 。 设 圆心 
为 D, 则 4B COZB, 于 是 

472 一 0 万 ， 


,。 ( 妈 ) = -CD) (B+OD) 
一 ZE2 一 OD2。 
OP 一 瑟 -- 攻 一 开 ( 人 tm2 一 o9)， 


于 是 0D- 卫 V34 束 = 丈 。 


.，CD=R-OD= 
因为 /C4 马 = BR, 所 以 


3 刀 一 /4 形 一 02 
40p-0D.CB=- 一 一 人 2 


2 忆 一 人 / 4823 一 G2 
2 鳃 


一 282 一 人 /4R4 一 02F2 。 
dl 二 40 一 VW 3 及 一 WV41 一 2 


一 ^/ 3 到 一 喧 )。 
和 癌 切 于 点 4， 线段 了 O 和 圆周 的 交点 为 Cy 
过 点 G 作 圆 的 切线 和 -4 的 交点 为 到 则 
G 瓦 为 外 切 正 2% 边 形 的 一 边 之 长 的 一 半 。 又 
LAO41- 7AEG 一 一 瑟 
所 以 


8. 正 多 边 形 951 
本 O00 _OF POP 
Fo?-04T4P? 一 琴 十 ( 吾 ) 古琴- 
> 了 PP 上 2 OZB 二 TB 0 
本 从 而 一 5 57 万 一 5 
FO=- 寺 VB， 由 FFG 是 周 长 为 媚外 切 正 20 边 形 的 周 长 ) 
的 正 多 边 形 的 一 边 ，C8 包含 在 己 中 , BFG 包 
0 含 在 忆 中 ,所 以 
一 革 COB 卫 P+p 也 
0 现 ” 记 ， 及 “ 瓦 ， 
一 到 . FE- A 长 节 ， 2pP 
这 时 ， 人 AO4 万 co 人 ZEG7， 因此 之 一 巨 二 广 。 
于 是 人 [ce7 0 因为 A4BRRcA 人 8HN， 所 以 
， 万 五- 2 .f( 工 汪 4 吾 V 
R: 立 (去 VERT 丈 zh， 2 
Dr _ 呈 (VAZT 殉 22) 因为 4 豆 和 4 刀 分 别 在 ?及 y (内 接 正 2 
2 边 形 的 周 长 ) 中 所 占 的 份 数 相同 ， 
=- 28 L4 百 _ 
/4 太 2 十 屯 十 2 有 ”本 2 


2930。 已 知 半径 为 好 的 圆 内 接 正 %” 边 
形 的 一 边 为 , 求 此 圆 的 外 切 正 % 边 形 的 一 
边 w' 之 长 。 

解 ”根据 问题 1561 可 求 出 q' 为 


22 叉 
/4 了 2 一 03“ 

2931.。 已 知 半径 为 环 的 殴 外 切 正 么 边 
形 的 一 边 之 长 为 w%， 求 此 圆 内 接 正 2 边 形 的 
一 边 a 之 长 。 

解 ”根据 问题 1561 可 求 出 < 为 

2a 呈 
/4 态 -a2 


2932. 已 知 加 的 内 接 正 yw 长 


-为 2 外 切 正 % 边 c 自已 D 
形 的 周 长 为 也 , 求 
同一 圆 的 外 切 和 内 


20 边 形 的 周 和 


2 在 图 中 , 设 4 
4 万 为 内 接 正 % 边 形 的 一 条 边 ，Z4 纹 内 接 
正 2 边 形 的 一 条 边 ，CP 为 外 切 正 边 形 的 
一 条 边 ，G 为 外 切 正 2 边 形 的 一 条 边 ， 则 
卫 一 2.0D，2 一 9.4， 所 以 
忆 _ CD OC _OoC 


一 一 一 一 -一 


万 75” 0 0 万 ' 
因为 O8 平分 CO 如 , 所 以 


又 BT 和 BF 分 别 在 Z 及 己 ' 中 所 占 的 份 数 
相同 ， 


人 二 
万 刺 万 ”” 丸 一 忆 。 
久 此 2 一 \W 2DXDP 。 


2933. 已 知 半径 为 7 的 圆 内 接 正 双边 
形 的 一 边 为 c, 求 这 个 圆 
内 接 正 3m 边 形 的 面积 AL NB 
8。 sa 

解 设 4B 为 圆 0 的 
内 接 正 肥 边 形 的 一 边 ， 

C 为 弧 4 的 中 点 , 则 4C 

是 此 玩 内 接 正 2 边 形 

的 一 边 。 设 圆 内 接 正 2m 边 形 的 面积 为 & 则 
心 一 SeoacX200。 @ 


荆 荆 
由 于 Seo4o 一 下 4B.OC 一 李 Q7 7 


由 @ 知 8- 部 CI 。 
设 2 一 02， 则 -了 omr。 

2934.， 求 半 径 为 了 的 大 的 站 你、 外 切 正 
三 角形 的 面积 。 

解 设 人 4BC、ADEB 分 别 为 加 O 的 内 
接 和 外 切 正三 角形 。 如 果 4P 为 圆 O 的 直 
径 , 那么 4P 一 2y， 于 是 

DBP 王 ， 4BF 一 37。 


652 第 五 编 计算 问题 
| \/ 3 根据 问题 .2930 得 外 切 正 12 边 形 的 一 边 w 为 
人 
村 2 1 UVS(CV 可 -1Dr_ VS(VS-Dr 
?和 人 - w 3H+wWNS 
Sepagz 一 4SaAaso， 本 Mt2v3 本 
所 以 ， 
0 -党 志 7 一 (V 哥 _Dgy 
3 
一 一 一 他 X 和 一 (32 一 VS)r。 
3 可 72. 所 以 其 周 长 为 引 (3 一 wW 3 )y， 面积 为 
2935，， 吏 0 的 半径 为 7， 和 S 一 12(2 一 人 /3 )72. 


外 切 正六 边 形 的 周 长 及 
面积 。 

解 圆 内 接 正六 边 形 
的 一 边 等 于 半径 ， 所 以 
周 长 是 6r。 若 其 一 边 
为 4B, 则 正六 边 形 的 
面积 为 


/3 
Sa4opX6 一 -人 2X6 一 3 72。 


设 园 外 切 正六 边 形 的 一 边 为 色 ， 则 由 问 题 
1561, 得 


3 3 


__ aa 2 
了 7 二 二 


12 / 喜 
》 站 检 r w/ @ y 
所 以 其 周 长 为 -7 了 了 即 4v 37。 其 面积 为 


2 72。 

2936. 求 半 径 为 和 的 圆 内 接 正 世 边 形 
的 周 长 与 面积 。 

解 ”因为 内 接 正六 边 形 的 一 边 的 长 为 ”， 
设 内 接 正 12 边 形 的 一 边 为 和 ， 根 据 问 题 
2929, 得 


工 9 77 
信 一 A/372 填 7 一 277 一 7 
7 和 二 。 7 】 


=- 吝 (VE-Dr 


区 
132 SA 
- 调 (Y3 -37 一 6 3(V3-TDr。 
设 此 正 多 边 形 的 面积 为 8 由 问题 1564 得 
心 一 372。 
2937, 
的 周 长 与 面积 。 
解 ”由 上 题 知 , 内 接 正 12 边 形 的 一 边 为 
了 人 
0 


求 半 径 为 的 圆 外 切 正 塌 边 形 | 


2938. 圆 的 半径 为 *， 求 它 的 内 接 正 方 
形 ,正八 边 形 , 正 十 六 边 形 , 正三 十 二 边 形 , 正 
六 十 上 四边形， 和 的 周 长 RE 与 面积 心 0 


” 解 ” 因 圆 内 接 正 力 形 的 一 边 为 V3y, 设 


此 正方 形 的 周 长 为 Pa 面积 为 8， 则 


Pi 一 4/37，Ss 一 272， 
设 正八 边 形 的 一 边 为 ce, 由 问题 2929 得 ， 
aa 一 37， 
所 以 
人 一 7 (27 一 /412 一 3292) 一 (2 一 \/ 吾 )r2。 
因此 ， as 一 3 二 vv3r， 
“。 Pa 一 8VWV3 二 AAA 27。 
又 在 问题 2984 的 公式 8 一 到 aoz 中 , 已 知 
ad 一 37，70 一 3。 


则 人 8 一 到 279X87 一 2 2 和 2。 


假定 正 十 六 边 形 的 一 边 为 al6， 和 上 面 一 样 。 
aa=r[ar 一 V4r2 一 (2 一 W3)72] 
一 (2 一 V2 二 3)y2. 

.ug 一 V23 一 V3TVEr， 

Pie=16V23 一 V3TA/3r， 
于 是 

&s- 子 2 一 ~ 27x1l6r 
一 4WV2 一 人 512。 

反复 应 用 这 人 一方 法, 可 以 求 出 正三 十 二 边 形 ， 
正六 二 四边形 ,，…… 的 周 长 与 面积 。 


2939. 圆 的 半径 为 ”， 求 它 的 外 切 正方 
形 , 正八 边 形 , 正 十 六 边 形 , 正三 十 二 边 形 , 正 


六 十 四 边 形 的 局 长 Pu 和 面积 Sn。 


8. 正 多 边 形 653 
解 ” 设 在 半径 为 > 的 圆 中 ， 外 切 正 2 边 形 工 /一 -一 一 天 | 
的 一 边 为 as， 周 长 为 Pu， 面积 为 Bo 则 瑟 V10-2v 57。 
0 一 27， @ 团 | 又 吏 0 的 内 接 正 五 
ZDPx 一 87， 团 | 边 形 4BOD 的 对 角 
84 一 472。 图 | 线 LC 之 长 为 ， 
由 问题 2929; 得 示 一 
De axsrxr 可 V10 二 2wV 百 。 、 
AT 司 十 2r VTS 二 2r 因为 OB14O， 
所 以 


27 3(w/ 3 一 也 7 
兴 3HTL (V5H+TDCOV3-DT 
一 2(/ 了 一 1)7。 
. Ps=8as=16(wW 3 一， 
Se 一 互 Pir 一 8(V 互 一 Dr2z。 
间 理 ， 
20s7 
8 /47 十 大 十 27 
2x2(w 3 一切 7X7 
W 4z2 汪 [2(w/ 2 一 切 7]2 十 27 
4(w 3 一 了 92 
2wWV1+(wv 3 一 27 十 27 
2(w/ 3 一切 
VI+(V 2 一 1)2 二 1 
_3(V3-DIV1I+(V23 一 1D? 一 1 
IT(wV 3 一 切 2 一 芋 
_2EVI+(V3 一 1 六 2 一 1 
wWS 一 
_3(WV 了 +1)FMVI+(V2 一 1D2 一 了 7 
21 


2 


一 2(wV3HAI)(V4 一 2 3 一 1)7。 
六 Pi16 一 16al6 
Ce 下 上 TD(V4 二 2 于 -1)y， 


Se 一半 Pie7 


一 16(V 训 AT)(V4 一 32wV3 72 
依次 反复 应 用 这 一 方法 ， 可 算出 正三 十 二 边 
形 , 正六 十 四 边 形 。……。 的 一 边 之 长 , 周 长 和 
面积 。 
294D. 圆 0 的 半径 为 ? 求 它 的 内 接 正 
五 边 形 一 边 的 长 和 面积 。 
解 ”由 问题 2841 知 , 正 五 边 形 一 边 的 长 为 


时 ， 


= 40.0B- 二 Vi0TavVB 72， 


故 4BCD 了 如 的 面积 一 志 WVIi0 二 37 百 7. 


2941, 求 半 径 为 的 圆 的 外 切 正 五 边 形 
的 周 长 及 面积 。 
解 ” 由 上 题 知 ， 内 接 正 五 边 形 的 一 边 之 长 


为 于 .V1D3VE VB。 设 外 切 正 五 边 形 一 一 边 


的 长 为 4 则 由 问题 2930 知 , 当 


0 一 可 10 一 2~/ 5 


52MWI10 二 3/ 噩 . 
M sr2 一 开 .G0 一 2V 
2VH37Er 2V10C37E 


王 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
和 玫 


VW6+32w 5 


因此 周 长 为 全 57 


10WV10 一 2 世 
2 一 到 > \/ 训 二 1 3 
_5V10-2v5 。 
w/ 5 +IL 
2942.， 求 半径 为 ”的 贺 的 内 接 正 十 边 
形 ， 正二 十 边 形 ,: 正 四 十 边 形 ， 人 的 周 长 及 
面积 。 
解 ” 设 内 接 正 % 边 形 的 一 边 为 wa， 周 长 为 
Pr， 面 积 为 Su。， 由 问题 2841 得 
ao 一 于 (V 一 1Dw， 


所 以 Pro=5(~/ 5 一 1)7， 
又 由 问题 2841， 


1 /一 一 一 -一 
5 一 至 V10-23V5w 


必 一 


; 面积 为 


654 第 五 编 
与 问题 2933， 得 
Bo 一 六 x 训 V1037Brxl0r 


= 所 Vi0-23v5 I2。 
其 次 ， 设 正二 十 边 形 的 一 边 为 aoo 由 问 题 


” 2929 得 


C&3 一 7.[27 一 人 475 一 051] 
~r[ar-y 他 -到 G-VS)?] 
一 (2 一 V 革 芝 )m 
aa 
- 尖 au= 去 (可 -Dr 和 问题 2938, 得 
So 一 工 . 豆 (V 于 -Drx30r 
一 号 (v 吾 -Dr 
反复 应 用 上 述 方 法 , 可 求 出 正四 十 边 形 ,正八 


2943. 试 述 求 半 径 为 了 的 圆 的 外 切 正 
十 边 形 , 正二 十 边 形 , 正四 十 边 形 。…… 的 周 
长 及 面积 的 方法 。 

解 ” 由 问题 2841 知 , 内 接 正 十 边 形 的 一 边 
为 于 (V 下 -Dm 设 外 切 正 十 边 形 的 一 边 为 
aao, 则 由 问题 2930, 得 
(wW 百 一 贡 92 


C10 王 ee 
4 一 王 (Y 5 一 1)272 


_(V32 一 一 37 
A5TwW5 
_I0(VI- </3)7 
VS5TAE 
5(wVTI10 一 3)72- 
人 
由 上 题 知 ， 内 接 正二 十 边 形 的 一 边 为 
\/ 3- 人 


周 长 Pio 一 


] 的 圆心 为 0, 内 接 正 六 


计 筑 问 . 划 


用 和 上 面 同 桩 的 方法 ， 可 以 计算 外 切 正二 十 
边 形 一 边 的 长 。 设 外 切 正二 十 边 形 一 边 的 长 
为 dao, 周 长 为 P2o， 则 8Sao 一 王 Poo :所 以 可 


直接 求 出 So。 
关于 Pao，Peu， 3 0，Sao，… 也 可 以 用 
岂 样 方法 求 出 。 
2944， 求 半径 为 了 
的 圆 的 内 接 正 十 五 边 形 
一 边 的 长 。 
解 ” 设 半径 为 ?的 贺 


边 形 的 一 边 为 4B, 内 
接 正 十 边 形 的 一 边 为 4C, 则 
BOC= /人 40B 一 ~4OG0 
360"。 _360” 


_ 360” 


本 ” 

所 以 BC 为 内 接 正 巧 边 形 的 一 边 。 由 4 和 

BO 的 延长 线 引 垂 线 , 设 其 垂 足 为 也， 则 
AL4OD=30"， 4DO=9%0"。 


所 以 4D= 亏 LO = 工 (V5 一 Jr 


0 =-> 芝 (v5-Dm 


BD= /TB 二 IT 
-Vz-[TCVv5-Dr 
- 工 V10T3V5r。 : 


"。 BO 一 7D 一 CD 


CD 一 


一 了 Wi0+3VE7 
2 
= 工 (VI0 3 
二 w/3--V 瑟 )7。 
2945. 已 知 半径 为 的 圆 0 的 内 接 正 
五 边 形 , 正六 边 形 , 正 八 “人 
边 形 ， 正 十 边 形 ， 求 融 心 
O 到 它 的 一 边 4B 的 距 
离 00。 
解 在 人 AO4C 中 ， 
.00=wvO4 一 5 


8. 正 多 


边 . 形 655 


所 以 在 正六 边 形 中 , 00 一 >， .y。 在 正八 边 
形 中 ， 


oo= Re (问题 2938) 
V3+V3 
0 


在 正 五 边 形 中 , 由 问题 2940 知 


Se (人 


在 正 十 边 形 中 , 由 问题 2942 知 


oc- V 72 一 (有 - 


WV10 上 +3w/ 5 
一 4 7 …， 
2946,， 正六 边 形 的 面积 为 36cm?， 求 连 
结 它 各 边 中 点 所 成 的 正六 边 形 的 面积 。 
解 ” 设 原 正六 边 形 的 一 边 为 w 面积 为 3， 


则 


/可 
6xY oo2。 


^/ 3 
ee 6 尺 2 22 一 36， 


>w-6. 中 也 
设 所 求 正六 边 形 的 面积 为 %， 一 边 MN 为 
2 则 


</ 3 3 3 
8 一 6X -过 一 了 02。 四 


连结 4B、4 丸 的 中 点 M、N， 因 为 A4OP 
是 正三 角形 ,4B 一 0 所 以 


/ 
OUM=- 2 上 且 2MN=Oal， 


- /3 
9 5-2MN= =。 


ee 8S 三 x - 海 =27em9)， 


个 正六 边 形 。 再 在 这 


2947. 已 知 正三 角形 的 面积 为 20cm2， 
它 的 一 边 长 和 正六 边 形 的 一 边 长 之 比 为 5:2， 
求 正六 边 形 的 面积 。 

解 当 正 三 角形 的 一 边 是 5 时 ， 其 面积 为 


/可 
> =20. 设 正六 边 形 的 一 边 为 2 则 


270 一 5:2。 

^/ 3 与 _\? 
所 以 ， 2 (到 相 一 20， 
、/ 4 16 
从 而 区 一 20x 天 一 


因此 ， 所 求 面 积 是 这 个 信 的 六 倍 。 即 19.3 
(cms?) . 

2948.， 已 知 正 六 边 形 一 边 的 长 等 于 a。: 
在 这 个 正六 边 形 的 顶 
点 中 ， 每 隔 一 顶点 连 
结 一 线段 ， 由 这 六 条 
线段 的 交点 作成 第 二 


个 正六 边 形 的 顶点 ， 
每 陋 一 顶点 连结 一 线 
段 ， 又 由 这 六 条 线段 的 交点 作成 第 三 个 正六 
边 形 。 如 此 依次 作 下 去 ,， 求 原来 的 正六 边 形 
的 面积 和 所 有 这 些 正六 边 形 的 面积 的 总 和 .。 . 
解 ” 设 正六 边 形 4BCDB8 的 外 心 为 O0， 
则 04B 是 一 边 为 4 的 正三 角形 ， 其 面积 是 
2 设 正 六 边 形 的 面积 为 8 则 
0 候 
在 图 中 , 设 第 二 个 正六 边 形 为 4BC'D 凋 万 0 
4O 和 4 号 ' 的 交点 为 互 ， 则 
荆 芋 
4 互 一 本 4O 一 可 0 
4 :4 刀 一 2:w/3， 
,47 一 2 .47=_2 >x 工 
四 卫 .44 古 人 可 G 
工 
二 
设 正六 边 形 4.BCOT BE 的 面积 为 St， 积 
作 一 样 ， 得 
/可 
8 -3 3 


3v/3S 、c2. 
3 “六 了 可 


.42 一 


一 002。 : 


了 4。. 
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所 以 Si 一 吉 8 
同样 , 设 第 三 第 四 个 正六 边 形 的 面积 分 别 为 
SBS ASs， 则 1 1 
So 一 亏 1 一 机 史 
工 芋 于 
Sa 一 襄 心 3 一 3 1 一 2 必 。 


设 所 求 面积 的 总 和 为 己 ; 则 


P 一 8 十 Si 十 So 十 3 十， 
_ 工 工 工 


号 二 十 起 二) 


号 ， 扇 形 、 弓 形 、 弧 、 弦 


2949， 已 知 直径 为 46BR 的 贺 周 上 一 点 
为 直径 画 圆 ， 相 交 于 三 
及 人 BR 上 一 点 3 图 中 斜 
线 部 分 的 面积 分 别 用 
人 4、 有 妈 C 表示 , 求证 


PSL9Z， 
则 以 PQ、PBR 为 直 
径 的 贺 Of、O0s 都 
过 点 8. 在 右 图 中 ， 了 
4 二 3 一 半圆 PT9 面 积 十 半圆 PDB 面积 
十 APOR 面积 一 半圆 @PR 面积 
MPQ\3 1/ 厂 下 \3 
一 号 (人 + 
人 /总 玉 \3 
+Seron 一 可 (人 


一 Seroz 十 可 (PEG? 十 PZ2 一 9Z2)，@ 


, A4BC 的 面积 。 


第 五 编 讨 算 问题 


其 中 OFBR 一 90?， 所 以 
”PG2? 十 PRB2 一 QR2 一 0。 


由 @ 式 得 
4 十 已 一 SaApPop。 @ 
又 ， 
C 一 半圆 87 瑟 面 积 十 人 POOR 面积 
十 月 形 PHMSNP 面积 


一 半 四 PS89 面积 一 半圆 PS 有 而 积 
-中 侣 ) em 

十 月 形 PMXSNP 面积 

-各 人) 
一 SepPqp 十 月 形 PMASNDP 面积 

一 可 (9 防 一 P9? 一 PB9) . 


oo 0 一 SArap 十 月 形 PMASNP 面积 。 四 
由 加 和 图 , 得 4 十 了 <C。 

其 次 , 设 PE、3ER 的 中 点 分 别 为 OO。 
LQ 一 30"， 9BE 一 27,， 则 了 PER 一 ;P9 一 \ 37。 
又 因 APOIS=60"，~PO-S= 一 120"。 所 以 

<A/ 3 
遍 形 QiPS 面积 一 中 (3 7】 一 号 
和 AT 3 
扇形 O2PS 面积 = 号 ( 亏 9) = 蓝 旋 
四 边 形 OPO2S 面积 
工 /3 
一 二 Sezen =- 卫 PO.PR-> 下 72， 
CC-4- 屯 
一 月 形 PMASNP 面积 
一 扁 形 OIPS 面积 十 凯 形 OoPS 面积 
. 一 四 边 形 OPO2S 面积 
区 
一 (各 + 否 一 去 入 
-了 (= 一 以 下)>。 

2950， 已 知 加 
的 互相 垂直 的 直径 为 
4B.OD, 以 万 为 圆心 ， 
4 了 为 半 和 从 的 圆 和 CD 
的 交点 为 召 ， 证 明 两 
圆 弧 4OB、4B 万 所 
图 成 的 月 形 面 积 等 于 


9。 扇形 、 己 形 、 弧 、 弦 
把 分 母 有 理化 ， 


解 设 月 形 4OBR4 的 面积 为 8。 则 
一 半圆 40OB 面积 一 弓形 4ZB 面积 ， 四 


半圆 40B 面积 一 瑟 和 2 (7 为 半径 )， 
弓形 4BB 面积 
一 扁 形 了 TD48 面积 一 SApaB 
一 卫 (V37)5 一 末 (V 可 rn) 
一 也 Y2 一 22。 


将 这 些 值 代入 @ 中 , 则 
83 一 号 92 一 (和 人 2 一 他) 一 人 2 一 Bac。 


2951， 已 知 圆 的 半径 为 J0cm, 它 的 内 
接 等 腰 三 角形 的 顶 角 
为 30", 求 平 行 于 底 
边 被 腰 三 等 分 的 弦 
长 。 

解 设 A4BC 为 
圆 0 的 内 接 等 腰 三 
角形 ， 一 4=30"， 则 
BOD 一 60". 所 以 AOBO 是 正三 角形 ， 其 高 


A/ 
0 一 六 OP 


E OH- 必 2 x10 一 5 可 人 
又 
C 杞 = 于 OB=5。 @ 
设 所 求 弦 忌 NW 和 4B、4C、4 妃 的 交点 分 别 
为 肥 、 疡 则 
ZK=IM=MN，DM=D7， 


昌 .DMI1/EC， 
” DM _ 4D 
所 以 -5 4。 
设 DM 一 人 人 
末 一 TS78， 
“4 一 (2 二 3)z。 @ 


又 在 4D.D4'= 怕 D.DN=DMN2, 中 ，4D= : 


 D4' 一 20- 轧 DN=8DM 一 3z， 所 以 有 
4(20 一 功 一 9x2。 图 
由 国 、@, 消去 y 得 
(3 二 A 3)z[20~ (3 了 3)O] 一 9z2。 
5(2 十 VS) 3) 
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,5(2 二 VS) (4 一 V 3) 
(4 二 3). 4- 3) 
5 (5 二 2/ 5) 

1 2 

4 

必 19 .53 (cm) 。 
2952. 已 知 半径 为 7cm 及 5cm 的 两 

圆 。 它 们 的 圆心 距 为 3cm， 求 公共 纺 的 长 . 

解 “ 设 底 边 为 3cm, 另 两 边 之 长 分 别 为 7 
cm、5 cm 的 三 角形 , 则 所 求 公共 弦 之 长 为 此 ， 

三 角形 的 高 的 3 倍 。 先 求 此 三 角形 的 面积 。 

(+5 二 3) 二 2 一 7.5， 
g 一 7.5X(7.5 二 7707.5 二 5(7.5 二 爵 
15 
= 本 V3. 
故 所 求 公共 纺 长 为 
(各 V 了 x3<=3)x2-5V 


、 58.7(cm)。 

2953， 在 人 4BO 中 4 为 直角 ， 设 两 二 
角 边 分 别 为 &、2. 
作 其 外 接 半圆 .又 
以 4B、40 为 直 
径 , 在 三 角形 的 外 
例 作 半 加 , 试 计 算 五 
两 新 月 形 的 面积 之 和 。 

解 设 A4BC 外 接 半 圆 为 BM4NC， 以 
4BP、40C 为 直径 的 半圆 分 别 为 4M'B、4N'O， 


则 


新 月 形 4MBMN 面积 
十 新 月 形 4NCNX 面积 
一 光 图 44 字面 积 十 半圆 4NOC 面 积 
十 A4PBO 面 积 一 半圆 B4C 面积 ， 


了 即 
2 
但 是 4 瑟 二 4C2 一 BO2 所 以 在 上 式 中 
2 


~- 豆 。 (于 本 


) 十 SA4Bo 
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于 是 人 Sec4pD 一 SAcdB。 
新 月 形 4MBM' 面积 于 是 所 求 面 积 
十 新 月 形 4NCN' 面 积 AS 一 2 (弓形 CBD 面积 ) 


一 人 4BO 面积 = 亏 CD。 


2954. 半径 为 6 的 圆 在 半径 为 6 的 半 
圆 直径 上 滚动 . 
当 半 圆 和 圆 的 公 
共 部 分 为 最 大 
时 ， 求 其 公共 部 
分 的 面积 。 
解 设 半圆 的 4 
直径 为 P@,， 圆 辣 
心 为 0, 滚动 的 .了 
贺 的 圆心 为 0. 圆 0' 在 P9 上 滚动 ,其 圆心 的 
轨迹 是 平行 于 Z9G 的 直线 . 由 于 圆心 距 愈 小 ， 
两 圆 的 公共 部 分 就 愈 大 ，。 所 以 当 OODLP9 
时 ， 公 共 部 分 的 面积 最 大 。 设 此 时 的 公共 纺 
为 4B, 则 AOo0'4 是 正三 角形 ，AO0O'B 也 
是 正三 角形 。 所 以 

~4O5P=120"， .40 一 1230"。 


六 扇形 (0-40'B) 面积 一 二 (zx 的 
上 一 I2zr。 
闻 样 ， 扁 形 (0O-40B) 面 积 一 12r。 
其 次 , 凌 形 4OBO' 的 面积 为 
于 4B.O0' 一 豆 (VSxXb x6=18w3， 


故 所 求 面积 为 
遍 形 〈O-40'BD) 面积 
十 扇形 (0O-40P) 面积 
一 碎 形 40BO' 面积 
一 12x 十 12z 一 18/ 3 
一 24mr 一 18w/ 3 =64.94。 


2955， 已 知 半径 为 35cm 的 两 等 圆 相 
交 ， 且 各 贺 分 别 通 
过 另 一 圆 的 圆心. 7 S 
求 此 两 加 的 公共 基 | N 
分 的 面积 。 NM7Z 

解 设 两 等 圆 的 N 多 
圆心 分 别 为 4、B， 
公共 弦 为 CD, 则 A4BC、A4BD 都 是 -- 边 
为 35cm 的 正三 角形 。 所 以 
2C4D 一 120”， 


一 3 [( 扇 形 4C0DBD 面积 / 一 Seca4Dj 
-3( 于 . =x35- 主 xsp) 


一 2X 252 (2 


~1250X (1 芭 0.43) 一 775 和 
2856， 已 知 两 相交 圆 的 半径 都 是 设 


圆心 距 为 /3 30， 
求 两 圆 公共 部 分 
的 面积 。 

解 因 O、0/ 
都 是 半径 为 4 的 
圆 ,所 以 


A 人 OO4BS22A 人 OO-4D) 
遍 形 0O45 丝 遍 形 0.4B, 故 所 求 面 积 
4 一 2 ( 扁 形 04P 面积 -Saodp)。 四 
因为 4B、O00' 是 互相 平分 ， 


所 以 - 40- 记 4B， 00-- 亏 OO。 
在 直角 三 角形 4OC 中 ， 
40:00=a: 2 
.…，L400=-30"， 一 40B=60*。 
扇形 04 了 面积 一 于 . (加 0) 一 言 xaz。 
困 AO4B 是 正三 角形 , 所 以 
Saoipm 过 or 


将 这 些 代 入 人 中, 得. 


2 一 2:\ 3.、 


2957. 求 半 径 为 圆心 角 扩 2%” 的 访 
形 的 弧 长 及 其 面积 。 
1 解 ” 因 半径 为 的 圆周 长 是 2m7z， 弧 长 和 


圆 抽 长 的 比 等 于 圆心 角 和 周 角 之 比 。 所 以 
弧 4B:2my7= 一 x:360， 
2m7w IC 


弧 4B 一 550 一 了 0 


9 扇形、 弓形 、 弧 、 弦 


又 圆 的 面积 为 wy2， 和 上 面 一 样 ,扇形 的 面积 
&S 和 圆 的 面积 w72 之 比 等 于 圆心 角 w" :360"。 
所 以 

OI20 

360“ 

2958. 设 等 腰 直 角 三 角形 420 的 直角 
边 长 为 120cm. 以 
直角 顶点 4 为 
心 ， 半 径 为 80cm 
贺 , 再 以 玉 C 为 
圆心 ， 分 别 以 半径 Ph 
为 20cm 画 圆 , 求 SS 
由 三 条 公 切 线 和 与 切线 相连 的 圆 弧 所 围 成 的 


AS:o7y2 一 上 :360， AS 一 


图 形 的 周 长 及 面积 . 
解 因 4C=120, 4D=80 一 20=60, 所 以 
AD4O=60。， BR4B=60。 
， 了 B4O=90。, 


.BF47Z ( 劣 角 ) 一 150。， 
又 因 ”人 4OD=30"， .LOB 一 全"， 
可 知 LSCT"' 一 105"， 可 按照 上 题 求 劣 弧 瑟 了 T、 


NI 的 长 。 其 次 求 出 BEO、DPCO， 就 可 以 
计算 FB、 SS'、TT。 
450 _ 200 ， 
3860 
TH 人 ~ .105 一 怠 
8T" 一 30 X40z 一 本 罗 
RS 他 = 


3 
号 


zT'-E xX120=60~/3， 


BRRB' 一 60/ 3 ， 
SS' 王 BC=120v 323. 
二 周 长 =. 纯 z 二 与 人 又 乡 
十 60w/ 了 Xx2 十 120w/S 
=- 90x 十 120 (WV3 二 VS)(eom)， 


先 求 各 部 分 面积 : 


扇形 BT 面积 一 站 X802r 一 和 


遍 形 CSX" 面积 一 =~ 坷 x 2027 一 -了 
和 2BBLS' 面积 ， 
A4BOC 面积 一 1202-2 一 7200， 
挎 形 BS'SC 面 积 =120w 3 x20 一 2400w 了， 


“ 连 它 们 ， 并 述 其 
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梯形 _ 4TmC 面积 = (0+80)x 60\/ 3 
一 3000wV3， 
梯形 4BRB 面积 =3000w 3， 
面积 一 2 娩 十 党 公关 2 
2 
-3000~/ 3 x2 
一 2900m 
十 1200(5/ 可 3) (cm2) 
2959.， 如 贺 . 4、 两 滑轮 有 皮带 系 连 。 
问 怎样 调整 两 请 
轮 的 半径 ， 使 该 . 
皮带 仍 能 恰好 系 


理由 。 

解 ” 设 滑轮 4、 吾 的 半径 分 别 为 和 在 
也 滑轮 的 半径 为 ?十 2 如 滑轮 的 半径 为 光一 
2 时 * 充 带 的 位 置 如 图 PO'SRP'，PO、BS、 
BP94 忆 8 是 内 公 切 线 。 由 瑟 作 4P 的 重 


线 , 垂 足 为 C, 则 
PO=9B3= 
.。 coa B4P 一 十 7 


同样 
cos 人 B4P' 一 


《7 十 Z) 十 (7 一 2Z) 
4 


一 了 十 人 
4 呈 “ 


」 所 以 CB4PF 一 <B4F， 从 而 小 下 王 在 一 


直线 上 。 
同样 , 4 已 了 BR 已 Oo DA 8 分别 
在 一 直线 上 . 因此 
PO= PP9'， FS 一 BRS'。 
又 设 优 角 已 4R 一 优 角 OBS 一 0 时 , 则 


. Oo 
优 弧 Z28 一 2x7X 了 60， 
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py O 
优 弧 忆 BR 一 2 (7 十 2 X-360， 


8 
一 2myX 一 一 ， 
优 弧 98 一 2my'x-6T， 


优 弧 9 一 2z(r 一 雪 X 


“， 优 弧 PR 二 优 弧 QS 
一 优 弧 已 尼 十 优 弧 6 
两 边 分 别 加 上 PRS=PG'-LR'S' 时 ， 显 
然 皮 带 长 相等 , 因此 皮带 长 仍旧 是 诛 长 。 
2960,， 已 知 一 直径 为 4m 的 殴 人 
2 型 的 弦 分 成 两 部 分 ， 
求 这 两 部 分 的 面积 。 

解 ” 因 半径 
04=OB=2， 
4B 一 2， 

所 以 AO43 是 正三 角 所 
形 , 由 问题 2957 知 , 扇形 人 的 面积 为 


60 
360 订 x2zm= 呈 了 


琳 


Ao4B 面 积 - 妆 三 x2 一 /3 
所 以 小 弓形 的 面积 为 
也 mw 一 =0.363 (m2)， 
大 弓形 的 面积 为 
mw。 人 z 一 V5) 


=- 也 mr 十 3 ~12. 204 《(m2) 。 


2961., 让 
边 把 圆 分 成 两 部 分 ， 求 
这 两 部 分 的 面积 。. 

解 在 加 0 中 , 设 4B 
"为 内 接 正 三 角形 的 一 
边 ， 则 圆心 角 4OB 是 
120。， 所 以 


扁 形 (0-40B) 面 积 一 0 
设 4B 的 中 点 为 了， 则 乙 4 一 30"， 


/可 


0 一 可 作 。 


而 = 
&Saaoa 一 02， 4 双 


-人 2 


算 问 题 


己 形 4CB 面积 
让 


0 
了 全 


=- 筷 (4z 一 3 3)， 
in 
=-mj2 一 入 (rz-3w3) 


2 
呈 林 (3r 二 3 3)。 


2362. 已 知 圆 0 的 半径 是 a， 
亿 
弦 43 的 距离 是 3， 


加 心 和 一 
求 这 个 圆 被 弦 4 妃 分 成 
的 两 个 弓形 的 面积 . 
解 由 0 向 4 作 委 
线 0O0,， 则 OC=- - 记 ， 上 
04=aw。 所 以 LO0O=45"。 因 而 
.40B 一 一 忆 ， 


Sasop 一 瑟 04.0B 一 王 o2) 


扇形 04BB 面积 一 工 ora2。 


弓 形 45 面积 
一 遍 形 O4B 面 积 一 人 04B 面积 
1 


2 
-和 ce- 党 -号 6-a 


己 形 4 .BC 面积 
G2 CQ2 
一 oo" 一 -全 (一 2) 一 到 (3z+3)。 
2s63. 设 4B、CD 为 圆 0 的 互相 垂直 


的 直径 ， 以 也 为 殉 心 ， & 
D4 为 半径 的 圆 弧 和 AN 
， 首 


0O0 .的 交点 为 吾 ， 证 明 
两 网 弧 4BB、4CB 
所 国 成 的 面积 等 于 

LOBR4 的 面积 一 Si， 
4 了 3B4 的 面积 一 S2， 
A 人 45D 的 面积 一 Sx:.。 


人 A4BD 的 面积 。 
因为 Si 十 8。 是 半圆 , 设 圆 的 半径 为 "， 则 


解 设 ， 
工 
Si 十 So 一 可 TI2。 @ 


9 扇形 ,弓形 、 弧 、 弦 
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又 因 中 十 8s 是 以 刀 为 圆心 、4D 为 半径 的 
扇形 , 且 贺 心 角 4DB 为 直角 , 所 以 它 是 以 


4D 为 半径 的 加 的 子 ， 即 
Bo 二 B 一 工 mr.4Dp。 
但 是 4Z2 一 272， 所 以 
Sa-H8o 一 到 err2. @ 
由 @@， 轩 两 式 得 和 一 8S. 

2964. 在 边 长 为 的 正三 角形 4BC 上 ， 
以 各 顶点 为 圆心 , a 为 寺 大 
径 画 三 个 圆 , 求 三 个 圆 的 
公共 部 分 的 面积 。 了 E 

解 设 人 A4BC 的 面积 
为 8， 三 个 扇形 的 面积 B 
都 为 Sa. 因为 扇形 4BDC 5 


的 半径 为 b， 其 面积 是 图 面积 的 车 , 所 以 
Se 一 二 02。 
又 因为 正三 角形 4BC 的 一 边 为 % 所 以 
St= 3 oo。 故 所 求 的 面积 


S 一 扇形 4BDC 的 面积 x3 
一 2A4BC 的 面积 


=- 邱 (6- va 引 . 
2965. 若 三 个 等 
圆 4 3B、C (半径 都 是 
作 在 点 D、 及 忆 互 相 
外 切 , 求 这 三 个 圆 弧 所 
围 成 的 图 形 DB 的 
面积 。 
解 办 


扇形 4 面积 
一 扇形 BDF 面积 
一 扇形 2 本 机 


二 TI2 


又 RE 4B? 一 /3 92; 
故 所 求 的 面积 


8 一 VS302 一 言 mrax3 
= 分 CCV 了 -中 ， 


2966. 已 知 C、 了 三 等 分 长 为 人 
4 了 设 以 和 了 为 
耻 心 ，0CD 为 半径 
画 两 个 等 贺 C、 也 ， 
再 以 其 交点 如 、 刀 
为 圆心 ， 各 圆 的 直 
径 为 半径 画 弧 。 求 类 似 于 椭圆 的 面积 ， 

解 ”因为 CRD=60*，~GCK 一 120"， 

扇形 EZ 面积 


一 扇形 FG 互 面积 一 妈 mo 
” 遍 形 CEG 面积 
一 扇形 DBZ 面积 一 过 aa? 


又 四边形 BOZHD 面积 一 必 总 az 


ww 3 
人 一 0 广 TQ2 十 环 广 27 有 ap) 一 3 
= 所 kr-V3). 


2967. 下 4BO 是 弦 4C 上 的 弓形 . 

弦 .40 长 320cm, 妃 形 角 : 人 4BO=135"， 求 弓 
形 4BC 的 面积 。 

解 因为 
4BO=135。， 
AL4EC 

一 180。 

一 45。"， 

。 40C=90。， 

四 04B50 的 面积 是 加 面积 的 四 用 \ 之 


一 亏 II2 。 


在 4AO40C 中 ，~O=B 所 以 它 的 面积 
为 


一 135” 


Saoac 一 束 40.00 一 避 92 


而 40C=230。 于 是 = 300， 
弓形 4BC 面积 
Te 
.一 下 2 ro 全 人 z 一 2) 


一 50(z 一 2) 人 
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29368， 在 边 长 为 5em 的 正方 形 中 , 以 各 解 从 如 作 切 线 47， 则 
边 为 直径 在 其 内 画 四 个 半  A D .42 一 4P.4C 
贺 ， 求 每 两 个 加 重合 部 分 YA 一 64， 
的 面积 。 而 且 AOT4 是 直 
解 “ 设 以 正方 形 4BOD 2 鸭 三 角形 。 
的 各 边 为 直径 ， 则 在 正方 SS LO=J10， C 
形 内 所 作 的 半圆 都 过 同一 《 472?=-64， 设 ”07 一 
点 。 因 为 四 个 半圆 的 和 是 正方 形 的 一 边 为 直 | 由 402 一 072 二 4732， 
径 的 区 的 两 倍 , 所 以 四 个 叶 形 的 面积 之 积 (所 |」 得 ”100= 双 十 64， 
求 的 面积 ) 为 ， 即 z2 一 36， 
工 o( 工 Tos .和 。 2 一 6 (cm) 。 
3( 诗 oj wa ( 半 wj 2971. 已 知 从 圆心 0 到 点 卫 的 距离 为 
2969. 在 半径 为 已 的 圆 中 作 内 接 正 方 | 3cm, 过 点 乙 的 弦 4PB, 使 
形 ， 然 后 在 此 正方 形 4P.PB=36 (cm2)。 只 
中 作 内 切 贺 ， 再 在 内 求 此 圆 的 半径 。 
切 圈 中 作 内 反 正 方 解 作 过 点 一 的 直径 
形 ， 如 此 无 限 地 继续 到 8， 设 半径 为 则 
作 下 去 ， 求 这 些 圆 的 卫 刀 一 z 一 3， 
面积 的 和 。 PB 一 z3， 
解 ” 设 贺 的 圆心 为 而 且 PP 一 P4.PP. 
O, 此 贺 内 接 正方 形 为 4BCD。 再 设 此 正方 | 所 以 (z 一 3)(z 十 3) 一 36， 
形 的 内 切 贺 的 切 点 为 .4、B\、C、 忆 ， 则 第 二 ; 22 一 9 一 36， 


个 玫 的 内 搁 正 方形 为 4'B'C'D'。 以 下 接 同 
样 方法 作 下 去 。 加 04= 一 了， 设 4B 一 必 则 
xz 一 \ 3 了。 
它 的 半径 为 -7 

同样 ， 个 四 的 半生 为 -并 2x 


所 以 各 圆 的 面积 依次 为 
0 052 
5 克 2， 一 2 ， 一 全， ee 
设 各 圆 面积 的 总 3 S， 则 


SS 一 mrF2 二 -> 十 一 一 -十 …。 


Xi 
v3- 


.此 式 的 右边 是 公 比 为 到 的 无 穷 等 比 级 数 , 所 
以 
8 一 .22 -2rm， 
2 


419. 直径 、 半 径 


2970. 从 距 圆 心 0 为 10em 的 一 点 L， 
作 贺 0 的 割 线 4BO,， 已 知 4B.4LO= 6 
(cm2) ， 求 此 贺 的 半径。 


而 一 3w/ 5 6.708 (em) 。 
2972. 在 A4FO 中 ，4B (=a)，40 
(一 芒 ,人 4( 一 60").。 求 A 


外 接 加 的 半径 . 
解 设 CDL4B, 则 SS 

CD=- 人 六 六 > c 
-一 


BD~o- 豆 2 


.DBO= /了 有 殉 +C72 一 /三 
又 因 40.BC=2.CD (问题 1318)， 


2 一 
二 届 下 和， 


2973. 求 边 长 为 ce 的 正八 边 形 4BOD… 
的 内 切 贺 及 外 接 贺 的 半径 和 五 。 

解 ” 设 正八 边 形 4BCD… 的 一 边 为 g， 内 
切 圆 及 外 接 圆 半径 分 别 为 "及 则 4 是 半 
径 为 了 的 圆 的 外 切 正八 边 形 的 一 边 ， 由 问题 
2939 得 


4D= 亏 0) 


4 一 2(V 2 一 h7p 


人 


10. 直径 . 半 径 


G 
一 3 本 T 
2 
2(w 3 -1) (~ 2 十 1) 
<^/ 3 十 
了 C。 


必 
全 四 


又 是 半径 为 五 的 贺 的 内 接 正八 边 形 的 一 
边 , 由 问题 2938 得 
a=W3 一 5RB。 


2974， 已 知 三 角形 
三 边 之 长 分 别 为 人 愉 
cy 求 其 外 接 圆 半径 及 
内 切 圆 半径 。 

解 设 BO (=a) 边 
上 的 高 为 4 互 ， 人 4PB0C 的 面积 为 S， 则 


8= 末 0.4B= VC 可 @- 哥 @=c7， 


其 中 2 一 瑟 (C 上 8 十 o)。 所 以 
LE 一 xwV3G- 林 G- 可 G-9。 


设 外 接 圆 的 直径 为 4D( 一 28)， 则 
A4BFDwA4FC， 
。， 4B.4C=4 万 -47D， 
从 而 
bo-4Dx2VEG- 厅 G- 林 G-c)， 


CDc 

32- 一 DO-c) 
击 三 0002 

4/3B 本- 历 5 二 5 
设 内 切 圆 半径 为 ”, 则 

人 S=2D7， 

二 EDICEDIG ETXFREZ3) 
和 
2975.，， 已 知 三 角形 三 边 之 长 分 别 为 从 
和 C) 求 其 旁 切 圆 的 半径 。 


4 一 
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解 设 0 为 A4BC 的 4 0 半 
径 为 yt 
MA4ao 
一 必 so4c 十 SAo4B 
一 Saopc 


工 
环 2 。 


ww CZDPC 
回 为 当 一 了 一 2 时 ， 
Sa4pc 一 w 2 一 0) 一 0) (人 一 2C) ， 


| 所 以 


AD5CBD 一 oa) 一 DG 一 2) 
=- 取 Cr+o- C) 一 (D 一 G)71) 
0 AD 二 ap 一 切 C 二 2 


多 一 G 
同样 , 设 CEB、-C 风尚 曾 的 业 生 ya、 
73> 则 
/DO 一 G)(2 一 2 (一 9 ， 
2 - 必 一 六 
/IC 一 g) DG 0) 
3 一 2- 一 C 到 
2976. 在 直角 三 角形 4BC 中 , 已 知 C4 


.一 5m，BO=12m，4B3=13m。 在 三 角形 中 


作 互 相 外 切 的 等 圆 OV Gox, 加 0i 切 于 边 4 有 、 
BO, 圆 0 切 于 边 4B、04， 求 这 两 个 等 圆 
的 半径 。 


解 “ 设 加 0? 切 于 4C、4F 的 切 点 为 及 
D,，40 和 DO 的 延长 线 的 交点 为 巧 则 
人 30 人 CO4PB。 
如 果 所 求 圆 的 半径 为 了 ( 即 OoD 一 02B 一 2)， 
则 O2:0 二 一 4 了 PP:40=133:5。 


ae Oo: 开 =- 也 亿 ) 
从 而 ZD- 疼 v。 


又 因为 人 A4DFcA4CP, 所 以 
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二 此 

5 1 2 “ 
设 园 O1 切 于 4B、B5C 的 切 点 分 别 为 刀 、 吾 ， 
延长 DO 和 60 的 交点 为 忆 ， 同样 可 得 


PDB.40 
4D= 一 地 


HPy 阳 -站 了 2 
忆 z 十 2 十 5x 一 二 13， 
.26 
2 
2977. 设 直 角 三 角形 4BO 的 三 边 4 已、 


BC 0C4 的 长 分 别 为 15cm, 17cm, 8cm。 其 
内 切 圆 0 在 三 边 BO、0C4、48 上 的 切 点 分 
列 为 及 瑟瑟 。 另外 , 在 内 切 贺 的 弧 BF 和 
两 边 C4、-4 之 闻 再 作 一 与 它们 相 切 的 吏 
OO 求 丽 园 O、O ' 的 半径 。 


解 人 450 的 面积 是 60 (em2)》， 设 圆 O 
的 半径 为 >，A4B0 的 面积 为 S， 周 长 一 半 
为 2 由 

27 一 8 
7 一 60， 
。 (cmy) 。 

其 次 , 设 切 于 圆 O 和 边 4F、4 万 的 圆 的 加 
心 为 0， 其 半径 为 光 ， 因 圆 O 的 半径 为 3 
cm， 所 以 00' 一 3 二 7。 又 因 .4 一 一 有 所 
以 48 一 EFO、 因 此 , 由 0 向 O8 作 垂 线 
OA 则 02 王 0OM， 并 且 
OM =O7 一 TUM=3 一 7 
OO02=0O'M2TOM2 一 20202， 

(3 十 7/)2 一 2(3 一 入)2， 

Jr 一 9 一 6V 了 =~0.51L (cm)， 

2978,， 在 直角 三 角形 4BC 中 , 两 直角 
边 BO C4 的 长 分 别 为 40cm 及 30cm， 在 
三 角形 内 作 一 排 三 个 等 贺 都 切 于 B0, 并 且 
一 端的 圆 切 于 4D,， 另 一 端的 网 切 于 4C， 中 
岂 的 贺 切 于 两 端的 圆 , 求 等 圆 的 半径 ， 

解 设 44C 是 两 图 的 4 公 切 . 线 ，. 它 垂直 于 


国 
， 


计算 问题 


人 


C C- 了 
BO, 所 以 4C' 1 4C. 设 所 求 半 径 为 m% 则 
BO' 一 40 一 4 一 4(10 一 )， 
而 且 人 A4C Bo 和 A4CB, 所 以 


LO-<CS 2 x 30=3(10 一 中。 
因而 4 了 B=5(10 一 从， 
但 是 LO 十 BC 一 44 瑟 =2c， 
即 20 一 2x 一 2z， Z 一 5(cm) 。 


2979， 求 扇形 04 妃 〈 半 径 04=3cm， 
弦 4 到 =2cm) 的 内 切 
贺 C 的 半径 y。 

解 设 00、4 好 的 交 
点 为 万 则 由 人 OP 
可 知 

万 一 3 一 卫 
一 2/ 了， 
由 点 九 引 平行 于 7ZB 的 
下 光 和 OB 的 延长 线 相交 于 马 , 则 


Y 抒 


W 


DB _ 0D 
7 
BP.OD IIx3 3 
2 访 思 三 二 一 一 一 
O8 2 3 73 
从 而 


OZ= /万 PTOP ~ V/ 号 +9 


并 二 志 二 
2、/ 2” 
其 次 ,在 人 AZEODP 中 , 罗平 分 DBO. 所 以 
DO 也 了 
00 一 07， 


- 10. 直径. 半 径 


2980. 在 半 答 为 5em 的 况 中 有 四 个 内 
切 的 等 圆 , 其 中 每 两 个 圆 都 互相 外 切 , 求 熙 的 
半径 。 


解 ” 设 所 求 内 切 圆 的 半径 为 zcm, 则 
042 一 0D.O0。 
即 22 一 5(5 一 27) ， 
驴 二 10x 一 25 一 0。- 
由 此 得 
2 一 一 5 土 V/ 殉 十 画 = 一 5 土 5/ 3 。 
因 x 一 一 5 一 5V 3 不 适合 ， 
.…。 0% 一 一 5 了 5~/ 2 一 一 5-5X1.4143 
一 2.0710 (cm) 。 ， 

2981.， 已 知 四 分 之 一 圆 048 的 半径 
04 一 4 的 三 等 分 点 为 C、 
了 。 设 以 也 为 圆心 , 在 内 
例 作 半圆 4C.。 再 作 一 圆 
O' 与 半圆 、 四 分 之 一 圆 “ 
的 弧 4 刀 及 半径 OB 相 
切 . 求 圆 O' 的 半径 。 

解 设 圆 0' 切 于 半 0 了 
圆 、 四 分 之 一 圆 的 弧 及 OB 的 切 点 分 别 为 及 
Z\G, 则 O 人 及 DO.O\ 了 各 在 一 直线 上 , 县 
GO'/04. 由 0' 作 0O4 的 垂 线 0C' 等 于 
0OG.。 设 所 求 半径 为 则 得 

002 一 0'G2 一 0G2 一 002 一 0 一 0D2， 


ee 


(Q& 一 2)2 一 
o < 2 4 。 
， 咏 一 2cX 一 可 十 可 CX 一 可 人 


也 


+ 二 生 QZ) 
4az 一 子 02) z= 可 4。 

2982. 在 圆心 为 0， 半 径 为 的 半圆 
40B 内 , 以 0O4、O0B 为 直径 在 半圆 内 作 半 圆 
RPR、 6。 有 一 圆 闷 既 内 切 于 半圆 4OB， 又 外 
切 于 半圆 已 .9, 求 圆 忆 的 半径 。 

解 ” 设 所 求 贺 的 半径 为 > ( 园 心 为 呈 ) 。 在 


665 
AOZPR 中 ， 
OZ2-OP2 一 忆 R2， 
如 : . ， C 
TI CA 
信 分 
=-(c+ 呈 ) . A 一 六 一 一 
解 之 ,得 5 一 于 了 。 
2983， 已 知 半圆 4CB (半径 7) 的 内 切 
贺 至 的 半径 为 一 
二 吉 亲 到 而 二 和 条 
圆 O 的 弧 且 圆心 在 
4B 上 , 求 外 切 于 AS 
两 圆 及 D, 且 内 切 AD 吕 
于 阔 0 的 贺 尸 的 半径 。 


解 设 园 忆 的 半径 为 mw; 在 人 AOBD 中 ,有 
(去 小 十 (一 名 )2 一 (去 +m) 

解 之 ,得 mm 一 也 9。 

因此 


由 一 向 04、O0 作 垂 线 分 别 为 PR、PG， 
书 的 半径 为 QZ> P8 一 沪 PG=2z， 在 人 PFO 
中 


2 
已 兰 兰 
O 5 了。 


， 五 82 二 FO2 一 PO2?， 
四 促 十 太一 人 一 功 2. - 巴 
又 因 PE 一 王 十 2 ZG 一 一 儿 
了 02 一 一 812 一 GO2 一 CR 
时 以 -2-( 和 (和 -中 ， 
"。 2 一 9 一 80. @ 


PO2 一 PD2 一 OF2 一 DT2， 
of 
《一 2) 人 3 +z】 


2 一 20。 四 
将 @、 四 代入 @, 得 
《4 一 3z) 2 十 (一 20)2 一 (7 一 功 ?。 


了 亿 作 
解 之 ,得  z= 了 本 或 2 一 百 。 


又 因 
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但 和 分 不 合 题 意 , 故 所 求 的 半径 2 一 言 7。 
2984， 在 半径 为 y 的 半圆 形 纸 片 中 , 首 


先 切 下 最 大 的 加 

P, 再 在 剩余 的 部 

分 切取 最 大 圆 9， 

求 园 @@ 的 半径 ， 本 

解 设 半 画 形 的 人 3 


纸 片 为 4CB, 则 圆 内 切 于 半圆 弧 , 圆 纺 切 
于 圆 忆 、 半圆 弧 及 弦 OB。 设 圆 纺 的 半径 @ 克 
为 2 则 FG-- 亏 y 士 Z。 又 QO0=O08 一 4 一 
Y 一 和 X。 册 驴 向 00 作 生 线 9D, 则 

QP2 一 092 一 PPD2 一 DO2，， 
即 

( 计 r+z) 一 (人 一 2)2 一 ( 志 ?一 ) 一 迷 。 
解 之 ,得 xz 一 坟 9。 

2985. 设 园 0 (半径 为 四) 的 直径 为 4B， 
以 40 为 直径 作 贺 
0 求 切 于 两 圆 和 、 
0' 和 直径 48 的 
第 三 个 圆 C 的 半 
径 。 

解 设 园 C 切 于 
两 吏 OC、O' 及 4 
的 切 点 分 别 为 必 王 五 , 则 O、C、 了 及 〇 、 
至 、C 分 别 在 一 直线 上 。 设 圆 C 的 灶 径 为 w， 
OF 一 2 在 人 AOc8 中 ,有 

好 十 久 一 (7 一 功 ?。 中 
在 AOC 到 中 ,有 


op 二 (于 + 直 一 (于 +o， 加 
由 @、@ 求 得 wm 


V 


zx- 卫 7。 


2986. 在 半径 为 10cm 的 圆 中 ， 有 三 个 
相等 的 小 园 内 切 于 该 
加 ? 并 且 互 相 外 切 ， 求 
小 圆 的 半径 。 

解 “ 设 三 个 小 贺 的 
圆心 分 别 为 王 、9、P， 
半径 为 z。 如 果 两 贺 
驴 、 互 的 切 点 为 沪 则 


计算 问题 


AP@R 是 一 边 为 2z 的 正三 角形 , PS 是 它 的 
高 ,所 以 PS= 5z。 

v 
又 0 是 APQR 的 重心 ,08= 六 在 
AOgs 中 有 


-志和 土 (10 一 2Z)。 


人 


2 泵 能 是 负 的 ,所 以 取 正 值 
攻 2 =10V 了 (2 一 了) 
一 以 4200 一 30=4.6 (cm) 。 

2987.， 已 知 正三 角形 的 边 长 为 wa 三 个 
等 圆 分 别 切 于 它 的 两 
边 , 且 互 相 外 切 。 求 
等 圆 的 半径 z。 

解 图 中 四 边 形 
GDO 是 A42BO 的 


荆 
可 拷 以 


2 


又 加 


( .4D= 
四 边 形 CDOZ 面积 
一 于 z(GD+DC+CB+ZBG)。 


10. 直径. 半 径 
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2988. 半径 为 “的 三 个 圆 互相 外 切 ， 并 | 设 园 0 的 半径 为 光 考虑 人 0O4 的 面积 , 则 


内 切 于 扁 形 , 其 中 一 C 
侣 切 于 两 条 半径 , 另 
两 圆 切 于 一 条 半径 
和 一 弧 。 求 扇形 的 
圆心 角 和 半径 。 

解 设 人 4 至 C 
为 人 等 贺 的 可 记 5 P 
饥 形 为 OFO， 则 
人 A4BO 是 正三 角形 ,所 以 

APOG@ 一 BFB40C=60。。 
延长 0OBB 和 扇形 弧 交 于 点 吾 ， 则 
OP=0OR=OB 二 BR。 
为 了 得 到 OP, 只 要 计算 OP 的 长 。 设 在 OP 
上 的 切 点 分 别 为 刀 、 吾 , 则 人 DO4=30”， 所 
以 
OD=~3D4=、/ 3c， 
又 也 也 一 4 一 2a。 
.OPB= /0O 束 十 万 厌 
一 VTS 本末 
王 \W8+323、 12c 
一 (WA64+w3)a， 
，OP=OR=(V6Tw35)o+a 

、 一 (~/ 6 二 AAA 二 1)C。 

2989. 在 边 长 为 5 的 正方 形 中 ， 有 内 接 
该 正方 形 且 互相 外 切 的 四 个 等 圆 ， 求 这 些 贺 
的 半径 。 


(D 《2) 
解 ” 如 图 (1) 四 个 较 都 切 于 正方 形 的 两 边 
的 情况 : 
显然 40 了 一 4P， 
所 以 r= 工 C。 


在 图 〈2) 的 情况 : - 


工 C 
YV3 V 3 


G C \ 
re+ax- 朋 )(- 误 ) 3 
2 十 \/ 2 
下 v7 
荆 
机 
- 泛 寻 -二 wwvE-Dc 
2990。 在 边 长 为 5 的 正方 形 4BCD 中 ， 
以 4 为 圆心 、c 为 半 D 
径 的 四 分 圆 把 正方 形 
分 为 两 部 分 ， 在 这 两 
部 分 中 分 别 作 内 切 
贺 ， 求 这 两 个 内 切 加 
的 半径 。 

解 设 在 正方 形 3 
4BOD 中 的 四 分 贺 内 部 的 内 切 圆 的 圆心 为 
忆 ， 外 部 的 内 切 融 的 圆心 为 4， 圆 王 9 的 切 
点 为 G, 它们 的 半径 分 别 为 冬 2 则 

4 万 一 一 万 一 2 
4 已 二 49 一 PG 一 4 一 2 
.4P2 一 4 万 3? 十 忆 P2， 
。。 (一 2)2 一 202。 
由 于 c- 入 2 都 是 正 数 , 所 以 
C 一 2 一 /35， 
人 br ， 
故 2 一 -75AH1 (V3 一 1)a。 
又 在 直角 三 角形 CFQ 中 ， 
40= /5c，4G=a，609= 
所 以 
Cg9=40- (4GA+G9) 
一 3a- (e+ 幼 一 (V3 一 Do 一 2 
而 且 093 王 972 十 50O2 一 298 2?， 
从 而 [5(v 3 一 已 c 一 妇 2 一 2 
积 上 面 一 样 , 解 这 个 方程 取 正 根 
(3 -TDa-y 一 V 32 
(31lD)y=(Vv2-TDo 
.。， 4 一 (3 一 32/ 5)a。 

2991， 三 个 等 圆 4、 好、C (半径 为 人 的 
圆心 是 正三 角形 4B3C ( 边 长 为 o) 的 各 个 顶 
点 ， 求 和 这 三 个 等 圆 分 别 内 切 或 者 分 别 外 切 
的 圆 的 半径 ， 


ar 一 亏 02。 


而 且 
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计算 问题 


. 解 设 人 A4BC 的 高 为 4D, 则 三 圆 4 五 
C 内 切 圆 或 外 切 的 圆 的 圆心 0 是 A4BC 的 
重心 旧 在 4D 上 . 因为 

有 Gy% 
2 
本 40= 可 4 
\/ 可 


人 人 


3 
因此 内 切 辆 的 半径 


O 万 =-O4 +4B= 交 GT 二 


一 于 (VSa+ar) 多 
外 切 圆 半径 一 04 一 4 开 
-于 (VSa-sm)， 


2992. 已 知 在 点 吾 内 切 的 两 圆 O、O 
4DB10OD, 4 下 =9cm， TD 


CD=5cm, 求 两 加 的 半 AAA 

解 ” 设 大 圆 的 半径 为 民 的 
2, 小 圆 的 半径 为 罗 则 

OO' 一 沁 一 洲 
OOC<=zZ 一 5.. 亲 
在 ACO0' 中 
(Z 一 5)2 十 (2 一 切 2 一 太 。 四 

又 风 


0B=OO0' 二 OP 一 2 一 /十 2 一 20 一 2 
O 了 =O4 二 4DB=y 十 9， 


"“。 2X 一 /一 2 十 9。 ww] 
由 @、@@ 得 
ZX 一 25 (cm)， ”一 20.5 (cm) 。 
. 2993.， .已 知 两 圆 O、0O' 内 切 于 点 4，44 
为 大 圆 吕 的 直径 4 的 


一 端点 , 由 召 作 大 圆 的 


D 
驼 BD 切 于 小 较 CO， 切 
点 C 将 了 分 为 两 部 分 性 AT 
解 ” 设 圆 0O、O' 的 半径 分 别 为 人 4Y。 在 直 
角 三 角形 BCO' 中 OOC 一 yy 
BO 一 .4 一 40' 一 2 一 
《27 一 功 ? 一 见 十 M22。 OO 
又 因 4DV/OC, 所 以 


BO :DB4 一 BO:DBD. 
。 (27 一 四) :22 一 M2: (7 十 了 2)， 


即 2700 一 ( 阴 十 0 (20 一 及 
化 简 得 

-2ow 一 (M% 二 0012。 @ 
由 四 得 402 一 420 一 各 2 
将 @@ 代入 此 式 得 

422__8xxz” 

?22 十 2 

即 引信 一 龟 )22 一 92( 和 十 0) 。、 

.一 I1i(71 十 %) 

2、/ 甩 5 一 烦 ” 
9771 也 


2994， 已 知 三 个 圆 。 它 们 的 内 公 避 线 、 
外 公 切 线 的 长 
在 园 己 图 驴 间 
分 别 为 4cm、30 
cm. 在 贺信 图 O 
闻 分 别 为 6cm、 
40cm. 在 加 CO、 

己 间 分 别 为 10 
cm、36 cm， 求 各 
圆 的 半径 。 

解 ”首先 考察 
吏 卫 及 加 下 9. 设 
它们 的 半径 分 别 (9) 

为 忆 久 PE8 一 吧 。 把 外 公 切 线 48 的 切 点 分 
别 和 圆心 已 连结 ,丛书 作 4 的 平行 线 和 
9B 交 于 0, 在 图 (4 中 
PO=4B=30， 
GOC= (9 一切。 
在 直角 三 角形 Pec 中 
PGO2 一 PCO2 十 CO2， 

因 和 而 1 一 302 十 (一 02)2。 

同样 , 关于 内 公 切 线 (图 2) 
M2 一 皮 十 (Z 十 幼 2 
“42 (X 十 功 2? 一 302 十 (一 272， 
(ZX 十 力 2 一 (9 一 轨 2 一 302 一 ， 
400 一 34X236， 


本 2 一 17X13。 全 
其 次 ， 关 于 圆 4 和 加 0, 设 圆 0 的 半 短 为 纺 
同样 可 得 

人 6 十 人 十 的 ?一 40? 十 (一切 % 
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(3 十 g)? 一 (s 一 切 2=-402 一 62， 4PO+ _AC49= 了 4OB= 4BO， 
40gm46X34， LO Ca49 
"。 52 一 23X17。 四 一 ~PQC 
再 次 , 关于 圆 0 和 圆 P, 有 一 .4BCO， 
340? 二 (z 十 z)2 一 363 十 (z 一 2)2， 2 < 
2 一 (z 一 四 2c 呈 362 一 102， 2 。 
《3 十 Z)2 一 (2z 0)2 一 36 所 以 2 在 丰 O 蕊 


"。 402m 王 46X26， 


2b 王 23X13。 @@ En s。 49.4 一 402。 
但 是 zZ> 0 9g>0 2>0 解 D、@、 四 只 取 设 4P=z, 则 由 49:9P=3:2, 知 


正 根 
0 一 :3 cm， 4 一 17cm，2z 一 23cm. 49 一 再. 

2995.， 在 直线 4 的 同 侧 有 互相 外 切 、 3 
半径 分 别 为 9em (党 jr 埋 
和 4 人 cm 的 两 个 22 一 375 一 3X5s， 
圆 N、XN'。 它们 .。。 ww 二 19.364cm。 
切 直 线 4D 于 4、 2997.， 把 直径 3cm 及 1om 的 两 根 吏 
.在 点 4、 万 柱 ， 用 钢丝 强 捆 ”。 
间作 切 于 .4B 且 在 一 起 ， 绕 一 周 
外 切 于 两 圆 的 


圆 , 求 它 的 半径 。 

解 ” 设 切 于 已 知 两 圆 及 4 的 圆 的 圆心 为 
双 , 从 对 引 4 的 平行 线 和 4N、3BN 的 交 
点 分 别 为 如 SS 设 圆 妈 的 半径 为 必 则 

N 一 9--0， 1MN 一 9 十 2 


需 用 多 长 的 钢丝 ss 


绳 ? 计算 到 厘米 N 


\、 
的 三 位 少数 。 中 
解 ” 设 两 加 的 oo 


圆心 为 O0.O， 公 < 


人 交 切线 为 4B、CD, 则 所 求 的 钢丝 绳 长 为 
0 b+4B+VD+ DO， 
从 连结 00, 从 0O' 作 0 宇平 行 于 4 及 和 40 的 
又 .4B 一 ES= MRHUMS。 1 
得 下 面 的 方程 式 0 
O 呈 =v005 一 0782 ， 
9 二 功 ? 一 (9 一 功 十 V 人 十 困 * 一 (4 一 9 | 月 0 了 一 4 有 =0D， 
=-12， 因为 OBE-=-1.5 一 0.5 一 1， 
即 w 567z TV Tc 一 12。 OO'=1.5+0.5 一 2， 
6v/ 了 二 4wVT--12， .。 0 人 孟 一 V 死 一 一 3。 
即 10w/ 7 一 12. 其 次 , 因 02=1，O00' 一 2， 
hd ADO'BO=- 马 
故 xz 一 了 5 一 苇 狂 (om)。 .OOBE60。 
二 40C=120". 
ii。 其 他 故 JRD 的 画 心 角 是 240*。 但 是 圆心 角 和 弧 
2996,， 在 圆 内 接 A4BC 中 , 设 是 成 比例 的 ,所 以 
4B= 40= 臣 cm， 一 4 
至 公 一 全 mxX1.5 一 2w。 
延长 纺 49 和 底 边 BC 的 延长 线 交 于 忆 , 且 En 
L9:9P=3:2)， 同样 ， 
求 4P 的 长 。 2 


人 了 
解 本 PND 一 豆 X2ay' 一 可 wwX0.5 一 豆 m。 
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因此 , 所 求 钢 丝 强 的 长 为 
2z 亏 mr 十 /于 x8 


一 2 十 可 mm3Xd， 733 十 号 x2. 
一 3.464 二 7.333 一 10.797 (em) ， 

2998. 尝 径 50cm AR 用 钢丝 
多 长 的 钢丝 ? 计算 到 毫 
米 为 止 ， 其 中 连结 的 空 
时 不 计算 在 内 。 

解 ” 设 三 个 等 圆 的 加 
心 分 别 为 4、 有 五 0 各 
加 的 公 切 线 的 切 点 顺 次 为 二 、 QR 8、 m 7， 
则 所 求 长 2 为 

AN AAA 贞 AAA 
PoO+ 弦 +PRST 绽 +7D 十 。 
Pg=BS=7TI=4B， 

外 -= 弛 -=- 作 ， 
4B-24N 一 2Xx50=100， 
且 P414B，1414C， 
AB4C 一 60。. 
',， /AP4I=120， 
纺 = (全 国 周 ) -3 一 了 sr. 


JT00 


因为 


改 1 一 3x100 上 3X- 


忆 300 二 LI00X3.1416…， 
614.2 (cm) 。 

29993. 从 远洋 返航 的 轮船 甲 的 水 平 
线 上 , 可 看 见 高 为 4100 了 也 
的 灯塔 的 光 ， 求 该 船 到 灯 
塔 的 距离 。 设 地 球 的 半径 
为 7320Km。 

和 解 ” 设 船 的 位 置 为 4， 
灯塔 的 塔 基 为 C， 塔 顶 为 
互 , 直线 BC 过 地 球 中 心 
另 一 点 为 则 4 展 王 BO DGD-。 已 知 

BO=0.1， 
也 了 =-7320X2-0.1L 一 14640 .1， 
3 ee IX14640.1= 一 1464.01， 
一 1464.0 交 38.26… 
1 38.3Km. 

3000. 已 知 两 山 的 高 都 为 1850m, 在 山 

顶 恰 可 互相 秦 见 , 求 这 两 山 最 远 的 距离 。 


计算 疝 题 


解 ” 设 两 山 的 高 为 C4、DB， 2 由 顶 
可 以 互相 看 见 的 最 远 距 
离 为 4B， 由 -43 应 切 
于 地 平面 ， 且 其 切 点 是 
线段 4 妃 的 中 点 ， 设 为 
妃 ， 其 次 ,40 必 过 球 心 
O, 设 延 长 4CO 和 地 球 
表面 的 另 一 交点 为 C, 则 


4 瑟 =40.40 
且 4 了 一 234 万 ， 
但 是 40 一 BD=1.35(km) ， 
CO' 一 200=7320X3 
一 14640 (km) (上 题 )。 
区 此 


4 刀 一 /II-55(i14640 于 I35》 
一 AI.35X14641.35 
一 /II09765.8325 一 140.59...， 
4B 一 281.18… 汪 381 (km) . 

3G01， 已 知 在 海上 依次 排列 三 点 O、 人 
五 在 一 直线 上 ，04=2400m，4B=1800m， 
船 过 点 O 后 接 一 
定 方 向 和 一 定 速 
度 航 行 ， 当 船 过 
点 DO 后 7 分 钟 时 
测 得 线段 4 妒 的 
视角 为 c, 又 过 
5 分 钟 再 测 又 得 c， 求 船 的 速度 . 

角 ” 设 船 过 点 O 7 分 钟 时 的 位 置 为 CO, 再 
过 5 分 钟 时 的 位 置 为 刀 。 再 设 船 速 每 分 钟 为 
5m， 则 天 人 4CB=4DB=o 所 以 四 点 
4、C\、 也 互 共 圆 , 因此 

0C0.0D=04.0B， 
和。 75.12c 一 2400X4200， 
好 一 120000， 其 中 xz>0， 

故 2 一 300/ 3 ”346。 

即 船 速 为 每 分 钟 346. 

3002， 已 知 三 
角形 地 面 的 三 边 之 
长 分 别 为 & 2 c 要 
在 沿 三 角形 地 面 的 
内 侧 铺设 一 定 宽度 B 
的 路 面 , 使 路 面 的 面 


积 为 全 面积 的 元 ， 求 路 面 的 宽度 ， 


这 .其 他 671 
- 解 设 铺设 的 道路 夹 在 A4BC 和 | 于 是 
人 A4BiO/ 中 间 ， 则 人 4BO 和 A 人 4BC: 相似 ， 五 有 一 万 已 十 三 太 _ 
而 且 两 个 三 角形 的 内 心 重 合 。 设 从 内 心 O | 人 
向 BC 作 垂 线 0D 和 BC 的 交点 为 如 ，OD | 同样 ie 
一 9，O 写 一 2， 则 所 求 的 路 宽 就 是 了 妃 的 长 。 G 互 =6C9 上 QZ 
”因为 A4BCwA4' BO 所 以 二 2Z 十 4 
2 一 44X 士 65X 一 
Sekieo 0 及 天 0 65(z 十 委 
由 题 设 条 件 知 ERES 
SB: 二 ， 0 
AZB7 11 3 一 作 65x 
县 本 | 人 ] 
2 全 2 
-GD ，.，sA/EI = 
即 02 一 天 》 。。 7 一 大 7 。 0 
元 这 二 十 一 下 | 
故 了 2 一 7 一 (1- 党 公 做 简 得 。 澡 十 365z 一 17600=-0。 
又 2 是 人 4BC 交 交 二 取 方 程 的 正 根 ，”Y 一 笃 。 


_V2O-aC-ZC-o 
? 


其 中 pp 一 豆 (a+8 二 o)， 


.。 pp-(1-V 妃 ) 


xy2B=-a -人 人 -2) 

六 5 
3003. 已 知 一 梯形 地 面 ， 其 一 边 是 南北 
方向 , 长 84m, 其 两 邻 
边 都 是 东西 方向 , 长 分 
别 为 妈 症 及 65 下， 要 
求治 东西 方向 铺设 一 
条 宽 4za 的 道路 将 此 
地 而 分 成 等 积 的 两 部 

分 , 求 道 路 的 位 置 。 

解 在 梯形 4BCOD 
中 , 设 4 了 一 和 my BC 一 65m 4 万 = 一 84 世 .在 
图 中 2G 克 为 宽 4zm 的 道路 , 设 4 到 一 zm， 


BG= (80 一 om，BD 和 瑟 F、G 妃 的 交点 分 ， 


别 为 必 @, 则 
已 PP ， 万 忆 
4 一 .45， 
84-7 了 (84 一 茹 
ae 五 已 王 44X 8S4 一 ”于 
三 太 4 万 


纪 
AR 0 


所 以 , 应 在 4 马 为 么 王 处 铺设 道路 。 
3004.。 在 圆 直 径 .43B (半径 为 7) 的 延 
长 线 了 3X 上 取 三 点 C、 也 、 卫 , 使 BC=CD= 


DB- 去 r.。 在 点 4 的 切线 4Y 上 取 点 下 G) 


使 4 太一 r，4G 一 CO, 过 点 G 作 如 及 的 平行 
线 G 克 和 ZEBX 的 交点 为 互 ， 则 4 互 近似 于 
半 径 为 7 的 贺 周 。 


让 
解 因 卫 /GZ 所 以 
4G:4 刀 一 4 了 :4 卫 。 
L4G 一 C8， 
C 厅 2 一 4 妃 2 十 4C2， 


因为 
4 瑟 一 7 
4C=3r+ 噩 zx 也 7 


2321 
四 OF 一 人 十 一 25 I2， 
^/ 46 
人 7 


3 13 
又 因 4 如一 27 十 噩 7 一 -人 力 


ae CO7 一 
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^/ 146 1 
得 避 r: 4B-r: 之 v。 


13 146 13wW ET 


e 4 一 玉 - 5 少 0 27。 
由 于 
13w/ 146 ”138 
一 8 一 和 X12.08203459 
一 3.1415919.…， 


它 和 mw 值 的 差 小 于 0.000001， 即 小 于 百 万 分 
之 一 。 因 此 4 互 的 长 近似 于 原来 的 圆 的 四 
3005， 已 知 一 条 河 宽 30a， 且 两 河岸 
平行 。 在 距离 河岸 120 
m 处 有 一 家 4， 在 往 下 
游 400 米 处 的 对 岸 ， 距 
离 河岸 180m 处 有 一 家 
EB, 现在 想 从 4 到 忆 修 
一 条 路 , 架 一 座 桥 ( 桥 和 
直 于 两 岸 ).. 问 最 少 需 
费 多 少 ? 设 修 路 一 米 需 
费 2a 元 , 修 桥 一 米 需 费 10o 元 。 
和解 “ 因 河 宽 都 相等 , 所 以 不 论 在 邬 里 架 桥 ， 
其 费用 都 是 一 样 的 。 所 以 选择 从 4 到 巨 的 


计算 问题 


最 短路 径 所 需 的 费用 最 少 . 因为 河 宽 都 相等 ， 
办 此 ， 只 须 使 从 4 到 桥 , 从 召 到 桥 的 距离 最 
短 就 是 最 短路 径 。 由 4 向 河 作 垂 线 4DPD, 在 
其 上 取 40 ,等 于 河 宽 ， 连 结 BC 和 吾 例 河 岸 


| 的 交点 于 了 由 点 到 架 桥 人 N 垂直 于 两 序 ， 


则 4XN 十 BM 为 最 短 ( 问 题 2741) 。 
延长 40 和 河岸 交 于 点 刀 ,， 又 从 巨 作 河岸 
的 垂 线 2 并 延长 和 对 岸 交 于 点 互 , 则 4D 
一 120mm, 已 刀 一 180m， 万 也 一 400m。 设 DDN 
一 和 Im， 则 女人 一 了 MK 一 (400 一 办 m。 
,人 4DNeoe 人 BFBM， 
4D:DN 一 下 :DEL 。 
即 130:z 一 180: (400 一 0)， 
23:2 一 3; (400 一 四 ，. 
800 一 2x 一 3z) 
。。 0 一 L60。 
册 矶 瑟 M 一 400 一 2 一 240。 
故道 路 之 长 为 
/五 5 二 亚 政 十/ 无 5 二 殉 严 
一 200 十 300 一 500 (m)， 
最 低 费 用 为 
2cX500 十 10gx30 
一 1000a 二 300 一 1300a( 元 ) 。 


1 Vrh 


了 .直线 和 平面 ( 陋 

3006. 令 述 直线 和 平面 的 公理 ， 以 及 确 
定 平 面 的 条 件 。 

解 关于 直线 和 平面 的 公理 : 

(1 不同 的 两 点 仅 可 确定 一 条 直线 ; 、 

(2》 过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 只 有 一 个 平 


面 ; 
(3) 连接 平面 上 两 点 的 直线 包含 在 这 个 平 
面 内 ; 

( 乞 如 果 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ， 那 么 必 
然 还 有 另 一 公共 点 。 

在 下 列 情况 下 ， 所 确定 的 平面 有 且 仅 有 一 
个 : 

(1 过 未 在 同一 直线 上 的 三 点 的 平面 ; 
(2) 过 一 直线 和 不 在 此 直线 上 的 一 点 的 平 
面 ; 

(8) 包含 两 相交 直线 的 平面 ; 

(4 和) 包含 两 平行 直线 的 平面 . 

3007. 叙述 下 列 概念 的 定义 : 

(G) 空间 两 直线 平行 ; 

(2) 直线 和 平面 平行 ; 

(3) 空间 两 直线 垂直 ; 

(4 直线 和 平面 委 直 。 

解 (在 空间 里 ， 若 两 条 直线 在 同一 平 
面 内 且 没 有 公共 点 ， 
则 称 这 两 条 直线 平 
行 . 

(2》 若 直 线 和 平面 
没有 公共 点 ， 则 称 这 
条 直线 和 这 个 平面 平 上 


行 。 

(3) 过 空间 任意 一 机 
点 作 与 两 已 知 直线 分 
贡 平 行 的 两 条 直线 , 落 所 作 丙 直线 的 交角 为 
直角 , 则 称 空间 两 已 知 直线 垂直 。， 


学 


体 几 何 
线 和 平面 


(4 若 一 直线 和 一 平面 相交 且 垂 直 于 这 个 
平面 内 的 所 有 直线 ， 则 称 这 条 直线 和 这 个 平 
而 垂直。 

3008. 过 两 平行 线 中 的 一 条 直线 且 不 
包含 另 一 条 平行 线 的 平面 ， 与 另 一 条 直线 平 
行 。 

解 设 和 和 为 两 乎 行 直线 ， 含 双 但 不 含 ? 
的 平面 为 c。 

菩 平 面 w 与 直线 1 不 平行 ， 则 w 与 7 必 相 
交 。 由 于 1f oo 所 ， 
以 和 7 在 同一 平面 
内 ， 因 此 当 w 与 ? 
相交 时 ， 其 交点 一 
定 在 直线 加 上 。 但 
是 已 知 !/ ma 2 和 
胡 没 有 公共 点 。 这 个 矛盾 说 明 w 必 与 了 平 
行 。 

3009e. 如 果 一 平面 与 两 平行 线 中 的 一 

条 直线 相交 ， 则 该 平面 也 与 另 一 条 直线 相 
交 。 
解 ” 设 ?为 两 平 
行 直线 ， 平 面 w 与 直 
线 ! 相交 于 点 , 则 
平面 (2 om) 和 平面 c 
有 公共 点 至， 所 以 它 
们 相交 于 过 点 如 的 
直线 %。 已 知 在 平面 (2 on) 内 与 平行 线 人 mn 
中 的 ? 相交 的 直线 9% 必 与 多 相交 ， 设 其 交点 
为 刀 。 则 思 既 是 平面 w 内 的 点 ， 又 是 直线 包 
上 的 点 ,所 以 平面 w 也 与 直线 刀 相 交 。 

3010。 如 果 相 互 平行 的 直线 都 和 另 一 条 
直线 相交 ， 则 这 些 平行 直线 都 在 同 一 平面 
上 


解 设 4B、CD、BFH、GE、… 为 相互 平 
行 且 和 直线 Y 分 别 交 于 P、9、R、S、… 
的 直线 , 则 平面 (4B，CD) 和 平面 (4B，PO) 
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即 平面 (4 呈 , X 立 ) 重合 .平面 (4B， 4 和 交 线 为 如 下. 


平面 (4 刀 ，PR) 即 平 
面 (4B， 六 Y) 重合 - 
平面 (4B，G 互 ) 和 平 
面 (4B，PS) 即 平面 
(4B, 了 ) 重 合 ， 
因此 , 4B、OD、 也 太 、 了 
G 有 及 和 了 都 在 平面 (4B3, XZY) 上 . 

3011， 已 知 一 条 直线 和 一 个 平面 平行 ， 
则 过 这 条 直线 的 
许多 平面 与 已 知 
平面 的 交 线 都 和 
已 知 直 线 平行， 
并 且 这 些 交 线 也 
相互 平行 。 

解 ” 设 直线 4 好 和 平面 平行， 过 4 的 
平面 与 平面 % 的 交 线 分 别 为 CD、BF、G 万 、 
… 等。 因为 4B1Va, 所 以 cc 和 4B 不 相交 ， 
而 0 又 在 平面 内 ， 因 此 4 如 和 CD 不 要 
交 。 又 因为 4B.CD 在 同一 平面 内 , 故 4BB1 
CD. 

同 理 , 可 知 瑟 F、G 玖 等 都 平行 于 4B、 

其 次 ,如 C 了 和 五 8 相交 , 则 其 交点 和 直线 
42 就 在 两 个 不 同 的 平面 内 ,这 是 不 合理 的 ， 
所 以 CD] BF、 

同 理 , CDV GE 等 ， 化 各 交 线 CD\、BT、 
G 互 … 互相 平行 。 

3012.,， 如 朱 两 个 相交 平面 都 平行 于 同一 
直线 ， 则 这 两 个 平面 的 交 线 也 和 这 条 直线 平 


行 。 次 四 

解 设 平面 %B 都 
和 直线 0 平行 ， 平 6 
面 w\8 的 交 线 为 4 


过 4B 上 的 任意 点 4 & 

作 CD 的 平行 线 ， 则 这 条 直线 既 在 平面 e 内 
又 在 平面 6 内 ， 所 以 这 条 直线 就 是 平面 w 和 
8 的 交 线 4B。 因 此 4B1/ CD。 

3013.” 分 别 过 两 马 
知 平行 线 中 一 条 直线 的 
两 个 平面 的 交 线 ， 必 平 
行 于 两 已 知 平行 直线 。 

解 设 4B、CD 为 互 
相 平 行 的 两 条 直 线 ， 
a、B 分 别 为 过 4B、CD 的 两 个 平面 ， 它 们 的 


因为 平面 8 过 与 4B 平行 的 直线 CD 
.4B1/ 8， 
又 平面 过 与 平面 6 平行 的 直线 4B, 所 以 
平面 和 有 的 交 线 了 8 与 4B 平行 , 即 
了 7 1 4B。 
同 理 ， 瑟 P/ CD。 
3014.， 如 果 两 个 平行 平面 和 第 三 个 平面 
相交 , 则 它们 的 交 线 平行 。 
解 设 w、8 为 两 个 平 
行 平 面 ， 第 三 个 平面 7 各 
&C 的 交 线 分 别 为 4、 
CD. 因为 Kc/ 8, 所 以 4B、 
CD 不 相交 。 又 因 4B、 
0 在 同一 平面 ?内 ， 故 


4B1/ CD. 

3015., 与 两 平行 平面 中 一 个 平面 相交 的 
直线 , 必 与 其 中 另 一 平面 相交 。 

解 ” 设 直线 ?4 和 两 平行 平面 w\86 中 的 ca 相 
交 于 点 4.。 ? 

若 直 线 ! 和 平面 6 不 相 
交 , 则 有 7/ BE。 由 ww/ 8 可 人 
知 , 过 ww 上 的 点 4 且 与 B 
平行 的 直线 ?7 必 在 cC 上 ， 
这 就 与 7 和 相交 的 候 全 
定 相 了 矛盾， 所 以 ? 与 = 
不 平行 ， 即 ! 必 与 请 相交 。 

3016. 如 果 不 在 同一 平面 上 的 三 条 平行 
线段 等 长 ， 则 过 这 三 条 线 
段 端 点 的 两 个 平面 乎 行 。 

解 设 44' 二 了 五 ' 工 
0C0', 则 .44'B' 刁 是 平行 四 
边 形 ， 

4B1 4B'。 

同 理 ，BC1/ BO 

又 4B、BC 相交 于 了 ，4PB、BC 相交 于 
呈 ， 因 此 , 包含 三 条 线段 一 端 4、B、C 的 平面 
2 和 包含 三 条 线段 另 一 端 4 、B、C' 的 平面 
8 平行 。 1 

30917 .， 如 果 不 在 同一 平面 上 的 两 个 角 的 
对 应 边 同 向 平行 ， 那 么 每 个 角 的 两 条 边 所 确 
定 的 两 平面 平行 。 

解 在 平面 c、8 上 分 别 作 45O、 
LA4B1O 设 BJN 4B0 BOJ BO' 在 Bid 


第 一 章 直线 和 平面 


上 取 4 ,使 
B4 一 BA 
在 BC 上 取 C， 使 
BO= BO 
则 4BB'4/CBB'O" 都 
44"4BB'LCO"。 一 人 
因此 , 由 上 题 知 c/ 8.。 

3018。 与 两 平行 平 
面 中 一 个 平面 相交 的 平 
面 ， 必 与 其 中 另 一 个 平面 相交 。 

解 ” 设 w、p8 为 两 个 平行 平面 ， 第 三 个 平面 
?与 ww 相交 于 4B。 如 图 ， 
在 平面 > 内 引 直 线 40, 由 
wjlB 可 知 , 如 4C 与 g& 相 交 
于 4 则 4 也 和 8 相交 ( 问 
题 3915) 。 设 这 个 交点 为 4， 
过 隶 作 4B 的 平行 线 4 瑟 ， 
则 4 字 ' 在 平面 8 内 , 从 而 平 
面 (0C4, 43 1) 与 平面 ? 重 
合 ， 故 平面 ?和 平面 6 相交 于 直线 4 

3019。 孝 三 个 平面 w、 8、? 互相 平行 , 两 
条 直线 与 这 三 个 平面 分 别 交 于 4、DB、C， 
4 了、O'， 则 

BF:BO=4.DBO/。 

解 过 4 引 直 线 4BC7 

的 平行 线 ， 设 它 和 平面 

8 及 ?7 的 交点 分 别 为 Bi、 
Cl， 则 44、 DBIB、 OIC 
分 别 是 平面 (4C，401) 
和 平面 c、8、7 的 交 线 ,所 
以 


44'1BIB' 1 C10'。 
汪 4BIO11 4B1O1 
。 4LBi 一 4 万 
BIO 一 BO。 
又 BBl、COi 分 别 是 平面 (40，4CD 和 平面 
By 的 交 线 ,所 以 


BBCoi， 
从 而 4PB:BO= 4F1:BIO 4BOBO。 
3020. 如 果 两 条 直线 在 两 相交 平面 的 


每 个 平面 内 的 射影 都 平行 ， 则 这 两 条 直线 平 
行 。 
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内 的 射影 分 别 为 凡 7 和 ， 且 六 as 
/mm 。 则 由 于 7 和 ?在 同一 平面 内 ， 包 和 
0 在 同一 平面 内 ， 且 


7 /2 所 以 0 
平面 (2 7) 一 一 
! 平面 (ms on )， 
直线 1 平面 (zz ) 。 
同 理 ， p 
8 | 


1 平面 (zz Mo ) 。 
故 直线 ! 和 两 平面 (mr， Mr) 、( 
纪 平 行 。 

注 如 果 人 甸 与 w、8 的 交 线 垂直 , 则 ?11/ 
说 。 

3021， 设 4、DB、C、 汪 为 空间 的 四 点 ， 
瑟 、G、 克 分 别 为 线段 
4B、 BC、CD、D4 的 中 
点 , 则 

(1 直线 BG 和 了 
相交 ; 

(2) 设 了 G 和 轧 的 
交点 为 己 则 三 是 到 4、B、C、 守 的 距离 平 
方 和 为 最 小 的 点 。 

解 (人 ) BF 到 40， HG 二 40， 

,， 太 也 瓦 G. 
于 是 BFG 互 是 平行 四 边 形 , 其 对 角 线 了 G 和 
二 如 互相 平分 。 因 此 线 限 BG 生 在 其 中 
点 一 处 相交 。 
(2) 取 点 三 以 外 的 任意 点 P 则 
4P2 十 BP'2 一 3(4 古 2 十 刀 PO ， 
CP2DP2 一 2(0G2? 十 GP2) 。 
4P2 十 BP2-LCOP2 十 DPa 
一 2(4 刀 2 十 CG2) 十 3(P2 二 GPO) 


一 王 (4B?+CD2) 十 2[2( 劝 Ps 


MM') 的 交 线 


十 PPO)] 
= 子 (4F3- 二 CD2) 十 BG2- 二 4PPo。 


由 于 4B》、 CD BEG2 是 定 值 , 所 以 当 PP' 一 
0, 即 点 己 和 书 ' 重合 时 , 点 疡 到 4 瑟 、C、 了 了 
的 距离 的 平方 和 为 最 小 。 即 三 是 到 4\ BC、 


解 设 两 条 直线 1、m， 在 两 相交 平面 w、 P | 刀 的 距离 的 平方 和 为 最 小 的 点 。 
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”3022. 已 知 空间 两 线段 4B、CD, 设 线 上 行 四 边 形 FG 互 上 。 因 此， 点 的 轨迹 是 


段 BD、4C 的 中 点 分 别 为 刀 、 忆 ， 

(1) 如 果 点 妃 和 允 重 合 , 问 4B CD 有 什 
人 么 关系 ? 

(2) 在 4B+TCD>32BB>>4B~OD 中 ,如 
果 等 号 成 立 , 问 4B、CD 的 位 置 怎样 ? 

(3) 设 书 为 4 甩 上 的 任意 一点， 为 CD 
上 的 任意 一 点 ， 问 线段 Pe@ 中 点 的 轨迹 是 什 
人 委 ? 

解 (1) 当 点 妃 和 重 合 时 ，4B.OD 在 
同一 平面 内 ， 且 四 A 
边 形 4BODp 的 对 角 
线 互 相 平 分 ， 所 以 
4BOD 是 平行 四 边 
形 。 从 而 

4 了 1/ DO， 可 

(3) 设 B 的 中 点 为 允 ， 则 


MP= 豆 4B， MB- 王 CD 


如 果 到 、 囊 卫 


A B 
不 在 同一 直 线 上 ， 
则 E 
再 十 开 布 > 万 克 
末 再 MRP， 
从 而 D C 
4 十 ODD>32 万 玉 >4DBwCDD. 


如 果 上 式 中 有 等 号 成 立 ， 只 须 了 FM 盏 成 
4B1CD.。 


注 特别 地 , 当 2 有 8 和 4~CD 相等 , 则 
4B、CODP 的 位 置 关 系 如 上 图 

(3) 如 图 ， 设 一 、 
忆 .G 咏 分 别 为 DB、C4、CB、4D 的 中 点 ， 
则 


\1 
G 卫 一石 一 于 CD， 
GF 一 瑟瑟 一 己 4P， 


，ZGBH 是 平行 。 

四 边 形 。 
设 CP 和 了 BG 的 交点 为 DP 和 卫 刀 的 
交点 为 W, 则 到 三 分 别 是 POPD 的 中 点 ， 
所 以 Ze 的 中 点 到 在 ZN 上 。 从 而 并 在 平 


平行 四 边 形 GZ 万 。 

3023. 设 4B、BO、CD 是 不 在 同一 平面 
的 三 条 线段 ， 则 过 这 三 条 线段 中 点 的 平面 平 
行 于 LO 和 瑟 D. 

解 ” 设 三 线段 4B、5CO、CD 的 中 点 分 别 为 
召 、 柬 、G, 则 2 

万 ] 40， B 
FTG1/BD。 
设 包含 FF、ZG 的 平面 
为 则 . 
Ga14C， 人 
wa/ EBD。 @ 
从 中、@, 可 知 w 平 行 
于 4C 和 了 D. 

3024. 已 知 不 在 同一 平面 的 两 个 三 角形 
4BC 和 也 FE,， 设 连结 对 应 顶点 4 和 也 好 
和 CC 和 下 所 得 的 三 直 
线 相 交 于 一 点 O, 对 应 边 
423 和 了 妈 、BO 和 也 罗 
C4 和 了 忆 的 交点 分 别 为 
六、 了 工 和 则 并 了 了 在 
同一 直线 上 。 反 过 来 , 也 
成 立 。 [ 科 沙 格 定理 ] 

解 ” 设 平面 4BC 和 疡 丈 的 交 线 为 7? ， 则 
4 刀 和 思 妃 的 交点 并 在 直线 ! 上 。 同 理 ,了 
2 都 在 直线 ! 上 ,所 以 王 了 了 、2 在 同一 直线 
上。 

反之 , 若 刀 刀 、 4 也 交 于 点 怀 , 则 D4PBB 为 
一 平面 。 同 理 , BOF、7C4DD 都 是 平面 , 因 
为 它们 不 平行 ,所 以 它们 有 公共 点 O。 

3025.， 设 互 相 垂直 的 两 条 异 面 直 线 的 距 
离 为 gc 两 端点 分 别 在 这 两 条 异 面 直线 上 的 
动 线段 P 的 长 为 14>J，P@ 的 中 点 为 双 ， 
则 

(i 歼 在 定 平面 上 ; 《〈i) 
2 在 定 曲线 上 。 

解 (人 如 图 ， 设 两 异 面 
直 线 的 公 垂 线 为 4， 4 甩 、 
4 的 中 点 分 别 为 CN， 则 

ON1AB9, NM 4P， 
“40 LON, 4O LNM， 
从 而 40 上 平面 OMN， 
因此 点 1 在 过 点 0 且 和 三 直 于 40 的 平面 


A 忆 
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内 。 
(4LP14B, 4P1B9， 
4P | 平面 4B9. 
.AP49= AR 
从 而 4 一 王 PO= 王 


又 由 40 平面 O0MN, 知 40LOU， 


OU-VTTA5- 立 后生 ， 


因此 ， 是 在 平面 上 以 为 圆心 ， 以 
言 责 -人 为 半径 的 定 加 上 。 


3026.- 已 知 平面 w 和 与 它 不 平行 的 线段 
4PB, 任 取 一 点 卫 , 设 4P、BP 或 其 延长 线 
和 ww 的 交点 分 别 为 4 召 , 则 无 论 书 的 位 置 
怎样 , 直线 4 总 过 一 A 
定点 。 

解 4P4'\、BPB' 是 
相交 于 点 三 的 两 直线，. 
它们 可 以 确定 一 个 平 
面 。 因 为 4 刀 不 与 w% 平 -一 
行 , 所 以 4' 呈 ' 也 不 与 4B 平行 , 即 它们 必 相 
交 。 设 这 个 交点 为 &, 则 8 就 是 直线 4 互 和 
cx 的 交点 。 它 是 一 个 定点 。 所 以 不 论 的 位 
置 怎样 ，4' 瑟 ' 总 通过 定点 8。 

3027 。 如 果 一 条 直线 和 一 个 平面 相交 ， 
则 过 这 条 直线 的 平面 和 已 知 平面 的 交 线 都 通 
过 已 知 直 线 和 已 知 平 面 的 交点 。 如 果 一 条 直 
线 和 一 个 平面 平行 ， 则 通过 已 知 直线 的 平面 
和 已 知 平面 的 交 线 都 平行 于 已 知 直 线 ， 并 且 
这 些 交 线 也 相互 平行 。 

解 ” 设 过 已 知 直线 48 的 若干 平面 为 LOC' 
(平面 4BCC)，4D'、4 瑟 、… 都 和 已 知 平面 
CBY (平面 CO ) 相交 ,其 交 线 分 别 为 CO 
DD'、 了 BEB'、FF'、…。 

(如果 直线 4 互 和 
平面 CF' 相交 于 点 O， 
则 交 线 CO\、DD\、… 都 
过 点 O。 

点 CO 歼 在 直线 4 
上 ， 又 在 平面 4C' 和 
CFI 上 ,所 以 点 0O 在 两 平面 4C' 和 CB' 的 交 
线 CO' 上 , 因此 CO' 必 过 点 0 

同 理 , 其 他 交 线 站 D' 五 及 、… 也 都 过 点 0 


《ii 如 果 4B1V/ 平面 OF, 则 由 问题 3011， 
知 CC 1 DD' 1 瑟瑟 1 1 4DB。 

3028, 设 A4B0 和 四 边 形 POORS 在 同 
一 平面 上 ， 通 过 4、 忆 的 直线 9 和 通过 C、 羽 
的 直线 九 平 行 。 如 果 与 9 平行 的 直线 被 这 两 
个 图 形 所 截取 的 线段 总 是 相等 的 。 

GD 问 肥 9、 S 的 位 置 关 系 怎 样 ? 

Ga 证 明 这 两 个 图 形 的 面积 相等 。( 卡 瓦 
埃 利 原 理 ) 

解 全 设 过 有、 
S 且 与 义 9 平行 的 
两 直线 分 别 为 尺 3. 
久 s 和 人 A 人 4BC、 四 
边 形 PORS 或 其 延 
长 线 的 交点 ， 如 图 
中 所 记 的 字母 ， 则 依 题 意 得 

卫 刀 一 8 工 ， 
， 五 万 ' 一 ST 。 } 
因为 54s8 9， 所 以 
BR 4Z_ PS Sr， 


- @ 


于 是 由 四 SI 一 至 ， 可 知 瑟瑟 一 歹 卫 。 又 由 
@ 了 BB 一 下 L， 可 知 丈 工 一 开 TD， 因而 了 与 到 
必 有 重合 。 

同 理 ,如 上 图 , 二 与 乙 重合 。 

这 样 , 以 五 丸 三 点 重合 于 一 点 。 久 了 卫 
三 点 重合 于 一 点 , 故 盏 .S\9 在 同一 直线 上 。 

( 边 如 上 图 , 三 点 到 SA 9 在 一 直线 上 且 
DBS9@/9g， 同 时 B89 就 是 被 已 知 两 图 形 所 截 
取 的 线段 。 由 于 BS8@ 分 别 被 人 4BC 和 四 边 
形 POPRS 所 截取 的 两 个 部 分 总 相等 ， 所 以 这 
两 个 图 形 的 面积 也 相等 。 

3029,， 设 四 边 形 4BCOD 的 四 条 边 不 在 同 
一 平面 内 , 在 边 4B、BO、 27、 D4 上 ， 分 别 取 
点 环 . 了 PP.Q, 使 

4Z:XB=DZY:ZO, BP:PO=49:9D， 
则 互 Z Po 在 同一 
平面 内 。 

解 

.4 王妃 

一 DY7:YOC， 

BP:PC 

一 49:97D。 
所 以 ， 当 4X:XB=49:9D 时 ， 则 
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BFP:PO=DF:PC， 
且 @X/DBV/YP， 所 以 两 直线 gX 和 了 已 


在 岗 一 予 面 内 ,从 而 和 了 和 P9 也 在 同一 平 . 


面 内 。 
当 4 马 : 开 BF49:9D 时 , 则 和 和 DB 不 
平行 ， 它 们 必 相 交 。 设 其 交点 为 瑟 , 可 以 证 


了 明了 P 的 延长 线 也 通过 五 
- 在 A4DB 的 横 戴 线 9XR 上 使 用 美奈 劳 
斯 定理 ,得 
L4Z BRB DO 
5 9 


4X_ 了 2 Je_CP 


DZ .COCP . BZ 1 

环 责 十 
因此 ，R、 忆 了 在 同一 直线 上 ， 从 而 9X 和 
2 在 同一 平面 内 , 并 相交 于 五。 

注 本 题 的 四 边 形 叫做 空间 四 边 形 。 

3030. 平行 四 边 形 的 一 
点 到 过 另 一 条 ”- 
对 角 线 的 平面 
的 距离 相等 。 

解 设 
口 4BCD 的 两 
条 对 角 线 的 交 
点 为 0， 过 其 
对 角 线 了 7D 的 
平面 为 w。 从 4C 向 平面 ac 引 王 线 其 垂 足 
分 别 为 4、C，, 则 

40=00, A404'- iooe, 
LA4 一 LAC=<-RB， 
A404'E2ACOO。 

故 44 一 CO 
”3031, 四 面体 4BCD 被 与 对 棱 4D、BC 
平行 的 一 平面 所 截 ， 已 
知 截 口 为 矩 形 ， 问 四 面 
体 4BOD 具有 什么 特 
征 。 

解 四 面体 4BCD 
被 与 其 对 棱 4 及 BC 平 
行 的 平面 截 开 , 设 截 品 为 瑟 FG 互 (如 图 ), 则 

瑟 事 1 FGA BO， 
五 G1/ 也 四 1 4D。 
故 忆 8G 丽 为 平行 四 边 形 。 今 知 也 8G 互 是 
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矩形 , 则 它 的 各 角 须 为 直角 , 因此 LDL BC. 

3032， 四 面体 4BCD 中 ，BC=40， 3 
一 LD。 

(i) 设 从 互 引 CD 的 垂 线 的 垂 足 为 如 ,从 
4 引 如 3 已 的 垂 线 的 重 足 为 互 , 则 4 互 和 底面 
2COD 垂直 。 

( 设 BC 的 长 为 a0， 0 的 长 为 久 
BOD、 4B3 和 底面 BCD 的 交角 都 是 60"， 

G) 求 4 的 长 ; 

(3) 设 4B.OD 的 中 点 分 别 为 到、 Mr， 求 
AZMN 的 面积 。 

解 (iD …… ”CO4=CPB, D4=DB， 

”人 407 天 人 PCOD 《三 边 相 等 )。 
因而 由 BBCD,， 可 知 4 妃 LCD, 于 是 4 及 
2 刀 都 垂直 于 C， 

… “0 卫 平面 4B 忆 ， 
从 而 4 互 LC 万 . 

又 知 4 万 万 刀 ， 
."。 4 如上 平面 
(CBE，BDB)， 
即 ”4 互 | 平 而 BCD。 
(ii …” .BO 万 一 60"， 
BO 一 a， 


又 根据 (的 证 明 , 知 
人 A4OPSA 人 PEOD， .…，.4 刀 一 万 万 . 

又 L4PB=60"， 所 以 A4BZB 是 正三 角 
形 。 

(1) 4 一 BPB=S 0 

(2) 出 人 的 证 明 ， 。 CD 平面 4 妃 B， 

MBN 一 也。 

因为 A4BB 是 正三 角形 , 好 是 4 刀 的 中 点 ， 
所 以 


BBC= -已 


2 BB- sa. 


驰 一 部 G。 


又 EN=CN-CBE 一 222， 
5 并 3c(2 一 0) 
一 二 M 召 . 瑟 N 
SAxBN 了 殖 16 


3033. 证 明 与 空间 四 边 形 的 一 组 对 边 乎 
行 的 平面 ， 分 另 一 组 对 边 的 比 根 同 。 
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角 设 空间 四 边 形 为 | 4BCDP)， ER 
边 4B、CD 平行 的 平 曾 
为 w，a 蕉 另 一 组 对 边 
4D、3B0 的 截 点 分 别 为 
瑟瑟, 5 和 对 角 线 也 刀 
的 交点 为 G。 连 结 五 G、 
ZG, 财 由 4B1 2 知 

4DB1AEG， 同 理 CD1/ZG。 
so。 .4 万 :万 刀 一 BGIGDD， 
DBG:GD 一 BIO 
从 而 .4 万 :五 万 一 B8IFC。 
.3034. 通过 空间 四 边 形 一 组 对 边 中 点 的 


任意 平面 ， 分 另 一 组 罗 
对 边 为 等 比 。 4 

解 ” 设 空间 四 边 形 炎 - > 二 
4B0D 的 对 边 4B、 
CD 的 中 点 分 别 为 认 S | 
M_N, 通过 MX 的 站 


任意 平面 wx 和 这 个 四 边 形 的 另 一 组 对 边 的 交 
点 分 别 为 五 互 。 从 四 边 形 各 顶点 向 平面 
所 作 的 垂 线 分 别 为 44 BB'、 CO、DD， 由 于 
MXN 分 别 是 4B、CD 的 中 点 , 可 知 
4L4 一 有 BB'，D 万 太一 CO 

又 因 羽 .4 了 在 一 直线 上 , 到 CC 了 在 一 直 
线 上 . 44'1 DD'，BB'1 CO， 

…。 4 玖 :开门 二 440D7D1 

BDIILO 一 BB'ICC1 

于 是 4 区 : 严 慧 一 BIDIZO。 

3035. 直线 40 和 平面 xc 相交 于 点 DO, 且 
重 直 于 w 内 的 疫 直 
线 0X OZ 则 40 
与 平面 上 过 点 O 
的 任意 直线 都 垂 
直 。 

解 在 平面 c 内 ， 
过 点 O 作 不 与 O 琶 、 
CO7 重合 的 任意 直线 02， 再 作 与 OZX、 OF7、 
O3 分 别 交 于 点 妈 .CO 沁 的 直线 BCD.。 在 40 
的 延长 线 上 取 点 44 使 0O4' 一 04. 分 别 连结 
4DB、4C、4D、 4'B、4O、4'D 则 0X 是 线 
段 44' 的 垂直 平分 线 ,所 以 

4PD=4 万。 
又 O7 也 是 线段 44' 的 王 直 平分 线 ， 
40O=4O。 


Ad4PBOsA4'BC “三 边 相 等 )， 

从 而 4BC= 一 4'B0. 

于 是 A4BFDseA4'BD (两 边 夹 角 相 等 )， 
.…。 4 了 D 一 4 汪 . 

故 Ah4OrEeAd4OD (三 边 相 等 )， 
4O0D= -40D。 

"，40O10OD 即 40102。 

因此 , 4O 垂直 于 平面 wx 内 过 CO 的 任意 直 

线 。 

注 1 一 直线 40 和 平面 相交 于 点 O， 
且 垂直 于 平面 xc 内 过 点 CO 的 所 有 直线 ， 则 
40 叫做 平面 c 的 垂 线 。 

2 在 空间 ， 两 直线 w 和 ? 相交 , 过 4 上 任 
一 点 引 ?2 的 平行 线 %， 则 4 和 了 妇 的 夹 角 岂 做 
a 积 2 所 成 的 角 。 

因此 , 直线 4O 和 平面 c 相交 于 点 O, 如 果 
40 垂直 于 ca 内 的 不 是 平行 的 两 直线 《不 一 
定 过 点 0)， 则 4O 垂直 于 平面 c 内 的 所 有 直 
线 (包括 不 过 点 O 的 直线 ) 。 

如 直线 双 垂 直 于 平面 w 上 相交 的 沽 直线 ， 
则 mw. 反 过 来 ， 如 直线 双 上 平面 w 则 人 私 
垂直 于 平面 % 内 的 任意 ? 
和 
直 于 乎 面 c 内 的 两 条 相 
于 平面 上 的 所 有 直 

解 过 ! 和 w 的 交点 己 , 在 c 内 引 直 线 双 、 
勾 的 平行 线 i 网 

10， 2。 


3036. 一 直线 ? 垂 
线 ， 因 而 ?和 % 互 相 奏 直 . 
所 以 由 问题 3035, 知 2Lc.。 


3Q37. 与 两 异 面 直线 都 垂直 相交 的 直线 
有 且 仅 有 一 条 。 三 

解 ” 作 包含 x 且 也 
nz 
o 包含 3 且 和 a 垂 
直 的 平面 6。 设 以 。 
8 的 交 线 为 c, 则 
c 一 定 和 ea 相交 。 


事实 上 ， 已 知 c/ 2 如 果 cyea， 则 有 cfD， 
这 与 题 设 是 矛盾 的 。 

设 c 和 4 的 交点 为 4， 在 平面 6 上 过 点 4 
作 刀 的 垂 线 , 它 和 2 相交 于 点 , 则 六. 
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C12D, Be。 
。。。 4DP10. 
又 因 423 在 有 8 内 且 与 互相 垂直 的 两 平面 gc、B 
的 交 线 c 垂直 ,所 以 4BLaw, 从 而 
4P1ia， 
因此 ，4B 就 是 与 异 面 直 线 @\ 忆 都 垂直 相 交 
的 直线 。 

其 次 ， 假 设 4B' 为 不 与 4B 重合 , 且 与 异 

面 直 线 .2 都 垂直 相交 的 直线 , 即 

4'B La，4DB' 0。 1 
由 于 381/ ec 所 以 4B' 和 we 都 垂直 , 从 而 

0B' la。 

由 于 4B Lao, 所 以 4IB' 1 4DB，B44'B' 可 确 
定 一 个 平面 ， 这 样 ， 2 和 人 就 在 同一 平面 内 ， 
它 与 题 设 矛盾 ， 因 此 异 面 直线 g、2 的 公 垂 线 
有 且 仅 有 一 条 即 4 刀 . 

3038. 已 知 两 异 面 直线 4B、0CD. 在 过 
4 已 且 与 0 也 平 行 的 平 
面 c 内，C 了 的 射影 和 
4 已 的 交点 为 三. 在 过 
CD 目 与 4 已 平行 的 平 
面 6 内 ,42 的 射影 和 
CC 的 交点 为 @， 则 P9 
和 4B、OC7D 都 垂直 。 

解 如 图 CDP' 是 直 
线 CD 在 平面 c 内 的 射 6 
影 ， 所 以 CO ID7 都 与 w 垂直 ， 从 而 平面 
CC 垂直 于 平面 xc。 同样 ,平面 44'B'B， 
也 垂直 于 平面 %。 因 此 这 两 个 平面 CCITD'D 
和 44B38 的 交 线 P9 与 平面 c 垂直 , 于 是 

POOL4PB。 

网 理 ， POOLCD。 

所 以 P9g 是 异 面 直线 4B、CD 的 公 垂 线 。 

3039. 作 已 知 两 直线 的 公 王 线 ， 并 证 明 
它 是 已 知 两 直线 间 的 
最 短 距 离 。 

解 设 屋 、 工 
为 两 条 定 直 线 ， 从 并 
上 的 一 点 到 引 习 的 
平行 线 蕊 '。 设 屋 、 苹 
所 确定 的 平面 为 
则 cx 与 雪 平 行 。 设 忒 在 平面 wa 内 的 射影 为 
五 BR 它 和 了 的 交点 为 4， 从 4 向 瑟 引 垂 线 
4B), 则 4B 就 是 工 工 的 公 垂 线 。 这 是 因为 : 
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刀 尺 是 直线 互 在 平面 w 上 的 射影 ， 
。。 平面 (和 X, 瑟 玉 ) La， 
从 而 4DB 1a， 
故 BT 4 1 2 有 R。 
即 4 至 1 斑 且 4B 1 了 


(ii) 现在 证 明 4 妇 是 邢 、 工 闻 的 最 短 距 
离 。 在 王 上 到 一 点 呈 ， 在 工 土 取 一 点 
4 从 五 ' 作 瑟 R 的 垂 线 8B24， 则 

闻 34 1cC，。， BA 4 
从 而 DB'L>DB'47 一 45， 
故 4 刀 是 了 间 的 最 短 距 离 。 

3040 ， 从 平面 外 一 点 作 这 个 平面 的 垂 线 
(最 短线 )， 有 上 且 仅 有 
一 条 。 | 
内 作 ! 的 重 线 BO, 再 LA 
过 4 作 2C 的 垂 线 


解 从 点 4 作 平 面 
% 内 的 任意 直线 ? 的 

4C, 则 根据 三 垂 线 定理 (问题 3043), 知 
LOLa。 


垂 线 4B3, 过 了 在 
在 ca 内 取 C 以 外 的 任 一 点 C, 则 由 4Ca 


知 ，LLCC'=- 届 40<40 所 以 从 4 作 
% 的 垂 线 仅 有 一 条 。 了 

3041. 与 三 点 小 
有 CC 等 距离 的 点 书 


必 在 通过 三 角形 4BC 
的 外 心 2 且 与 平面 


C 
4B0 垂直 的 直线 上 . Vz 
解 ” 从 点 书 向 平面 
4B0O 引 垂 线 PO'， 垂 人 


足 为 0) 出 由 P4 一 PB=PO, 知 三 个 直角 三 
角形 4O'P、BO'P CO 全 等 ,所 以 
4O0'= BO' 一 CO0,， 

即 0 为 A4BC 的 外 心 。 因 此 点 CQ 和 O 是 
同一 点 。 故 点 己 在 过 人 4BC 的 外 心 0, 且 
与 平面 4BC 垂直 的 直线 OP 上 。 

3042. 已 知 9 和 刀 是 两 异 面 直线 。 

(1) 证 明和 包含 9 且 与 寡 平 行 的 平面 有 而 且 
只 有 一 个 ; 

(2) 问 包含 9 且 与 天 平行 的 平面 和 包含 天 
且 和 9 平行 的 平面 的 位 置 关系 怎样 ? 

(3) 已 知 点 乙 在 9 上 运动 , 点 久 在 九 上 运 
动 ， 问 线段 Po 的 中 点 在 什么 样 的 面 上 运 
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动 。 

解 (1) 在 9 上 任 取 一 点 4 设 点 4 和 直 
线 九 所 确定 的 平面 为 B, 在 8 内 过 4 作 户 的 
平行 线 友 。 设 引 天 所 
确定 的 平面 为 wc 则 
w 就 是 包含 9 且 与 访 
平行 的 平面 。 

其 次 ,证 明 唯一 性 。 

设 包 含 9 且 与 丈 平 
行 的 平面 ， 除 c 外 还 有 一 个 平面 w, 则 平面 
ao' 的 交 线 9 平行 于 思 ， 从 和 而 9 在 同一 平 
面 内 。 这 与 题 设 矛盾 ， 所 以 包含 9 且 与 丸 平 
行 的 平面 只 有 一 个 。 

(2) 设 包 含 g 且 与 有 平行 的 平面 为 % 包 
含 j 且 和 9 平行 的 平面 为 3 则 ?1 5。 事实 
上 ,如 > 和 有 交 线 加 则 91/z2 1Y 2 从 而 
到 /9, 这 与 题 设 矛 盾 ， 
故 7/35 (问题 3011) . 

(3) 设 92 上 的 动 
点 分 别 为 有 9, 9 天 
的 公 垂 线 和 9 的 交 
点 分 别 为 4、 刀 ,4 刀 
的 中 点 为 O,，Z@ 的 中 点 为 下 ，49 的 中 点 为 


和 则 
MN1A9，ONVR。 
所 以 平面 OMAN 与 9 都 平行 。 
又 知 4DB9，4BJN。 
.4DLMN,， 4DLON， 
从 而 .4B1 平面 CN。 
因此 ，P9g 的 中 点 双 在 过 9 浆 的 公 垂 线 4B 
的 中 点 O 且 垂 直 于 48 的 平面 上 。 

3043，(D 从 一 点 4 向 不 过 此 点 的 平面 
% 上 的 直线 BC 引 垂 线 ， 其 垂 足 为 刀 。 在 平 
面 5c 上 过 忆 引 BC 的 垂 线 卫 刀 ， 再 过 4 引 
7 的 垂 线 4 妃 , 则 4 已 垂 直 于 平面 w。 

(23) 若 w 4 妈 , 4D1BO， 则 DZ BO， 

(3) 若 wuL4Z，BDTLBO 则 4D1LBC. 
(三 垂 线 定理 ) 

解 4 了 
BO DB LBO， 故 BO 
垂直 于 4Z、Z 妃 所 确定 
的 平面 , 即 

BC 平面 4,DBh)， 
即 BC 平面 4 如 ， 从 而 BC 4 刀 。; 
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又 由 题 设 知 刀 刀 1 4 万 ， 
.…。， 4 妃 | 平 面 (BO，DD)， 
但 平面 (BC， 刀 已 ) 就 是 平面 
和， 4 万 | aw。 

《2) 因为 cL4 妈 ,所 以 BO 4 也。 

又 知 BO1L4DP, 所 以 BC 冬 直 于 4D、4 召 所 
确定 的 平面 4ZD, 从 而 BOLDB. 

(3) 因为 w 4 刀 所 以 BOCJL4Z。 又 天 
BOCLBD, 所 以 BO 垂直 于 4 尽 、 允 刀 所 确定 
的 平面 4 万 D。 故 

BO14D， 

3044, 已 知 定点 一 在 平面 外 ， 点 了 在 这 
个 平面 上 的 射影 为 @. 过 人 @ 作 这 个 平面 内 的 
直线 4 的 垂 线 , 其 垂 足 为 8. 玉 为 直线 4B 
上 的 任意 一 点 ， 讨 论 
以 予 问题 : 

《1) 一 PP9 叉 的 大 
小 ; 

(2) PRS 和 线 
段 SR 的 关系 ( 即 把 
APES 表示 成 线段 SR 的 函数 ); 

(3) 当 PR 十 BEQ 为 最 小 时 , 点 互 的 位 置 . 

解 ” 设 已 知 平面 为 rr。 

(1) 因为 PO_Lw, @ 尽 是 好 内 的 直线 ,所 以 

ZOLOR， 
从 而 APOR=90"。 

(2 ZOL 9S 1145B， 

。… FSL4B (三 垂 线 定理 )， 


从 而 妈 CPRS 一 35， 

(3) …” PSTLB，。， PREEPS。 
又 … 9S1L4B， .… QFEEQS。 
因此 ZRETORZDS-QS， 
即 当 思 与 8 重合 时 ，PR 二 9R 最 小 。 

3045. 从 平面 外 
一 点 向 这 个 平面 引 许 
多 斜 线 ， 如 果 斜 线 和 
从 此 点 向 这 个 平面 所 
引 垂 线 的 夹 角 相等 ， 

则 这 些 斜 线 相等 ; 如 


果 夹 角 不 等 ， 则 大 角 所 对 应 的 针线 较 长。 

解 设 己 为 平面 外 的 一 点 ，PO 为 平面 
% 的 垂 线 , FE4、PFB、FO 为 平面 的 余 线 ， 
和 4FO=EPO BEFO<-CFOD。 
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因为 EDO_La， 所 以 
PoO4= AR= “POPB.. 
又 知 ”~A4PO= PPO，PO 公共 ， 
.人 A4POceABPO， 
从 而 P4= PPF。 


其 次 , 在 平面 CPO 上 引 斜 线 PD， 使 
DPO=BPO, 设 ZDP 和 CO 的 交点 为 也 ， 
则 电 前 面 所 证 , 可 知 

PPB= PD。 
又 由 CCPO> ~BPO 知 CCPO> ~DPO， 
从 而 CP>DP， 即 CP>BP。 

3046. 已 知 4B、 人 
BO、CD 三 条 直线 ， 
4BO 及 BOD 都 
是 直角 ， 且 直线 4 
垂直 于 BO、CD 所 确 
定 的 平面 w% 证 明 
CD140。 

解 … 4B1c，.… 4BLOD，。 中 
又 由 题 设 知 BO_LCPD. 四 


"，OD140。 
3047. 已 知 4B 是 平面 w 上 的 直线 , 交 了 
是 w 的 垂 线 , 证 明 从 x 
XZ 上 任意 一 点 所 引 - 
4 的 垂 线 都 过 一 定点 。 
解 从 到 YY 上 任意 点 


厂 引 4B 的 垂 线 BO, 连 
结 CZ, 则 由 三 重 线 定 
理 知 CZ 1L4B3。 故 点 C 
是 过 了 所 引 直 线 .4 如 3 的 垂 线 足 ， 它 是 一 个 定 
点 。 因 此 ,从 与 了 .上 任意 点 引 4 了 的 垂 线 都 
过 定点 C。 

3048.。 对 于 两 异 面 直线 wa、2, 下 列 四 个 
命题 是 否 正确 。 如 果 正 确 就 记 LO], 并 述 其 
理由 ; 如果 不正 确 就 记 [X] 并 举 出 反例 . 

(1 通过 不 在 两 异 面 直 线 .2 上 的 任 一 点 
书 总 可 作出 与 这 两 条 直线 相交 的 直线 ; 

(23) 包含 ac 且 与 2 平行 的 平面 总 是 存在 
的 ; 

(3) 不 能 作出 与 G.2 都 直 交 的 直线 ; 

(4) 可 以 作出 与 ga\2 相交 ， 且 平行 于 第 三 
直线 c 的 直线 .， 

解 〈《bD [xj. 设 平面 (P c)、 平 面 (P， 


第 六 编 立体 几何 学 


0) 分 别 为 必 B， 则 c、B 是 不 同 的 两 个 平面 。 
事实 上 , 如 果 w 和 有 重合 , 则 c.2 就 在 同一 平 
面 上 , 这 与 题 设 矛 盾 . 

如 果 惟 8 的 交 线 (通过 点 P) 和 c、2 都 相 
交 时 , 本 命题 成 立 。 

如 果 a、8 的 交 线 与 直线 C、2 中 的 一 条 直 
线 平 行 ,本 命题 不 成 立 。 例如 当 a1/D 时 ，x、 
B 的 交 线 过 书 且 平行 于 2， 因此 交 于 “的 直 
线 都 不 交 于 12。 

如 果 w、p8 的 交 线 与 直线 CD 都 平行 ， 这 
种 情况 不 会 发 生 。 否 则 就 有 w/ 2 这 与 题 设 
相 了 矛盾 

(2》 5O]. 在 <a 上 取 任意 点 4 在 4 和 
所 确定 的 平面 上 ,过 4 引 刀 的 平行 线 wa, 2 
是 异 面 直线 ,所 以 以 和 4 不 重合 ), 则 wa、 居所 
确定 的 平面 就 是 包含 wx 且 与 2 平行 的 平面 。 

(3》 工 X]. 与 C\2 都 垂直 相交 的 直线 有 且 
仅 有 一 条 (参照 问题 8037)， 所 以 本 命题 不 正 
确 


(9 [X] 了 。 当 4 与 cc 不 平行 ， 且 包含 < 且 ， 
与 c 平行 的 平面 c 和 ?2 相交 了 时， 过 这 个 交点 
在 平面 w 上 引 e 的 平行 线 ， 则 这 条 直线 和 
4 了 2 都 相交 ,所 以 本 命题 成 立 。 但 当 Glfec 或 
al/zb 时 ,本 命题 不 成 立 。 


乙 。 直线 和 平面 (2) 


3049. 如 果 平 面 w 与 平面 8 上 的 直线 ? 
垂直 , 则 w 垂直 于 6. 

解 设 2 和 ca 的 交 . 
点 为 4, ax、 有 的 交 线 
为 B4C. 在 平面 w 上 
过 点 4 作 ?1 的 垂 线 
4M, 则 两 直线 人 4 下 
都 垂直 于 BO, 并且 


思 如 果 a 了 ?7， 且 7 的 


7 和 -4M 的 夹 角 是 直角 ， 所 
交 线 垂直 于 以 8 的 交 
线 , 则 6 ?7- 


cp8。 
3050. 已 知 相交 的 
两 平面 8 和 第 三 平面 人 

解 设 人 ?7 的 交 线 为 
B 妈 ，p87 的 交 线 为 BO. 在 > 上 过 允 作 刀 
的 垂 线 妃 .根据 题 设 BBL4B， 所 以 
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.48C' 为 平面 K 和 ?7 的 平面 角 。 又 由 c_Ly 


知 4 劝 1 殖 B，4 刀 1 1O， 所 以 4 再 1y。 

因此 ， 包 含 平面 > 的 垂 线 4 允 的 平面 B 与 
平面 7 垂直 。 

3051, 过 同一 点 分 别 作 相交 两 平 面 的 垂 
线 ， 则 这 两 条 垂 线 所 确定 的 平面 与 这 两 个 平 
面 的 交 线 垂直 。 

解 ” 设 巨 知 两 平面 8 
的 交 线 为 2 从 点 书 引 平 
而 人 8 的 垂 线 , 其 垂 足 分 
别 为 4、 了 3. 

从 P 引 ?的 垂 线 PP9, 得 POOLLI7。 

又 知 E41a, PB1Hp。 

"49 1L7，B91 7 (三 垂 线 定理 首 定 理 ) 。 
从 而 平面 4P@ LI。 同样 ,平面 
由 于 过 点 书 且 垂 直 于 ? 的 平面 仅 有 一 个 ,所 
以 P4、PB、z9 在 同一 平面 上 。 因此 

/平面 (PR4,， PPB) 。 

3052. 如 果 相 交 的 两 个 平面 分 别 与 第 三 
个 平面 垂直 ， 则 这 两 个 
平面 的 交 线 也 与 第 三 个 
平面 垂直 。 

解 ” 设 平面 c8 的 交 
线 为 且 w17，87?。 
从 2 上 任意 点 4 作 平 面 
?的 三 线 4B, 则 由 cL?7， 知 4 在 平面 % 
上 .又 由 BJ7， 知 4 在 平面 68 上, 因此 4B3 
就 是 平面 w 8 的 交 线 , 即 4B 与 ! 是 同一 条 
直线 ， 


“。 7L7。 


3053。 如 果 一 条 线 在 相交 两 平面 w、68 上 


的 射影 都 是 直线 , 一 般 地 说 该 线 是 一 条 直线 ，| 


还 有 例外 的 情况 吗 ? 

解 设 一 条 线 4 在 相交 两 平面 oa、\8 上 的 
射影 分 别 是 直线 CD、 
石 也。 

因为 线 4B3 上 所 有 
点 在 平面 c 上 的 射影 
都 在 直线 CD 上， 所 
以 线 423 在 通过 直线 
CD 且 与 c 垂直 的 平面 ?上 。 同 理 , 直线 4B 
人 马 8 且 与 平面 6 垂直 的 平面 8 


证 与 3 不 重合 ， 则 4B 是 平面 7 
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与 8 的 交 线 ,所 以 4B 是 一 条 直线 。 

如 果 平 面 ? 与 3 重合 , 则 由 ?7 La, ?18 可 
知 7 垂直 于 平面 w、B8 的 交 线 。 这 时 即使 线 . 
4B 是 -条 曲线 ， 它 在 K、8 上 的 射影 也 都 是 
直线 。 应 该 注意 这 个 例外 情况 。 

3054. 分 别 在 不 同 平面 上 的 两 个 三 角形 
4BO、4BOC' 的 对 应 边 4B3 和 4B'、 了 DO 和 
BC、C4 和 CA 的 延长 线 上 分 别 交 于 己 、 
q、 五 则 直线 44/、BB4 CC' 或 者 共 点 或 者 
互相 平行 。 

解 因为 边 4B3 和 4'B' 相交 于 书 它们 
二 所 以 两 直线 呈 B; 
CC' 和 44， 也 
在 同一 平面 
上 。 但 .是 由 
于 人 4B3C 和 
A4BC' 在 不 
同 的 平面 上 ， 
所 以 三 条 直线 
44 人 BBCC' 
不 在 同一 平面 
上 。 由 题 设 知 
书 是 两 平面 4BC 和 4 BO1 ， 的 公 共 点 . 同 理 ， 
q\ 忌 也 是 这 两 个 平面 的 公共 点 。 但 两 个 平 
面 的 交 线 总 是 直线 ， 所 以 三 点 己 @、 忆 都 在 
同一 直线 上 。 根 据 笛 沙 格 定理 (问题 3924)， 
可 知 三 直线 44'，BB'， CC' 共 点 。 当 此 点 为 


」 无穷 远 点 时 , 三 直线 44/，BB'，CC" 平行 。 


3055. 设 4、 BC、D 为 不 在 同一 平面 上 
的 四 个 点 , 直线 F@ 与 直 
线 4B 交 于 P, 与 直线 
4C 交 于 @, 和 P@ 平 行 
的 直线 Bg 与 BD 交 于 
了 与 CD 交 于 & 则 
ZeO17AERS1 5C。 

解 设 A4BC 所 确 
定 的 平面 为 w ABDC 所 确定 的 平面 为 B， 
则 PQ、BS8 分 别 在 w、8 上 。 因 为 P91/ BAS， 
所 以 


29/p ESNc. 
从 而 29，25 都 与 8 的 交 线 BC 平行。 即 
ZI1DS1 BO。 
3956. 已 知 平面 w、B 相交 。 设 过 w 上 和 的 
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定点 4 引 c 的 垂 线 和 有 B 交 于 点 已 过 召 引 B 3 必 平 行 


的 垂 线 和 % 交 于 点 C， 则 直线 C4 垂直 于 必 、 
8 的 交 线 瑟 己 。 
解 4Ba)BB 
在 平面 xc 内， 
"，4BLEF。 @ 
又 “” BO1B,BEB 在 
平面 6 内 ， 


BO_L 了 万 . . @@ 
从 @@、@, 知 了 BF 平面 (4B，BC)， 
。…。 五 太 1 40。 

3057. 在 空间 ， 已 知 正三 角形 在 一 个 平 
面 上 的 射影 三 角形 的 边 长 分 别 为 2、 、 2 3， 
求 这 个 正三 角形 的 边 长 . 

解 设 正 三 角形 4BC 
的 顶点 4、 互 、C 在 平面 r 
上 的 射影 分 别 为 4 也 、 
0 4B' 一 2 BCO' 一 3， 
0'4=2v3。 

再 设 44'=-a，BB' 一 5，C0'=c， 则 
4B2= (44' 一 BB0)2 十 40B4 
即 4B2?= (wa 一 思 )2 十 22。 
同 理 ，BO2 一 (一 c)2-32， 
0 一 (一 0)2 十 (2 3)2?。 
令 ~b 一 2 03 一 0 一 % 则 由 4B 一 BO=-C4， 
可 知 邓 十 4 一 包 十 9 一 (2 十 力 2? 二 12。 


zz-oyp-5 aa 
册 1 人 
@x3+Q@Xx5 

8x2 二 1102 一 3 一 0， 
即 (dz 一 幼 (2x 十 39) 一 0。 


ae 4 一 一 0 或 2xz 十 37 一 0。 
从 和 -yy 一 0 和 @ 求 交 可 知 z 为 虚数 , 应 含 
去 。 从 2x 十 3% 一 0 和 四 求 义 % 可 得 
V 一 士 3，% 一 于 2， 
ww 4 一 wz 十 4 一 15， 


即 正三 角形 的 边 长 为 V13. 
3058， 已 知 两 两 相交 
的 三 个 平面 w\8B.7. 设 w 
和 有 的 交 线 为 2 8 和 7 的 加 
交 线 为 ms ?和 % 的 交 线 为 必 则 三 直线 人 
2 或 者 平行 或 者 相交 于 一 点 。 
解 如 果 11Ym 则 包含 ? 的 平面 c 和 包含 


饮 的 平面 7 的 交 线 包 必 平 行 于 7 所 以 
721 72 12。 ， 

如 果 和 欢 不 平行 ， 设 其 交点 为 0, 则 O 是 
直线 ! 和 平面 ?的 交点 。 由 于 人 和 u 不 平行 ， 
可 知 和 处 加 和 % 都 不 平行 ， 因 此 ,，O 既是 

; 和 人 么 的 交点 ,也 是 两 平面 c 和 ? 的 公共 点 ， 
从 而 w、7 的 交 线 包 也 过 这 个 点 O， 即 三 直线 

3059. 已 知 平面 c 上 的 两 条 直线 入 公分 
别 和 平面 8 所 成 的 角 相 等 , 则 人 和 os 
平面 的 交 线 刁 卫 
所 成 的 角 也 相 
等 。 

解 ” 从 平面 wa、 
8 的 交 线 和 ZY 上 - 
任 取 两 点 也、 了 , 分 别 引 1、m 的 平行 线 B4、 
DO, 使 4B=CD。 再 从 4、C 分 别 引 平面 B 
的 垂 线 44\、0C 则 人 4B4'、~LCDPOC' 分 别 
是 直线 和 多 和 平面 B 所 成 的 角 。 由 题 设 知 


这 两 个 角 相 等 , 得 
LA4B4' 一 CDO 
又 LA44B= AR= -00D， 
4B=CD， 
人 A 人 44'FEACC'D， 
从 而 .44 一 CO 


从 4 人 CC 分别 向 人 Z 引 五 线 4 瑟 、CF， 则 
LA4ZB4 必 -CHC' 都 是 两 平面 .8 的 平面 
角 , 所 以 


AL4B4'= -OFC， 又 44=C0 
AAA4B4'2ACFC 
从 而 4 万 一 OZ。 
又 知 4DB=CD， 
.人 4BFBS2ACFD， 
故 4BR= -CDF。 


3060. 一 个 平面 上 的 任意 直线 和 它 在 另 
一 平面 上 的 射影 所 成 的 锐角 中 ， 以 分 别 在 这 
两 个 平面 上 县 与 这 两 个 平面 的 交 线 垂直 的 两 
直线 所 成 的 角 ( 即 这 两 
个 平面 所 成 二 面 角 的 平 
面 角 最 大 。- 

解 ” 设 平面 c. 上 的 直 
线 4 在 平面 6 上 的 射 
影 为 BC. 

从 4 引 平面 w、B 的 交 线 的 垂 线 4 瓦 , 垂 足 
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为 互 , 连结 五 C, 则 由 三 垂 线 定理 的 逆 定 理 ， 
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% 引 垂 线 ， 设 其 垂 足 分 别 为 4 BO'、D'/、 


知 4 瑟 \ 吾 C 垂直 于 必 有 的 交 线 ,所 以 ZL4EC | 0 由 于 0 是 40 和 BD 的 中 点 ,所 以 


为 两 平面 % 8 所 成 二 面 角 的 平面 角 。 

在 直角 三 角形 4 有 EC 和 4BC 中 , 4C 公共 ， 

EC< 了 0， 

“，~4FCO>4BO. 
即 当 4B、BC 都 三 直 于 w 8 的 交 线 时 ， 
4B0 最 大 。 

注 为 了 证 明 人 4HC> 人 4BC, 可 在 CB 
上 取 瑟 使 CH" = 0OE， 则 人 4 尽 C 一 
.48FC, 于 是 可 得 4HO> 人 4BC. 

3061. 分 别 过 点 忆 在 相交 两 平面 上 的 射 
影 作 这 两 个 平面 交 线 的 垂 线 ， 则 这 两 条 垂 线 
交 于 这 条 交 线 上 的 同一 点 。 反 过 来 ,过 分 别 
在 相交 两 平面 上 的 两 点 作 这 两 个 平面 交 线 的 
垂 线 ， 如 果 这 两 条 垂 线 交 于 这 条 交 线 上 的 同 
一 点 ， 则 这 两 个 点 就 是 空 


闻 某 一 点 分 别 在 这 两 个 相 
交 平 面 上 的 身影。 

解 设 点 也 在 相交 平 < 
面 w%8 上 的 射影 分 别 为 点 


至 也, 从 吾 向 w\B 的 交 

线 4B 引 垂 线 了 0O, 垂 足 

为 C， 则 由 三 垂 线 定理 ， 知 EC 4B.。 

又 由 PP 1LB、PCL4B, 知 TFCL4P， 

即 分 别 从 到 闷 向 4 所 引 的 两 条 垂 线 相交 
于 4 上 的 同一 点 C. 

反 过 来 , 如果 过 分 别 在 w\8 上 的 点 吾 下 所 
作 4B 的 两 垂 线 ， 它 们 相交 于 4L 上 同一 点 
C, 则 

平面 CBA 4 
从 而 两 平面 w、8 都 与 平面 CZ8 甜 直 。 

设 平 面 CBN 为 %, 在 平面 7 上 过 吾 、 三 分 
别 引 相 交 两 直线 C 到 、C8 的 垂 线 ， 则 它们 必 
相交 。 设 这 个 交点 为 媚 ) 则 点 及 三 就 是 点 王 
分 别 在 w\8 上 的 射影 有 

3062. 从 平行 四 
边 形 的 四 个 顶点 ， 分 
史 向 不 切割 这 个 四 边 
形 的 平面 引 垂 线 ， 则 
从 两 对 角 线 端点 所 引 
垂 线 长 的 和 相等 . 

解 设 口 4BCD 的 对 角 线 的 交点 为 0, 从 
各 顶点 及 0 分 别 向 不 切割 这 个 四 边 形 的 平面 


44' 二 OO 一 200， 
BEB' 二 DD' 一 2001, 
44 二 CC 一 EBPB' 十 DD/。 
3063. 如 果 点 4 到 平面 6 的 距离 和 
等 于 点 她 到 平面 8 的 距离 
和 ， 则 线段 4 上 的 任意 点 
到 这 两 个 平面 的 距离 和 一 定 。 
解 ” 设 线段 4B 在 w 上 的 
射影 为 4'B'，4 呈 上 的 任意 
一 点 0 在 ww 上 的 射影 为 C1 
则 C' 在 线段 4B' 上 ， 所 以 ， 如 果 
CC 一 701I05 
则 和 五 了 十 244 一 (72 二 的 CCr。 
MBPBI 二 44 
CC 人 中 
同 理 ,线段 4B 在 另 一 平面 6 上 作 射 影 , 设 
4、B、C 的 射影 分 别 为 4 BO 则 
Co" 一 71 尼 盏 十 0LL7 
3222 十 多 


@ 


外 十 四 ,得 

CO 十 CO7 

本 92 (BEB' 十 DBB0D 十 2(44 二 .440 
?7 十 多 

击 题 设 知 44' 十 44 一 BB' 二 BB"。 

所 以 上 式 可 守成 

CC'TCov 一 2 十 介 C44 二 44 
710 十 多 
一 44 十 4 

这 是 一 个 定 值 。 

3064.， 如 果 直 线 4 刀 和 二 面 角 o- 瑟 7F-B 
的 两 面 w\8 所 成 的 角 相 等 ， 则 这 条 直线 和 两 
面 w\B 的 交点 到 也 玉 的 距离 相等 。 

解 从 4 引 平面 8 的 垂 线 44, 从 B3 引 
平面 wx 的 垂 线 BPB', 从 4、 呈 分 别 引 瑟 玉 的 
牌 线 4O、BD) 财 45、 及 
B4' 分 别 是 4B 在 平面 
ax、\8 上 的 射影 。 

在 直角 三 角形 4BB/、 
B44' 中， 斜 边 4B 公 
共 , 又 由 题 设 知人 DB4B 
一 了 4B4/。 

ADB4'22A4BL) 


人 2BB' 一 4d。 
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其 次 ， 在 直角 三 角形 44C、BBD 中 ，| 


44' 一 BB'。 由 于 4CO、BD 都 和 瑟 玉 垂直, 根 
据 三 垂 线 定 理 ( 问 题 3043) 知 ， 

LO 刀 B，BID1 盏 BF。 
所 以 /4O4\、BDB' 都 是 二 面 角 ao-BB-B 


的 平面 角 , 因此 
404 = ABDB'. 
故 A44OeeABB'D， 
。.40=BD. 


3085. 已 知 线 恨 4B 在 平面 < 上 的 射 共 
为 B40, 玉 帮 为 w 上 的 
任意 直线 ， 证 明 4B 7 
和 瑟 所 成 的 角 大 于 
4Bh. AL 

解 过 吾 引 了 的 平 V/ 

行 线 .BC, 取 BO=B41 
则 4C>44。 在 人 4DBO, A4B4' 中 ，4 召 
公共 ， 
DBP4' 一 BO LO>441， 
4PO> 4P4'。 

3066. 过 已 知 两 直线 4B、CD 在 平面 c 
上 的 射影 的 交点 B， 引 平面 w 的 垂 线 ， 则 这 
条 和 王 线 必 与 直线 4B3 和 CD 相交 。 如果 4B 
和 CD 平行 于 w 则 这 条 垂 线 和 4B、OD 重 
直 ， & 

解 (i) 由 于 点 卫 在 
直线 4B' 上 ,所 以 它 是 
直线 4B 上 某 点 也 在 平 
面 c 上 的 射影 ， 因 此 过 
了 上 且 与 c 垂直 的 直线 和 
直线 4B 相交 于 了 .。 

同 理 , 丸 也 是 直线 CD' 上 的 点 ， 所 以 它 是 
直线 CD 上 某 点 @ 在 上 的 正 投影 ， 因 此 过 
卫 且 与 w 垂直 的 直线 和 直线 CD 相交 于 9. 

(如 果 4BVa, 则 4B'] 4B。 


又 知 4BLLP9，.… 461PQ。 
同 理 , 如 果 CD1/a, 可 知 CD1LPO. 故 妈 
是 4B、CD 的 公 垂 线 。 


3067 .已 知 空间 四 定点 4、B、C、 了 . 如 
点 卫 满 足 P4 一 PPB，PCO=-PD, 试 求 点 也 的 
轨迹 。 

解 如 果 4LB 和 CD 不 平行 , 也 不 重合 , 则 
所 求 轨迹 是 线段 4B 的 垂直 平分 面 和 线段 
C 的 垂直 平分 面 的 交 线 。 


如 果 4 巨 和 CPP 平行 或 重合 , 则 当 线 段 4B 
的 垂直 平分 面 和 线段 CD 的 垂直 平分 面 重合 
时 , 所 求 轨迹 就 是 这 个 重合 的 平面 ; 当 这 两 条 
线段 4B、CD 的 垂直 平分 面 平 行 时 ， 则 所 求 
轨迹 不 存在 。 

3068.， 求 到 两 平面 等 距离 的 点 的 轨迹 。 

解 设 w8 为 已 知 两 平面 。 

GD cc/ 8. 

作 这 两 个 平面 的 公 垂 线 ， 设 它 和 这 两 个 平 
面 的 交点 分 别 为 4、B,， 再 作 通 过 线段 4 巨 的 
中 点 且 与 4B 垂直 的 平面 wx， 则 ww 上 的 所 有 
点 到 c、pB 的 距离 相等 。 反 过 来 , 也 成 立 。 故 
所 求 的 轨迹 是 平面 x。 

ii w\8 示 平行 。 

设 w、B 的 交 线 为 2 作 二 面 角 o-i-8 的 二 
等 分 面 r， 及 二 面 角 w--8 的 补 二 面 角 的 二 
等 分 面 m， 则 只 史上 的 所 有 点 距 wc、B8 的 距 
离 相 等 。 反 过 来 ， 也 成 立 。 故 所 求 的 轨迹 是 
平面 z 和 mm/'。 

3069. 已 知 在 平面 c 的 同 便 的 两 点 4.B， 
试 在 ac 上 取 一 点 也 也 
使 4P 十 BP 为 最 小 . 入 

解 取 点 五 关于 NN 


平面 的 对 称 点 如， 刘 4 
平面 c 的 交点 一 就 是 SA 一 
所 求 的 点 。 证 明 如 NA 
于 : 2 
设 巴 为 平面 c 上 Br 
除 己 外 的 任意 一 点 ， 则 
4P' 十 P'B 一 4P' 十 P'B'>4B， 
一 4P 二 了 3P， 
故 忆 是 适合 条 件 的 点 。 

3070. 已 知 高 分 别 为 bm， 。 的 两 塔 , 直 
立 于 地 平面 上 相距 am 的 
两 处 。 如 果 在 这 个 地 平面 
上 , 一 个 人 一 边 走 、 一 边 看 
这 两 塔 的 顶端 ， 所 得 的 你 
角 根 等 ， 则 此 人 所 走 的 路 
线 是 什么 形状 ? 

解 ” 设 高 为 gm cam 的 
两 塔 的 基点 分 别 为 妃 C， 两 塔 的 顶端 分 别 为 
B' CO'。 

设 观察 两 塔 所 得 仰角 相等 的 点 为 P, 则 
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RE 


人 PPBPB'cA 人 PCC'。 
ee PPBIPO 一 BBCOC' 一 bc。 
故 知 所 求 轨迹 为 把 线段 BC 内 分 为 2:c 的 点 
了 和 把 线段 4B 外 分 为 8:c 的 点 丸 所 连 线 
段 MW 为 直径 的 圆 (阿波 罗 尼 斯 圆 ) 。 

如 果 2 一 c， 则 所 求 轨迹 是 4B 的 垂直 平分 
线 。 

3071-. 已 知 相 交 于 O 且 两 两 互相 垂直 的 
的 直线 和 0O、OF、0O3 的 夹 角 分 别 为 Q、 有 、 
7。 

(1) 把 到 平面 (07Y, 02)、 平 面 (202 
OZR) 及 平面 (0X，0Z) 的 距离 分 别 用 OP、 
a、B、7? 表示 。 

(2) 证 明 cos2w 十 cos2B 十 cos27 一 工 。 

解 (1 从 己 调 
平面 (OX，0O7) 作 
垂 线 P9@ ， 则 PQ@/ 
OZ。 如 右 图 ， 

AP 一 TOPF 玉 
“，DPO 一 OPcos7- 
同 理 ， 点 三 到 另 
外 两 个 平面 的 距离 分 别 为 OPcosw、OP cosH. 
(2)》 设 书 到 三 个 平面 的 距离 分 别 为 P9、 
已 、 PS， 则 
DOQO2- PER2TPS2 一 OP2。 
把 P9=OPcos7y， PR=OPcosa， 
OPcos 6 代入 上 式 , 则 得 
OP2(cos3a 十 cos2B 十 cos27) 一 OP2， 
。，。 6C0s3w 十 co82 8 二 cos27 一 工 。 

注 coga、cosB、cos? 明 做 直线 OP 的 方 
向 余弦 。 

3072. 已 知 平面 xc 上 的 三 条 线段 O4、 
OB、OC,， 和 垂直 于 
平面 c 的 线段 OP， 
如 果 召 为 4C 的 中 
点 ，4 马 一 10 cm， 

AO4P=60。， 

AOBP 一 人 5。， 

AGOCP=-30*. 

(1) 求 OP 的 长 ; (2) 证 明 0414DB。 

解 (GD 设 OPR 下 则 

作 
4 OB 一 2 


ZS 一 


OO0= vv3z. 


在 人 0O45 中 ， 
042 十 00 一 2(0B2T4B2)， 
. -办 二 3z2 一 2(z2+109)， 
从 而 z 一 5w\/ 6 (cm) 。 
(2) 04=- 启 -5V3,03-zm5v 6， 
.0434PB2=150，0OB2 一 150， 
从 而 0O4d? 了 45? 一 OPBo， 


.0414F。 

3073, 已 知 过 点 O 且 两 两 垂直 的 三 条 半 
直线 OX、OY、0G3 和 平面 wx 的 交点 分 别 为 
4BO 且 04=0， 
OP= 5 00=c， 

(IL)》 求 线段 4B、 
BO、O4 的 长 ; 

《2) 根据 (1T) 证 
明 A4BOC 是 锐角 
三 角形 ; 

(3) 求 平面 (0OX,，O7) 和 平面 所 成 的 角 


的 余弦 。 

解 (1) 由 于 OX、O7、0O2 两 两 互相 垂 

直 , 所 以 
4 一 V az 二 8，BO 一 0 十 0 ， 
0C4= GTa3 。 

《2) 设 A4BO 的 最 大 边 为 4B,， 则 

4B3? 一 02 十 D2， 
C42 上 二 CB2 一 o2-Ha2 十 c2 十 b2 
一 中 十 思 十 202。 @ 
从 四, @@, 知 
4B2<0O42 二 TOP?。 
所 以 ~C 是 锐角 ,从 而 人 4、~ 都 是 锐角 . 
故 A4B0 是 锐角 三 角形 。 

(3) 从 0O 引 48 的 垂 线 0OD, 连结 02， 则 
0ODO 是 平面 和 平面 人 0OY 所 成 的 平面 角 
(问题 3043) . 设 CDO=2, 则 

OD.4DB=O4.0PF。 


ODD 门 一 忆 
AAA/a5 二 光 ” 
C202 十 02C2 十 C203 
又 CP=-OPATOC 一 OH 
CD 


0 一 2 
Va202 十 D202 十 C202 


光 
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3074. 如 果 一 个 二 面 角 的 两 个 面 分 别 和 
另 一 个 二 面 角 的 两 个 面 平 行 ， 则 这 两 个 二 面 
角 或 者 相等 或 者 
互 为 补 角 。 

解 ” 设 两 个 二 
面 角 c-4D-A、 
oa-4B' - Br 中 ， 
忆 友 0 B 人 6 平 
面 wo 和 8 的 交 
线 为 CD, 则 CD 

! 43, 从 而 同位 二 面 角 w-4'B'-8 和 wow- 
CD-p' 相等 。 

如 果 面 % 与 w' 是 同 向 平行 的 ， 二 面 角 c 一 
CD-8 和 co-4DB-8 相 等 , 从 而 二 面 角 ca'-.4/B'- 
B8' 和 ao-45-8 相等 。 

当面 c 与 %' 是 反 疝 平行 时 ,二 面 角 oa'-CD- 


8 和 ar-4B-B6 互补 ， 从 而 二 面 角 ac-4B-B/ 


与 -4D-8 互补。 

3075， 从 一 面 角 的 校 上 的 一 点 ， 分 别 在 
其 两 面 上 引 与 该 棱 成 等 
角 的 直线 ， 问 这 两 条 
直线 所 成 的 角 在 什么 范 
围 内 ? 

解 过 棱 4B 上 的 一 
点 卫 分 别 在 面 w B 上 
作 与 4B 成 等 角 的 两 条 
直线 2 和 ZR， 再 作 
这 个 二 面 角 的 直 截 角 即 平面 角 召 BD， 可 分 
别 讨 论 如 下 : 

() 如 果 EO 和 了 2 在 平面 了 DB 的 同 侧 ， 
则 在 人 ABPO 和 人 和 人 BZZR 中 ， 

BF = 一 BPR， 
APB9= ~PBR 一 90",PB 公共 。 
人 BP9S 人 BPRPF， 
从 而 BO 一 BRE，PO 一 PR。 

又 区 >B9， 因而 在 人 PbB 和 人 BOR 

中 ， 


OPR< 一 了 PPD。 
特别 地 , 当 PRQ\、ZZ 都 与 4B 重 合 时 ，~OFR 
一 0"。 因 此 AZ 在 0" 与 平面 角 也 BD 之 
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二 面 角 ,多 面 角 


河 。 

(23) 如 果 P@、PZR 分 别 在 平面 刀 BD 的 两 
侧 , 仿 上 可 知 8PB 在 平面 角 互 B 与 180” 
之 间 。 

综 上 所 述 ~9PBR 在 0" 与 180" 之 间 . 

3076. 三 面 角 的 任意 一 个 面 角 小 于 其 他 
两 个 面 角 之 和 而 大 于 其 他 两 个 面 角 之 差 。 

解 设 在 三 面 角 
~-XYG 的 三 个 面 角 
中 , 面 角 和 FG 最 大 。 
在 人 7Z 内 作 射 线 
Z， 使 了 人 葡 7Z 了 = 
了 PFY。 在 7DD 上 
取 一 点 了 并 过 忆 作 


任意 直线 和 7、7G 分 别 交 于 4、C， 在 7 了 


上 取 FB=7DP, 则 
A47DeA47B， .… 
因而 50> DC0。 

在 人 FDC 和 ArBc 中 ，FC 公共 ， 
7B，BO> DO， 

-BCO> ADFC， 
，LXZZE<-XYZTZZ72G。 
显然 还 有 
ZX7YZ<AXZ7Z 二 AZYPZ， 
AZPG< 人 XGAXKFT。 
因此 三 面 角 中 任意 一 个 面 角 都 小 于 其 他 两 个 
面 角 之 和 。 人 
面 角 之 差 的 问题 ， 可 
由 以 上 庄 式 移 项 得 到 
证 明 。 

3077. 任意 吓 多 
面 角 的 所 有 面 角 之 和 
小 于 四 直角 。 

解 为 了 方便 起 
见 ， 这 里 只 证 明 凸 多 面 角 的 底面 总 A4BC 的 
情形 。 但 是 , 上述 证 明 方法 对 于 底面 是 任意 


4D_4B， 


7 也 一 


_ 多 边 形 的 凸 多 面 角 也 是 成 立 的 。 


设 三 为 A4BC 内 的 任意 一 点 ， 则 三 个 三 
角形 04 及 、OBC 0O04 的 内 角 和 与 人 AP4 及 
APBO、APC4 的 内 角 和 相等 。 又 在 以 


~ -erorreereeeereoeeetreenienmoeee 
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4、B、C 为 顶点 的 各 三 面 角 
4-0BO，B-O0O4, CO-O4 
中 , 由 上 题 知 
AO4OAAO04D>PF4PTAC4P， 
/0B4 上 TAOBO> LA4BP+TACBP， | 
/OOB+ -004> 人 BOP 二 A4OP. 
把 上 述 诸 式 两 边 分 别 相 加 ， 则 左边 为 以 〇 为 
顶点 的 AO4B、AOEBC、AOCc4 的 底 角 和 ， 
右边 为 以 王 为 顶点 的 人 AP4B. 人 APBOAFC4 
的 底 和 角 和 。 于 是 上 式 可 写成 
6. 一 (AL4OBT BOC 
十 CO04) >23RR. 
， 4OB+BOoO+ -CO4<4-R。 
3078. 两 个 多 面 角 的 面 角 及 二 面 角 分 别 
同 向 对 应 相等 , 则 这 两 个 多 面 角 全 等 。 
解 设 两 个 多 面 角 为 了 -4BODB、 了 一 
4'B'O'D' 到 的 面 角 及 二 面 角 分 别 同 向 对 应 相 
等 。 将 多 面 角 -4BCDB 的 顶点 了 放 在 另 
一 个 多 面 角 了-4'B'O'D'' 的 顶点 到 上 ,并 
使 面 47 吾 和 47'B' 重 合 ， 由 于 人 47B= 
.41B'， 则 面 47 了 B 和 面 470B' 完全 重 


合 。 在 这 个 重合 面 的 同 侧 ， 由 于 两 个 多 面 角 
在 重合 的 棱 了 BEB 和 了 3 的 二 面 角 同 向 相 等， 
所 以 面 ZBC 和 TB'C' 完全 重合 。 又 由 于 
ABCO= BT， 所 以 棱 7YC 和 FC' 重 
合 . 象 这 样 继续 下 去 , 可 知 两 个 凸 多 面 角 的 各 
,从 而 这 两 个 凸 多 面 角 全 等 。 


楼 分 别 重合 


3079. 两 个 三 面 角 的 三 个 面 角 对 应 相 
等 , 则 这 两 个 三 面 角 全 等 或 对 称 。 

解 ”如 图 ， 在 两 个 三 面 角 的 各 楼 上 取 相 等 
的 线段 O4.OB、OC、OL4\OB' OO 则 可 得 
六 个 等 厅 三 角形 。 已 知 4OB 一 .40B， 
所 以 4B 一 4B'。 同 理 ， 

C=- BO 04 一 C4/。 

如 果 人 4BC 和 和 人 A4'B'C' 的 对 应 边 同 向 相 
等 , 则 0-4BO 和 0'-4'B'0' 可 以 完全 重合 ， 
所 以 这 两 个 三 面 角 全 等 。 
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如 果 A4BO 和 A4'B 人 的 一 边 4B 和 
4/B' 重 合 时 ,C 和 CO" 在 4 的 异 侧 , 则 这 两 个 
三 角形 关于 4B 对称， 从 而 0-45C 和 O- 
4B'O' 关于 平面 04B 对 称 。 


Of Q 
屯 已 


3080. 过 二 面 角 内 的 任意 一 点 ， 分 别 作 
其 两 面 的 垂 线 ， 风 这 两 条 生 红 所 闫 的 名 等 于 
该 二 面 角 的 平面 角 的 社 
角 。 

解 已 知己 为 二 面 角 
oa--8 内 的 任意 一点， 从 
点 已 向 wB8 所 作 垂 线 分 
别 为 P4、PPB。 再 过 书 向 


棱 ? 作 垂 线 忆 囊 , 则 4 互 汪 
1 五 豆 L7 所 以 /4B 为 该 二 面 角 的 平面 
面 上 , 且 在 四 边 形 刀 4PB 中 , 有 4 一 一 如 
一 有 所 以 /4PB 是 .4 刀 B (这 个 二 
3081, 过 三 面 角 的 各 楼 且 与 其 对 楼 生 直 
其 对 棱 BC 午 直 的 平面 N 
和 BC 交 于 点 刀 ， 则 平 8 
D 万 1 BC. SA 
同 理 ， 设 过 楼 4B 且 B CA 
C 
DC 的 交点 为 轧 则 37 LDO。 因 此 了 3z 和 
D 了 的 交点 瓦 为 ABCOPD 的 垂 心 ， 从 而 这 两 
同 理 ， 过 C4 且 与 3BD 垂直 的 平面 也 含有 
4 刀 ， 因 此 上 述 三 个 平面 都 过 直线 4 互 。 
平分 线 的 三 个 平面 共 线 。 
解 在 三 面 角 7-XY2G 的 各 楼 上 上 分别 取 要 


角 。 又 由 问题 3961， 知 互 .4 且 了 在 同一 平 
角 的 平面 角 ) 的 补 角 。 

解 ” 设 过 楼 4 且 与 
面 4BD BBC， 所 以 人 
与 DO 垂直 的 平面 和 
个 垂直 平面 的 交 线 为 4 瓦 。 

3082. 过 三 面 角 的 各 棱 和 它 所 对 面 角 的 
等 的 线段 747B,7O, 作 C<BFC 的 平分 线 
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BC 甜 直 平分 , 即 忆 是 230 的 中 点 。 同伴 设 
47B、~47C 的 
平分 线 分 别 和 4B、 

40 的 交点 为 @ 也 
则 @. 忆 分 别 为 
_ 4B、40 的 中 点 . 因 
而 4P、BRB、Ce@ 为 
人 4B0 的 三 条 中 
线 ， 它 们 必 相 交 于 一 点 。 设 这 个 点 为 互 ， 则 
面 了 74P、7BRB Ce 的 公共 直线 为 了 五 。 即 
这 三 个 平面 共 线 。 

3083. 如 果 三 面 角 F-4BC 的 两 个 二 面 
角 74、7C 相等 , 则 面 角 BF4、B7C 也 相 
等 . 

解 从 忆 向 平面 
XPFZ 引 三 线 B0, 从 
O 向 了 ZX、 了 了 分 别 引 
垂 线 04.00, 则 由 三 
垂 线 定理 , 知 
4BJF7X,BOLFT。 
所 以 人 B40O、ZBCO 分 别 是 二 面 角 7、 
了 的 平面 角 , 根据 题 设 知 

.B4O 一 BOO。 
加 而 在 两 个 直角 三 角形 BO4、BOC 中 ，BO 
公共 ，ZBO4= AR= 人 500，LZ4= -0C， 
于 是 


BF4O2ABOO， .…，4B= 50。 
由 此 可 知 ” A47EB 一 BF7C.。 

3084. 在 三 面 角 O-XZ2G 中， 如 果 面 角 
OF 比 面 角 YO2 小 , 则 二 面 角 OZ 和 面 
角 0Y 大 。 反 过 来 也 
成 立 。 

解 从 0O7 上 一 点 
互 向 OX、OZG 分 别 引 
垂 线 D4、 CO， 从 
向 平面 4OC 引 午 线 
BP， 根 据 三 春 线 定理 知 

P4LOXZ，POLOG.。 
在 A04B、AOHBO 中 , 0B 公共 ， 
CO4B 一 人 BR 一 人 00B， 
又 题 设 ”AL4OB< BOC，.… 4B< BO0. 
因而 在 AP4B 和 APPBC 中 ， BP 公共 ， 
DBP4= FRR=-BPO， 
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FP， 则 人 7-5C 是 等 腰 三 角形 ， 所 以 7 把 | 又 


BO>4B， 

-。， P4BF> POPF。 
即 二 面 角 OZX 比 二 面 角 O02 大 . 

反 过 来 , 如 果 二 面 角 O 和 > 二 面 角 OZ， 则 
平面 角 XOZ> 平面 角 YZO3. 

这 可 由 上 题 和 本 题 的 前 半 部 分 应 用 反 证 法 证 
明 。 

3085., 在 人 4BO 的 内 部 作 任意 人 DBEF， 
再 以 A4ZB0O 所 在 平面 外 的 一 点 了 为 顶点 ， 
作 两 个 三 面 角 -45C 和 有-DZBP， 则 疾 
4BO 的 三 个 面 角 之 和 大 于 2 的 三 
看 角 之 和 。 

解 ”由 问题 3076 知 ， 
以 同一 点 了 为 顶点 而 
底面 4BO、DBZ 不 同 
的 两 个 三 面 角 了-4BC 
和 了 -DBPB, 它们 三 个 
面 角 之 和 的 大 小 比较 与 
这 两 个 底面 人 45O、 
ADB 四 的 于 长 的 大 小 比较 相同 。 因此 ， 我 们 
从 底面 三 角形 周 长 考 虑 。 如 图 ， 

4BR4P>EB 志 DTDR， 
PRATPBTE5QATQZ> 刀 了 ， 
DRTZREOTOO> TDP -9 了. 
把 上 述 诸 式 的 两 边 分 别 相 加 并 消去 两 边 相同 
的 项 , 则 得 
4BTBOATO4>D 了 DB 十 BTFD， 
内 而 7 了 -4BC 的 三 个 面 角 之 和 大 于 普 一 忆 B 
的 三 个 面 角 之 和 。 
. 注 “由 问题 3976， 知 上 面 的 不 等 式 
4RR 二 4P>PD 十 刀 刀 十 DR 
可 以 写成 
4TRAA47P> APF 二 二 7FDD 
二 AD， 
其 余 两 个 不 等 式 也 可 类 似 写 出 。 因 此 最 后 关 


于 结论 的 不 等 式 可 以 写成 入 
.417BTTABT7OC 忆 
十 BT 
十 了 7D。 
解 ”在 三 面 角 0O-4B0C 内 , 取 任 意 一 点 y 


2 《小 
so86. 三 面 角 2 


> D7 如 
的 三 个 二 面 角 之 和 大 于 两 直角 。 
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从 了 分 别 引 三 个 面 BOC.CO4、 LOB 的 垂 线 
卫 D、P 刀 、 录 , 则 P- DR 是 一 个 三 面 角 . 由 
问题 3080, 知 面 角 吾 P8 和 二 面 角 O4 互补 
面 角 也 P 刀 和 二 面 角 O 互 补 . 面 角 DP 鼠 和 
二 面 角 CC 互补 , 即 
二 面 角 0O4=2. 刀 一 面 角 卫 P 了 7， 
二 面 角 OB=2R 一 面 角 DPF， 
二 面 角 OC=2 一 面 角 DZ 万 。 
又 由 问题 3077， 知 
面 角 了 PPZ 十 面 角 DPZ 二 面 角 DP 
< 4 一 忆 ， 
"， 二 面 角 0O4 十 二 面 角 OPB+ 二 面 角 OO 
>6 忆 一 4] 玉 一 2 一 瑟 . 

3087 . 已 知 从 一 点 三 分 别 连结 4、 刀 、C 
三 点 所 得 的 三 条 直线 P4、PPB、PC 中 ， 每 一 
条 直线 都 与 另外 两 条 
直线 垂直 。 如 果 从 古 
分 别 引 BO、C4、4P 


的 垂 线 卫 D、P 召 、Pz， 
则 ADZ 了 为 人 4PBO 
的 垂 足 三 角形 。 
解 ”因为 由 题 设 知 
PB1LP4, PEB1PC， 
,。 了 PPB 1 平面 4PC， 
因而 PPB 40。 
又 媚 140， 
"， 40 平面 PB 万 ， 
因而 40O」 了 也。 
同 理 ， 4D1LBO,COZ 4PB， 


因此 人 ADZBB 是 人 4BO0 的 垂 足 三 角形 。 
3088. 已 知 三 面 角 的 三 个 面 角 都 是 直角 . 

如 果 从 三 条 棱 上 分 别 取 与 顶点 距离 为 C、D、e 

的 三 点 人 BC, 则 O 

平面 4BO 截 这 个 

三 面 角 的 截 口 面积 

的 平方 为 


noteu 


十 Ga202) 。 
解 已 知 
LOPBF、 ~FOC、 也 
LO0c 都 是 直角 ， 且 0O4-a 0B-2 00 一 
2 则 


BC 一 化 十 C2 ， 
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C4 一 vc 十 02， 
4D 一 va 十 纺 。 
从 C 向 48 引 垂 线 C 互 , 则 由 三 垂 线 定 理 , 知 
OF 14。 
设 4 五 一 2 则 


卫 玖 一 4B-2 一 wa2 十 这 一 5 
又 由 402? 一 CB2 一 4 玖 ?一 互 B2, 知 “ 
(aq2 十 c2) 一 ( 古 9) 
一 好 一 (V 唔 十 这 一 四 2 
Q2 
AT 


C 瓦 ?一 4C2 一 4 石 2 


0 
0Q2 十 坊 
_ _Q202 十 D2c2 十 c202 
C2 十 22 攻 
设 A4250 的 面积 为 8， 则 
8= 于 4B.CB 


即 
48?= 4Ba.OHFs 
_ 2 ，G222 十 2D202 十 C2a2 
人 


人 -- 卫 (cz222 十 22c2 二 ca2) 。 


3089. 已 知 两 个 平面 和 第 三 个 平面 所 成 
的 二 面 角 相 等 ， 则 这 两 个 乎 面 的 交 线 和 这 两 
个 平面 与 第 三 个 平面 的 交 线 所 成 的 角 也 相 
等 。 、 
解 ” 设 平面 4BC、4BD 和 第 三 个 平面 w 
的 交 线 分 别 为 
BOBD。 

从 4 向 & 引 生 
线 4 妃 ,从 4 商 
BCO、BD 分 别 引 
垂 线 4 刀 、45， 
则 由 三 垂 线 定理 
的 道 定 理 , 知 

五 娓 1 BC， 

五 也 LBD。 
所 以 人 4TBE、~47 厅 分 别 为 平面 4BC、 
4BD 和 ac 所 成 二 面 角 的 平面 角 。 由 题 设 知 
它们 是 相等 的 。 因 而 在 人 4 已 瑟 和 人 4 万 丸 


一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 ~ 一-…- 
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中 ，4 互 公共 


4 万 加 一 一 丈 一 人 4 万 页 
4 机 如 一 了 4 万 万， 
“。 人 4 九 刀 2 人 4 万 ， 
于 是 4B=47- 
由 此 可 知 人 4ZBBA4BF 也 是 全 等 三 角形 ， 
.4BP= 4BFP。 


3090.， 从 已 知 的 一 点 4 向 相交 的 两 平面 
CX、pB 分 别 引 垂 线 4B、4LC, 又 从 C 向 平面 w% 
引 垂 线 CD， 则 直线 了 3D 与 平面 w 8 的 交 线 
瑟 太 垂直 。 

解 ” 设 直线 4B 和 
2440 所 确定 的 平面 为 
?7 则 ?与 wc\、 8 相交 ， 
且 与 C、\B 的 交 线 马克 卫 人 -7 一斑 

因为 4B、CD 是 同 
一 平面 x 的 垂 线 ， 所 
以 4 CD。 这 就 是 说 , C 也 过 ?7 上 的 一 点 C 
且 与 该 平面 上 的 直线 4B 平行 ， 于 是 CD 在 
平面 ?上 ， 因 而 23D 也 在 平面 ?上 ， 所 以 
ZE LBD。 即 2BD 与 平面 8 的 交 线 五 7 
答 直 . 

3091, 设 从 点 0 出 发 的 半 直 线 为 0 区 
OF7、025， 则 人 REO7、~ 了 Oo2 的 分 角 线 和 
2ZOX 的 外 角 分 角 线 在 同一 平面 上 。 

解 ” 如 图 , 取 羡 了 2G， 一 0OY 一 0O2 . 
设 ZXOF 的 分 角 线 
和 式 Y 的 交点 为 到 ， 
了 032 的 分 角 线 和 
YY2G 的 交点 为 认 , 则 
MN 1 EXZ。 又 设 
2ZOX 的 外 角 平 分 
线 为 0B, 因为 

OZG 一 OZ ， 
所 以 0OB1 XG, 于 是 DB MN, OB、MWN 在 
同一 平面 上 , 因此 OM、ON 和 OOB 都 在 同一 
平面 OUMN 上 。 

3092. 求 作 过 直线 4B 且 与 已 知 平面 c 
重 直 的 平面 。 

解 当 4B1ac 时 ,过 4BPB 的 任意 平面 8 都 
和 垂直 。 这 些 平 面 就 是 所 求 的 平面 。 

当 4B 与 % 不 垂直 时 ， 可 取 4B 上 的 任意 
一 点 0, 过 C 引 ac 的 垂 线 CD, 则 4B、CD 所 
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确定 的 平面 8 就 是 所 求 的 平面 。 


因 有 过 与 wa 垂直 的 直线 ,所 以 B 与 垂直 ， 
又 68 包含 4B, 故 B 就 是 所 求 的 平面 。 

总 上 所 述 , 当 4B 与 c 垂直 时 ,有 无 数 多 个 
过 4 刀 且 与 w 垂直 的 乎 面 。 

当 4 与 w 不 垂直 时 ， 过 4 且 与 % 垂直 
的 平面 只 有 一 个 。 事 实 上 , 假定 除 B 外 ,平面 
8' 也 是 过 4B 且 与 ca 垂直 的 平面 ， 这 时 48 
就 是 与 w% 垂直 的 两 平面 &、p' 的 交 线 、 从 而 
4B1w。 这 和 42 与 % 不 垂直 的 条 件 是 矛盾 
的 。 因 此 当 428 与 w 不 垂直 时 ， 过 4 且 与 
a% 垂直 的 平面 只 有 一 个 。 

3093, 已 知 定点 4 在 平 商 w 上， 定点 怠 
与 wa 的 距离 为 3。 

(L) 在 w 上 取 任 意 点 C， 求 作 过 两 点 B、C 
且 和 < 成 60" 角 的 平面 86， 并 根据 C 的 不 同 
位 置 讨论 有 没有 不 能 作出 B 的 情形 ; 

(2)》 如 能 作出 平面 6, 试 在 .8 的 交 线 上 
确定 一 点 卫 使 4P 二 EBP 为 最 小 

解 人) 假定 已 作出 适合 条 件 的 平面 . 
B, 设 和 c 和 8 的 交 线 
为 到 也, 从 召 向 平 
面 c 和 交 线 瑟 了 分 
别 引 垂 线 了 MK、 
3BN) 则 

/BNM=60。， 


又 知 CMNO= 一 B, 于 是 可 得 作法 如 下 : 

从 互 向 xc 引 垂 线 BM， 以 五 为 圆心 , V 了 
为 半径 作 圆 ， 再 以 MKC 为 直径 作 圆 ， 设 这 两 
个 圆 的 交点 为 Y， 则 三 点 MX、 了 3、C 所 确定 的 
平面 就 是 所 求 的 平面 6。 

在 作法 中 , 必须 WMSEMC， 所 以 当 MC< 
v/ 了 时 ,就 不 能 作出 符合 条 件 的 平面 B。 

(2) 在 MXN 的 延长 线 上 取 点 B， 使 W 刀 
一 NE. 设 4B' 和 7Z 的 交点 为 忆 , 则 P4 


第 二 章 
二 2 最 小 ， 事 实 上 ， 
ADNP22ADNP， 了 万 一 PPD1 
4 十 PPB=4P'。 


因此 ,无 论点 媚 在 屋 Z 上 的 位 置 如 何 ,都 有 
P'44P'BE4B' 一 P4 二 PPB， 

3094， 已 知 和 两 异 面 直 线 C、2 都 相交 的 
平面 c, 若 直线 & 和 平面 w 垂直 , 求 作 与 平面 
w% 平行 \ 两 端点 分 别 在 cp 上 , 且 等 于 已 知 长 
? 的 线段 。 

解 如 图 ， 
设 直线 GD 和 
平面 a 的 交点 
分 别 为 4、 
直线 在 w 上 
的 射影 为 BO。 
在 SC 上 了 到 点 9 使 44'=! 从 引 直 线 
a 的 平行 线 9 和 @, 它 和 直线 的 交点 为 @@. 再 
从 8 引 49' 的 平行 线 @R, 它 与 5 交 于 马 则 
@R=49' 一 5 所 以 498 就 是 所 求 作 的 线段 。 

3095. 如 多。 在 直线 道 人 久 尺 
路 7Z 的 同 侧 有 两 个 和 又 卫 
在 同一 水 平 而 上 垂直 直立 的 
烟 简 4、。 已 知 从 开 二 上 
的 一 点 C， 能 看 到 两 烟 简 的 Bu / 
顶点 县 这 三 个 点 成 一 条 直线 。 Y 
试 在 Y 上 求 除 C 外 的 点 也, 使 从 书 看 两 烟 
简 顶 点 所 成 的 仰角 相等 。 这 里 把 道路 忆 并 
看 作 直 线 并 且 
不 计 人 眼 的 高 
度 。 

解 ” 设 两 类 
简 4、 忆 的 顶 
点 分 别 为 4、 
B, 适合 条 件 的 点 为 己 则 

A44'PuaABB'P， 
Ad44OcABBCO， 
,04:0ODB=44:BD' 一 4P:PD。 
应 用 阿波 罗 尼 斯 轨迹 可 得 作法 如 下 : 

设 4 的 延长 线 和 王 了 的 交 点 为 CO, 则 C 
是 定点 。 先 求 点 C 关于 4、3 的 调和 共 令 点 
也 再 以 CD 为 直径 作 圆 ， 它 和 刁 Z 交 于 也， 
则 点 书 就 是 所 求 的 点 。 

3096. 已 知 一 斜面 的 倾角 为 名 "为 登 
上 这 个 叙 面 的 某 一 高 度 ， 可 选择 侨 角 保持 


二 而 角 , 多 面 角 
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30* 的 路 ， 也 可 以 选择 在 这 个 斜面 上 笔直 到 
达 的 路 , 试 求 这 两 条 道路 间 的 夹 角 。 


解 ”如 图 . 设 针 面 和 水 平面 的 交 线 为 4B， 
在 483 上 取 一 点 O 过 C 在 斜面 上 作 与 4B 
垂直 的 直线 , 并 且 在 这 条 直线 上 取 一 点 卫 . 再 
过 乙 引 倾角 为 30” 的 直线 ,在 这 条 直线 上 取 
和 点 己 有 同一 高 度 的 点 @， 设 P、@ 在 水 平 
面 上 的 射影 分 别 为 豆 、 羽 , 则 过 C 且 与 4B 
垂直 的 直线 上 的 点 己 人 

忆 区 一 =CPsin45" 一 -0P. 
又 由 C 出 发 , 沿 倾角 为 30? 的 路 ,到 达 和 点 也 
同一 高 度 的 点 @, 则 9 与 水 平面 的 距离 为 


qK=Cgsin 30* 一 到 09， 


由 于 了 万 一 9 开 。 
工 工 
-=-_OP==09， 
所 以 - 方 于 09 
OP 1 
即 9 
设 PCQ@=6, 则 由 CPLPG 知 
2 _dpe 
ce 一 一 林 ， 。 0 一 45"。 
因此 两 道路 的 夹 角 为 45。"。 


3097. (1) 右 图 是 四 面 
体 的 w、R. 7 三 面 展开 图 的 
一 部 分 ， 试 完成 它 的 全 部 展 有 
开 图 。 

(2) 分 别 在 两 面 we 上 作 
出 过 其 所 对 的 顶点 向 该 面 所 SN/ 
引 垂 线 的 垂 足 。 

解 “GD) 如 上 图 , 设 7 面 为 B4D', ca 面 为 
BO4, 8 而 为 妃 DC。 以 4 为 圆心 、4D' 为 半 
径 的 圆 红 和 以 C 为 圆心 、0D 为 半径 的 圆 弧 
的 交点 为 D” 则 A4CD" 就 是 该 四 面体 的 
第 四 面 的 展开 几 。 
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办 此 ， 把 展开 图 按 一 
- 线段 B4 BO CO4 分 Dr NS 
别 拆迁 , 则 九 、.D'、D" 
重合 于 一 点 六 , 于 是 
可 得 四 面体 4BCD。 
(3) 从 四 面体 
4BCD 的 顶点 忆 ， 向 
和 人 4Bc 引 垂 线 了 DP， 


由 刀 向 BC 引 垂 线 2 

了 P" 由 问题 3943，, 知 

DP' 上 BC, 因而 在 展开 狠 中 , 了 在 由 刀 向 BC 
所 作 的 委 线 上 。 因 此 , 要 求 点 了 可 以 从 
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3098., 已 知 半径 为 5 的 球 0 和 它 的 外 切 
立方 体 4BOD-4'BO'D'。 设 三 条 棱 44 
4B、47D 的 中 点 分 别 为 
羽 到 、N， 试 回答 下 列 
问题 , 

(lt) 求 四 面体 O- 
ZMN 各 棱 的 长 ; 

(2) 求 四 面体 O- 
ZN 的 体积 ; 

(3) 说 明 平 面 ZN 和 球 O 是 否 相 交 。 

解 GD 由 题 设 知 ， 立 方 体 的 校长 为 2， 
于 是 OF=- 豆 40, 而 4C=3VEa, 所 以 
OIL=/ 3a. 0 O-ZMN 的 各 校 都 是 
</ 3a， 

(2) 四 面体 O-ZMN 
的 体积 为 

(参照 问题 3123) 。 

(3) 设 从 0 引 平 面 

ZW 的 垂 线 为 0O 互 则 


ZI 互 = 也:ZMX si 60。 


2 2 
可 V 239' 襄 3 了 0， 


。 of -VCVEo2-(V 关 o) 
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| 六 别 向 B4、30 引 各 线 ， 它 们 的 交点 


就 是 一。 
现在 再 来 求 从 四 
面体 的 顶点 4 引 
ABCOD 所 在 平面 的 B 
垂 线 的 重 足 9. 如 图 ， 

在 展开 图 中 作 

和 人 AB4DS2A 人 APB4'D， 

从 4、4' 分 别 向 BC、BD 引 垂 线 ， 设 其 交点 
为 @, 则 @ 就 是 从 顶点 4 向 对 面 ECD 所 引 
的 垂 线 的 垂 足 。 


棱锥 、 核 柱 、 多 面体 


一 人 / 2a2-- 子 2 一 -4 >G。 

因此 ， 球 的 中 心 O 到 平面 ZMN 的 距离 比 球 
的 半径 大 ， 从 而 球 O 和 平面 ZK 不 能 相 
交 。 

3099. 已 知 立方 体 的 一 个 面 的 对 角 线 为 
?5 讨论 其 他 各 面 的 对 角 线 和 ? 的 夹 角 ， 
图 表示 。 7 

解 设立 方 体 / 一 
4HBOD_RBFGH 的 一 A [本 
个 面 4BCD 的 对 角 
线 为 六 则 A4C 是 9 
正三 角形 ， 所 以 ! 和 
4 有 .OF 都 成 60" 角 。 蕊 到 

因为 C/ 也 瑟 ，4 有 DG, 所 以 和 忆 、 
DG 都 成 60*" 角 . 又 因 4CVY BG ( 即 11 BG)， 
瑟瑟 / DB, 所 以 互 太 1 7 

在 人 A4HBC 中 , 40= 4 妃 = ECO， 所 以 4 瑟 
和 7 成 60。 角 。 又 4 万/ .BG, 所 以 7 积 BG 
也 成 60” 角 。 

综 上 所 述 , 各 面 上 的 对 角 线 和 !( 一 4C) 成 
60” 角 的 有 : 

4R，DG，CF，D 画 , BB， CH，BG，4 本 ; 
和 1(= 40) 成 90。 角 的 有 : 

DB,， 刀 7; 

和 ?一 4C) 平行 的 为 G。 

3100. 如 图 已 知 立方 体 4BCD-4'B'CO'D; 
各 棱 4B.BB'、BC' CD'、D'D、D4 的 中 点 
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分 别 为 卫 M、N、P、9、 卫 ， 证 明 六 边 形 
ZNZP9OR 是 正六 
边 形 。 

解 ” 设 立方体 各 
面 的 对 角 线 的 长 为 
?2 则 由 、 纺 分 别 
是 CD'、DJD 的 中 
点 可 知 


其 他 各 边 的 长 世 都 是 亏 二 下 


ZLMNP9ZR 是 等 边 的 。 

因为 了 DADB, GMA DBP， 所 以 到 工 .2M、 
@ 在 同一 平面 上 .又 因 BN /ALB' DZDM， 所 
D'B'/@M, 所 以 P、N、MW、@ 也 在 同一 平面 
上 。 在 上 述 三 个 平面 中 , 容易 知道 它们 都 有 
三 个 点 公共 ， 因 此 这 个 六 边 形 CUMNZP9R 在 
同一 平面 上 。 1 

因为 号 11 BDI 4D， 由 上 题 知 万 
和 47 成 60" 角 ， 从 而 ZEO=120". 同 
理 , 这 个 六 边 形 的 其 他 五 个 顶 角 也 是 120". 

综 上 所 述 ， 可 知 六 边 形 ee 省 下 
边 形 。 

3101. 在 立方 体 
的 表面 上 ， 怎 样 的 两 ， 
点 间 的 距离 最 大 ， 并 
述 其 理由 。 

解 ” 设 立方体 的 边 
长 为 可 分 为 点 卫 
和 @ 在 同一 面 上 、 分 
别 在 相 邻 的 面 上 、 分 
别 在 相对 的 面 上 三 种 
情况 讨论 。 

(Gi) 如 环 @ 在 同 
一 面 上 ， 则 P@ 不 会 
大 于 该 面 对 角 人 

(ii》 设立 方 体 为 4BOD-4'BCOD， 已、 9 
分 别 在 相 邻 两 面 44DD、44'B' DB 上 (如 


因此， 六 边 形 
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图 )。 作 @RB1 4'B'，PS 1 4D'，PS1 44 
财 
PQ? 一 PR2 十 9B2 一 妃 S2 十 PS2 十 92 
择 4D'2 上 442 二 4/B2 一 万 'D3。 
"，POSBD 或 PES4O， 
从 而 PQSwW 3a。 
(iii) 设 己 @ 分别 在 相对 两 面 44'D' 八 
BBCOO 上 (如 图 )。 作 PS1]1 4B' SR BC， 
SR1/ DB', 则 
P92 一 PS2 二 SS92? 一 PS2 二 QR2 十 RSa 
<.4B2 二 BCO2 -OO2 一 402。 
POE4C 即 PS 3c. 
合 (、(ii)、( 辽 ) 三 种 情况 , 可 知 P9 为 


> 体 的 对 朋 从 时 最 长 


3102. 适当 选 
择 边 长 为 的 立方 
体 的 四 个 顶点 ， 顺 
次 连结 而 成 正四 面 
体 ， 求 这 个 正四 
面体 的 高 和 底面 
积 , 

长 都 是 23c。 如 把 正三 角形 妃 BO 看 作 底 
面 , 并 设 其 面积 为 &, 则 由 各 边 长 为 V 3 知 


S- 忆 EC/3o)? 一 到 VSoz。 


设 边 长 为 V 3a 的 正三 角形 ZC 的 重心 为 
O, 则 


CO- 到 VS x(/ 2a) x 旦 -x2a。 
因 了 此， 区 的 高 为 
40=vT5 一 0 202 一 号 oa 


-2 a。 


即 高 为 2A6 8. 底面 积 为 二 V oz。 : 
as1oa. 四 条 楼 
或 其 延长 线 分 别 交 于 PP、9、RBR, 芳 在 己 、 玉 
之 间 并 且 是 一 条 楼 的 中 点 ， 证 明 在 与 立方 体 
的 三 条 楼 或 其 延长 线 都 相交 的 线段 中 以 PR 
最 短 , 其 长 等 于 这 个 立方 体 的 楼 长 的 三 信 。 
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解 设 直线 了 9 忌 与 立方 体 4BCD- 
4BOD 的 三 条 棱 44，、B'O DO 或 其 延长 
线 分 别 交 于 有 9、R, 9 为 BO 的 中 点 。 这 
个 立方 体 的 棱 长 等 于 c. 棱 44' 和 点 @ 所 
决定 的 平面 和 平面 
BC 的 交 线 为 9P， 
则 由 441/ 平面 
BOC'， 可 知 441/ 

同 理 ， 设 棱 DO 
和 点 @ 所 决定 的 平 
面 和 平面 4C' 的 
交 线 为 9 妃 ， 则 9 怪 / DO。 因为 直线 FOR 在 
两 个 平面 (9, 440)、(@9, DC) 上 , 所 以 它 是 这 
两 个 平面 的 交 线 。 三 点 且 孔 、D 都 在 两 个 平 
面 47 和 (@，DC) 上 ,所 以 也 吾 了 三 点 在 
同一 直线 上 ,而 且 这 条 直线 就 是 平面 4 刀 和 
(9， DO) 的 交 线 , 同 理 三 点 4 站 、 五 也 在 同一 
直线 上 . 

已 知 立方 体 的 楼 长 为 o 设 BF:TC= 刀 
则 当 &= 工 时 2BR 最 短 。 证 明 如 下 ; 

” 4PIOR 一 BPBFITEO 一 力 
4'PP:DD' 一 4 奋 ; 刀 一 大 
.COB 一 人 二 ，4P 一 oj， 


482~ 4D? 二 DZ2 一 -e+(e+ea 


又 因 ~P4 玉 一 有 ， 从 而 
PR? 一 .4P2 二 4R2 


一 (十 GN)2 十 02 十 (e+ ) 


一 302-a2 [zz + 了 二) 上 +- 古 +z2 |]. 


远 
@ 
从 @ 式 可 以 看 出 ，ZPR 最 小 就 是 {z+ 工 )， 
(zz+ 井 ) 归 小 m 了 (到 和 (四 动 89 
都 是 王 是 一 定 的 ,所 以 当 且 仅 当 一元 且 及 
一 天 , 即 z 一 1 时 ， 
(e+ 元) (12 页) 


最 小 .这 就 是 说 , 当 驴 是 瑟 C' 的 中 点 时 Bt 


最 短 。 


0 
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由 轩 式 , 可 知 

PR2 一 3a2-La2F2 (1 二 1) 12-12] 一 9a2， 
“.。 PR=3c. 

3104. 如 图 ， 已 知 立 方 体 的 校长 为 0p 

(IT) 证 明 4C_L 平面 


了 万 万 万 ; 
人 
(8) 证 明 隐 垂直 于 4 

平面 4LC8 和 平面 卫 BG; 王 
(4 求 平面 4OZ 和 4 

平面 呈 BG 的 距离 .。 


解 (D 因 37- 平面 4B0,， 故 BF 
40. 又 BD14C， 

.…，4COL 平面 有 DBF。 

(2)》 由 (人 ,可知 4C1B。 

(3) 和 (2) 同 样 ,CF_LBZ， 

.…。， 到 刀 | 平面 40 。 

同 理 ， 瑟 万 ， 互 上 DG 

“。 了 万 」 平面 DBG。 

(多 因为 40 和 轧 了 的 交点 马 , BG 和 了 刀 
的 交点 了, 分 别 是 矩形 BE 厂 D 的 边 BD 和 
了 互 的 中 点 ,所 以 如 设 了 AS、DFY 和 B3 歼 的 交 
点 分 别 为 M、N， 则 M、 人 把 了 三 等 分 ， 
又 验 分 别 是 直线 3 万 和 平面 4OF7、DZBG 
的 交点 , 3 互 又 和 这 两 个 平面 垂直 , 所 以 MT 
就 是 这 两 个 平面 的 距离 ， 因 而 所 求 距离 为 


3105， 立方 体 补 一 个 平面 夫 开 , 合共 口 
为 下 面 指出 的 图 形 . ， 
如 果 能 够 作出 的 ， 可 
记 作 LO]， 并 述 其 作 
法 (不 证 明 》 如 果 不 能 
作出 的 , 可 记 作 [EX]， 
并 说 明 其 理由 。 

(1) 正三 角形 ; 

(23) 直角 三 角形 ; 

(4 正六 边 形 。 

. 解 设立 方 体 为 4BCD-L4BODPY。 

(人 [O]. 例如 用 4 如 也 三 点 所 确定 的 
平面 截 立方 体 ,截面 就 是 正三 角形 。 

(2) [x]。 要 使 蕉 只 为 直角 三 角形 ， 就 须 
用 与 棱 垂 直 的 平面 去 截 ， 但 是 当 用 与 楼 垂直 
的 平面 去 截 立 方 体 所 得 的 截 口 是 正 方形 ， 因 


(3)》 梯形 ; 


一 


此 这 是 不 可 能 的 。 

(3) [CC]. 例 如 , 设 4B,、4DD 的 中 点 分 别 为 
必 、N， 则 可 用 歼 .NW、D4 了 所 确定 的 平面 
截 开 立方 体 , 其 截 口 就 是 梯形 。 

(和 [ 〇 ]. 例如 , 设 不 过 相对 顶点 4、C 的 
六 条 棱 4B、4DP、55B，、DD、B'O CD' 的 中 
点 分 别 为 ML 、N、 二 ZN、201， ee 
所 确定 的 平面 去 截 
立方 体 就 得 到 截 口 
为 正六 边 形 (参照 
问题 3100) 。 

3106. 证 明 立 
方 体 4BOD-BHG 万 
的 对 角 线 4G 垂直 
于 平面 23D。 

解 如 图 9 
所 以 


: 
因为 DEL4CO, DB1LCG， 
DB 1 平面 40G。 
4G41DB. 
4G_| 万 万 ， 
.…。 4G. 平面 DB 
3107. 已 知 4G 为 立方 体 人 
的 一 条 对 角 线 。 
(D 证 明 克 SN 
ADB4G=AD4G  A 本 
一 2LG; RN 
(2) 当 与 对 角 线 
4G 垂直 的 平面 由 4 
向 G 运动 时 ， 它们 截 
开 这 个 立方 你 所 得 的 截面 形 状 是 怎 祥 变化 
的 ? 
解 人 在 AB4G、AD4G、AB4G 中 ， 
4G 公共 ， 
4B=4D=4 刀 ， 
DG= .DG= 了 TG， 
所 以 这 三 个 三 角形 全 等 。. 从 而 
.人 人 B4G= D4G= 了 盏 4G. 
(2) 根据 上 题 知 ， 
与 对 角 线 4G 垂直 的 
平面 都 平行 于 平面 
DBB, 且 人 ADB 妈 是 
正三 角形 。 设 与 4G 
垂直 的 平面 为 P， 则 
当 己 从 4 开始 运动 。 
到 与 平面 DBB 重合 
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了 时 , 其 截面 都 是 正三 角形 。 当 己 从 平面 卫 B 刀 
开始 运动 到 与 平面 CHF 已 重合 时 ， 则 截 只 为 
等 角 六 边 形 , 它 的 各 边 中 , 每 闻 隔 一 个 的 边 长 
都 相等 。 特别 地 ， 当 平面 己 在 平面 BB 和 
C5 互 的 正中 时 , 所 得 截面 是 正六 边 形 。 当 己 
从 平面 C8 互 开始 运动 到 点 8G,， 所 得 截 口 又 
是 正三 角形 。 

3108.， (1) 已 知 Pe 为 立方 体 4BOP- 
ZQOF 的 一 条 对 角 
线 ， 证 明 过 离 顶点 三 
最 近 的 三 个 顶点 的 平 
面 ， 及 过 离 顶点 轧 最 
近 的 三 个 顶点 的 平面 
都 和 P9 垂直 . 

《2) 用 过 P@ 的 中 
点 0 且 与 Pg 垂直 的 平面 截 立 方 体 ， 其 截 口 
是 什么 形状 , 并 说 明 其 理由 . 

解 人 设 4CO、BP 的 交点 为 开 ， 则 允 是 
4C 的 中 点 ， 


LOLDM。 
又 40LPB， 
。 401 平面 (DM，PB)。 
即 4C 平面 PDB， 
… POOL4C. 
P98147D， 
”29 平面 4DO。 

同 理 ， 2Z9 上 平面 BBB， 

《2) 用 通过 对 角 线 Pg 的 中 点 O 的 垂直 平 
分 面 截 开 立 方 体 , 则 截 只 为 正六 边 形 ( 参 照 上 
题 ) . 

31909,， 如 把 体积 为 ee 
角 线 的 中 点 且 和 该 对 
角 线 垂直 的 平面 去 
截 ， 所 得 截 只 的 图 形 
是 什么 形状 ， 面 积 是 
多 少 . 

解 名 设立 方 体 
4BCD -4'BC'D' 的 
对 角 线 40 的 中 点 为 0 BO 5 前 申 人 

在 人 4257 和 AcCC7Z 中 ， 

4B=C0'，BZ 一 IC， 
LA4BTI=-OO7 一 一 已 

“"， A4BLI22ACOT， 
4Z= IO 


间 理 ， 


从 而 


因此 ，A47C' 是 等 腰 三 角形 。 又 由 于 O 是 
4C' 的 中 点 ， 所 以 4C OP 从 而 工 在 40' 
的 垂直 平分 面 c 上 .同样 , 设 CD.DD'\、D'4'、 
4B' BE 的 中 点 分 别 为 、N、Z、 开 入， 
则 这 些 中 点 都 在 4C' 的 垂直 平分 面 c 上 。 这 


G 
多 


0 
LO 于 4C' = 元 Y 3， 


OZ= VIAF-V3. 


同 理 ， 
OL =0OM=ONOZD 0OM'=ON' 
-Vv3 
又 TIM=MN=NT' 一 TU 一 20N 
7 


故 ZUNZMN' 是 在 平面 上 的 正六 边 形 . 
这 就 是 说 ， 用 过 对 角 线 4C0' 的 中 点 且 和 该 对 
角 线 垂直 的 平面 截 开 立方 体 ， 则 所 得 截 口 是 
正六 边 形 。 

《〈 边 ”这 个 正六 边 形 的 面积 为 
3 _、/wA3Y 3 和 
闪 x( 闻 ) -3V3. 


3140， 已 知 棱 长 为 人 三 
了 BFG 互 (如 图 ) 。 

d) 在 立方 体 的 表 
面 上 , 求 从 顶点 4 到 
达 正 方形 CDRG 的 
中 心 戏 的 最 短路 线 及 
其 长 度 ; 

《2) | 

3) 指出 最 短 的 路  c ec 
线 共 有 几 条 。 

解 《1) 设 把 从 点 
4 出 发 , 过 核 CD, 然 
后 到 达 点 改 的 路 线 记 
作 4-CD- 下 。 在 这 
些 路 线 中 最 短 的 是 在 其 展开 加 中 和 4LUM 重 
合 的 路 线 。 设 该 路 线 和 CD 的 交点 为 己 , 则 


DP: 己 一 4: CQ) 


CQ 
DP 可 ， 
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即 在 棱 CD 上 取 DP=- 吕 的 点 己 则 折 续 
2PM 就 是 所 求 最 短 的 路 线 。 它 的 长 度 为 
QT avVI0 
V (人 (er 信 - 半 
(2) 在 4-CD-M 的 所 有 路线 中 ， 以 折线 
42 忆 最 短 , 这 是 因为 : 在 楼 CD 上 取 不 是 点 


己 的 任意 一 点 9， as 
则 在 展开 图 中 有 “一个 S 一 一 
49 了 +QM > 4 了 村 i 
=.4P-PM. 
同样, 在 4-DE- 6 下 尼 


MX 的 路 线 中 , 以 在 楼 DZ 上 取 DS 一 总 的 点 


S 所 形成 的 折线 48P 最 短 , 且 其 长 为 > a. 


从 点 4 出 发 ， 过 棱 BC 和 CG, 然后 到 点 双 
的 路 线 中 , 最 短路 线 的 长 分 别 是 


4_BO-0OG-M， 6 


4 也 GZ-M: 二 全 ai 
4_BT_CG- Mr， > 
4BF-GH-M: Y 王 。 

( 除 此 之 外 ， 还 有 其 他 路 线 ， 但 都 比 0a 


长 ) 。 

(3) 综 上 所 述 ,可知 在 立方 体 的 表面 上 , 从 
4 到 达 忆 的 最 短路 线 只 有 两 条 , 即 折线 4F 2 
和 4LSM。 


3111, 立方 体 的 展开 图 除 下 图 外 ， 还 有 其 


面 分 别 记 作 4、 互 GO， 和 它 
则 有 以 下 各 种 情形 。 


他 的 吗 ?注意 不 要 调 掉 不 同形 状 的 展开 图 。 
解 ”在 这 个 立方 体 中 ， 把 三 个 两 两 相 邻 的 
们 相对 的 面 分 别 记 作 4/、 
DB'\、C'。 着 上 限于 对 面 的 排列 ， 
而 把 相 邻 的 面相 对 地 固定 ， 

(i》 把 四 个 商 4、 肥 4、BI 并 列 的 展开 图 
中 ， 它 和 耐 CC' 的 连接 方法 不 外 平 以 下 六 
种 : 


(人 把 三 个 面 4、B、4' 并 列 , 并 且 使 召 ' 不 
和 它们 相 邻 。 这 种 展开 图 不 外 乎 以 下 四 种 : 


[BC| BC| BC| 
LAlBJA [LABIAI 
C' C: 
CTBTC 


(说 ) 把 两 个 面 4、 呈 并 列 , 并 且 使 4 和 它 
们 相 邻 。 这 种 展开 图 ， 除 和 以 
上 重复 的 外 , 只 有 一 种 . 

综合 上 述 ， 立 方 体 的 展开 图 
共有 革 种 ， 除 恶 给 的 一 种 外 ， 
还 有 :10 种 . 


M 


3112。 在 长 方 体 4BCD-ZFGE 中 , 设 楼 
4B、B、FG、G 互 、 互 D、D4 的 中 点 分 别 为 
也 、 2M、 六 、 天 5 夕 、 瑟 ， 则 这 些 中 点 在 同一 平 
面 上 .再 设 两 两 要 A_ 只 D 
邻 的 三 个 面 的 对 角 23AS 、Ll 
线 所 成 的 三 角形 的 a 
面积 为 S， 问 六 边 形 

ITMNPGBE 的 面积 是 ES 
8 的 几 售 ? 人 一 二 

解 因为 ZMA AN 
47，PQG 1 DG 且 4B1 DG, 所 以 工 U、 
PO 都 和 -42 平行 . 园 食 _ 及 
样 ， 工 闻 、 六 了 都 与 工 一 
F 克 平行 , BQ_MN | 
都 与 4 妃 平 行 . 所 MX 
以 ， 六 边 形 的 各 边 都 
与 平面 4H 互 平行 ， 上 
因此 这 个 六 边 形 在 同一 平面 上 . 

在 六 边 形 的 内 部 取 一 点 O， 使 ORZ7M， 
则 IMOR、_OROP、OMNP 都 是 平行 四 边 
形 。 再 从 前 图 知 

Ta 到 4 
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TBRLPNL 亏 也 万. 


所 以 平行 四 边 形 ZMKOBR 的 两 边 工 MIR 分 
别 与 A4F 万 的 两 边 4 矿 、 刀 平行 , 目 等 于 
它 的 一 半 。 

-， 口 ZMOR 的 面积 一 去 A47 正 的 面积 


工 


一 了 从 。 
间 理 ， 
口 MNZPO 的 面积 = 口 OP9R 的 面积 
工 
一 一 心 。 


乡 
.…。 六 边 形 ZMNEPgBR 的 面积 一 与 &。 


3113， 把 三 棱柱 用 与 其 侧 想 垂 直 的 平面 
截 开 , 如 果 截 口 三 角形 的 面积 为 S, 截取 部 分 
三 侧 棱 的 长 度 分 别 为 i、ja、zo, 证 明 这 个 截 
取 部 分 的 体积 可 用 下 式 表 示 : 


7 一 各 ONa 上 js)S。 


解 ” 如 图 . 设 三 棱柱 4BCO- 
4B0O' 被 与 其 侧 棱 垂直 
的 乎 面 所 截 得 的 截 口 为 
A4FO, 目 44 一 jl，BB' 一 
ja，CO' 一 ia。 则 截取 部 分 三 
棱柱 的 体积 为 

万 一 B-4BC 的 体积 十 4-4'BO 的 体积 土 
4-BCC 的 体积 。 但 是 

4-4'B'O 的 体积 一 B-44'B' 的 体积 


一 CO-4B4' 的 体积 〈… 4441 BDI) 
=4-4B5C 的 体积 ， 
4-BOO 的 体积 =4-BCO 的 体积 
一 4-BOCVC 的 体积 
(…” 44'1 平面 BCCOB1) 
一 4-B0C0 的 体积 〈… BB' CO 
=C'-4B0 的 体积 ， 


-4BC 的 体积 一 B-4B0 的 体积 ， 
"7 一 B-4BC 的 体积 十 4'-4BC 的 体积 
+CO-4BC 的 体积 
证 工 .42 二 
村 8 BB' 十 霹 8 44' 十 可 BCC 
一 二 80a+jo 十 ja)、 


3114. 已 知 三 度 分 别 为 人 入 “的 长 方 
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体 ， 试 求 以 它 的 各 面 的 中 心 为 顶点 的 八 面体 
的 体积 。 

解 如 图 ,已 知 长 方 体 4BOD-4 BC DT 
的 各 面 4BCD， 
4BB'L4 4'BOOD1， 
CO'D'D，4DD'4 A 
2CC0'B' 的 中 心 分 别 
为 已 9、 ES 有， 
4B=-a，BO=D 此 
BB'=c 则 面 BoRS 
垂直 于 了 7 且 其 面积 为 于 zc. 又 FB' 一 oh 


故 八 面体 了 PRSF' 的 体积 为 
1_、1I I 
可 X 瑟 可 末 20Xc 一 于 qzc。 
3115。 已 知 在 以 0 人 人 


过 O 〇 的 三 条 棱 每 两 条 都 成 30" 角 。 如果 在 


一 条 校 上 取 两 点 4、 万 , 使 O4 一 4 cm， OP 一 


3 em， 取 一 根 细 线 使 一 端 固定 在 点 4， 然 后 
在 这 个 三 校 锥 的 侧面 紧 绕 一 轿 ， 最 后 到 达 点 
妃 。 求 这 条 线 在 4.、 闻 的 长 度 ( 设 线 和 侧面 
之 间 密 合 ) . 


久 惟 


解 ”如 图 ， 把 王 楼 锥 在 04 处 截 开 , 并 作出 
其 侧面 的 展开 图 。 在 这 个 展开 图 上 ， 线段 
4 已 就 是 以 04=4cm,， 0OB 一 3cm 为 直角 边 
的 直角 三 角形 的 斜 边 ， 所 以 线段 4 忆 的 长 度 
为 5cm。 

3116. 图 Ca) 是 正四 校 柱 , 图 (g 是 正四 楼 
台 , 图 中 的 数字 表示 各 该 线段 的 长 度 。 
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(TD 作 它 们 的 展开 图 .对 图 (a) 要 求治 棱 
4B、CD、SRE、9P 切 开 。 对 图 (b) 要 求治 楼 
4P、BQ、CR、DS、4B、CD 切 开 . 

《2) 不 通过 立体 的 内 部 , 求 连结 两 顶点 互 、 
& 的 最 短路 线 , 并 用 图 表示 

解 〈1) 展开 图 如 下 图 。 


(2) 关于 最 短路 线 : 

在 图 亿 中 , SD=2，4B+4D=2， 
.BFS=22 十 322-=3v/3。 
在 图 (2) 中 ， 


一 V4+w3. 
3117 ， 求 棱 长 为 5“ 韵 正 八 面体 的 体积 。 
解 ” 设 棱 长 为 & 的 正八 面体 为 刀 4BOD- 
瑟 ,) 则 4BCD 是 正方 形 ， 其 面积 为 62。 又 这 
个 正八 面体 的 体积 是 正四 楼 锥 吾 -4BOD 的 
体积 的 两 倍 ， 而 正四 祝 锥 的 高 又 是 正方 形 
4BOF 的 对 角 和 即 


Z0O=- 开 au。 


A/ 3 
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因此 
五-4BCOD 的 的 体积 


从 而 正八 面体 的 
体积 是 


CQ3 


3118. 已 知 两 两 垂直 相交 的 三 个 平面 w、 


B8、?7， 从 不 在 这 三 个 平面 上 的 一 点 己 向 这 三 
个 平面 引 垂 线 ， 其 垂 足 分 别 为 4、 B\C。 三 点 
4 了、C 所 确定 的 平面 和 每 取 两 个 平面 By， 
入 oa co 8 的 交 线 
的 交点 分 别 为 也 、 
五 万。 取 P4=0， 
卫 记 一 D，PO 一 0。 

(1 求 OPOZ、 
OF 的 长 ; 

(2) 求 四 面体 
ODZEzFP 的 体积 。 

解 〈1) 由 题 设 条 件 知 ,平面 4BC 和 w 的 
交 线 瑟 叉 过 点 4. 同 理 , 五 刀 过 瑟 , 忆 刀 过 
CO。 因 为 了 BO，PO1 OP 所 以 平面 已 BO 

1 c。 从 而 这 两 个 平面 和 平面 DBB 的 交 线 
BC\、BB 是 平行 的 。 

设 从 C 引 0 的 垂 线 ， 垂 足 为 Z, 从 万 引 
OF 的 垂 线 ,三 足 为 W， 则 ZN / 妃 B.OL4N 
是 矩形 , 所 以 04 把 ZN 平分 , 因而 

也 4 一 4 万 。 

同 理 ， 了 刀 = 有 BD，DPO=0O7， 

因而 如 设 0 了 的 中 点 为 1t, 则 
OO 万 一 20M 一 2PB 一 25， 
OO 了 8 一 3 站 一 20P=2c。 


司 理 ， OD 一 24P=-2a。 
(2) 四 面体 ODZBF8 的 体积 
荆 、 OO 万 .OO 
二 4CDc 
8 
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3119,， 已 知 一 四 棱柱 , 其 底面 是 邻 边 长 分 
别 为 10 em,，20em 的 和 拢 形 ， 且 侧面 与 底面 重 
直 。 如 把 这 个 四 棱柱 用 通过 底面 一 个 顶点 的 
平面 截 开 ， 所 得 的 截 口 为 
菱形 ， 且 次 形 顶点 中 离 底 
面 最 高 的 高 度 为 30cm， 
试 求 这 个 尧 形 两 条 对 角 线 
长 度 的 比 。 

解 设 了 BR=Zcom，BP 
一 9cm 则 由 4 妃 = 4 忆 知 
22--102 一 从- 十 202， 

?一刀 一 202 一 102。 四 
因为 四 边 形 4P@B8 是 平行 四 边 形 , 所 以 从 其 
对 角 线 的 端点 向 下 引 底 面 的 垂 线 , 可 知 
DR+BP=0C9， 
"。 2Z 十 7 一 30。 由) 
四 二 @@, 得 XZ 一 g 一 10. @ 
解 S @, 得 2z 一 20,，2y 一 10. 
49 一 /45 下 CE 
一 /030 十 103 十 305 
一 10v 于 (om)， 
PR 一 人 / 甩 瑚 十 (万 思 一 巨 P)3 
一 ^/(302 十 103 十 03 
一 10/ 6 (cm )， 
"49: PE 一 了 :vv3。 
3120. 已 知 四 面体 4BCD 中 ， 
/~B40= CO4D 一 AD4DB 一 90"。 
设 ABCD 的 重心 为 已 ， 则 重 直 于 ， 
ABCD 所 在 的 平 


面 。 D 
解 ” 设 C 互 和 DBD 
的 交点 为 也, 忆 鼠 下 
C . 


和 BC 的 交点 为 
到 ， 则 由 题 设 条 件 知 4DT4C,， 4DJL4B， 
9 4D 平面 45C: 


70O2 


。 4dD1 BC. 

也 下 BO， 
DO 1 平面 4 万 刀 ， 
因而 包含 平面 4DZ 的 垂 线 5C 的 平面 DBC 
平面 4DZ。 

同 理 ， 平面 DBO 平面 4OF， 
因此 4 克 就 是 与 平面 DBC 垂直 的 两 个 平面 
DZ 、40O7 的 交 线 , 故 

4 刀 了 平面 BCP。 

3121. 已 知 正四 面体 的 楼 长 为 w， 求 它 的 
不 相交 的 两 棱 所 成 的 角 汪 
和 距离 . 

解 如 图 , 4BCD 为 了 
棱 长 为 的 正四 面体 ，， 

棱 CD 的 中 点 为 刀 E 
连结 4Z、B3B， 则 由 
A40CPm 人 BOD 都 是 正三 角形 , 可 知 
4 万 1CD， DBP IOD。 
.…。 CD1 平面 4BB， 
4BLOD。 
因此 ， 正 四 面体 不 相交 的 两 棱 所 成 的 角 为 
90"”。 
其 次 , 设 4 的 中 点 为 到 。 因 为 
4 妃 一 万 刀 ， 
所 以 A4B 冯 是 等 腰 三 角形 , 从 而 
五 BF 1 4 也 。 
又 CD1 平面 4BB, 所 以 如 FLCD, 因此 ， 
BF 是 4 和 CD 的 公 王 线 ， 即 了 H 是 不 相 
交 两 棱 4B、CD 间 最 短 距 离 。 


” 4LZ=aasin 60" 一 -> 


人 
v 


呈 一 一 0。 


2 


3122. 把 正四 面体 用 一 个 平面 截 开 , 其 截 
口 能 成 平行 四 边 形 吗 ? 能 成 正方 形 吗 ?》 如 果 
能 , 试 回答 它 是 在 什么 情况 下 出 现 的 。 

解 ”过 已 知 正 四 面体 的 一 条 棱 上 的 任意 一 
点 ， 作 与 一 组 对 校 平行 的 平面 ， 连结 该 乎 面 和 
四 条 楼 的 交点 , 则 得 平行 四 边 形 。 例 如 , 通过 
4 中 上 的 一 点 妃 作 4D、BC 的 平行 线 ， 它 和 
ED、40C 的 交点 分 别 为 瓦 . 了 ， 则 平面 ( 怠 互 ，， 


又 


如 
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了 3) 是 与 4D、BC 平行 的 平面 . 
的 平行 线 , 过 万 引 
4D 的 平行 线 , 则 
由 于 这 两 条 平行 线 
把 CD 分 成 同一 
比 ,所 以 它们 在 CD 
上 的 同一 点 G 处 相 
交 , 从 而 

妃 1 FG， 

五 了 1 万 G， 
故 吾 BFG 是 平行 四 边 形 。 这 就 是 说 ， 用 过 
-4 方 上 的 点 如 且 与 4D,、BO 平行 的 平面 截 这 
个 四 面体 ， 则 截 口 为 平行 四 边 形 . 

如 果 4D41 BC, 则 刀 刀 上 到 ， 从 而 平行 四 
边 形 瑟 PGZ 为 答 形 。 特 别 地 ， 当 至 为 4B 
的 中 点 时 ， 则 矩 形 了 HG 的 两 边 相 等 , 所 以 
它 是 正方 形 。 

3123. 求 楼 长 为 的 正四 面体 的 体积 。 

解 ”因为 正四 面体 4-BCD 的 底面 BCD 
是 正三 角形 。 

3 


。 人 BC 的 面积 = G 


设 忆 为 从 4 向 底面 所 引 垂 线 的 垂 足 ， 则 由 
和 ABCD 是 正三 角形 知 互 是 它 的 重心 . 因此 ， 
如 图 ， 


过 妃 引 BC 


4 刀 ? 一 4B2 一 忆 瓦 2 一 a2 一 于 o2 一 研 oo 
人 4 写 G。 
从 而 


4-BCD 的 体积 一 也 XSaacpX4 


/3 ww3 vv 有 


一 于 x 交 4 xx-74 四 
”3124， 把 四 面体 4BCD 用 与 其 对 棱 4O、 
3 了 平行 的 平面 截 开 ， 设 这 个 平面 与 四 条 楼 
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4B、BC、CD、D4 的 交点 分 别 为 姻 到 G、 
互 . 

GD) 证明 双 BFG 瑟 是 平行 四 边 形 ; 

(2) 为 使 刀 BGZ 的 面积 最 大 , 4B 上 的 
五 应 选 在 何 处 ? 

(3) 如 4O= 吾 也 则 
了 HGE 的 周 长 与 截 平面 
的 位 置 有 无 关系 ? 马 昌 

解 (0 由 于 平面 


BFG 瑟 1/ 直线 BD, 所 以 8 D 


平面 BFHG 和 平面 4BD 下 
的 交 线 五 瓦 与 2BD 平行 。 《 

同 理 ， FFG1/ EBD，.…， 瑟 1 FG。 

类 似 地 , 又 可 得 妃 叉 ] 6 万 ,所 以 了 FEG 互 是 平 
行 四 边 形 。 

(2) 局 马子 G 互 的 面积 一 台大. 妊 互 X 
Sin /也 至 万 , 由 于 其 中 了 BE 瑟 是 40 和 了 BD 
所 成 的 角 ， 它 是 一 定 的 ， 所 以 当 瑟 .五 瓦 最 
大 时 , 则 口 BBG 互 的 商 积 最 大 。 

今 知 防 下 :4O 一 了 BZB:4， 

- 4C 
好不 一 己方 ,瑟瑟 。 
又 到 五: 也 刀 一 4 至 :4 也， 


瑟 刀 
ZE 一- .44 孔 ， 
LO.PD 
必 全 。 5 more 各 “ 卫 员 
五 丸 . 厂 万 本 就 44 奋 .B 已 


由 于 4 吉 开 是 一 定 的 , 所 以 当 4 到 .了 3 最 
大 时 , 吾 . 玉 刀 最 大 。 今 知 4 瑟 二 BEB 一 4B 
(一 定 ), 故 当 瑟 为 4 的 中 点 时 ， 品 BFG 克 
的 面积 最 大 。 
(3) 如 果 4C= 了 3D, 则 
4C 五 D 


40 
=- 和 (3Z+B4) 


4O 
= 了 广 '423=40， 

从 而 口 BFHG 巨 的 周 长 为 24C, 它 是 一 定 的 ， 
与 截 平 面 的 位 置 无 关 。 

3125. 设 正四 面体 的 一 组 对 棱 4C、2D 
的 中 点 分 别 为 了 9. 

(1 求 40、E9 所 成 的 角 ; 

(2) 在 与 P@ 稚 直 的 平面 上 ， 这 个 正四 面 
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体 的 射影 是 什么 样 的 图 形 . 

解 (1) 人 A4BD、A 人 BOD 是 全 等 的 正三 
角形 , 49.C9 分 别 是 
这 两 个 三 角形 的 高 ， 
所 以 49=C9@, 从 而 
Ae940 是 等 腰 三 角 
形 且 4P 为 其 高 ， 

.…。，P91L40。 

即 4CO、Pe 的 夹 角 为 
90。. 
(2) 同 理 ， POOLBD， 

又 由 4@81BDP, C9 TBD 可 得 

DD | 平 面 409， 

.EBDL1L 40. 
因为 4O、B 的 长 度 相等 且 互 相 垂直 ， 在 它 
们 的 中 点 处 又 与 直线 P@ 垂直 , 所 以 在 与 PQ 
垂直 的 平面 上 作 这 个 正轨 面体 的 射影 ， 所 得 
射影 四 边 形 的 对 角 线 等 长 且 互 相 垂直 平分 ， 
即 投影 是 一 个 正方 形 。 


示 四 棱锥 根 邻 两 便 
AC 
， C 
A7BG 的 重心 分 别 为 


面 的 重心 所 连 线段 的 
G、G5 7 了 的 中 点 为 电 


3126. 设 四 棱锥 的 底面 为 正方 形 ， 其 
长 。 
解 设 四 棱锥 
2 好, 则 G\G' 分 别 把 4、MC 内 分 为 1:2。 
。，GG:4O=MG:M4=L:3，- 


边 长 为 c, 试 用 < 表 
7-4BCOD 中 , AF4B、 
即 6GG'-- 40。 


LO 一 人 20， 


VD 
GG 二 4 


军 


3127.， (1) 已 知 四 面体 4BCD,， 试 在 下 
列 ( ) 中 填 入 适当 的 词句 : 

《(i) 距 两 个 顶点 4 了 等 距离 的 点 的 轨迹 
是 ( ); 

(ii) 距 三 个 顶点 B、.C\、 了 D 等 距离 的 点 的 轨 
迹 是 ( )。 

(2) 证 明 

《iD 四 面体 的 外 接 球 只 有 一 个 ; 
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(i 刘 已 知 不 在 同一 平面 上 的 六 个 点 ,如 景 
通过 其 中 任意 的 四 点 作 球 ， 琵 下 的 两 点 至 少 
有 一 个 在 球面 上 ， 则 这 六 个 点 必 在 同一 球面 
上 ， 及 

解 (1) GD) 4 
的 垂直 平分 面 ， 即 
过 .4 了 的 中 点 且 与 人 
4 垂直 的 平面 。 

(ii 过 人 BOD  B D 
的 外 心 O 且 与 平面 
BCOD 垂直 的 直线 ， 

(3) () 设 (中 (的 平面 为 w，( 过 的 直 
线 为 9。 由 于 4B 不 在 平面 BCD 上 ,所 以 9 
与 4 也 不 垂直 , 因而 9 与 w 不 平行 , 即 9g 与 w 
必 相 交 。 设 9 与 wx 的 交点 为 一, 则 

24 一 PPB 一 PO= 一 万 ， 
所 以 正四 面体 只 有 一 个 外 接 球 。 

(ii 设 题 设 六 点 为 4\ 有 CD、 到 囊 , 目 过 
4 BO 的 球面 过 马 或 卫 。 不 失 一 般 性 ， 
假定 过 如 ( 忆 也 一 样 )。 因 为 由 题 设 知 过 4、 
如 、C\、 的 球面 过 忆 或 互 ， 因而 当 过 忆 时 ， 
则 过 4、 刀 、C、 刀 的 球面 上 有 恕 好。 当 过 吾 
时 , 则 过 4、 吾 、C、 玫 的 球面 有 刀 、z， 等 等 。 
故 题 设 六 点 必 在 同一 球面 上 。 

3128。 已 知 四 面体 4BCD 的 四 条 棱 .43、 
BC.CD、D4 的 中 点 分 别 为 环 、Z、M、N, 如 
果 4C=PBZ 证 明 及 
五 MTN。 

解 ”因为 到 、 志 M、 

N 分 别 是 棱 4 万 、 

BO.OCD.D4 的 中 点 ， 忆 

所 以 
KZ=MN 王 40， 


TMX 一 RN 一 部 BD. 


又 已 知 40O=BD， 
因而 四 边 形 有 ZN 的 四 条 边 都 相等 ， 它 是 
一 个 菱形 ， 且 其 对 角 线 到 M 和 ZX 互相 垂 


下 用 LN。 


3129， 已 知 写 长 都 等 于 4 的 正四 杰 锥 大 . 


4B07P,， 其 侧 棱 了 7B、F 的 中 点 分 别 为 豆 、 
五 , 若 由 4、 互 、 互 三 点 所 确定 的 平面 和 校 


8C 的 交点 为 工 . 

(D 证 明 忆 是 7C 的 三 等 分 点 。 

《2) 求 下 列 各 值 : 

4i)》 五 玉 的 长 ; (4 的 长 ; 

《iii) 四 边 形 4 五 ZE 的 面积 。 

解 (人 G) 如 图 。 设 40、BD 的 交点 为 DO 
FO 和 三 素 的 交点 
为 内 , 互 、 五 分 别 
为 YB、7D 的 中 
点 , 则 

五 芝 ]/ BD 
且 MT7=Mo。 
设 过 O 引 2 的 吕 
平行 线 ， 和 7C 的 交点 为 人 则 
7 研一 ZN。 
又 因 4LO=00， 
“。 ZN=NCO， 


故 FZ= 子 7C. 


(Ca) (il) 瑟瑟 一 二 BD， 


由 于 4BCD 为 边 长 等 于 a 的 正方 形 , 所 以 它 
的 对 角 线 BD=/ 2 
。 _ VE 
2 媚 互 = 一 4。 
(ii) '…… 74=7O=oa 40=3a， 
-。 .417C= BR 
于 是 


47-=VTHTF-A/ co 二 (全 ) 


-va10。 


了 
( 齐 ) BD1 平面 74CO，BD1/ 五 民 ， 
.…。 万 怕 【 平面 740， 
从 而 豆 及 垂直 于 平面 74C 上 的 直线 4Z. 设 
四 边 形 4 五 Z 到 的 面积 为 8 则 


1931 一 上 


ETSITS 
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志和 全 心 G2 
6 四 


3130. 试 求 以 正四 面体 的 各 面 的 重心 为 
顶点 的 正四 面体 的 . 
体积 是 原来 正四 面 

体 体 积 的 几 分 之 


解 设 正中 面体 
4BOD 各 面 BCD 
40D、4BD、4BO 以 
的 重心 分 别 为 G1、 < 
G2、Gs、G4 0 了 的 中 点 为 好 , 则 
2G1:MB 一 MG2:M4 一 II:3， 
”， G1G92:4B 一 1:3， 


GiG2 一 于 4B. 


同 理 可 知 , 四 面体 GiGsGsG4 的 其 他 棱 长 都 
是 于 4B。 这 就 是 说 ，GaGa6sG4 为 校长 等 于 


- 竹 的 正四 面体 ， 
4BCD 体积 的 遍 . 


3131. 人 Q 的 正四 面体 ， 用 这 一 
条 棱 的 两 端点 和 这 条 
棱 的 对 楼 被 内 分 为 
1:2 的 内 分 点 的 下 面 
把 正四 面体 截 开 ， 求 
这 个 截 口 的 面积 . 

解 ” 设 正四 面体 棱 
4B 的 对 楼 为 CD, 其 
内 分 点 为 也) 县 CC 五: 
厂 也 一 2:1, 连结 4 卫 、 到 刀 , 则 在 人 BOZ 中 , 根 
据 余 弦 定 理 , 得 


因此 其 体积 为 正四 面体 


2 2 乡 
2 一 a2 二 | 二 总 ME 。 
石 五 2 一 0 + 人 (3 a 2xax( 己 )acos6o 
么 2 了 
一 0 二 二 ao 一 二 a2 一 -aa32 
02 十 9 3 Q 8 G2， 
同 理 ， 
42 一 了 62， 。，。 也 也 2 一 4 厂 2。 


设 4B 的 中 点 为 下 则 忆 F 4 所 以 


70g 


2， 


刀 2 一 了 3B2- 了 Ta 一代 了 as 一 了 0 一- 


“。 zzZ->io 


862， 


从 而 

3132. 求 正 四 面 
体 的 二 面 角 的 正弦 。 
解 设 正四 面体 
4BOD 的 棱 长 为 a， 
棱 BC 的 中 点 为 2， 
从 4 引 九 女 的 垂 线 M 
4 杞 ) 则 


4MN-Y 注 G，， 


M 瑟 =DMx 配 = 到 VS3a x 杞 = 二 0 


让 已 3 
-oo 二 区 3 


4 万 一 /4M2~ 


故 
4 万 /3 2 
2 5 75 


一 2 
3 且 


3133. 设 四 面体 4BOD 的 各 棱 4B、BC、 
CD、4D、40、BD 的 中 点 分 别 为 刁 、 工 、.M、 
N、P.9， 

GD) 如 果 瑟 MK 一 IN 一 P9， 这 个 四 面体 具 
有 什么 特征 ? 

(2) 如 果 开 MK 上 IN，IN [ P9@，PQ@L 
民 M, 这 个 四 面体 具有 什么 特征 ? 

(3) 如 果 同 时 
满足 (D)、(2) 的 
条 件 ， 这 个 四 面 
体 具 有 什么 特 
征 ? 

解 (1) 由 题 
设 条 件 知 羽 ZUN 
是 平行 四 边 形 , 上 且 其 对 角 线 Ka 二 ZN， 所 以 
PMAN 又 是 矩形 , 从 而 玉 也 上 L ZU。 

ZL40O， TIMEBD， 
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.4O1BD， 
同 理 ， BO14D, 4B1LCD， 
因此 这 个 四 面体 是 各 组 对 棱 互 要 垂直 的 下 面 
体 


《2) 因为 到 MWLZN， 所 以 平行 四 边 形 
瑟 ZMN 为 鞭 形 ,从 而 4C= BD， 同 理 , 4B 
一 CD,，4D= BO、 因此 , 四 面体 4BCD 的 三 
组 对 棱 分 别 相 等 。 又 , 在 人 4BC 和 人 A4DC 

4B=OCD，EO= 4D,，40 公共 ， 
.Ad4BoseA4DC. 
从 上 可 知 , 四 面体 4BOD 的 各 面 都 是 全 等 三 
角形 。 

(3) 天 PMAN 是 平行 四 边 形 ， 其 对 角 线 
到 1M、ZN 互相 平分 , 同 理 瑟 M、P9@ 也 互相 平 
分 ,所 以 开 W、TN、P9 的 中 点 是 同一 点 ， 设 
该 点 为 0。 

在 人 A 世 Po 与 ALPO 中 , OP 公共 , OK 一 


OF KKOP=IOP 一 R， 

.… AEOPsALIOP， 
从 而 刁 P 一 ZIP。 
BO=4F， 

同 理 ， AMeo22AMNO， 

从 而 MQ9 一 MXN， 
。 BO=4C， 

故 4D=BO=40 一 BD， 


这 就 是 说 ， 四 面体 4BOD 的 六 条 棱 等 长 , 各 
面 都 是 正三 角形 , 因此 它 是 正四 面体 。 
3134. 已 知 四 面体 4B0OD, 设 以 4B 为 
校 的 二 面 角 的 平分 面 和 棱 CD 的 交点 为 1 
证 明 - 
Sea4ao:Se4sD 一 COMIDI。 
解 ” 如 图 ， 在 两 个 入 
四 面体 4B3CM 
4BDM 中 ， 如 以 
人 4B84 为 它们 的 共 
河 底 面 ， 则 它们 的 体 3 
积 之 比 等 于 从 顶点 以 
CD 分 别 作 底 面 C 
人 A4BM 所 在 平面 的 重 线 长 的 比 。 所 以 
四 面体 4BCM 的 体积 
:四 面体 4BDM 的 体积 =CM:DM，q 
又 因 妈 是 以 4B 为 棱 的 二 面 角 的 平分 面 上 的 
点 ， 所 以 点 芷 到 两 平面 4BC\、 平面 4B3D 的 


距离 相等 .因此 , 在 四 面体 4BCM 和 4BD 入 
中 , 如 分 别 以 A4BO、A4BD 为 底面 , 则 
四 面体 4BCM 的 体积 
:四 面体 4BDM 的 体积 

一 人 425C 的 面积: 人 4BD 的 面积 . @ 
由 @、@， 

了 SA4Bo: 人 48D 一 CO DM。 

3135. 证 明 连 结 人 点 与 其 对 

面 的 重心 的 四 条 线段 


共 点 。 并 求 这 点 分 顶 
点 与 其 对 面 重心 所 连 
线段 的 比 。 愉 
解 设 人 BOD 的 3 SS 22D 
重心 为 G，A40D ER 


的 重心 为 Ga，CD 的 
中 点 为 , 则 她 Ga 和 4G。 交 于 点 二 所 以 
MGi:2B 一 MG2:MK4=T1:3， 
G1G95:4 万 一 工 :3， 
4 也/ GiG。。 
设 4G1 和 BG3 的 交点 为 G， 则 
ApBGQwoAGiG2G， 
49:GGI= DG:GG2 一 3:1， 


旬 加 


- 故 4G4 和 BGs 交 于 距 4、 吾 分 别 为 其 
-的 点 。 


同 理 ， 设 A4BD、A4B0 的 重心 分 别 为 
93、G4 则 Cs、DG4 分 别 和 4G 交 于 距 C、 


为 其 地 的 点 。 
因此 ， LG1、 DBG2、 CG3:、 DGa 交 于 距 4、 也 、 
C、 了 分别 为 其 于 的 点 G。 


3136， 这 明 从 二 绍 对 做 直 的 四 
面体 的 一 个 顶点 向 其 对 
面 所 引 的 垂 线 足 就 是 这 
个 对 面 的 垂 心 . 

解 ” 设 四 面体 4B0OD D 
中 ,4DLBO4BLCD 于 8 
401BD. 从 4 引 平面 
BC 的 垂 线 为 4 万 ,DZ 刀 和 BO 的 交点 为 
已 则 4ZLBC。 
又 知 4DLBO， 

， 30 平面 4D 玉 ，.…。 BO DB 
同 理 , 设 BR 、DO 的 交点 为 殉 则 
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71 CD 

因此 , 豆 是 人 ABCD 的 重心 

3137. 图 (1) 是 楼 长 4em 的 正四 面体 , 被 
过 其 一 个 项 点 的 三 条 楼 的 中 点 所 确定 的 平面 
截 开 而 成 的 三 楼 台 。 

(GD) 把 ADBT 在 底面 4BC 上 的 投影 画 
在 图 (2) 上 , 并 简单 叙述 其 作法 . 

(2) 在 过 点 C 且 与 底面 垂直 的 直线 上 ， 取 
与 C 的 距离 等 于 原来 四 面体 的 高 的 点 卫 。 如 
在 也 放 入 光源 , 试 在 三 点 4、B、C 所 确定 的 
平面 上 , 把 梯形 4BD 刀 的 投影 正确 地 画 和 人 图 
(9). 

(38) 求 (3) 中 投影 的 面积 


(L) (2) 

解 (人 ) 作 A4BO 4 O， 设 04、 
OB.OC 的 中 点 分 
别 为 4 BC 则 
A4'B'C' 就 是 所 
求 的 投影 。 

(2) 设 呈 的 投 
影 为 五 , 则 忆 的 高 
度 是 一 的 高 度 的 
一 半 ， 所 议 

CR=204/. 

同 理 , 设 马 的 投 

影 为 久 ， 则 
CO-20B'。 

所 以 在 投影 4BQR 中 ， 

Ad4OCceAd'4 玉 

(C4 一 4Z，44 一 4O)， 
.LA44R= 4OC=120。， 
了 B4R90。， 

因此 , 4B9 邵 是 矩形 。 

(3) 4R=OC 一 全 x4cos 30。 


_ 2 下/ 可 一 人 人 
可 久生 X 误 3 


3 


.， 抑 形 459R 的 面积 一 


一 一 (km2) . 


| cP 作 垂 线 4 互 ， 它 
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立地 面 ， 使 长 边 4 妃 与 地 面相 接 。 设 43 的 
中 点 为 到, 在 4 瑟 的 垂直 平分 线 上 取 点 C 使 
2C 一 3 m, 在 过 C 且 垂 直 地 面 的 直线 上 取 高 
度 为 3.5m 处 挂 一 电灯 , 求 当 电灯 亮 时 , 这 个 
抢 形 薄板 在 地 面 上 投影 的 面积 .。 

解 已 知 薄板 的 高 是 1.5m, 电灯 和 -4 
的 距离 是 3gm， 设 怎 形 上 侧 的 影子 和 4 的 
距离 为 % 则 有 5 

231.5 一 (2 十 3) :2.5， 
.…。 Xm 一 4 
设 和 矩形 上 侧 的 影 长 为 %, 由 于 这 个 影子 是 梯 
形 , 其 上 底 为 饮 下 底 为 3， 高 为 4.5m， 所 以 
3:9% 一 3:(3 十 4.5)， 
.…。 4 一 7.5。 
因此 , 所 求 影子 的 面积 为 
(3 十 7.5) xX4.5 一 2 一 23.625(m2 。 


3139， 已 知 异 面 两 直线 人 么 上 , 分别 有 长 
度 一 定 的 两 线段 4 及 CD， 试 回 答 下 列 问题 
并 说 明 其 理由 。 

《1》 国定 线段 4 的 位 置 ， 使 线段 0D 在 
直线 如上 运动 , 问 A4CD、ABCD 的 面积 各 
怎样 变化 ? 

(83) 固定 线段 4 已 的 位 置 ， 使 线段 C 也 在 

直线 双 上 运动 , 则 四 面体 4BCZ 的 体积 怎样 
变化 ? 
(3 两 线 腿 4B、CD 分 别 在 两 直线 2 
运动 ， 四 面体 4DCD 
的 体积 怎样 变化 ? 

解 人 设 从 4 向 


的 长 度 为 恩 则 在 
A4CDP 中 , 畴 是 一 定 的 .又 知 CD 是 和 长 ， 
所 以 当 CD 运动 对， 人 A4CD 的 面积 保持 不 
变 。 同 理 , 人 ABCD 的 面积 也 保持 不 变 。 

(2) 从 四 面体 4BO 了 的 顶点 4, 向 人 ABOD 
所 在 平面 作 垂 线 4MU, 设 其 长 为 姑 则 由 (1) 
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知人 BCD 的 面积 一 定 。 又 包 是 定 长 ， 所 以 ， 


这 个 四 面体 的 体积 保持 不 变 。 

《3 根据 上 面 的 结论 ， 当 固定 4 的 位 置 
而 CD 运动 时 , 四 耐 体 的 体积 保持 不 变 ; 当 辕 
定 CD 而 4 万 运动 时 ， 四 面体 的 体积 也 保持 
不 变 , 所 以 4B、CD 分 别 在 人 妈 上 无 论 怎样 
运动 , 四 面体 4BCD 的 体积 都 保持 不 变 、 

3140. 设 凸 多 面体 的 枝 数 为 4, 顶点 数 
为 & 面 数 为 了 则 

下 十 S 一 4 上 十 2。 《〈 欧 拉 定理 ) 

解 ”我们 讨论 的 是 了 个 面 围 成 的 多 面体 . 
如 果 考 虑 除去 任意 一 个 面 的 巴 多 面体 ， 这 时 
虽 面 数 减少 一 个 ， 但 项 点数 和 棱 数 都 保持 不 
变 。 因此 在 除去 一 面 的 凸 多 面体 中 , 设 其 面 
数 为 刀 ， 顶 点 数 为 38, 棱 数 为 4 如 能 证 明 
也 上 8 一 4 十 1， 则 对 这 个 多 面体 把 前 面 除 去 
的 一 个 面 重新 添上 ， 就 会 得 到 面 数 和 顶点 数 
之 和 为 4 十 8。 因此 证 明 本 定理 的 关键 是 证 
明 在 除去 一 个 面 的 多 面体 中 刀 十 8 一 4 十 1 成 
立 。 这 里 用 数学 归纳 法 证 明 。 

在 边 数 为 勾 的 平面 多 边 形 中 ， 面 数 卫 = 了 
顶点 数 8 一 7 边 数 4 一 %。 很 显然 ， 等 式 环 十 
S=4+1 成 立 ， 

假设 对 于 除去 一 个 面 的 凸 多 面体 , 等 式 

闷 十 S 一 4 十 工 个 
成 立 。 在 这 个 西 多 面体 上 添上 边 数 为 加 的 新 
平面 ， 设 这 个 新 平面 和 产 来 的 多 面体 的 面 的 
交 线 是 2 条 核 , 则 新 产生 的 多 面体 (除去 一 个 
而 ) 的 而 数 为 好 一 了 十 1 新 的 楼 数 为 
4 一 4 十 名 一 0 。 
由 于 原来 的 折线 和 新 面 的 公共 顶点 数 为 人 
了 个 ,所 以 新 的 顶点 数 为 
&' 一 S 十 已 一 (2 十 1 。 
因此 新 的 面 数 和 新 的 顶点 数 的 和 为 
允 ' 十 8' 一 ( 玉 十 1) 十 从 十 僻 一 人 一 ) 
一 四 十 十 双 一 9。 
从 @ 知 十 SS 一 4 十 工 
也 十 全 一 4 十 了 十 名 一 多 
一 (4 十 双 一 2) 十 
即 也 ' 十 8 一 4 十 芋 。 
这 就 是 说 ， 当 面 数 是 万 时 @ 式 成 立 , 则 当面 
数 是 到 一 环 十 时 四 式 也 成 立 。 

综 上 所 述 , 刀 一 时 钙 式 明显 成 立 。 当 万 一 

3 时 由 根据 已 证 明 的 结论 , 当 刀 一 1 时, @ 式 


成 立 , 则 好 一 革 十 工 时 ， 世 式 也 成 立 ， 人 因此 
对 于 任意 自然 数 已 ，@ 式 都 成 立 。 于 是 定理 
得 证 。 

3141， 设 多 面体 的 顶点 数 、 棱 数 、 面 数 分 
别 为 太 s、M， 则 由 欧 拉 定理 知 1 填 名 一 3 十 2。 
设 正 多 面体 的 各 面 为 正 2 边 形 ， 过 同一 顶点 
的 面 数 为 思 则 有 

MO 一 2S，1/ 一 2s。 
对 于 这 个 问题 , 试 回 答 ， 

(1) 指出 等 式 o 一 2s, 怒 一 2 成立 的 理 
由 ; 

(23) 从 上 面 三 个 等 式 推出 

1 1 1，,L. 
交配 
(3) 在 下 表 的 空 图 中 演 入 适当 的 数目 : 
1 和 3 


2 
和 2 竺 
3 6 

(4) 证 明正 多 面体 只 有 五 种 . 

解 他 在 正 z 边 形 中 有 zx 条 棱 ， 因 而 在 
吧 个 面 中 有 ma 条 棱 。 但 是 按照 以 上 计算 方 
法 , 每 条 棱 在 相 邻 的 两 面 中 各 算 了 一 次 , 也 就 
是 说 每 条 核 都 算 了 两 次 ,所 以 


020 一 25。 


间 理 , 各 顶点 都 有 2% 条 核 , 九 为 多 面体 总 


| 楼 数 的 两 倍 。 所 以 
怒 = 一 25. 
(2) 已 知 MX 一 2Ss， 怒 一 23， 
Mh 一 -2 1 一 健 . 
z 
代入 寺 勾 一 ?十 2 中 , 得 
2 
仑 1 
两 边 除 以 2s， 则 
TH 2 8 


(3) 在 (2) 中 % 人 3, 所 以 
业 sesd < 
3 
因为 x 关 3， 由 上 式 可 知 z 只 能 为 3， 4， 5; 还 
有 5 位 4 


(a) 当 z=3 时 ， 
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Si 
所 以 只 有 以 下 情况 : 
| ( 呈 风 2 
4% 一 3 【3 一 当 2 一 5 
(b) 当 z 一 和 时 ， 
TI6 
人 
所 以 只 有 一 种 情况 , 即 
和 
2 一 3 
《c) 当 Z 一 5 时 ， 
10s 
了 0 二 535， 
SS 一 30， 
所 以 只 有 { 一 
2 一 3.。 
因此 上 表 可 以 填写 如 下 : 
和 3 3 3 4 5 
3 45 3 3 
各 4 3 20 6 12 
才 双 6 123 8 230 
6 12 30 12 30 


S 
注 由 (b) 知 第 二 行 应 填 人 3 由 (a)、(o) 
知 第 一 行 应 从 左 起 顺序 填 人 3，5， 因 为 二 + 


本- 豆 + 卫 ， 所 以 第 五 行 从 左 起 应 顺序 填 入 
12,，30, 12，30， 因 为 mz= 2s; 所 以 第 三 行 从 
左 起 应 颇 序 填 入 8，20，6, 12， 因 为 万 一 28， 
所 以 第 四 行 从 堪 起 应 顺序 填 入 6，12,，8, 20. 


中 司 鹿 


正 4 而 体 正 6 面体 正 8 面 体 
AN 4 区 
和 
正 12 面 体 正 20 面 体 


( 允 从 以 上 可 以 看 出 正 多 面体 中 ， 各 面 都 
是 正三 角形 的 有 正四 面体 ,正八 面体 .正二 十 
面体 .各 面 是 正方 形 的 有 正六 面体 ,各 面 都 是 
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正 五 边 形 的 有 正 十 二 面体 。 央 此 正 多 面体 只 
有 五 种 . 
3142， 已 知 各 面 都 是 三 角形 的 正 多 面体 . 
(GD 设 这 个 多 面体 的 面 数 为 妃 ， 顶 点 数 为 
8, 楼 数 为 4, 证 明 
3 工 
4- 瑟 也 8= 王 了 +2.。 


(2) 如 果 过 各 顶点 的 楼 数 都 相等 ， 则 这 个 
多 面体 是 几 面 体 ? 

解 (D 已 知 多 面体 的 面 数 为 环 ， 则 各 面 
的 边 数 共 为 3 ， 由 于 各 楼 都 是 两 个 面 的 交 
线 , 所 以 


24=37， 即 4= 忆 万 。 


由 欧 拉 定理 , 知 
刀 +S 一 4 十 3。 


以 4 瑟 妃 代 入 上 式 , 则 
+S= 号 万 十 3， 
8 一 于 卫 十 2. 


(2) 设 过 各 顶点 的 楼 数 都 为 忆 财 
PS=24， 


以 8 一 二 卫 十 2， 4- 忆 也 代入 上 式 , 则 


6 己 

4 一 -五 
因此 6 一 忆 >0， 即 3 奔 已 <6, 所 以 忆 一 3， 4 
5 由 上 题 知 多 面体 分 别 是 四 面体 、 八 面体 、 
二 十 面体 

3143, 在 局 长 相等 的 正方 形 和 三 角形 中 ， 
其 面积 负 个 大 ? 在 表面 积 相等 的 正四 面体 和 
立方 体 中 , 其 体积 郧 个 大 ? 

解 ”考虑 到 3 和 4 的 最 小 公 倍 数 是 123， 则 
周 长 是 17 的 正三 角形 的 面积 是 


(4D?=4 /了 2 中 


周 长 是 427 的 正方 形 的 面积 是 
(30)2 一 92。 @ 
由 于 (3D)2>4/ 3 2 所 以 正方 形 的 面积 较 
太 ， 
其 次 , 设 表 面积 为 她 的 正四 面体 的 楼 长 为 
0) 则 
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Ap Sn 
4X 本 多 一 1N2，,， 0 -7 
由 问题 3123， 知 这 个 正 多 面体 的 体积 为 
3/ 1I 3 /3 
7 到 二 2) 一 一 五 于 多 
设 表面 积 为 态 的 立方 体 的 楼 长 2， 则 


一 1 二 王 一 天 一 》 
6 22 一 好 ， 忆 
从 而 这 个 立方 体 的 体积 是 


由 于 ( 考 ) =- 志 ， 


( 圭 : 、/3 Y2)}- 22 1 
开交 散 / 到 王 ”65X3， 

白 以 和 4<Z4， 从 而 和 < 。 

因此 ,在 表面 积 相等 的 正四 面体 和 立方 体 中 ， 
立方 体 的 体积 较 大 。 

3144. 证 明和 平行 
六 面体 所 有 楼 的 平方 
和 等 于 其 所 有 对 角 线 
的 平方 和 。 

解 ” 设 平行 六 面体 
为 4BCD-4'BCOD，40、BD 的 交点 为 戏 ， 
则 4D2 二 0O72 一 24M2 十 2BMN2， 

4B2? 十 BO? 一 24M2? 十 32MX2， 
4452 二 BO2 二 CD2 十 D42 
一 402? 十 也 D2。 


同 理 ， 
4 五 ?二 BO 二 OOD2 二 DA42 
一 4C02 十 万 D 2 
又 442 二 COC2 二 402TLO2 
一 402 上 二 40C2， 
DBTDD2 十 BD2 十 BDI 
一 万 'D2 十 也 D2 
。 和 4B2 十 BO2 二 COD2D42 十 4B0 
十 BCO2TCO DO 十 DA42 二 4 
十 了 DB 十 CO 十 万 万 3 
一 40C2 二 .402 十 万 D2 十 呈 D2。 
3145， 如 图 ,已 
知 平行 六 而 体 中 ， 
4B 一 6cm， 
DO 一 3crma， 
EF 一 2cm， 


交 的 等 大 三 角形 
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4BEC=90。 4BF =90。， 
试 回答 下 列 问题 : 
(1 求 下 列 各 线段 的 长 (单位 cm): 
DB, 也 BF，FCO，5G. 
(2) 求 下 列 各 图 形 的 面积 (单位 cm2): 
口 4BCD, 口 4BF 丽 , 口 BOG， 
全 表面 积 。 
(3) 求 下 列 各 立体 的 体积 (单位 cm3): 
平行 六 面体 4BOD 一 刀 BG， 
三 棱柱 了 4 一 了 BO， 
三 棱锥 刀 -4BD。 
解 (1 5D=/ 62+32 一 3 5(cm)， 
刀 了 一 /6 十 殉 一 2~/I0(ecm)， 
0O2 一 32 二 22 一 2X3X23cos60" 一 7， 
尺 O=-、/7 (cm)， 
DG2 一 32 二 22 一 2x3X2cos120" 一 19， 
PBG=vIH(om) 
(2) 口 4BOD 的 面积 一 6x3 一 18(cm2)， 
品 4BF 盏 的 面积 二 6X2 一 12(cm2)， 
口 BCG 不 的 面积 =3X2sin 60。 
一 3\/ 3 (cm2) ， 
全 表面 积 = 23(18 二 132-H3/ 了 3) 
一 60+6、/ 3 (cm2) 。 
(3) 4BOD- 殖 GZ 的 体积 =18x2sin60s 
一 I8~/ 3 (cms)， 


已 4D- BO 的 体积 一 去 x18V 


_]CB=60。， 


一 9 3 (cms)， 
百 -.45D 的 体积 一 喜 x9X2sin60* 


一 3、/ 3 (ems) 。 

3146. 在 已 知 平面 上 有 两 条 平行 行 线 De 
和 了 立 ， 它 们 的 距离 
为 ga. 还 有 以 oO 为 
对 称 轴 上 且 和 飞 乙 不 相 


F4D, 它 的 高 为 刀 底 
边 4 吾 长 3z. 如 果 把 区 
AP4PB 以 人 为 轴 旋 转 ， 试 求 所 得 旋转 体 
的 体积 . 

解 在 P4、PB 上 分 别 取 4、B"， 使 4B 
十 XZ。 设 4B' 一 2 则 从 寻 4 到 习 的 距 
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离 为 4 十 &' 从 吾 ' 到 广 了 的 距离 为 4 一 。 因 
此 线段 4'B' 以 刁 Y 为 轴 旋 转 所 成 的 面 积 为 
两 个 圆 的 面积 (十 )2 和 和 (4 一 太 )2 的 差 : 
2(QG 十 人) 2 一 g(G 一 )2 
一 4za1' 一 2rxCX2101， 
出 于 这 个 结论 对 于 ZE@ 上 从 已 到 4 巨 的 中 点 
好 的 所 有 点 都 成 立 。 所 以 AP4 妃 以 天 了 为 
轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 等 于 底面 积 为 
人 AZ4253, 高 为 3ra 的 直 三 棱柱 的 体积 。 所 以 
所 求 的 体积 为 
X6X2mwa 一 2mr0j8 
3147 . 设 底面 积 为 8, 高 为 九 的 柱 体 体积 
为 玉 则 天 一 SN 
解 ” 柱 体 的 体积 等 于 底面 积 为 8, 高 为 九 
的 长 方 体 的 体积 (参照 注 ) 。 长 方 体 的 体积 等 
于 ， 


注 在 两 个 平行 平面 w\8 之 间 插 入 两 个 立 
体 a)、\z)， 用 平行 于 w、 8 的 任意 平面 截 开 
这 两 个 立体 , 如 果 截 所 面积 总 是 相等 , 则 立体 
(o)、(a) 的 体积 也 相等 ( 卡 瓦 列 利 原理 ).。 


设 w8 间 的 距离 为 jn， 把 户 分 为 怀 等 分 ,过 


名 分 点 分 别 作 与 w、B 
平行 的 平面 图 2、 
”nl17 在 平面 入 处 
截 开 两 个 立体 的 截 口 
面积 相等 ， 设 为 Su 
在 平面 8 处 截 开 立体 . 
的 截 口 为 So 则 体积 素 可 从 


7 一 1im 乞 (8o 二 Bi 二 So 十 … 二 Sn- 
求 得 .。 
3148， 设 锥 体 的 底面 积 为 3 高 为 妨 证 
明 它 的 体积 有 为 
F= 子 8 
解 ” 因 为 锥 体 的 体积 等 于 底面 税 和 高 分 别 


相等 的 三 棱锥 的 体积 。 又 三 棱柱 可 以 分 为 三 
全 等 体积 的 三 棱锥。 因此 三 核 锥 的 体积 等 于 


1 <>(a) bj 


人 入- 
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底面 积 和 高 分 别 相等 的 三 楼 柱 体积 的 吉 , 从 
而 维 体 的 体积 也 等 于 底面 积 和 高 分 别 相等 的 
三 校 柱 体积 的 于 . 设 锥 体 的 底面 积 为 8, 高 
为 妨 体积 为 及, 则 

= 可 Bo: 


注 如 上 图 .三 棱柱 4BC 一 恺 8 能 分 成 
三 个 三 楼 锥 也 一 4BC,， D 一 7ODB, 也 一 也 7B. 
由 于 

ADBFeA4BO， 
。 思 -.4PO 一 了 一 刀 刀 一刀 一 刀 太 卫 。 

又 人 卫 了 BA 人 BO. 

忆 -BBN=D 一 OBP， 
所 以 也 -4HC=D-BHB=-D-CBP， 
3149. 在 空间 有 三 边 分 别 是 wa、b、c 的 三 


角形 薄板 。 试 求 与 A， 
此 板 的 最 短 距 离 不 

超过 实数 的 所 有 了 时 

点 组 成 的 立体 的 体 人 
积 和 表面 积 。 计 算 全 
时 不 计 板 的 厚度 煤 
解 设 三 边 分 别 


为 ac 的 三 角形 为 A4BO, 在 它 的 两 侧 分 
别 作 与 平 而 4BC 的 距离 为 ” 的 县 与 人 4BC 
全 等 的 三 角形 41BiCi、4sBsxCe， 假 设 按 给 定 
条 件 已 作出 这 
个 立体 ,如 用 
A4BC 所 在 平 
面 截 开 它 ， 则 截 
面 恕 右 图 那样 是 
由 三 个 矩形 、 三 
个 弓形 镶 在 三 角 
形 的 外 侧 ， 所 以 要 作 的 立体 由 下 面 三 个 部 分 
所 组 成 .(i) 以 A4B0 为 底 、 离 为 27 的 三 
材 柱 ,〈i 分 别 以 4B、 BC、C4 为 高 , 底 的 半 
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径 7 了 的 三 个 半圆 柱 。 (和 过 ) 如 上 图 所 示 的 
ET4N、 AMOK、 了 了 B 克 为 全 | 心 角 ， 全 为 
半径 的 三 个 球 缺 . 

设 3 表示 三 角形 的 面积 , 22=4T2 二 cc 则 
有 人 278，( oz2p (iii) 由 于 LEB4N 
十 EBPB 呈 TAUMOC 玉 一 360"， 所 以 将 三 个 球 


缺 并 起 来 就 是 一 个 球 , 其 体积 为 Smra。 

设 所 求 的 体积 为 忆 , 则 

一 2r8 二 ar2p 上 了 TIS。 
设 所 求 天 面积 为 媚 ， 则 
也 一 2S 十 372D 十 4or72， 

其 中 8= ?GOOD 人 5. 

3150. 在 空间 求 A4FC 的 两 边 4 、4C 
的 视角 都 成 直角 的 点 的 轨迹 ， 如 -4 一 13， 
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.DBP4 一 一 5 下 
A4PC 一 -人民 heN 
即 4P 与 两 直线 PPB、 玫 ws 
PC 垂直 , 所 以 1 
Pd4 平面 BPO.。 
从 点 4 向 BC 引 垂 线 和 


4D， 由 三 垂 线 定理 知 P4 PD 
4PD=RR, 目 BO 1 平面 4PD。 

因此 , 己 在 过 定点 也 且 与 BC 垂直 的 平面 
上 的 以 4D 为 直径 的 圆周 上 。 这 个 圆周 就 是 
所 求 的 轨迹 。 

如 果 A4BC 的 三 边 分 别 为 蕊 、1I4、15, 则 
其 面积 为 84, 所 以 

到 BC.4D--84， 


所 以 


工 ， 
BC=14， 04 一 15, 试 求 出 该 轨迹 的 全 长 。 EN Ge 
解 设 点 了 为 适合 条 件 的 点 , 则 从 而 轨迹 的 全 长 为 13r。 
第 四 章 ”旋转 体 的 表面 积 和 体积 


1。 园 柱 

3151. 已 知 直 辆 柱 的 侧面 积 及 体积 分 别 
是 这 个 直 圆 柱 的 内 接 或 外 切 正 多 棱柱 的 侧面 
积 及 体积 , 当 底 面 的 边 数 无 限 增多 时 的 极限 ， 
试 根据 这 个 道理 , 求 直 圆 柱 的 侧面 积 及 体积 。 

解 ” 设 直 圆 柱 的 侧面 积 为 8 体积 为 普 ， 
高 为 ， 底面 半径 为 ”， 底 面 的 周 长 为 2 底 
面 的 面积 为 下. 直 圆柱 的 内 接 和 外 切 正 多 楼 
柱 的 侧面 积分 别 是 S。 和 Sa， 体 积分 别 是 了。 
和 7 底面 周 长 分 别 是 2 和 2a， 底 面 面 积 
分 别 为 Fn 和 五 np 则 

一 pop， Sn 一 DA 
太 7， 一 万 到 ， 了 7 和 一 万 
因为 当 边 数 史 无 限 增多 时 ，pn 和 2p 都 无 限 
接近 于 直 圆 柱 的 底面 周 长 2, Zn 和 Ta 都 无 
研 接 近 于 直 圆 柱 的 底面 积 忆 , S. 和 都 无 
限 地 接近 于 直 圆 柱 的 侧面 积 S，7。 和 84 都 
无 限 接近 于 直 融 柱 的 体积 六 ,所 以 
& 一 22， 一 5 
2 一 277， 五 一 92， 

o。 尺 一 2or7， 太一 272 和 。- 


又 由 于 


注 直 曲 线 柱 ( 例 如 底面 是 椭 贺 ) 的 侧面 积 
和 体积 分 别 是 以 这 个 直 曲 线 柱 的 底面 的 内 接 
或 外 切 多 边 形 为 底面 所 作 这 个 直上 曲面 柱 的 内 
接 或 外 切 的 直 多 棱柱 的 侧面 积 和 体积 ， 当 这 
两 个 直 多 楼 柱 的 底面 各 边 的 长 度 都 无 限 变 小 
时 的 极限 . 设 直上 曲线 柱 的 便 面积 为 3, 体积 
为 了， 高 为 &， 底 面 周 长 为 2, 底面 积 为 环 , 则 

SS 一 Dj 一 NA。 

3152， 阅 柱 的 侧面 积 等 于 垂直 于 该 圆柱 
母线 的 截面 周 长 和 母线 的 乘积 。 圆 柱 的 体积 
等 于 垂直 于 该 圆柱 母线 的 截面 面积 和 母线 的 
乘积 。 

解 ” 把 圆柱 用 垂直 于 其 母线 的 平面 截 开 ， 
分 成 甲 、 乙 两 个 部 分 。 在 甲 部 分 把 母线 沿 截 


面 平行 移动 而 母线 的 长 度 保持 不 变 ， 便 得 到 


以 截面 为 底面 、 母 线 为 高 的 直 曲 线 柱 (如 下 
图 ) 。 因 为 这 个 直上 曲线 柱 的 侧面 积 和 体积 与 
原来 的 圆柱 的 侧面 积 和 体积 分 别 棚 等 ， 所 以 
原来 的 圆柱 的 侧面 积 等 于 垂直 于 其 母线 的 截 
面 周 长 与 母线 的 乘积 。 原 来 的 圆柱 的 体积 等 
于 垂直 于 其 母线 的 截面 面积 与 母线 的 乘积 . 
《参照 上 题 和 它 的 注 )。 
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3153. 设 直 圆 柱 的 底面 半径 为 7， 高 为 刀 


则 其 全 面积 为 
2z7( 妨 十 7) 。 

解 侧面 积 
是 2z7jp, 底面 
积 是 zyz2?。 设 
全 面积 为 了 CA 
则 了 一 2x 人 十 2ory2 一 277 ( 十 站) 。 

3154. 如 直 圆 柱 的 侧 
面积 等 于 两 底面 积 之 和 ， 一 
则 其 高 与 底面 半径 相等 。 

解 设 直 圆柱 的 高 为 
大 ， 底 面 半 径 为 >， 则 侧面 
积 是 2xzzj, 两 底面 积 的 和 为 2ry2， 所 以 

323zyj 二 27z72， 。。 7 一 六 

3155.， 两 个 相似 直 圆 柱 的 侧面 积 或 全 面 
积 的 比 等 于 其 底面 半径 的 平方 比 或 高 的 平方 
比 ; 其 体积 的 比 等 于 其 底面 半径 的 立方 比 或 
高 的 立方 比 。 

解 ” 设 两 个 相似 直 呵 柱 的 侧面 积 为 S 及 
&， 表 面积 为 工 及 Z, 体积 为 了 及 7， 底面 
半径 为 > 及 9， 高 为 肠 及 瑚 ， 则 

一 2m7j， 工 一 2 (ph 二 7)， 到 一 T72; 

8 一 2z7 几 7 一 20g7 (RH7 太一 7022 
亚 知 两 个 直 贺 柱 相似 ,所 以 

9 力 
和 
如 设 二 一 思 则 有 7 一 困 7 N 一 态 
人 一 25 (007 (RD 一 20r1027 
了 一 (CUz]) ( 乓 /二 RD) 一 2mr1277 (0 十)， 
及 一 (Hz 站 20780) 一 mr7187 02 


从 而 
S 2mjptr 凡 1 和 2 
本 7 
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了 -227 二 7) jp 一 人 一 和 
开 2w77( 和 十 7 7 为 2 
J _ mlaral 1 73 有 


到 厅 本 7 了 


3156. 侧面 积 相等 的 两 个 直 圆 柱 的 体积 
的 比 等 于 其 底面 半径 的 比 、 

解 ” 设 侧面 积 相等 的 两 个 直 圆 柱 的 体积 为 
7、F 半径 为 人 9 ， 高 为 &、7， 则 


太一 TI2， 太一 27 2。 

由 于 它们 的 侧面 积 相等 , 所 以 
27) 一 2z7 即 2YR 一 人 
了 -2 IC) -了 
太 ” ar/hp YY 罗 人 ) 7 “ 

流 从 亿 一 > 可 得 - 切 一 下-， 因 而 
了 一 7 
7 大 “ 


这 就 是 说 ， 侧 面积 相等 的 两 个 直 贺 柱 的 体积 
与 高 成 反比 . 
3157. 体积 相等 的 两 个 直 贺 柱 的 侧面 积 
与 底面 半径 成 反比 . 
解 ” 设 体积 相等 的 两 个 直 圆 柱 的 侧面 积 为 
S、S'， 底面 半径 为 人、7'， 高 为 凡 j， 则 
人 一 2g7j， SS 一 20r7。 
由 于 两 个 直 圆 柱 的 体积 相等 , 所 以 
12 一 IT2b 如 了 20 一 7 
SB -2mi 入 Oo 一刀 
3158， 已 知 直 圆 柱 的 侧面 积 为 wa? 体积 
为 m22, 求 它 的 底面 半径 和 高 . 
解 ” 设 直 圆 柱 的 底面 半径 为 ">， 敲 为 z， 则 
@ 


2z7? 思 一 rc2， 
II 2 一 05D3。 CO] 
从 @, 得 
L2 
一 到， 
从 图 , 得 
汪 p2 
72 
下 2 203 223 
C 二 二 一 一 一 
2 和 即 “ CC“ 


把 四 代入 xj 一 乞 , 则 


714 


4 
太一 -2_ 
4034“ 


乙 ， 圆锥 、 圆 台 


3159， 已 知 直 圆锥 的 侧面 积 和 体积 分 别 
是 该 直 圆 锥 的 内 接 或 外 切 正 多 棱锥 ， 当 底面 


边 数 无 限 增多 时 其 侧面 积 和 体积 的 极限 . 试 . 


根据 这 个 道理 把 直 圆锥 的 侧面 积 和 体积 用 它 
的 底面 半径 和 高 表示 。 

解 ” 设 直 圆锥 的 侧面 积 为 8, 体积 为 了 ， 
侧面 母线 长 为 尺 高 为 妨 底面 半径 为 底 
面 周 长 为 2， 底面 面积 为 了 . 直 圆锥 的 内 接 
和 外 切 正 多 棱锥 的 侧面 积 为 So、S'， 底面 周 
长 为 pw、20， 底面 面积 为 Fu、Z%， 底面 的 边 
长 为 &、 盔 ， 从 棱锥 的 顶点 到 底面 一 边 的 重 
线 长 ( 即 斜 高 ) 为 Do 及 功 ， 则 


Bo 一 去 mboTo) 一 到 oa)T 
= 去 paPn， 

克 一 二 9(0T9) 一 去 Go 和) 长 
一 二 多 蕊 ， 


工 
Fn 一 林 了 oj 到 一 于 B91， 


因为 当 边 数 ” 无 限 增多 时 , gr 及 你 都 无 限 
接近 于 直 贺 锥 的 底面 周 长 p, Zr 及 Zn 都 无 
限 接近 于 直 圆 锥 侧面 的 母线 长 2 FF 及 瑟 n 
都 无 限 接近 于 直 圆 锥 的 底面 面积 闷 ， Sn 及 
Sn 都 无 限 接近 于 直 圆锥 的 侧面 积 S，F。 及 
7% 都 无 限 接 近 于 直 圆 锥 的 体积 六 ,所 以 


二 二 并 

4 一 瑟 纪 玉 可 BE。 

但 是 “2 一 2ry，7 一 /72 十 好 ， 态 一 ozy2， 
5 人 一 zz! 一 ar 72 十 好 ， 六 一 可 zzr2。 


3160， 和 斜 圆锥 的 体积 
等 于 底面 积 和 高 的 腰 积 的 
工 


解 “ 以 斜 圆锥 的 底面 的 
内 次 或 外 切 正 % 边 形 为 底 
面 , 在 斜 圆锥 内 作 内 接 或 外 切 的 斜 思 棱锥 . 设 
其 底面 积 为 pw, 高 为 (和 斜 圆锥 的 高 相 
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等 )， 体 积 为 Po, 则 Fu 于 BR。 再 设 斜 加 


锥 的 底面 积 为 五, 体积 为 了， 则 当 % 无 限 增 
大 时 ，Z% 无 限 接近 于 卫 ，PF，" 无 限 接近 于 天 ， 
因此 


7 一 子 B。 
3161. 设 直 贺 锥 的 底面 半径 为 7， 斜 高 为 


忆 则 全 面积 可 用 mrz( 二 7) 表示 . 


解 ” 根 据 直 圆 锥 的 展开 图 ， 可 知 它 的 侧面 
积 为 
2z7 


2 aa 22 
7 512X 0 II 


又 底面 积 为 w72 所 以 它 的 全 面积 为 wy( 十 


9) 。 


27x7 


3162.， 如 果 直 圆锥 的 高 等 于 底面 的 直径 ， 
求 它 的 底面 积 与 侧面 积 的 
比 。 J5r 
解 ” 设 直 圆 锥 的 底面 积 
为 王 , 侧面 积 为 3, 底面 半 
径 为 ”， 则 高 为 2"， 从 而 


也 一 TI ?2。 


又 由 上 题 得 
8 一 am (57).7r 一 VS5my2， 
区 
及 VS ， 

3163. 证 明 不 存在 侧面 积 等 于 底面 积 的 
直 锥 . 

解 ” 假 定 侧面 积 等 于 底面 积 的 直 圆 锥 存 
在 ， 并 设 它 的 底面 半径 为 *， 高 为 &， 则 侧面 
积 为 mrv 光 2 十 刀 ,底面 积 为 wy2% 于 是 得 

ay 7 十 好 一 my3 
即 。 ，  V7 原 = 
72 二 7 刀 2 一 2 
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“， 了 =0， 从 而 jh 一 0. 
因为 没有 高 的 直 圆 锥 是 不 存在 的 , 所 以 ji 一 0 
是 不 合理 的 、 由 此 可 知 侧面 积 等 于 底面 积 的 
直 网 锥 不 存在 . 

3164， 两 个 相似 直 贺 锥 的 侧面 积 的 比 和 
全 面积 的 比 都 等 于 半径 的 平方 比 或 者 高 的 平 
方 比 或 者 母线 的 平方 比 。 体积 的 比 等 于 半径 
的 立方 比 或 者 高 的 立方 比 或 者 母线 的 立方 
比 。 

解 “ 设 两 个 相似 直 圆锥 的 侧面 积 为 8 及 
&， 全 面积 为 了 及 了 ,体积 为 了 及 了 ， 底 
面 半径 为 《及 7 高 为 丸 及 入 ,母线 为 了 及 
2 则 

B=zz1,， 一 zz (1 十 7)， 7 一 豆 5I273 


人 3 一 0I] 一 ZI 十 9 


7 二 本 
丈 可 TI 2 

轴 为 两 个 直 画 锥 是 相似 的 ,所 以 
交 二 
人 7/ RPR 

令 分 一 思 

则 9 一 1 大 一 1 7 一 友人 


-8 一 r(iz0) (80 一 大 27021 
了 一 (1z0 (十 困 r]) 一 2r'( 二 7)， 
7 一 言 r (zzr/)2(2j) = 霹 2 


二 是 
8 _ aarl io， 人 好， 
一 
人 
本 0 (十 7 902 克 '2 
Z2 
工 
7 _ 3 ar 93 了 1 
7 本， 玉 


3165. 已 知 直 圆锥 的 底面 半径 为 用 平 
行 于 其 底面 的 平面 去 截 这 个 直 圆 锥 ， 如 果 截 
开 的 两 部 分 的 侧面 积 相 等 ， 试 求 这 个 截面 的 
学 径 。 
解 ” 设 直 圆锥 的 项 点 为 瑟 , 底面 加 4BO 
的 半径 为 7 截面 4B'C' 的 半径 为 zZ。 由 于 
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两 个 直 贺 锥 吾 -.4BC 和 吾 4BC 是 相似 的 ， 
所 淮 它 们 的 侧面 积 的 比 等 于 半径 的 平方 比 . 
又 截面 43'C' 把 直 圆 锥 瑟 -4B0O 的 侧面 积 
分 成 两 等 分 ， 因 而 两 个 直 圆 锥 互 -4 BC 和 
五 -4BC 的 侧面 积 的 比 为 1:23、 于 是 得 

22 工 

记 一 本， 站 7 

这 里 ， 我 们 还 可 根据 2x? 一 ?2 把 4 看 成 等 踊 
直角 三 角形 的 斜 边 ， 应 用 几何 作 图 求 出 截面 
的 半径 (如 图 )。 


3166. 用 平行 于 底面 的 平面 截 开 底 面 半 

径 为 ”的 直 圆 锥 ， 人 分 的 体积 
相等 试 求 这 个 直 贺 
锥 截面 的 半径 。 

解 ”把 半径 为 ?的 
直 圆 锥 记 为 瑟 -4BO， 
用 平行 于 底面 4BC 
的 平面 截 开 这 个 圆 
锥 ， 设 所 得 截面 

4'B 的 半径 为 
由 于 两 个 直 现 锥 五 -4?BC 和 0 是 要 
似 的 ， 根 据 问 题 3164， 知 它们 的 体积 之 比 为 
28:73， 于 是 得 

02: 和 3 一 工 :2) 


即 ”22x3 一 73)， 


ee 一 


3167. 直 罗 台 的 
例 面 积 等 于 圆周 率 、 
两 底面 半径 之 和 与 母 
线 长 三 者 之 积 ， 或 者 
等 于 两 底面 周 长 之 和 
与 母线 长 乘积 的 一 
半 。 

解 设 直 圆锥 歼 - 
450 的 一 条 母线 为 344. 用 平行 了 席 面 


少 
好 号 


1] 
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4B0 的 平面 4B'C' 把 这 个 直 圆锥 分 成 直 贺 LO-=j 一 mi 
锥 妃 -4'B4C' 和 直 圆 台 4 BC'-4BO 两 个 部 4B 一 VODO 酌 一 V 人 万 一 元 
分 。 对 于 直 圆 台 4'B'C'-4BC, 设 下 底面 的 一 2. 


圆心 为 0， 半 径 04 长 为 上 底面 的 圆心 为 于 是 上 述 比 例 式 可 以 写成 


Oo 半径 0.4' 长 为 7 母线 4'4 长 为 1 又 设 汉 

直 贺 锥 妃 -4BC 的 母线 长 为 二 直 圆锥 瑟 - 7 

4/B'C' 的 母线 长 为 工 ， 则 ?一 工 一 乙 , 直 阅 锥 巷 AS 

五 -4B0 的 侧面 积 为 wrZ, 直 圆 锥 H-4'B'C, 4FB= 一 人 7。 

的 侧面 积 为 xz' 工 .再 设 直 圆 台 4BCO-4BC 万 六 

的 侧面 积 为 3 则 又 了 

S 一 TI 乒 一 27 了 人 

六 A 人 BEO'4'cp 人 ZEO4， .了 五 五 一 zw 

O'4 _ 政 44/ 即 人 Z 、Aj 一 2 


-04 Ta4: 0 由 问题 3161， 可 知 直 圆锥 的 全 面积 为 


令 -一 则 “一 zyr， 卫 一 71， 


ww B 一 7 厂 一 四 (7) (7 工 ) 
一 和 (一 82)9 忆 
一 和 (IL 十 1) ( 工 一 扩 DI 忆 
一 X[(L 十 殷 9] [人 (一 他 ] 


S 一 mr.B(4B 上 BZ) 
yw 及 ee 本 ， | 


一 人 小 ， 一 一 一 -天 | 一 一 一 一 一 一 一 
、/[h 一 27 wj 一 27 w 肖 jp 一 27 


二 II 力 2 
大 一 27“ 


3169. 从 半径 为 12cm 的 马口铁 的 圆 板 


上 截 下 一 个 中 心 角 为 120” 的 扇形 ,用 它 做 成 
漏斗 , 试 求 这 个 漏斗 的 容积 . 


一 和 (和 十 XI) ( 工 一 7 
一 ( 十 和) ( 工 一 也 人) 


二 让 7 解 ” 因 为 瀑 斗 底面 的 周 长 与 扁 形 的 台 长 相 
如 设 下 底面 4BC 的 周 长 为 2 上 底面 | 等 ， 设 弧 长 为 ! cm 则 
4'BC' 的 周 长 为 , 则 2 一 2x7y，2' 一 2 上 (一 2zrx12x 了 0 一 8rr。 
式 又 可 写成 又 设 混 斗 的 底面 半径 为 em, 则 
8 一 (二 7 一 于 (277 十 2m7077 7 一 8 4 
27 人 
1 
一 于 2 二 207。 因为 漏斗 的 母线 长 为 12cm, 底面 半径 为 
3168 . 人 0 ee /3 一 8 
全 面积 。 


从 而 漏斗 的 体积 为 
7 一 沁 mrX42x8 w 32 一 


解 ” 设 半径 为 > 的 球 的 
中 心 为 0， 球 0 的 外 切 直 
圆锥 为 4-BDC. 设 这 个 
直 圆锥 的 底面 圆心 为 互 ， 
用 过 轴 4 互 的 平面 截 这 个 
球 和 直 圆锥 ， 则 其 截面 为 
贺 五 互 叉 和 等 腰 三 角形 D 
4BC, 且 圆 妃 环 和 4B 相 切 于 点 互 . 由 于 
人 A4B5BcoA4O 五 ) 所 以 


4B _4 盏 3B 世 _ 4 刀 3170. 直 圆 台 的 侧面 积 等 于 和 两 底面 等 


LO 460” 06 4 全 二 全 风 各 三 长 与 母线 长 的 
设 0 瑟 一 7 4 互 一 2 则 乘积 。 


人 CDmD3。 


” 


人 vonaee- sm Le 一 honoreeoeveseeerr own 
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解 网 放 交加 必 全 和 别 为 O、 
0 与 两 底面 平行 
的 等 距离 的 截面 匮 
心 为 0 则 OO“、 
0' 共 线 . 现在 用 过 
直线 OO' 的 平面 截 
这 个 直 圆 台 (如 
图 ), 则 0O4、O'4' 为 两 底面 的 半径 ，07"47 为 
与 两 底面 距离 相等 处 的 截面 半径 .在 梯形 
4L400' 中 

OO 一 0"0, 0 ordr 04， 
Ovd4" 末 (O4 十 0.40) 。 
O'4 一 7 ，0747 一 忆 ， 则 

已 一 三 (十 。 


设 直 贺 台 的 母线 长 为 0， 例 面 积 为 8， 由 问题 
3167, 得 


8S= rr 十 r)1 一 2 (二 ) +r)I= 2zRT. 


又 设 截面 吏 0" 的 周 长 为 2, 则 
2 一 2x2B， 从 而 4 一 巡 。 

3171、 已 知 直 医 台 的 两 底面 半径 分 别 
为 130cm 和 5cm， 母线 长 为 8cm， 求 其 全 面 
积 ， 

解 ” 设 所 求 的 直 圆 台 全 面积 为 Scm2, 根据 
问题 3167,， 知 直 圆 台 的 侧面 积 为 和 10 十 5) 
X8, 所 以 

4 一 mr(10 十 5) X8 十 .02 十 人 :52 
一 120x 十 100m -25r 一 245z cm?。 


注 如 取 x=- 休 , 则 


设 04=7， 


S=25x 近 一 770cms， 


3172. 将 圆 台 的 体积 用 它 的 两 个 廉 面 半 
径 和 高 表示 。 

解 设 圆 锥 五 - 
4B0 的 一 条 母线 为 
厂 4'4, 用 平行 于 底 
面 4BC 的 平面 
4'BC' 截 开 这 个 圆 
锥 , 可 以 得 到 圆 五 - 

40DB0O 和 网 台 4BC-4BO。 设 下 底面 国 心 
为 0, 半径 04 长 六 上 底面 4BO 的 圆心 
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为 0 半径 04' 长 为 交 。 再 设 圆 锥 妃 -4BC 
的 高 为 EM， 圆 锥 已 4 BC 的 高 为 34h 则 
贺 台 的 高 为 改 双 , 如 记 如 MK 一 瓦 ) 已 2 一 鼠 ， 
到 好 一 六 则 玉 一 互 一 互 '。， 因 此 


圆锥 了 -4BO 的 体积 是 于 mr? 杞 ， 
圆锥 妃 -4B4, 的 体积 是 四 my 万 ， 


贺 台 4.BC -4B0 的 体积 是 
一 于 ze 开 一 王 了 IAA 


一 半 (72 克 一 2 开 0)。 


由 于 这 两 个 欧 锥 是 相似 的 ， 
2 五 ” ， 2 
了 万 ， 全 人 瑟 一 /万 多 
所 以 


一 村 =[72( 瑟 十 一 72( 瑟 一 全 ] 
一 可 : 工 (y 哆 十 I 2 十 II 万 一 9 人) 
- [7 入 十 rr 怠 十 9y'( 瑟 一 互 ] 


一 闻 T(72 二 72 十 II 为。 


3173. 有 一 棵 根部 周 长 是 1.4m, 离 根 部 
2zm 处 的 周 长 是 1.3m 的 树 , 想得到 长 为 6zma 
的 最 大 方 木 ， 试 求 它 的 边 A 


长 ( 把 树 看 作 直 圆锥 ， 取 
= 一 第 ). 


解 ” 设 直 圆锥 的 顶点 为 
少 底面 圆心 为 0, 在 高 
2 联 处 的 截面 疯 心 为 0 
在 高 0 
90“. 记 40 一 j 圆 0” 的 周 长 为 2〈 如 图 )， 


则 
五 -2 十 4 二 6 ZNN 
少 1.3 了 .4 
…。 2 一 1.1。 NUZ 
从 而 圆 O7” 人 


工 . 工 _ TI10 
= 一 17 
2 .5(cmy) 。 


因此 , 半径 为 本 7 .5cm 人 方形 就 
是 最 大 方 木 的 截面 。 该 正方 形 的 边 就 是 最 大 


方 木 的 边 , 其 长 为 
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17.5x /3=25(cm) . 
3174.， 如 果 圆 木 中 截面 的 周 长 为 2 两 端 
的 距离 ( 即 圆 林 的 高 ) 为 通常 用 公式 
六 =.2 
4 
计算 贺 麻 的 体积 。 问 这 样 的 计算 结果 与 实际 
AKC0 2 


体积 的 误差 是 多 少 ?9 这 里 
把 圆 木 看 作 直 贺 台 。 

解 设 高 为 姑 的 直 圆 台 
形 的 圆 木 是 4BO-4BCO， 
DZZ 是 中 截面 。 下 底 
面 4BC、 上 底面 4BC、 
稚 面 DZE8 的 圆心 分 别 为 
OO 9, 04.0'4 9D 的 
长 分 别 为 办 和 沁 与 五 则 
2 一 了 十 rr。 据 问 题 3172， 可 知 ” 


= 子 (92 十 II 十 和 27) 轧 。 


2: 
又 pg=2xB 一 w+r)， 设 用 公式 也 = 的 


计算 结果 与 实际 体积 的 误差 为 se， 则 
se 一 也 mr 十 77/ 二 7 一 国 


一 荆 wz24zzr4728 2 瑟 信 十 信号 
可 和 十 TI 二 9/ 2) 为 


世 1 f4&(r2 十 yz/ 十 r2) 一 3(r 十 了)2] 
_ 2(7 一 /72 《27 一 全 和 72 
12r 2z 


本 (23zz7 一 27 ) 轧 
48m 、 
如 设 下 底 4BC 的 周 长 为 8 上 底 4BC 的 
周 长 为 SS， 则 
SS 一 2z7，&' 一 2zz7 
_ (一 80) 防 
438mr “ 

3175. 已 知 直 团 台 的 两 个 底面 半径 分 别 
为 36cm 和 46 cm， 母线 为 326 cm， 求 它 的 体 
积 。 

解 设 高 为 em, 则 


径 为 瑟 则 


第 六 编 立体 几何 学 


j 一 /365 一 (46 二 36) 一 24.。 
又 设 所 求 的 体积 为 了 ems, 则 由 问题 3172， 
知 


7 一 本 r(862 86X46 十 462) X 24 


一 40544m (cm3) 。 

3176. 本 网 同 网 于 从 和 为 ac 的 直 
陪 台 的 侧面 积 被 ， 

平行 于 廊 面 的 截 


则 这 个 截面 的 半 
径 为 


2 
阿 
解 ” 设 两 个 底面 在 分 出 为 2 a、 的 直 圆 台 
为 4B'O-4BC，DBR 为 题 给 的 截面 . 下 底 
面 4BC、 上 底面 4'B'C'、 截 面 DZB 的 圆心 
分 别 为 OO、@, 04、OL4、9D 的 长 分 别 
为 GD、xz。 再 设 直 网 台 4BC-4BC 的 母 
线 为 4.4， 直 贺 台 4'B'C-DB 的 母线 为 
4, 上 且 44'=1，4D 玉 则 直 圆 台 4B'C-- 
4BoO 的 侧面 积 是 上 (ce 十 2)7， 直 圆 台 4BO 
DZB 的 侧面 积 是 x(z 十 2)2， 根 据 题 意 可 知 


wz 十 芒 ! 一 二 ze 二 D 


23(X 十 D) 、 
吕 全 Se 
4'4 OO4 一 0O04 
万 “07 二 5， 
7 4 一 2 
邯 TV25 
2(Z 十 六 。 4 一 2 
CQ 十 0 2 一 D” 


2(Z 十 D)(z 一 切 一 (C 十 5) (一 D)， 
2(2Z2 一 22) 一 02 一 02， 


2_ 2 十 她 2 
和 一 一 5 一 ， 即 % 一 = 


3177. 直 欧 台 的 高 为 pz 母线 为 5 侧面 
积 为 8， 求 它 的 两 个 底 - 
面 的 半径 。 

解 ” 设 直 园 台 的 上 底 ; 
面 半径 为 rm 下 底面 半 


了 


GTGr 士 交 )7 
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。 瓦 一 ?十 妈 一 1 ， 
。 8 一 zy 2 一 好 7) 


一 (2y 十 VE 有)7。 
。 -8 _ 工 本 
0 可 V 一 由 大 


Sm [2 一 请 
2 
一 8 一 / 这 一 态 十 VC 本 
2 
SS 十 mlIs/ 4 一刻 2 
32/ 2 
3178， 求 作 通过 定点 己 的 圆锥 S-4C 的 
切面 。 

解 全 设 点 己 
在 圆锥 的 曲面 上 。 
这 时 可 先 作 通 过 点 
一 的 母线 S4, 再 过 
点 4 作 底 面 圆 的 切 
线 4M， 则 两 直线 
4M、&S4 所 决定 的 
平面 就 与 这 个 圆锥 相 切 。 事 实 上 ， MK4 
和 圆锥 S-4C 共有 
直线 S4, 且 在 直线 
RS4 外 没有 其 他 公 
共 点 ， 所 以 这 个 平 
面 S2M4 就 是 圆锥 
S-4C 的 切面 . < | 

(也 设 点 王 在 从 
圆锥 外 。 连 结 PS 的 直线 和 圆锥 底面 所 在 平 
面 交 于 M, 过 点 政 作 底面 圆 的 切线 , 设 切 点 
为 4， 则 两 直线 S4、SM 所 决定 的 平面 就 和 
圆锥 S-4C 相 切 (证 明 同 (ji) 。 

(iii)》 设 点 一 在 圆 
锥 内 。 这 时 过 定点 三 
的 切面 不 存在 

3179。 下 十 时 ,用 、 
上 只 直 径 为 33cm, 底 
看 直径 为 24cm， 深 
为 35cm 的 水 桶 盛 水 ， 
如 果 积 水 达到 桶 深 


到 处 , 问 降雨 量 是 多 
少 mm? 
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解 因 桶 内 积 水 深 号 -cm， 水 面 半 径 为 
的 和 和 一 13) lm， 
即 18cm， 设 桶 内 积 水 体积 为 六 cms, 则 
7 一 于 =(12?+12x18 二 139 x 台 
16415 
设 桶 口 面积 为 Scm2， 则 
S 一 wx162 一 2567。 


若 每 1cm2 的 降雨 量 为 vcm3?, 则 
_ 16415 _ I6415 
3073 


一 一 一 T 一 2567z 忆 5.34， 


故 降 雨量 为 5.34cm， 即 53.4 mm。 

3180. 有 一 个 高 为 4cmy, 底面 半径 为 
3cm, 重 158g 的 圆锥 体 ， 要 用 与 底面 平行 
的 平面 把 它 截 成 一 个 
重 5g 的 圆 欠 和 一 个 
重 10g 的 欧 台 ， 问 应 
在 母线 上 多 少 厘米 处 
截取 为 好 (保留 两 位 
小 数 ) 。 

解 设 圆锥 的 母线 为 cm 则 

?7 一/ 35 十 委 一 5. 
设 在 圆锥 的 母线 上 xcm 处 用 平行 于 底面 的 
平面 截取 可 得 重 5g 的 圆锥 和 重 108g 的 圆 
台 。 因 为 相似 圆锥 的 体积 之 比 等 于 其 母线 的 
立方 比 ， 且 同一 物体 的 重量 之 比 等 于 其 体积 
之 比 , 所 以 


设 < 9 一 2 十 jp， 
则 9 一 8 十 12j 十 612 十 j3。 
取 9、8 十 122， 则 
js0.08， …， 以 9 一 3.08， 


从 而 z= 吾 X2.08 一 3.47 cm。 


3181. 已 知 A4BO 各 边 BO COC4、4 之 
长 分 别 为 a、B、c 是 ca>0>c2 把 人 ALDBO 以 
各 边 为 轴 旋 转 所 得 的 各 族 转 体 中 娜 个 体积 最 
大 ?哪个 体积 最 小 ? 
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解 设 人 A4BO 各 边 BC、C4、4B 上 的 高 
分 别 为 wm 则 由 a>28>oe 可知?< 和 <%， 
把 A4B0C 以 B0 为 轴 旋 转 所 得 的 旋转 体 的 
体积 为 


荆 2 2 ). 工 
可 ma 计 叹 


2 
其 中 8 表示 人 A4B0 的 面积 。 
同 理 , 把 A45C 以 边 4C 为 轴 旋 转 所 得 旗 


转 体 的 体积 为 3 m8ma， 以 边 4B 为 轴 旋 转 
所 得 旋转 体 的 体积 为 3 mSn。 因 此 在 这 三 


个 旋转 体 中 ， 以 边 4 为 轴 旋 转 而 成 的 旋转 
体 的 体积 最 大 ， 以 边 30 为 轴 旋 转 而 成 的 旋 
转 体 的 体积 最 小 . 

3182. 外 接 于 同一 球 的 多 面体 的 体积 与 
全 面积 成 正比 . 

解 ” 设 外 接 于 同一 球 的 任意 一 个 多 面体 的 
体积 为 了， 全 面积 为 8 把 球 心 0 和 这 个 多 
面体 的 各 顶点 连结 ， 则 这 个 多 面体 被 分 成 与 
其 面 数 相同 的 许多 术 锥 。 这些 棱锥 的 高 都 是 
这 个 球 的 半径 ， 这 些 棱锥 的 底面 和 就 是 这 个 
多 面体 的 全 面积 习 所 以 


= 可 Sr。 


在 这 个 等 式 中 ，* 是 一 定 的 ， 所 以 及 与 8 成 
正比 . 

3183。 (1) 有 一 底面 半径 为 *、 高 为 的 
直 贺 锥 。 把 直 网 锥 的 灿 分 成 等 分 然后 用 
通过 各 等 分 点 且 与 底面 平行 的 平面 截 开 这 个 
园 锥 ， 再 以 这 些 截面 
为 底 , 以 二 为 高 可 作 
个 直 圆柱 。 对 表示 
这 些 圆柱 侧面 积 的 和 
的 式 子 ， 当 允 无 限 增 
多 时 , 求 它 的 极限 . 

(2) 在 (1) 求 极限 
的 过 程 中 ， 是 否 要 考 
虑 圆锥 的 侧面 积 , 试 说 明 其 理由 . 

解 ”(1) 通过 轴 的 各 等 分 点 且 平 行 于 底面 
的 平面 截取 直 园 锥 所 得 截面 圆 的 半径 分 别 为 

了 多 .41 
多 多 名 


因此 , 所 作 郊 个 圆柱 侧面 积 的 和 Sn 为 


al 一 忆 XSD 
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玉 


必 ,一 2r ， 了 .天 27 .27 .天 和. 
多 多 多 ”多 


十 2 ， 一 2r .2 , 态 
名 名 和 多 
2ory 九 
7 
一 人 2 一 JI 为 (+ 过 
当 %-~>co 时 ，S 一 > 大。 

(23) 当 8。 取 极限 时 ,不 必 考 虑 这 个 圆锥 的 
侧面 积 。 这 是 因为 当 多 无 限 增 大 时 ， 这 些 圆 
柱 的 侧面 积 并 不 是 无 限 接近 圆锥 的 侧面 积 ， 
所 以 不 必 考 虑 。 事 实 上 ， 圆 柱 的 侧面 积 为 
2x7j， 吏 锥 的 侧面 积 为 2m7?( 为 侧面 母线 
长 ) 。 了 

3184. 在 一 张 纸 上 , 剪 去 两 直角 边 分 别 为 
3cm 和 4com 的 一 个 直 
角 三 角形 ， 这 样 在 纸 
面 上 就 有 一 个 洞 。 再 把 
洞 套 在 底面 半径 为 
2cm、 高 为 10cm 的 
锥 上 ， 并 使 纸 面 与 珊 锥 
底面 平行 ， 求 穿 过 纸 面 


部 分 的 圆锥 的 体积 (四 锥 的 体积 等 于 底面 积 
与 高 乘积 的 可 外。 

解 “ 已 知 直角 三 角形 的 两 直角 边 分 别 为 
3cm 和 4cm， 所 以 斜 边 长 为 5em。 当 圆锥 
与 这 个 直角 三 角形 的 洞 相 紧 接 时 ， 其 断面 就 
是 直角 三 角形 的 内 切 四 。 设 内 切 国 的 半 各 为 
沁 ) 则 有 


[I 十 2 十 … 十 (29 一 防 十 记 


(3 十 4 十 8) :全 一 去 .3. 和 


” 。。 7 一 于 。 
因为 圆锥 的 底面 半径 为 3cm, 所 以 从 纸 面 到 
圆锥 顶点 的 距离 为 


10x 豆 一 5cm， 
从 而 纸 面 以 上 部 分 的 圆锥 体积 为 
柯 'm12.5 一 与 m(em9)。 
3185.， 设 直角 三 角形 绕 其 斜 边 旋 转 一 周 


所 得 旋转 体 的 体积 为 2, 绕 两 直角 边 旋 转 一 
局 所 得 旋转 体 的 体积 分 别 为 g\>, 则 
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工 - 工 1 工 
解 ”从 直角 三 角形 贡 
的 直角 顶点 4 向 斜 o 
边 BC 引 垂 线 ， 其 垂 C & 
足 为 刀 . 设 BO=o， 
C4=b 4B=c， 4D  “ 9 
一 zz) 则 把 A4BC 分 别 以 BC、C4、4B 为 轴 
旋转 所 得 旋转 体 的 体积 为 
_ 工 2.po 一 工 7x2， 
2 一 可 珊 BO 可 07 太 2.G 
一 -zc . 工 
3 C 7 
一 工 vpo2 一 _Z220” . 工 
0 
> 一 土 mp20 一 _Z2D202 . 工 . 
3 C 
因为 鸣 一 2c， 故 设 
Za2jh2 -DO 
， 3 3 
SN 


力 3 752 12 2 和] 

3186. 分 别 以 三 角形 的 三 边 BEBO.O4、4B 
为 轴 , 把 A4B5C 旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 
分 别 为 Ti、7s、7a, 在 人 4BC 内 选择 一 点 
BP， 使 点 也 到 各 边 
BO、C4、4 万 的 距离 
之 比 为 Ti:F2:7a， 试 
确定 点 己 的 位 置 。 

解 从 4、B、C 分 
别 向 其 对 边 引 垂 线 ， 
其 垂 足 各 为 也 五 卫 ， 设 BO .COC4、 4DP、4DD、 
也 也 CP 的 长 分 别 为 CD、C\jPT 7N2 js， 则 
太一 可 mi: BD 十 二 mo 则 :DO 


4 D 


=- 志 xi13(BD 二 DO) - 子 ma 硅 
(~B、~C 为 直角 或 钝 角 时 , 都 有 上 述 结果 ) 。 
同 理 ， 《73 一 于 mgj3，Fs 一 喜 mxc 风 . 


由 于 api 一 Dja2 一 Ca) 县 
所 以 N 人 昌 
71:73:73 
一 Rd 2ja:ja。 一 一 信人 侨 
又 设 点 卫 到 各 边 8 
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BC.C4、4B 的 垂 线 的 答 足 分 别 为 忆 MK 、N， 
则 
PT7IPMIPN 一 jijo:js。 
又 CRI 一 0 一 Cps， 所 以 
CD 思 了 一 D PPM 一 0, PN)， 
即 SAPac 一 SaAPc4a 一 SAP4B。 


这 就 是 说 ,点 王 是 人 4PBC 的 重心 。 


3. 球 


3187. 已 知 线段 4 互 及 与 线段 4 了 不 相 
交 的 直线 XP, 若 4B 绕 XY 旋转 所 得 旋转 
曲面 的 表面 积 为 8， 线 段 4B 的 中 垂 线 MO 
交 XZ 于 点 0, 线段 4 五 在 轴 瑟 了 上 的 射影 
为 4B 则 的 

&S=2x.AM0.4'B'。 

解 设 MUM'LZZ,， 则 
由 问题 3370， 可 知 线段 
4B 以 刁 Y 为 轴 旋 转 所 得 
到 的 曲面 面积 8 为 

必 一 2 .MU .4B。 
4 万 上 万 B1 
则 和 A 人 MoM'e 人 4F。 
。 MUM4 互 一 MO:4 万 ， 
即 2MM'-4B=MO.4 万 =MO.4B1 
从 而 8 一 2r.MO.4'B'。 

3188. 证 明 : 球 带 的 曲面 积 等 于 大 加 局长 
与 球 带 的 高 的 乘积 。 

解 半圆 B4B 以 直 
径 了 B 为 轴 旋 转 形成 球 
面 ，4 为 绕 瑟 玉 旋 转 则 形 
成 球 带 . 把 4 六 用 点 C、 
D、… 分 成 相等 的 强 4G、 
(C 念 、.…, 设 这 些 弧 所 对 的 
弦 绕 F 旋转 所 形成 的 曲 
面 面 积分 别 为 SS、…、S。. 各 弦 LO.CD、…- 
的 中 点 分 别 为 MK、N、…; 则 由 上 题 知 

SI 一 2rx.0325.40C/， 
SS 一 2x.0ON.O'D， …， 
其 中 4 DB' 分 别 是 4 CD 
在 也 有 上 的 射影 .因为 40 = 方 = …， 所 以 
4O= CD=.…， 从 而 OM=ON 一 …, 于 是 
Bi 十 Sa 十 … 十 Sn 
一 2r-OM(4'O' 二 CD' 十) 
一 2x-0M .dB'。 
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如 把 弧 4B 分 的 等 分 越 多, 弦 4C.CD、… 就 
越 短 ,OM 就 越 接近 半径 04, 则 Si 十 8? 十 … 
七 Sn 就 战 接近 球 带 4 万 的 面积 ， 设 球 带 4 
的 面积 为 $， 则 
必 一 3.04.4 甩 ， 
其 中 2r.04 为 大 圆 的 周 长 ，4'B' 为 球 带 的 
高 .所 以 
球 带 面积 一 大 够 局 长 x 球 带 的 高 . 

3189. 在 两 个 相等 的 球 中 , 球 带 面积 的 比 

等 于 其 高 的 比 。 


解 ” 设 半径 为 鼠 的 两 个 球 ， 其 球 带 面积 分 ， 


别 为 避 、S2， 球 带 的 高 分 别 为 如、jo 则 由 问 
题 3188， 可 知 
SI 一 2rR1， 53 一 27R7Po， 
人 心 1 全 2mr 刀 Ni 到 态 1 
人 革 司 2zzRpo ja 


_3190. 球 带 的 面积 等 于 以 大 圆 为 底 , 与 球 


带 等 高 的 直 加 柱 的 侧面 积 . 
解 “ 设 半径 为 玖 球 的 球 带 的 高 为 jp 面 
积 为 六 则 


AS 一 2rRR。 

设 与 球 带 等 高 ， 以 大 贺 为 底 的 直 圆柱 的 便 

面积 为 &， 则 
”SI 一 2 。…， 一人。 

3191. 如 打 . 把 半圆 A 
4BCD 用 吾 、C 分 成 三 等 
分 ， 把 各 弧 都 络 直径 4D 号 E 
旋转 , 则 30 族 转 所 得 玫 
带 的 面积 等 于 4B 和 O 只 
旋转 所 得 球 带 的 面积 之 和 F 

解 从 了 BC 分 别 引 4 
的 垂 线 , 其 垂 足 分 别 为 五 、 D 


闷 ， 因 为 AO4 刀 是 等 边 三 角形 ,所 以 BZ 为 
其 边 O4 上 的 高 , 五 为 O4 的 中 点 。 同 理 ， 也 
为 OD 的 中 点 ,于 是 
瑟 刀 一 OO 了 二 OF 一 4 万 十 FTD)。 
用 五 表示 球 的 半径 , 则 
球 带 BC 的 面积 一 2 届 . 卫 刀 

一 2z 忆 (4 刀 上 十 了 也 ) 

一 28 刀 .4 十 2 用 .万 也 

一 球 带 4B 的 面积 十 球 带 CD 的 面 


积 . 
注 4 十 绕 直 径 4D 旋转 所 形成 的 曲面 为 
球 冠 ,可 以 看 成 是 球 带 的 一 种 。C 刀 绕 直 径 


as 
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4 旋转 所 形成 的 曲面 和 4 态 的 一 样 , 也 是 
球 冠 。 贞 

3192. 球 冠 ( 仅 有 一 底 
的 球 带 ) 的 面积 等 于 以 形 到 
成 该 球 冠 的 弧 所 对 的 索 为 
半径 的 圆 面积 。 

解 ”以 半圆 4LBC 上 的 
弧 4B 绕 直 径 4C 旋转 得 
到 球 冠 。 从 九 向 40 引 重 
线 交 4C 于 也 0 为 4C 的 中 点 。 设 球 冠 的 
面积 为 S, 则 

& 一 27r.04.4D7 一 7 LO.d4D， 
因 4PBC= 一 天 所 以 40.4D=4DB2， 于 是 

8 一 .4B2= 以 4B 为 半径 的 圆 面积 ， 

注 在 以 后 的 问题 中 ， 球 冠 都 看 成 是 球 带 
的 一 种 。 
3193. 通过 已 知 
球 心 的 任意 一 球 被 已 
知 球 所 截 而 成 的 球 带 

面积 是 一 定 的 。 

解 ， 设 通过 已 知 妇 
球 心 O 的 任意 一 球 的 球 心 为 0, 用 同一 平 
面 去 截 开 两 球 , 则 得 已 知 妹 的 大 圆 0 和 以 C/ 
为 圆心 且 通 过 O 的 大 圆 0'、 设 两 贺 OO' 的 
交点 为 4, 则 两 球 0.0' 相交 所 成 球 带 就 是 
40 迪 00' 旋转 所 成 的 球 带 ， 因 此 它 的 面 积 
就 是 以 弦 04 为 半径 的 圆 面积 , 即 w-O42( 参 
照 上 题 ) 。 因 为 弦 04 是 已 知 妹 的 半径 ,是 一 
定 值 ,所 以 光 .042 也 是 一 定 的 . 

3194. 通过 已 知 两 同心 球 的 球 心 的 任意 
一 个 球 在 已 知 两 球 间 所 截取 的 球 带 面积 是 一 
定 的 。 


D 
隐 


C 


解 以 O 为 球 心 作 已 知 的 两 个 同心 球 甲 和 
乙 , 设 甲 的 半径 为 妃 ， 乙 的 半径 为 7。 再 过 两 
个 同心 球 的 球 心 作 任意 一 个 球 O. 用 过 球 
心 0 和 Of"' 的 连 线 的 平面 截 开 诸 球面 , 则 得 以 
O 为 园 心 的 两 个 同心 圆 忠 和 乙 , 寻 以 O 为 四 
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心 且 过 点 O 的 圆 0 设 甲 、 乙 两 融和 贺 O' 分 
别 交 于 点 4&、5, 则 球面 0 被 甲 球面 所 截 取 
的 球 带 面积 为 .042 球面 0' 被 乙 球 面 所 
截取 的 球 带 面积 为 mr.OB2 ( 见 上 题 )。 设 所 
求 球 带 的 面积 为 8, 则 
4S=T.042 一 .OPB2 一 xz(042 一 DB2) 
一 m( 有 2 一 22) 。 

因 环 7 都 是 定 值 , 故 $ 也 是 一 个 定 值 。 

3195. 球 的 半径 为 5cm, 球 带 的 高 为 
1cm, 求 这 个 球 带 的 面积 。 

解 ” 设 所 求 球 带 的 面积 为 Scm2 则 由 问 
题 3188,， 知 S 一 25r X5x1 一 10r。 

取 % 一 3.1416， 则 
4&S=I10x3.1416 一 31.416(cm2) 。 

3196,， 设 球 的 半径 为 >， 则 这 个 球面 面积 
为 4zr?。[ 球 的 表面 积 ] 

解 ” 因 球面 面积 可 以 看 作 是 以 直径 为 离 的 
球 带 面积 , 故 设 球面 面积 为 8, 则 

必 一 20r7 .27 一 4072， 

3197 . 球面 面积 等 于 外 切 这 个 球 的 圆柱 
的 侧面 积 。 

解 ” 设 球面 面积 为 8, 球 的 半径 为 ” 则 由 
上 题 知 SS 一 4x72。 

设 外 切 于 这 个 球 的 辐 柱 的 侧面 积 为 &， 则 
由 该 圆柱 的 底面 半径 为 ”高 为 27， 知 

&' 一 2z7 ,27 一 40572， 
.…， =S' 

3198， 设 飞 机 飞行 的 高 度 为 风 地 球 的 半 
径 为 及 ， 则 在 飞机 上 能 看 
到 的 地 球 表 面积 为 

27 五 2 
玉 十 妨 “ 

解 设 飞机 是 在 空中 的 
点 己 处 ,由 点 书 向 地 面 引 
垂 线 交 地 面 于 点 4。 地 球 
的 中 心 为 O, 以 4 为 一 端 
的 直径 的 另 一 端 为 3 从 
点 己 向 地 球 表 面 引 一 切线 PC， 则 从 点 于 处 
能 看 见 的 地 球 表面 积 就 是 弧 4C 绕 直径 4 了 
旋转 所 成 的 球 带 面积 ， 设 所 求 的 面积 为 8， 
则 


S=x.402 (问题 3192) 。 
”APd4dOwwA 人 POP， 
"， PO:DPB 一 P4:PO， 
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.…。 PO2?=P4.P=j(2R 二 7 。 
又 由 AP4OwwAPODB, 知 
LO _ 0 
CBE 天 DB， 
4LC2 POCO2 7](2RR 十 7 用 
0 下 5 88 二 而 2 “35 十 
因为 40CB 一 - 忆 
CD2 一 4B2 一 402 一 (2 忆 )2 一 
一 4R2 一 40C2， 
402 用 
412 一 402 3 太 十 ) 


LO2 


所 以 


从 而 8=z,402=o. 25 和 hi 一 2wBA 
3199. 已 知 地 球 的 半径 为 马 问 在 海面 上 
达到 什么 高 度 才 能 看 见地 球 表面 的 椰 ? 
解 由 上 题 知 在 高 度 思 处 能 看 见地 球 的 表 


面积 为 2 全 帮 。 由 于 地 球 的 全 面积 为 47B2 
(问题 3196) ， 所 以 依 题 意 得 
2xzF2 _ 工 . 
本 人 
天 2 
即 二 


故 知 当 和 可 
以 看 见地 球 全 面积 的 过 本 。 


3200, 在 三 角形 所 在 的 平面 内， 通过 三 
角形 的 一 个 顶点 作 一 条 与 这 个 三 角形 不 相 切 
割 的 直线 。 证 明 把 这 个 三 角形 绕 该 直线 旋转 
所 成 的 旋转 体 体 积 ， 等 于 把 这 个 三 角形 中 那 
个 顶点 的 对 边 绕 访 直线 旋转 所 得 到 的 曲面 面 


积 和 这 个 三 角形 的 底 边 上 的 高 的 乘积 的 子 。 


解 通过 和 人 4BC 的 顶点 4 作 一 条 与 这 个 ， 
三 角形 不 相交 的 
直线 和 了 , 并 把 
A4BOC 绕 人 7 
旋转 。 再 通过 4 
引 850- 的 垂 线 ， 
其 垂 中 为了. 现 XA 了 Hb 
就 和 Y 与 A4BC0 的 相关 位 置 分 三 种 情况 讨 
论 。 人 四 
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《4i)》 直线 和 7Y 与 人 4BO 的 一 边 4B 重 合 . 
从 点 C 向 直线 到 了 引 垂 线 , 重 足 为 妃 ， 如果 


点 刀 在 线段 4B 内 C 
(如 上 图 ), 则 A4BC 
旋转 所 成 的 旋转 体 的 
体积 等 于 直角 三 角形 

4O 旋转 所 成 圆锥 “ 拓 和 


的 体积 与 直角 三 角形 五 BC 旋转 所 成 圆锥 的 
体积 之 和 。. 设 A4BC 旋转 所 成 旋转 体 的 体 
积 为 了 , 则 


7= 也 mr.B02.4Z 十 襄 .CO2.B 且 
=- 也 oO2.(4B 二 BT) 


一 末 mB024B. 
由 于 BC.4B= 4D.BO， 
7 一 了 3s.BC.BC.4D， 


设 线段 BC 族 转 所 成 的 刚 而 面积 为 3 则 由 
问题 3161， 知 
Smr.EO.BO， 
7 一 亏 3.4D， 


从 点 C 向 和 了 引 垂 线 ， 如 果 垂 足 刀 在 线 
段 4B 的 延长 线 上 (如 上 图 ), 则 人 4B0 许 转 
所 成 旋转 体 的 体积 等 于 直角 三 角形 BR4C 旋 
转 所 成 的 圆锥 的 体积 减 去 直角 和 人 AZBC 旋转 
所 成 的 圆锥 的 体积 所 得 的 差 。 因 此 ， 


7- 亏 wz.BEO2.4B~ 李 .EC2.B 忆 


一 记 .BCO2.(4 百 BDI) 


一 子 mr.BEC2.4 甩 


王 z.BC.B0.4D= 瑟 8-4D， 


(ii) A4ZBC 的 底 边 BC 的 延长 线 和 屋 了 
相交 。 设 线段 C 

2C 的 延长 线 和 D 

瑟 二 相交 于 点 妃 名 
(如 图 )，A4ZC xy Y 
旋转 所 成 旋转 体 

的 体积 为 了 ia，A4FB 旋转 所 成 旋转 体 的 体 
积 为 了， 人 ABC 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 为 
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六 线段 BC 旋转 所 成 曲面 的 面积 为 8 线段 
PB 旋转 所 成 曲面 的 面积 为 Sa， 线段 60 旋 
转 所 成 曲面 的 面积 为 字 则 


三 = 7。 一 于 S-4D 王 S2.4D 
1 人 
-并 (8 一 已 .4D 一 于 8.4D 


(如 果 线 段 BC 沿 2 的 方向 延长 和 县 了 相 
交 , 可 得 出 柑 同 的 结果 ). 
(iii) 人 4ZBC 的 底 边 BC 与 XY 平行 。 由 


其 YX AAA 
BO 分 别 作 和 7Y 的 垂 线 ， 其 王 足 分 别 为 五 、 
五 . 则 A4BC 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 等 于 
直角 三 角形 刀 4 已 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 与 
直角 三 角形 D4C 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 的 
和 或 差 。 设 直角 三 角形 D45 旋转 所 成 旋转 
体 的 体积 为 了 li 则 Zit 等 于 矩形 4 互 BD 旋转 
所 成 圆柱 的 体积 减 去 直角 三 角形 妃 4 召 旋转 
而 成 贺 锥 的 体积 所 得 的 差 。 即 


Fi 一 wd4D2 . 4 如 一 号: 交 B2. 4 


一 也 rr.4D2.4 万 
(4D= 厂 B)， 
同 理 ， 直 角 三 角形 D4C 旋转 所 成 旋转 体 
的 体积 了 2 为 


Pa= 呈 .4D2.4 羽 。 


设 A423C 旋转 而 成 的 旋转 体 体积 为 太 线段 
2C 旋转 所 成 的 圆柱 侧面 面积 为 $, 则 


六 一 芭 土 7s 一 了 mr.4D2.4 瓦 


土 避 ,4D2.4K 


一 号 mr.4D2- (4 及 士 4 克 ) 
= 子 4D2. 刀 忆 


工 (mr. 刀 .万 刁 ) .4D= 计 8.4D。 


] 
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3201， 球 扇形 的 体积 等 于 它 的 底面 积 ( 球 
带 面积 ) 与 球 的 半径 的 乘积 已 
的 于 [ 球 肩 形 的 体积 ] 


解 半圆 BE4B85 绕 直径 


卫 8 旋转 则 得 球 ， 扁 形 0O4B 
绕 直 径 至 话 转 则 得 球 扇 LS 
下 


形 。 用 C 愉 … 把 弧 4B 也 
分 成 % 等 分 ， 设 个 0O4C、 
AOCD、… 绕 也 BF 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 分 


别 为 72、 弦 4C、.CD、… 绕 五 妃 旋 
转 所 成 曲面 的 面积 分 别 为 St、S?、…、S3， 由 


点 0 向 LC、CD、… 引 垂 线 ， 其 垂 足 分 别 为 
2 N、…。 则 由 上 题 知 

太一 村 St+0M， Jo= 二 BO …， 
由 于 徐 =0D=，…, 所 以 OUN=ON=…。 于 
是 

防 十 Fo 十 … 士 7n 


一 本 CSa+Sa 十 … 十 Sn) .02。 


当即 无 限 增 多 时 ，4C\CD、… 就 无 限 地 减 小 ， 
OM 就 无 限 地 接近 于 半径 04，P 十 了? 十 … 
十 7。 就 无 限 接近 于 扇形 04B 绕 BF 旋转 
所 成 球 扇形 的 体积 ，Si 十 S? 十 … 十 Sr 就 无 限 
地 接近 于 弧 4 绕 瑟 B 旋转 所 成 球 带 的 面 
积 ， 设 球 的 半径 04 为 光 球 扇形 04 巨 的 体 
积 为 了; 球 带 42 的 面积 为 8 则 


7 一 本 Br. 


注 设 球 带 的 高 为 妨 则 3 一 2xzrj, 从 而 
太一 和 mr2。 


3202， 半径 为 * 的 球 的 体积 为 人 mrs. 


[ 球 的 体积 ] 
解 ” 球 是 由 半圆 绕 其 直径 旋转 而 成 的 旋转 
体 , 半圆 是 遍 形 的 一 种 特殊 形式 , 因而 球 也 豆 
以 看 成 是 球 扇形 的 一 种 特殊 情况 。 这 样 , 球 


的 体积 就 是 球面 面积 与 球 半径 乘积 的 亏 . 今 


知 半 乱 为 了 的 球面 面积 为 4z72”% 设 半 径 为 7 
的 球 的 体积 为 交 ,， 则 


一 工 。 2 。 二 和 3 
玉 5 4or72. 可 9。 
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S203. 一 直 圆 柱 外 切 于 一 个 球 ， 而 直 贺 
锥 又 内 接 于 这 个 直 圆 柱 。 设 
直 圆锥 的 体积 为 了 x, 球 的 体 
积 为 7 直 圆 柱 的 体积 为 和 /AN 
六 3， 由 

Jo 一 1:2:3。 

解 ” 设 球 的 半径 为 *,， 则 
直 圆 柱 和 直 圆 锥 的 底面 半径 也 是 >， 它 们 的 
高 都 是 2， 所 以 


工 2 
了 ;一 一 2 Eee 一 一 
工 了 7 217 6 


时 
、_ mrmmmecnn。v 仆 
oem "= 


4 
J7: 一 -一 0x73， 
“3 
帮 3 一 ZI2.27 一 2xx73， 


.Tao2:73 -也 ar: IT3:97%3 
2.4.2> 一 1.o2。 
一 可 :可 :2 一 1:2:3。 

3204. 设 一 球 的 外 切 直 圆锥 的 高 为 该 球 
直径 的 两 倍 ， 则 球 的 
外 切 直 圆锥 的 全 面积 
及 体积 分 别 为 该 球 的 
面积 和 体积 的 两 倍 。 

解 ” 设 球 的 球 心 为 
O,， 半 径 为 *， 则 该 球 
的 外 切 直 圆锥 4- 
07 的 高 为 球 的 直 
径 的 两 倍 、 设 高 为 
4 马 , 则 4 妈 通 过 球 心 
O 和 圆锥 的 底面 国 心 忌 , 且 4， 再 取 
直 圆 锥 侧面 和 球 的 切 圆 上 的 一 点 五 ， 则 

A4FOwA4FB， 
TO _ 42 即 -人 一 
瑟 6E 4 万 ， 石 B 
47z2 
。 五 妃 一 本 记 。 
又 482 一 402 一 082 一 (37)2 一 92 一 872 
5 2 一 2~/ 3y。 


五 刀 一 7 一 Y 27。 


4 已 
7 


从 而 二 


又 
一 (47r)2 十 (37)2 一 1872， 
“.， 4B 一 Vi873 一 3V37， 
设 球 0 的 表面 积 为 8, 体积 为 了 了 . 直 圆 锥 


726 ， 第 六 编 


立体 几何 学 


4-BOD 的 表面 积 为 怠 ,， 体积 为 有 则 


RS 一 4r72， 7F= 子 TI3) 


”根据 问题 3161， 知 
8 一 mA 237(3wV 37 二 WE) 


一 8z7y2 一 2S， 
F' 一 亏 mr (VS7)2.47 =- 子 mr3 一 2 及 


3205. 地 球 、 月 球 、 太 阳 的 直径 的 比 为 
也:3:12332， 问 月 球 、 太 阳 的 表面 积 和 体积 分 
别 是 地 球 的 表面 积 和 体积 的 多 少 倍 ， 

解 ” 设 地 球 、 月 球 、 太 阳 的 表面 积分 别 为 
避 、 SI、 > 体积 分 别 为 了、 1、 2。 两 为 球 
的 面积 之 比 等 于 其 直径 的 平方 比 ， 球 的 体积 
之 比 等 于 其 直径 的 立方 比 , 所 以 


3” -0.07 色 
本 一 了 ”0.07 儿 ， 
Si 二 0.0744S; 
S 12322 
黄村 
2 一 12544S; 
了 3 
且 = 二 0.0203， 
Ps0， 02037 
Fr。 12323 
取 =- 节 一 1404928， 
.。 有 一 1404928 太 。 


3a206. 弓形 绕 其 直径 旋转 所 得 旋转 体 的 
体积 等 于 以 弓形 的 弦 为 底面 学 径 、 以 弓形 的 


纺 在 轴 上 的 射影 为 高 的 直 圆柱 的 体积 的 椰 . 


解 设 引 形 4CB 绕 直径 
DD8 旋转 所 成 的 旋转 体 的 体 
积 为 了 , 则 7 等 于 扁 形 O4B 
绕 DZ 旋转 所 成 的 球 扁 形 的 
体积 太 减 去 AO4 绕 D 刀 
旋转 所 成 的 旋转 体 的 体积 
ya。 又 设 球 带 4CB 的 面积 
为 Si. 由 圆心 0 疝 弦 4B 引 
重 线 ， 垂 足 为 1. 骇 4 了 3 绕 DB 旋转 所 成 曲 
面 的 面积 为 8o， 弦 4B 在 轴 刀 妈 上 的 射影 为 
4 号/ 则 


1 
2 襄 Si， 


04= 末 (3z.04.4'B0) .04 


一 号 -042.4 (问题 3291，3188)， 


7z= 忌 SO 杂 7 一 二 (2r.OM.4B0) ,O 焉 


-了 .032.4B1 
(问题 3200，3188)， 
7 一 及 一 Ta 一 咏 z(O42 一 0OM2) .4 至 


=- 子 .4M62.4BB/ 
2 4B 站 .4 动员 


了 3 
豆 mr.4B2.4B'。 
设 底面 半径 为 4B, 高 为 4'B8' 的 直 圆 柱 的 
体积 为 耿 , 则 
太一 5.4B2.4DP1 


7=- 坪 7 
3207.， 若 在 半径 为 7 的 球 中 ， 球 缺 的 商 


为 z， 底 面 半 径 为 % 则 球 缺 的 体积 六 可 用 
下 式 表示 。 


一 zzj2 一 王 人 3， 


了 一 mrG27 jp3 


2 “十 本 -。 [【 球 缺 的 体积 ] 
解 设 )<7 则 球 缺 

的 体积 等 于 以 其 曲面 为 < 

底 的 球 扇形 的 体积 碱 去 | 

以 球 缺 的 底面 为 底 ， 以 

球 心 O 为 顶点 的 直 国 


锥 (其 高 为 7 一 jp 的 体 
积 所 得 的 差 。 由 河 题 3381, 得 
一半 zy 引 一 言 sa2(7 一 和 ， 


因为 q2? 一 (27 一 包 )， 
7 一 号 my 双 一 亏 oj(27 一 h) (7 一 了 


一 椰 zj [272 一 (2r 一 2) (> 一 2 ] 


一 吉 mh(8rmh 一 7 一 or 和 2 一 于 oa 


2 
由 a? 一 六 (27 一 大 )， 知人 一生 志和 ， 
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2 RE 
ee 7 一 < 天 


。 二 xj 九 3 

TOQ2j cj 
本 

其 次 ， 设 >r, 则 球 
缺 的 体积 等 于 以 球 缺 的 
曲面 为 底 的 球 饥 形体 积 
加 上 以 球 缺 的 底面 为 底 
面 , 以 球 心 2 为 顶点 的 
圆锥 (其 高 为 刃 一 2) 的 
体积 之 和 ,所 以 

7 一 号 mr 二 十 订 za2( 一人， 
此 式 变形 结果 和 前 面 的 相同 。 

3208 ， 把 一 个 球 用 互相 平行 的 两 平面 截 
开 ， 设 在 两 平面 之 间 的 球 的 部 分 (叫做 球台 ) 
的 两 底 半 径 分 别 为 cp， 商 为 妨 ， 则 其 体积 可 
用 下 式 表 示 : 


一 末了 (o23 二 22)7 十 二 二 mi. 
交 汪 0 
也 


< 一 业 、、 


解 ” 设 球台 的 上 底 
.圆心 为 4， 下 底 的 加 
心 为 如 ， 把 4B 沿 4 
的 方向 延长 与 球 相 交 
于 点 一 。 如 取 

4 一 1 
则 球台 的 体积 等 于 以 
ZPB 即 丸 十 8 为 高 的 球 缺 的 体积 减 去 以 P4 
即 Z 为 高 的 球 缺 的 体积 所 得 的 差 。 由 上 题 
得 


z-[ 二 | 
-( 0Q2 


3 
一 工 2 工 3 
可 员 吕 十 襄 珊 


| 


+ 部 zx (52 一 a2 十 7 十 7) 。 


设 球 的 半径 为 >， 由 
12 一 ( 尹 十 人 (27 一 用 一 ) ， 02 一 8(27 一 7) 。 
sw 02 一 Q2 
呈 (十 四 (27 一 六 一 从 一 127 一 从 
一 2j2 一 j2 一 2p71， 
态 一 go 十 轨 十 MU 一 272 一 雄一 P(27 一 丰 。 


体积 727 
从 而 
7= 去 oz 十 亏 ma 十 于 (37 一 且 
= 亏 ct 十 吉 nj2 十 于 和 [有 (37 一 贡 ] 
到 0 鸣 十 可 nz 十 可 zc2 


一 上 mkaz 十 态 工 os 
了 w(a2 十 2 ) 十 于 鹃 


3209. 求 到 空间 两 定点 4 了 3 的 距离 的 平 
方 和 为 一 定 值 的 点 的 


轨迹 。 本 
解 . 设 4、B 为 空 \ 
间 的 两 个 定点 ， 线 段 


4 已 的 中 点 为 0. 已 全 0 且 
为 到 4、B 两 点 距离 的 平方 和 为 定 值 212 的 
任意 一 点 , 则 
4P2? 十 刀 忆 ?一 2(402 十 OP2) 一 3172。 
如 取 4B=2ca, 则 
1 (a? 十 DP2) 一 好 ， 
OP 一 V 态 -到 (>o。 
因此 己 在 以 线段 4 已 的 中 点 为 球 心 ， 以 
> 玉 一 懈 为 半径 的 球面 上 . 
反之 , 设 点 乙 为 该 球面 上 的 任意 一 点 , 则 
4P2 十 刀 P2? 一 232(4O2-TOP2) 
一 202 十 2(12 一 a2) 一 272。 
因此 该 球面 上 的 点 都 满足 题 设 条 件 。 

综 上 所 述 ， 如 &>a,， 所 求 的 轨迹 是 以 线段 
4 如 的 中 点 为 球 心 , v 脱 一 2 为 半径 的 球面 . 
如 8&=4， 则 所 求 轨迹 是 线段 4 互 的 中 点 0 
如 8&<a, 则 无 轨迹 。 

3210. 把 地 球 看 作 一 个 球 , 其 大 圆周 长 为 
40000Em。 已 知 经 度 0"、 北 纬 和 此" 的 点 了 和 
东经 135”、 纬 度 0" 的 点 9, 求 点 PE.@ 在 球 
面 寺 的 距离 ( 即 连 接 
已 所 成 的 弧 长 ， 但 
须 小 于 大 圆 的 局 
长 ) 。 

解 ” 设 地 球 的 球 心 
为 0， 经 度 、 纬 度 都 
是 0" 的 点 为 4 从 点 
了 向 未 道 平 面 409 引 垂 线 ， 垂 中 为 妃 且 在 
O4 上 , 再 从 点 四 向 O4 2 垂 足 为 0, 则 

PEO4 下 。 
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6OC=180" 一 .4049=180 ”一 135” 
一 外". 
设 地球 的 半径 为 ">， 则 


万 = 0= -全 ， 
/2 


00-09- -7 
， 卫 和 2 一 了 万 ?十 万 8 一 有 万 2 十 瑟 CO2 十 CQ2 
2 
-( 有 六 ( 放 史 
+ 局-m 


PQ9?=OP2? 十 092 一 2.0P.OQcos0。 


即 37?2 一 人 2 十 72 一 272c0S0， 
工 
过 一 一 一 二 2 人 
co86 吉 ， 0 一 20”。 
和 > | 工 
从 而 一 2mw7 义 王 一 40000X 豆 
二 13000(km) 


3211, 在 空间 相距 为 10m 的 两 点 4、B， 
分 别 安装 300 瓦 和 450 瓦 的 电灯 各 一 恤 ， 问 
从 两 光源 4、3 发 出 的 光照 强度 硼 等 的 点 在 
什么 曲面 上 ? 该 曲 面 所 围 的 空间 部 分 的 体积 
是 多 少 ?( 已 知 电灯 
光源 的 瓦 数 之 比 与 
光照 强度 相等 的 点 N 
到 光源 距离 的 平方 
成 反比 ) 

解 ” 设 两 光源 发 出 的 光照 强度 相等 的 点 为 
一, 4P 一 0 BP=9q， 则 

200 全 0 


ap 4 0 
5 9 即 G2G 2:3。 


由 于 到 4、 召 的 距离 之 比 为 3:3 的 点 都 在 以 
分 4 为 3:3 的 内 分 点 玉 和 外 分 点 太 为 直 
径 端点 的 球面 (阿波 罗 尼 斯 球面 ) 上 ， 

4M 3 4 


和 一 一 一 一 一 
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设 MN 的 中 点 为 0 则 40=8. 所 以 点 也 
在 以 B4 延长 线 上 8i 处 的 点 O 为 球 心 , 半 
径 12m 的 球面 上 . 

反之 , 设 书 为 上 述 球面 上 的 任意 一 点 ， 则 


.450 
DBP2 
因此 , 上 述 球 面 上 的 任意 点 都 是 由 4\ 瑟 两 光 
源 发 出 的 光照 强度 相等 的 点 。 
综 上 所 述 ,所 求 轨 迹 是 以 分 线段 4 已 为 3:3 
的 内 分 点 玛 、 外 分 点 三 所 连 线段 的 中 点 0 
为 球 心 , 半径 12mm 的 球面 。 故 其 体积 为 


村 mr.123 一 2304r7335(m3) 。 


3212. 已 知 两 个 半径 分 别 为 、7 (> 人 ) 
的 同心 球 , 被 在 球 心 的 同 侧 , 且 到 球 心 的 距离 ， 
分 别 为 5 和 w+ 的 两 个 平面 所 截 , 求 在 两 平 
面 之 闻 且 在 两 球 之 间 
的 部 分 的 体积 。 

解 ” 设 所 求 的 体积 
为 了 , 则 三 等 于 以 7 
为 半径 的 球台 的 体积 
(问题 3208) 7 减 去 
以 交 为 半径 的 球台 和 
的 体积 了 ?所 得 之 差 。 今 知 半 径 为 ?的 球台 
的 两 底 半 径 分 别 为 

、/I2 一 (十 D) 和 75 一 03， 
高 为 b; 半径 为 7 的 球台 的 两 底 半 径 分 别 为 
wW75 一 (oa 十 罗 2 和 /7 2 一 02， 高 为 2。 于 是 


Ja 一 计 z[72 一 人 十 功 ? 二 72 一 02]2 


+ 地 TD3， 


7 一 于 zfr2? 一 (十 D)2 上 72 一 0 


6 


7 一 帮 一 7 一 去 (2r2 一 2792 


十 过 TD3， 


一 z(72 一 72)2。 


3213.、 已 知 半径 为 20cm 的 球 , 被 距 球 心 
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10em 的 平面 所 截 ， 试 求 所 截 成 的 劣 球 缺 的 
全 面积 和 体积 . 

解 如 图 中 的 劣 球 
缺 。 由 问题 3192,， 可 镶 有 
其 曲面 积 为 w%.B3C2， 由 
问题 3207, 可 知 其 体积 
是 wz.4B? 一 十.4ZBs. 


3 
这 里 ， 
BC2? 一 4B2-4C2 一 4B2 十 OO2 一 4O2 
一 400， 
4C0C 一 10wv 3 . 
所 以 全 表面 积 一 zz.400 十 T.300 
一 700zr(cm2)， 


体积 一 mxX20X10? 一 地 z.108 


000 (cm3) 。 
3214. 球面 棱锥 的 体积 等 于 其 底面 积 和 
球 的 半径 的 乘积 的 地 ， 


解 在 球面 多 棱锥 内 ， 作 以 顶点 在 球面 棱 
锥 的 底面 上 的 多 边 形 为 底面 ， 以 球 中 心 为 顶 
点 的 % 个 校 锥 ，. 并 且 使 这 勾 个 棱锥 恰好 填 满 
这 个 球面 棱锥 的 以 球 中 心 为 顶点 的 多 面 角 . 
设 这 色 个 棱锥 的 底面 积分 别 是 St、S2、…、 3 
高 分 别 是 W\ ja、… jn， 体 积分 别 是 Fl、F >、 

Fn 则 


Fa 十 Fa 十 … 十 Fn 一 


5 一 


到 Shi 十 豆 Go2ja 


十 二 可 SRn。 


当 双 无 限 增 大 时 ，Sl、S、…、S。 都 无 限 地 变 
小 ,jl、 pa、…、jn 就 无 限 接近 于 球 的 半径 凡 
这 时 

了 十 72 十 … 十 7 


一 计 (S: 十 BT+ 87， 


又 知 当 包 无 限 增 大 。 SiS Sn 无 限 地 变 
小 时 ，F 十 F2 十 … 十 7。 无 跟 接 近 于 球面 棱 
锥 的 体积 ,Si 十 8 十 … 十 So 无 限 接近 于 球面 
禄 锥 的 底面 积 。 因此 ， 如 设 球面 棱锥 的 体积 
为 六 底面 积 为 3, 则 


1 
7 一 于。 
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3215. 求 校 长 为 4 人 接 球 

解 如 图 ， 校 
长 为 < 的 正八 面 
体 是 4BCD 万 ， 
其 中 三 个 四 边 形 
4DB1D、4O8 万 、 
BOD 刀 都 是 边 长 
为 & 的 正方 形 。. 
三 条 对 角 线 4 下 、BD、C 召 二 0O, 则 0 
到 该 正八 面体 各 顶点 的 距离 都 相等 。 因 此 点 
9 是 该 正八 面体 的 外 接 球 的 球 心 , 4Z 为 其 
直径 。 

482 一 4B2 十 BF2 一 02 十 a2 一 202， 
,4F 一 320 一 /23a。 

从 而 所 求 外 接 球 的 体积 为 


7- 子 mm (VEa)s 一 六 mas 


求 棱 长 为 的 正八 面体 的 内 切 球 
A 


3216， 
的 体积 。 

解 ”如 图 ， 楼 
长 为 < 的 正八 面 
体 为 4BCODZB 丈 ， . 
0 为 其 中 心 ( 即 
对 角 线 4 .EBD 
C 瑟 的 交点 )， 则 
点 O 到 各 顶点 
的 距离 相等 ( 参 
照 上 题 )， 从 点 O 向 平面 4B0 引 垂 线 0G， 
则 因 04=OB=00 可 知 G 是 人 4BC 的 外 
心 。 又 因 人 4BC 是 正三 角形 , 其 重心 和 外 心 
是 同一 点 ,从 而 G 也 是 人 A4BC 的 重心 。 设 边 
BC 的 中 点 为 M, 则 


4M 一 /TB co 一 (全 ) 


又 由 04?+TOP? 一 4D2， 知 2.042 一 02， 
2 
“ O42 = 与 ， 
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OG2=042 一 4G:= 写 - (2 
(CA) 
~ 工 o 
62， 
本 全 O 二 < 
/6 


同 理 , 从 O 〇 向 各 面 所 作 的 垂 线 长 都 是 -7 ， 
所 以 正八 面体 的 内 切 球 就 是 以 2 为 球 心 ,， 半 
径 为 -二 的 球 . 其 体积 了 为 


六 & 03 


| 
w6 -5 

3217 . 用 一 平面 把 半径 为 ， 的 球 截 成 两 
个 部 分 。 全 生生 全 
饼 的 曲面 面积 和 球面 
面积 的 比例 中 项 ， 求 
球 心 到 这 个 平面 的 距 
离 。 

解 ”用 一 平面 把 半 
径 为 了 的 球 截 开 ， 设 
截 口 圆 周 上 的 一 点 为 
4 截 只 圆 的 圆心 为 
了 ， 球 的 球 心 为 0, 过 点 也 号 BC (如 
图 ), 球 心 到 截面 的 距离 为 w， 则 因 A4BC 是 
直角 三 角形 , 从 而 

4BP2 一 BO.BD, 402 一 BO.OD。 
又 BD=7+2 CD=7 一 2 BC 一 2y， 

“， 4B2 一 27( 人 十 轨 ，40C2 一 27 (7 一 2) 。 

设 优 球 缺 的 曲面 面积 为 83， 劣 球 缺 的 曲面 
面积 为 $， 球 面 面 积 为 $， 则 

SI 一 .4B2 一 2ry 人 十 2 〈 问 题 3192)， 

So 一 ZLC2 一 2my( 人 7 一 四)， 

人 一 4or72。 

由 题 设 Sz:Si 一 Si:S， 可 知 

2rx7(7 一 和 0) ;27 (十 Z) 一 20707 十 0) 4772 

即 (7 一 Z) :7 十 2Z) 一 (十 2Z) :27， 
(人 十 Z 一 27 (7 一 2 。 
十 478 一 人 2 一 0. 
出 于 z>0, 所 以 
g 一 一 27 十 \ (27)3 十 妆 一 (V5 一 2)7。 
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祭 。 杂 题 


3218. 把 正六 边 形 4BCDBE2 绕 对 角 线 
4 了 旋转 , 则 线段 BC 旋转 而 成 的 曲面 面积 是 
线段 4 刀 和 CD 分 别 旋 转 而 成 的 两 个 曲面 面 
积 之 和 。 

解 设 4D 的 中 点 
为 则 点 CQ 就 是 正 
六 边 形 4BCDZP 克 的 
中 心 ， 它 到 边 4B、 
BO、CD 的 距离 0G、 
OH、OKE 都 是 相等 
的 . 再 设 点 B、C 在 
4 上 的 射影 分 别 为 Bf、C'， 则 名 下 是 . 
正三 角形 ,点 如 就 是 04 的 中 点 . 又 AOCOD 
是 正三 角形 , 点 C' 就 是 0 也 的 中 点 。 设 线段 
4B、HBC、CD 旋转 而 成 的 由 而 面积 分 别 记 为 
面积 4B、 面 积 BC、 面 积 CD, 则 

面积 4LB=2x.09.4B1， 

面积 BO= 2r.0 瓦 .BO1， 

面积 CD 一 2 .0 到 .CD (参照 问题 3187)， 

'。， 面积 BC=2r.0 互 .(0B' 二 OO 
一 2x.0 也 .0B' 十 2w.0 刀 .00/ 
一 2.09.45 十 280 区 .0D 
一 面积 4B 二 面积 0D. 

3219. 已 知 以 4 为 直角 的 直角 三 角形 
4B0 的 两 边 4B、4C 的 长 分 别 为 8cm、 
巧 em。 如 果 把 这 个 三 角形 绕 斜 边 BC 旋转 ， 
试 求 所 成 旋转 体 的 体积 。 一 个 半圆 切 于 两 边 
4 和 4C, 且 圆 心 在 BO 上 ， 试 求 这 个 半 男 
绕 3C 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 。 


解 ”5602 一 4B2- .4402 一 82- 直 152=289， 
BO = 吕 5 一 17. 
设 由 取向 SC 所 引 的 垂 线 , 其 垂 足 为 盖 则 
BC.4D= 4B.4C。 
即 -17.4D 一 8x15， 
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设 A4BC 绕 BC0 旋转 所 成 旋转 体 的 体积 为 | 所 以 


cm?， 线 段 4C 绕 BO 旋转 所 成 曲面 的 面 
积 用 面积 4C 表示 , 则 


Ji 一 也 . 面 各 40.4B (问题 3200) 


= 也 m.(4D.40).4B (问题 3161) 


一 二 zx 2 J20 x15x8= :00 。 


5 
X3.1416837 .04(cma3) 。 


IT4400 
”一列 


其 次 ， 设 内 切 于 4 和 4C, 且 圆 心 在 BC 
上 的 加 的 圆心 为 0， 这 个 圆 和 4LC 的 切 点 为 
刀 ， 则 O 刁 1 B4，4 万 :ECO= BO:OC， 又 4O 
是 4 的 平分 线 ，BO:OC 一 .4B:4C. 

名 4BE:DEO 一 4DB:4C 一 8:15， 

8 8 TI20 
人 


因为 CO4 妃 是 化"，~4O 刀 也 是 人 5 所 以 
O 了 一 4 已 ， 即 


.4 五 一 


T20 
0 


人 O 的 体积 了 acms 为 
120 \* 6912000 
Fo= 半 0 (于 及 ) - 35650E 
~ 2 x3.1416594.91(cma). 
3220. 边 长 
为 4 的 正 五 边 形 
以 其 一 边 为 轴 旋 
转 ， 求 这 个 旋转 
体 的 体积 . 

- 解 如 图 ， 设 
边 长 为 @ 的 正 五 
边 形 绕 一 边 CD 
旋转 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 到。 现 从 4、 忆 
向 CD 引 垂 线 , 其 垂 足 分 别 为 叉 、G。 对 角 线 
4C 和 DB 的 交点 为 互 ， 4 到 和 了 8 的 交点 为 
互 , 则 由 厂 4B= 有 B4=36。 可 知 
如 4 一 古 B，HC 一 刀 刀 
DB4 万 = BE4=79。 

可 知 五 互 一 4 届 

所 以 ， 4E= 4 一 万 了 = EC 一 a。 
设 忆 4 一 万 B 一 z， 

则 BEB=zTa， 4BP 一 36。 


又 由 


人 万 4B 人 4DD. 
4_ -4P 即 艺 -- 4 
4 万 万 太 ， QG 0H4” 
ZX 十) 一 02，22 十 ao 一 02 一 0， 
一 0 十 oa2 二 402 /一 1 
和 


(2Z>0)。 
从 而 
40= .B 了 一 
4 万 ?= 40O2 一 0 
/[/ 避 +T1 \2 /ay 
ss 2 “) 的 
5-3/5 ， 
人 


w\ 5 十 1 


<+a 一 一 5 一 Gy 


\/5 -1 
2 


/RTV/ 去 
47-YEEE。 


又 由 BBN CD 可 知 


(w 5 一切 十 2 
-2 .v5+2v5 
<、/ 5 十 1 2 
_V5+2\/ 5 
/5 十 工 
= 工 V5+2VS(v 下 -Ja。 


设 四 边 形 4BC8 绕 CP 旋 转 所 成 旋转 体 
的 体积 为 已， 梯形 GF4 绕 OPD 旋转 所 成 
旋转 体 的 体积 为 了 2, 直角 三 角形 GCB 绕 OD 
旋转 所 成 旋转 体 的 体积 为 Fa 则 所 求 的 体积 
六 是 刀 的 两 倍 ， 而 五 又 是 了 2 减 去 了 3 所 得 
的 差 。 由 于 


GZ 一 BE 一 了 DB- 5+I >a 


CO-=GPB_CF-5+lL。 


由 问题 3172, 知 ， ， 


732 
Fa 一 也 mr(472 十 4 万 .BG 二 BG2) .G 
1 Tv5+3w/ 三 
= 喜人 亲 c 
v5+2/5 
3 
v5+2v5(Vv5-1Da 
和 


十 


w/ 5 二 23/(wV/ 百 ~1)av? 
Geass 用 
/5 上 LIL 
0 
T1/5 二 3w/5 ,5+T3wV/ 末 
忧 4 十 8 
10 二 3、/5 
”站 一 
1 54+2/5 VS5+1 


各 一 外 emotsiy 全 aaa 


5 3 
_15 上 +7wV5， 3 
人 


本 人 IC3 


又 由 问题 3159， 知 
7s= 豆 sr.B5G2.6GC 


工 5 十 2/5.(V5-1) 
-人 CE 
1 


工 .5+TV5.V5-1 8 
3 至 


有 一 271 一 32(72 一 六 3) 
Co 
(于 人 ro- aa) 


一 人 orC3。 


3221， 求 边 长 为 4 的 正六 边 形 以 其 一 边 
为 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 . 

解 ” 设 边 长 为 的 正六 边 形 4BODBF 以 
其 一 边 0D 为 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 为 
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7， 从 吴 及 瑟 向 CD 引 垂 线 ， 其 垂 足 分 别 为 
G 互 。 连结 4C、 
了 D, 则 4C、FD 
都 垂直 于 CD. 设 . 
这 个 正六 边 形 的 
中 心 为 0, 4C 和 
OPB 的 交点 为 五 ， 
则 四 边 形 4BCO 
是 菱形 , 4C 和 
OPB 互相 垂直 平分 ， 又 因 人 4B5O 是 正三 角 
形 , 所 以 


BO 一 4 一 a， 


Cg 
了 到 豆 。 


从 而 CC= 了 BE，，… GO= 卫 . 


又 4E-vIBBm -Wo 


一 一 7 CG 


2 
,…， LO-3.4K-3.。 = 一 3 oa。 


本 
又 BG 一 KCO=4 互 ，.…. BG=-s <. 


同 理 ， D 杞 =- 吨 ， 万 也 一 /3u， 2 

设 抢 形 动 以 CD 为 轴 旋 转 所 成 旋转 
体 的 体积 用 体积 4CDZ 表示 ,， A4BOC 以 CD 
为 轴 旋 转 所 成 旋转 体 的 体积 用 体积 4BC 表 
示 , 余 类 推 , 则 所 求 体积 为 

了 一 体积 4CDE 上 体积 4BC 
十 体积 也 不 
体积 4OD8 一 az.402.CD=m(V3a)3.a 
一 3zc23， 

体积 4HO= 体 积 CO4ZB 一 体积 GOB 


= 亏 r(BG? 十 BG.40OT409.GC 
-- 豆 .BCG2.GO 
一 末 z(3G.40+409 .GO 
-了 [svger(vSo] 


一 工 aa? (问题 3172，3159)， 
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体积 刀 刀 万 一 体积 4BO。 
35 一 3zo? 十 3X 工 mop 一 公 az。 

3222- 已 知 边 长 为 56 的 正六 边 形 
4BCDZ8 和 通过 D 且 垂直 于 4D 的 直线 
屋 Z,， 求 这 个 正六 边 形 以 和 了 为 畏 旋 转 所 成 
旋转 体 的 体积 。 

解 作 230 的 延长 线 交 居 Z 于 G, 刀 刀 的 
延长 线 交 于 互 ， 则 BCG、F 互 都 垂直 于 
YY。 设 4 的 中 点 为 0, 0OD 和 0ZB 相交 于 
五 , 则 因 四 边 形 CCD 太 是 菱形 , 知 OD 和 0C 卫 
互相 垂直 平分 。 又 因 人 0OCD 是 正三 角形 , 故 
有 


/本 
KD= 王 CQ) OK 瑟 = Q。 


。 CG 瑟 万 一 号 ， 


于 aa 
DG 万 万 一 一 “十 王 了 卫 ) 


</3 
4D=20a， CD-> 二 C。 


天 一 和 好 和 


xX 瑟 

设 正 六 边 形 绕 到 也 旋转 所 成 旋 
转 体 的 体积 为 了 , 并 把 四 边 形 4BOD 绕 王 了 
旋转 所 成 旋转 体 的 体积 用 体积 4BCD 表示 ， 


则 
矿 = 体 积 4BCD 二 体积 47BD 


一 3. 体积 4BCD. 
体积 4ECD= 体 积 4BGD 一 体积 CGD 
《参照 问题 3159，3172) 

= 亏 mw(BG2 二 BG.4DT4D2) .GD 


工 


一 可 0G GD 
-Go 人 Jeoreo 
<\/ 3 工 aa AAS3 
x23 ea -于 r( 引 23。 


733 
3、/ 3， 


这 3 WEQ3 》 


/可 
区 拓 一 2x、 9 mat 一 3 IC3。 
3223， 


过 边 长 为 4 的 正八 过 形 以 其 一 边 
为 轴 旋 转 所 成 旋转 
体 的 体积 . 

解 设 正八 边 形 
4PBOCDD 万 克 G 万 以 
边 为 轴 旋 转 所 
成 旋转 体 的 体积 为 
7. 延长 30 交 DB NS AL 
于 点 鼠 ， 延 长 GZ 5 了 
交 了 于 点 7 连结 4D\ 刀 娘 ， 则 BR、4D、 
五 如 、G 工 都 垂直 于 也 及。C 瑟 、 玖 万 都 是 以 a 
为 对 角 线 长 的 正方 形 的 边 ,所 以 


CEK=ED=-2 
v\/ 3 


LI+V3。 
人 


且 4 站 一 BOCT2G 互 一 4 十 3， 记 


BR=CKTBO- 一 7 十 w 一 


一 (十 3)a。 
闭 把 四 边 形 4BOD 绕 忆 刀 旋转 所 成 旋转 体 
的 体积 用 体积 4BCD 表示 , 则 
瑟 一 体积 4 也 互 十 体积 4BOPD 
十 体积 GC 了 页 
一 体积 4DZB 互 +3. 体 积 4BCODD。 
体积 4D 万 媚 一 mr.4D2.D 刀 
一 zfE(L 十 3)a]?-a 一 (3 士 2/ 本 )za3i 
体积 4BCD= 体 积 4BD 一 体积 CEKD 


一 于 w(BK? 十 BK.4D 二 4D9 , 开 D 

~ 亏 msCE2.ED 

(参照 问题 3172，3159) 

= 乞 z[(BE2 一 CEK2) 

二 BR.4D+4D?]. 瓦 D 
一 也 =[(B 开 一 CK)(BR 十 CKE) 

十 五 区 .4 二 47D2] ,开刀 
一 季 =(B0.4D+BK.4D+4DN 下 
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工 订 、，I 二 3 
-了 xj. (十 w/ 2 )+ 一 7 于 一 4 


.xx (L 二 WV 了 )a+[GL+ V3)a? 
x_a_ 3 十 2、/ 忆 罗 
、A3 2 “ 
了 一 (3 十 2、/ 3 )mra3 
3. 2 二 2 本 as 
一 2(3 十 32/ 3 )ra3 。 
3224. 已 知 也 号 
妃 分 别 是 A4BC 
的 两 边 4B、4C 的 
中 点 ,如 把 A4B5C 
以 BC 为 轴 旋 转 ， 
试 求 A4D 刀 旋转 


二 


矶 方志 记 C 


所 成 的 旋转 体 体积 和 梯形 DBC 尽 旋转 所 成 ， 


旋转 体 体积 之 比 。 
解 设 由 4 向 BC 作 垂 线 , 其 垂 足 为 也， 


点 王 在 BC 上 . 再 由 愉 、 妃 分 别 向 BC 作 垂 ， 


线 , 垂 足 为 刀 、 丈 ， 于 是 
DD' 一 BB' 一 也 4 有 DB 一 于 BO， 


二 ,一 工 5 ， 工 5 
，BD' 一 于 BF， 0 一 言 CF。 


如 把 A4BC 绕 BC 旋转 所 成 的 旋转 体 的 体 


积 用 体积 4BC 表示 , 则 
体积 4B0 一 体积 LB+ 体积 40F 


一 于 .472.BD 十 本 472.C 


一 本 .4 有. (37 十 OP， 


人 一 本 47?.BO， 


体积 DBOZ = 体积 疡 D 瑟 万 十 体积 DBD/ 


十 体积 3D 奴 ' 
一 TDD?2D 妇 二 可.DD2.BD 
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一 所 .4712 .BO 和 。412。 了 8 十 CO 
5 4 BCT+ 4 了 7 可 


一 一。 2 十 一 -~-。 人 
一 一 。 4 万 2。 PC 十 一 4 厅 2 。 BC 


一 二 .472.B0， 


。。 体积 4 万 
一 体积 4BC-- 体 积 DBOCZB 


一 工 .,472 .BC 一 和 .472. 
吕 479 .BO 一 各 .479 50 
~ 节 .LZ2.BO 


因而 “体积 4D 画 :体积 DBCOB 
一 子 ,472 BC:5 .47?.BC-1:1。 


其 次 , 如 从 4 向 
3C 作 垂 线 , 其 垂 足 
厂 在 边 BC 的 延长 

体积 4BO= 体 积 4BF~ 体 积 4CT 

一 可 472. (也 古 ~CF) 一 可 472.BO 
体积 DBOZB 一 体积 刀 D' 瑟 ' 召 
十 (体积 DBD' 一 体积 BCOB) 


可 到 ， 5 -2 1472 2 人 OP 
有 4 万 2 BC 了 44 厅 和 


一 、 4 达 2。 -人 .4 达 3。 
8 4 克 20 二 玉 623。 DO 


一 他.47?.BO， 
体积 4 忆 刀 一 体积 4BC-- 体 积 也 BOC 鸡 
一 车 .472.50. 


.…- 体积 4DD 瑟 :体积 DBOB=1:1. 
3225. 已 知 卫 是 人 4ZBO 的 边 4C 上 的 


| 一 点 。 把 A4EC 以 BO 为 轴 旋 转 ， 如 果 


A4PB 旋转 而 成 的 旋转 体 体 积 和 人 PPBC 旋 
转 而 成 的 旋转 体 体 人 太 


上 | 积 之 比 是 mm:2， 试 
求 4P:PO。 R 
解 由 4 及 P 分 [一 一 改 。 


别 向 BC 作 垂 线 、 立 


垂 足 是 也 和 @。 设 人 4P 巨 绕 B0 旋转 所 成 
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旋转 体 体 积 用 体积 4PB 表示 , 则 
体积 4BC= 体 积 4BD 十 体积 40OD 


= 椰 wz 4D2.BD 十 于 mr4D2OD 


一 却 .4D2,.(BD 上 COD) 


=- 亏 mw.4D2.BO， 


体积 PBC 一 体积 PB9+ 体 积 POQ 
一 末 rwPO2-BG+ 到 mPG2.09 
一 到 一 P92(39+09) 


= 子 xm.PO2.B5C， 


.…。， 体积 4BP= 体 积 4BC 一 体积 也 BC 
一 也 mr(472 一 Po .BC 
由 于 体积 4BP: 体 积 忆 BC=mmzmy 所 以 
子 r(4D2 一 PO9 . BC 


污 mr PG2.BC 一 MI 


即 (4D2 一 P@2) : PC2 一 7 
“， 0(4D2 一 Pe2) 一 人 -PP92， 
ML4D2 一 ( 思 十 0) .PPO2， 
470j2 名 十 外 


4O- PC NA 以 和 ， 
PC AAA 
即 4P _ 人 /人士 % 一 以 么 ， 
PRO5 /7 
然而 
\/ 允 十 0- 一/ 克 
A 
《以 人骨 十 9 十 以 到 ) (了 0 十 克 一 人 /到 ) 
(VW 员 十 册 十 A) 


31 
十 以 ( 驳 二 网 人 


4 mm 
POCO 9 十 (十 人 7 
即 ”4P:PO 一 Mr:7 十 (十 %)。 

3226. 在 平行 下 边 形 4BCD 中 ，4B 一 
2 BC 一 5。 设 这 个 平行 四 边 形 绕 BO 0 旋转 所 
成 的 旋转 体 体 积 为 
7， 绕 CD 旋转 所 成 
旋转 体 体 积 为 广 *, 求 
六 1 

解 从 4、 刀 分 别 
向 BO 作 垂 线 ， 其 重 机 
足 为 召 石 . 又 从 4、 吾 分 别 向 CD 作 垂 线 , 其 
垂 足 为 G 万 设 人 A4B 妨 绕 30 旋转 所 成 旋 
转 体 体积 用 交 sco4B 环 表示， 人 A4DG 绕 CD 
旋转 所 成 旋转 体 体积 用 Fep)4DG 表示 , 则 
太一 sc)4 再 8 十 Faco)4B 书 

-一 FaoDOZ . “ 
人 4DBTF2A 人 人 DOP ， 
(ao)4B 万 一 FacDCOT ， 
:太一 pad 再 7D 一 rr.4B2. 万 及 
一 和 .4 了 2. BO。 
又 Ja=7cp4BFG 二 Focp4DG 
一 Fop)BC 。 
Ad4DGzAECHE， 
ep)4DG 一 六 op)BOC 
:了 一 epdBEG 
一 mLG2.G 万 一 .4G2.DO， 
JP， mw-4B2.BC 2 2 BO 
三。 .4dG2.DOC 8/ 区 
BC.4 万 一 DO.4G， 


昌 自 


由 于 


由 于 


但 是 


53227. 三 角 
形 以 其 所 在 平面 
上 (不 通过 该 三 
角形 的 直线 为 2 | 
轴 旋 转 所 成 旋转 | | 
体 的 体积 ， 等 于 人 
这 个 三 角形 的 重 ”上 人 
网 性 汪 全力 
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面积 的 乘积 。 

解 ” 设 人 4BC 绕 如 图 所 示 的 直线 XZ 旋 
转 。 由 顶点 4、B、C 和 重心 G 分 别 向 直线 
习 了 作 垂 线 ， 垂 足 为 4、 忆 、C、G9。 再 设 
A4BC 绕 开 了 旋转 所 成 旋转 体 体积 用 体积 
4BC 表示 ， 目 44 一 ga BB' 一 0 CO 一 0 
GG' 一 9 则 

体积 4BC= 体 积 4BB'4' 十 体积 44CC 

一 体积 BBCO 

= 记 (2 十 0D 十 D2) 40B; 
+ 部 2(a2 十 GaC 十 c2) 4 
一 至 w(024Do 二 co .BO 

于 ar[(i2 十 @ 十 节 ) ,41B; 
十 (2 十 ac 十 c2) .4 
一 (22 十 pe 十 c2) (4B' 二 LOD] 

=- 也 zff(a2 十 o 十 22) 一 ( 刀 十 be 二 oo)] 
x 4"B' 二 [(a2? 十 ac 十 c2) 
一 (2 二 DC 上 ceo].4C4 

=- 亏 V[(e 一 c) (G 十 0 十 c) 4 吾 ' 
二 (一 2 芒 (c+DTo 4O9] 

= 子 zc 二 8 十 cj)[(g 一 o) .4B 
十 (一 D) .4 。 

由 于 ap 十 c 一 39, 且 
(一 0) .4 二 (一 站 4 

一 [(a 十 D) 一 (十 c)] 40B 十 [Toc) 
一 (2 十 0] .4C7 

一 (G 十 0) 4B' 二 cd 
一 (二 c) (4BIT4OC 7) 

oa (CT+D 4B To LO 
中 2 马 


必 CH9 .B'O; ] 


一 2 [梯形 4BB'4' 的 面积 
十 梯形 44'C'C 的 面积 
一 梯形 BBC 的 面积 ] 
一 2. 人 4B0 的 面积 ， 
所 以 


体积 4HC= 地 r.3g.(3A4BC0 的 面积 ) 


一 2zg. 人 4BO 的 面积 。 

3228， 正 多 边 形 以 其 所 在 平面 上 (不 与 
该 多 边 形 相交 ) 的 直线 为 轴 旋 转 所 成 旋转 体 
的 体积 ， 等 于 正 多 边 A 
形 的 中 心 绕 直线 旋转 
而 成 的 圆 的 周 长 和 这 
个 正 多 边 形 面积 的 乘 
积 。 

解 设 正 4 边 形 
4BCD 万 … 的 中 心 为 
0, AO4B、AOFBC、 
AcOcD、 … 的 重心 分 别 为 G1、 G2、 Go、 1 在 
这 个 正 %” 边 形 所 在 的 平面 上 且 不 切割 这 个 正 
多 边 形 的 直线 为 人 了 。 从 GI\G2、G3、… 分 别 
向 了 Z 所 作 的 垂 线 长 为 9、9g2、9s 从 0O 
向 室 了 所 作 垂 线 长 为 9. 如 果 把 人 O4B 绕 
民 了 旋转 所 成 旋转 体 体积 用 体积 4BC 表示 ， 
则 册 上 题 知 

体积 4BODZ… 一 体积 O4B 二 体积 OB0 

十 体积 OOD 士 … 

一 2zgl. 人 O4 刀 的 面积 

七 2rg. 人 OFBC 的 面积 

十 2xgs. 人 人 00 的 面积 十 … 
由 于 多 边 形 4BCD 女 … 是 正 多 边 形 ， 

AO4BoAOECO2AOCDo 
所 以 体积 4BCD 万 … 一 2x 091 十 92? 十 … 十 gr) 
xAO4B 的 面积 , 
又 由 于 多 边 形 GiGsG3… 也 是 正 多 边 形 , 设 其 
中 心 为 0 则 

9i 十 gp 士 … 一 29g， 

“， 体积 4BOD 克 … 

一 2x(0ig) .人 O4 的 面积 

一 (2rg) .0A4O 万 的 面积 =2zg 

X ( 正 么 边 形 4BCD… 的 面积 ) 。 

3229. 包含 相交 于 A 
同一 点 且 不 在 同一 平面 
上 的 三 条 直线 的 贺 锥 有 
多 少 个 。 

解 ” 如 图 , 4B、CD、 

五 8 为 相交 于 点 O 且 不 
在 同一 平面 上 的 三 条 直线 。 因 点 0 把 每 条 
直线 都 分 成 两 条 半 直 线 ， 所 以 共有 六 条 半 直 


后 


ee 
的 
An 


N Pu r 


人 
一 -一 
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线 。 又 由 于 不 在 同一 平面 的 三 条 半 直 线 就 可 
构成 一 个 圆锥 ， 因 此 可 得 构成 圆锥 的 方法 如 
下 : 

首先 取 O4, 再 配 上 除 0OB38 外 的 其 他 两 条 
半 直 线 ， 就 可 得 到 四 组 : 〈O4， CC， OZ5)， (04， 
00,， OF )， (0O4，O0D，0 刀 )，(04，OD，OF )， 
它们 共 组 成 四 个 圆锥 .同样 ， 如 取 OB 也 可 
得 到 四 组 , 组 成 四 个 圆锥 .因此 共 可 组 成 8 个 
圆锥 . 

3230. 如 果 四 
面体 的 三 组 对 边 互 
相 垂直 ， 则 其 六 边 
的 中 点 在 同一 球面 
上 .。 

解 设 4B 和 CD 
为 四 面体 中 互相 垂直 的 一 组 对 边 ， 边 4 也 、 
BO.CD、D4、4C、5D 的 中 点 分 别 为 瑟 了 、G、 
瓦 、 怕 .了 则 五 FG 互 是 平行 四 边 形 。 又 因 
盏 瓦 / BD, 如 1] 4C,， 401BD, 所 以 到 如 上 
妃 F， 从 而 8G 瓦 是 矩形 。 设 这 个 矩形 的 对 
角 线 的 交点 为 0, 则 

0 了 一 0O8 一 09 一 0 万 。 

同 理 ， 玉 二 也 过 点 O， 从 而 O 开 、OZL 和 O 妇 
等 长 ,所 以 这 6 个 中 点 都 在 以 O 为 球 心 、O 刀 
为 半径 的 球面 上 。 

3231. 一 内 侧 边 长 为 2a 的 立方 体 容 器 被 
水 充满 , 首先 把 半径 为 & 的 球 放 入 其 中 , 再 放 

一 个 能 被 水 完全 济 没 的 小 球 . 车 想 使 溢出 的 
水 量 最 大 , 这 个 小 球 的 半径 应 该 有 多 大 ?由 于 
装 入 两 球 而 溢出 的 水 量 约 占 容器 体积 的 百 分 
之 几 ? 


《1) (2) 

以 立方 体 容器 4BCD-4' BC 的 对 角 线 
4C 和 C4 所 确定 的 平面 把 这 个 容器 截 丈 ， 
其 截面 如 图 (2) 所 示 。 由 于 被 水 完全 济 没 的 
小 球 C 和 以 4 为 半径 的 球 O 相 切 ， 并 且 它 
们 都 与 容器 上 底面 4BCD 相 切 ， 所 以 在 


一 一 一 or 一 一 -一 wwwoerer 一 一 es 


42) 中 圆 0 和 圆 0 外 切 , 并 且 圆 O 和 圆 0 都 
和 边 4C 相 切 。 设 圆 0 和 圆 O 的 切 点 为 8， 
则 
40'=2wv/ 3a .… 40 一 V3o， 
4S=(wV3 一 Ta。 
又 设 小 圆 0 的 半径 为 >， 则 
40' 一 3r，4S= (vv 了 31)7， 
(V3-HDe=( 3 上 tr。 
解 之 ,得 
w\/ 了 一 
\/ 3 二 I 
将 两 球 O 及 OF 的 体积 分 别 用 .六 玉 表示 , 则 
7-~ 生 ocx， = 子 mr (2 一 人 /本 )3a3。 


7 一 1 (2-- \/ 3)a， 


7 二 7 一 全 [LI (3 一/ 吾 )3]a 


一 4r (9 一 5 ~/ 3 )aa， 
故 由 于 装 入 两 球 而 溢出 的 水 量 和 容器 中 原 有 
水 量 的 比 为 
4r (9 一 5、/ 3 )as 
人 一 号 (9-5V/ 3 ) 
0.55， 


即 小 球 的 半径 为 (2 一 3 )a， 水星 购 
容器 内 全 部 水 量 的 
5550 。 

3232. 设 四 面体 的 
六 条 楼 都 和 同一 球 相 
切 ， 而 且 切 点 都 在 各 校 
上 ， 则 该 四 面体 的 不 相 
交 的 两 棱 的 和 之 间 有 什 
么 关系 。 

解 ” 设 四 面体 的 六 条 校 都 和 球 O 相 切 ， 切 
点 分 别 为 P、@、RS、T、 TI， 球 的 半径 为 光 则 
4LP2 一 47T2? 一 4S2 一 402 一 72， 

“。 4 一 47 一 4S， 

同 理 ， 


DBP 王 59= BT， 
CR=CO=O7T， 
DR 一 DT 一 DS。 
4P 十 BP 上 CR 二 D 忆 
一 4 二 CT 二 ET 二 DT 
一 LSTDS+DBOTOC9， 


ee 
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即 4BTOD=40C+BD=4D-EBO。 
因此 三 组 对 边 之 和 都 是 相等 的 。 
3233,， 已 知 一 平面 
和 一 球面 相 切 于 点 4， 
从 球面 上 的 一 点 刀 作 该 


1. 圆柱 、 圆 稚 

3236， (定义 ) 通 过 圆 0 上 的 一 点 4 引 
一 条 不 含 于 圆 O 所 在 平面 的 线 设 44 ， 且 不 
改变 44' 的 方向 , 则 当 点 4 在 这 个 圆 上 绕 一 
周 时 所 形成 的 空间 图 形 叫 做 圆柱 . 

如 圆 和 44' 垂直 时 , 所 形成 的 圆柱 叫做 直 


人 仿 - 于 :2omr' 一 mr' 一世。 
即 4、 了 3 两 点 沿 等 图 线 的 长 为 7 。 
4 卫 的 最 短 距 离 为 通过 4、 的 大 圆 且 含 
有 北极 W 的 弧 长 , 即 


平面 垂 线 的 垂 足 为 O， 
40=d4em，PBO=3em， TD _60 .2oz 一 2 
求 该 球 的 半径 。 2 < 
解 ” 设 从 点 如 所 作 平 面 z 的 垂 线 与 球面 人 
的 另 一 交点 为 也 ， 则 2 
富 40? 一 CB.OB 4N 本 
LO0=4 CB--3， 即 4、B3 之 间 沿 等 圈 线 的 长 是 4 了 3 之 间 最 短 
，OCB'>CB.。 距离 的 号 倍 。 
设 3B' 一 oz 则 
-33 二， azas- 在 地 球 O 的 北极 六 处 的 切 平面 
上 ,把 北纬 30%。 。 / 
“2 一 于 。 的 小 加 分 别 以 
故 球 的 半径 为 球 心 0 和 南极 
25 8 为 投影 中 心 
3 二 一 8 cm。 作 投 影 ， 求 由 
3234， 把 纬度 同 是 60", 经 度 是 180。 的 | 此 产生 的 两 加 
不 同 两 点 4 了 3 之 间 洛 等 的 面积 之 比 。 
圈 线 (纬度 相等 的 线 ) 相连 解 设 地 球 的 半径 为 mm， 十 乙 表 示 北 续 
的 长 度 是 4 了 3 间 最 短 距 30。 的 一 地 点 。 分 别 以 地 球 中 心 0 和 南极 8 
_ 离 的 几 倍 ? 为 投影 中 心 , 点 一 在 过 北极 站 且 和 地 球 相 切 
解 在 球面 上 ,4\3 两 的 平面 上 的 投影 分 别 为 妃 、BRn， 
点 之 间 的 最 短 距离 是 通过 则 
这 两 点 的 大 吏 的 劣 绝 长 。 因 此 得 求法 如 下 : NER>tg 60" 一 
北纬 60* 的 小 圆 直径 为 4B，4、B3 是 纬度 
为 60*， 经度 为 180* 的 不 同 两 点 。 设 地 球 的 NB 一 27 谨 30" 一 -7 本 
半径 为 z， 4 一 2 则 故 所 求 面积 之 比 为 
人 一 sin 30" 一 ， mw (VS7)2: (二 一 9:4。 
第 五 章 曲 面 体 
圆柱 。 


解 从 定义 可 知 点 4 所 描 出 的 图 形 是 和 
O 全 等 的 贺 0O"。00' 2 人.44 09' 叫做 这 
个 圆柱 的 轴 。 4.4' 叫做 这 个 圆柱 的 母线 . 母 
线形 成 的 曲面 叫做 这 个 殉 柱 的 侧面 . 玫 O 叫 
做 咖 柱 的 下 底 ， 圆 2 叫做 圆柱 的 上 底 (加 0 
/四 O).。 
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人 
人 

3237 . 圆柱 被 过 其 母线 的 平面 所 截 ， 则 
其 截面 是 平行 四 边 形 , 

解 ” 取 圆柱 的 一 条 母线 44， 用 平面 
(44 瑟 ) 截 这 个 圆柱 。 过 古 
引 母 线 了 3B', 则 44 1 .BB1 
从 而 44' 和 23B' 可 决定 一 
个 平面 由 于 这 个 平面 和 平 
面 (44"， 达 ) 重 合 ，BPB' 就 是 
圆柱 的 侧面 和 平面 (44 卫 ) 
的 交 线 ， 于 是 截面 就 成 为 
44 卫 了。 又 因为 圆柱 的 两 
底面 是 平行 的 ，4B/ 4 所 以 44'B 万 是 
平行 四 边 形 。 

注 上 面 的 平面 既 可 以 换 成 与 轴 平 行 的 平 
面 , 又 可 以 换 成 售 有 轴 的 平面 。 

3238. 用 与 底面 不 相交 的 互相 平行 的 
个 平面 截 圆 柱 ， 则 这 两 个 甩 
稚 口 相等 。 

解 ”因为 平行 直线 被 两 “入 
个 平行 平面 所 截 长 度 相 
等 ,所 以 把 圆柱 4LBO- A: 
4BOC' 用 与 底面 不 相交 的 
两 个 平行 平面 去 截 ， 各 母 
线 被 这 两 个 平行 平面 所 截 A 
取 的 长 度 均 相等 。 如 把 这 
个 长 度 记 作风 把 两 个 截 口 记 作 41BIC 和 
42B2x22， 则 把 截 口 4iBiC1 沿 母 线 平行 移动 
2 就 和 截 口 42Bz02 便 合 。 

.和 截 口 41B1Ct 
2 截 口 42PBz02。 

3239. 圆柱 被 与 底 平 


行 的 平面 所 截 ， 则 截 口 和 人 
底面 全 等 。 “ 
解 如 果 吏 柱 4BO- 只 C' 


4BC' 被 一 个 平行 于 底面 怠 
的 乎 面 41BiCx 所 裁 , 则 这 个 圆柱 被 分 成 两 个 
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圆柱 , 即 4BC-41BIC 和 41BICO-4BC' 因 
为 圆柱 的 两 个 底面 是 相等 的 ,所 以 

上 底面 4BCc2 鹤 面 41BiC1 
及 截面 41BIO 弓 下 底面 4'BO。 

3240. 如 果 斜 . 
柱 被 含 轴 的 平面 所 
截 ， 则 在 斜 圆柱 的 轴 
截面 中 ， 最 大 的 截面 
是 算 形 。 

解 设 斜 圆 和 柱 
4BO-4'BC' 上 底面 
4BC 的 中 心 为 0, 下 
底面 4FBC 的 中 心 
为 0, 00' 就 是 这 个 斜 圆柱 的 轴 。 过 点 DO 作 
垂直 于 00' 的 直径 BD, 作 一 个 含 O0 人 BD 的 
平面 把 这 个 斜 圆柱 截 开 ， 设 截面 为 BB'D'D. 
再 作 一 个 含有 OO'， 但 不 含 BD 的 任意 截 
面 , 设 截 面 为 44CC, 则 BB'D'D 和 44CO 
都 是 平行 四 边 形 。 因 为 BD 在 与 00' 垂 
直 的 平面 上 ， 所 以 23PD100 因而 BD1 
了 3B', 所 以 平行 四 边 形 BB'D'D 就 是 矩形 , 其 
面积 为 妞 D" OO0 。 另外 , 40 与 00' 不 垂直 ， 
平行 四 边 形 44'CC 不 是 矩形 ， 如 从 点 O 作 
4 的 垂 线 O 瓦 ， 则 平行 四 边 形 44OC 的 
面积 等 于 4C".O 叫 。 因 为 B'D'、4L'C' 都 是 底 “ 
面 的 直径 , 它们 相等 , 但 是 00' 比 O 互 大, 所 
以 刀 D'.00'>40.0， 即 截面 BB'DJD> 
截面 44CC. 所 以 在 含 轴 的 截面 中 ， 

了 


最 大 的 截面 是 扼 形 
DBPBOD 也 。 、 人 
3241. 如 果 斜 
圆柱 被 含 轴 的 平面 
所 截 ， 则 在 这 些 截 
面 中 ， 最 小 的 截面 
是 垂直 于 底面 的 截 
面 。 人 
解 设 针 圆柱 
4BC-4BC 上 底面 4BC 的 中 心 为 0, 下 底 
面 4323C 的 中 心 为 0，O0' 是 这 个 圆柱 的 
轴 。 从 0 点 向 下 底 而 43B3'0 作 垂 线 O 丈 ,用 
平面 (00，0 互 ) 截 斜 圆柱 , 则 其 截面 44COC 
是 平行 四 边 形 且 与 底面 垂直 , 其 面积 为 4C7- 
0O 妃 再 用 含有 OO 但 不 含 O 豆 的 任意 平面 
截 斜 圆柱 , 其 截面 BB 人 人 是 平行 四 边 形 , 从 


740 


O 作 习 7 的 短线 O， 则 其 面积 = 互 D。 
CO. 因为 4C、BD 都 是 底 圆 的 直 每 ,它们 
相等 .又 截面 刀 亿 不 和 底面 垂直 , 因而 有 
O 互 <O 玉 ,所 以 40'.0 刀 <B'D' OK。 

'， 截面 44COC< 截 面 BB'D'D， 
即 在 用 含有 轴 的 平面 截 斜 圆柱 所 得 的 截面 
中 ， 与 底面 垂直 的 截面 最 小 。 

3242， 在 斜 圆柱 的 轴 截 面 中 ， 最 大 的 截 
面 和 最 小 的 截面 互相 
垂直 . 

解 设 斜 园 柱 
4BC-4'BC' 上 底面 
4BC 的 中 心 为 O, 下 
底面 43BC 的 中 心 
为 0, O0 是 这 个 斜 
圆柱 的 轴 。 从 点 O 作 
下 底面 43BC 的 垂 
线 O 玉 , 用 平面 (00 ,0 克 ) 截 斜 贺 柱 ,所 得 截 
面 44CC, 就 是 这 个 斜 圆柱 轴 截 面 中 最 小 的 
截面 (参照 上 题 ) .又 在 下 底面 42B'C 上 , 从 
0 引 4 的 垂 线 和 下 底面 圆周 相交 于 避 、 
忆 ， 则 在 平面 (00，2 DZ) 截 斜 圆柱 的 截面 为 
也 B'DD. 由 于 B'D' LO 万 B'D'1LO 玉 所 
以 如 DLL(O 互 0 五 )， 从 而 BD' 100'. 故 
截面 BB 亿 思 是 矩形 ， 是 斜 圆 柱 轴 截 面 中 最 
大 的 截面 (问题 3240) 。 因 平 面 (2O' 互 ，O 万 ) 
和 截面 44'CC 是 同一 平面 ， 

.…。 也 截面 44OO。 
从 而 “截面 BB'D'D 1 截面 44CO， 
即 在 斜 圆柱 的 轴 裁 面 中 , 其 最 大 的 截面 和 最 
小 的 截面 互相 垂直。 

3243. 如 果园 柱 的 两 个 轴 截 面 都 是 抑 
形 , 则 这 个 贺 柱 是 直 圆 柱 ; 否则 这 个 圆柱 是 斜 
三 柱 ， D 
- 解 设 圆柱 的 两 个 轴 截 
面 分 别 为 矩形 44CC 和 
PPB'IDID。. 

因 .44'140, 4 1 O01 
。0O0'1 40。 
又 BFB'1LBD,，BB' 1 OO， 
，00'1BD，、 LA 
00' 上 平面 (40, BD， A 一 区 
即 00'.| 底面 45C, 因此 这 个 圆柱 是 直 
柱 。 


4.B'C' 的 中 心 为 0 
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如 果 截 面 44CO、 SBD'D 中 ， 无 论 哪 一 
个 如 44CO 不 是 矩形 则 44' 与 4C 不 
垂直 。 从 而 00' 与 4O 不 垂直 ，OO 与 底 
面 4BC 不 垂直 , 因此 这 时 的 圆柱 是 斜 加 
柱 .。 
3244. 圆柱 的 侧面 关于 轴 的 中 点 对 称 。 
解 ” 设 圆柱 4BC- 
4BO' 上 底 4BC 的 
中 心 为 O, 下 底面 


00' 是 这 个 圆柱 的 轴 ， 
设 00' 的 中 点 为 0， 

取 圆 柱 侧面 上 的 任意 
一 点 己 , 过 点 卫 作 这  ， 
个 圆柱 的 母线 BB， 

则 平面 (00， 忆 ) 截 贺 

柱 的 截面 BB'C'C 是 平行 四 边 形 (问题 3237)， 
0O" 就 是 口 BBCC 对 角 线 的 交点 。 由 于 BB/ 
上 的 点 已 关 于 点 0” 的 对 称 点 @ 在 CC' 上 ， 
因而 4 在 这 个 圆柱 的 侧面 上 ， 所 以 圆柱 的 侧 
面 是 关于 00' 的 中 点 0” 对称 。 

3245. 过 圆柱 侧面 上 的 一 点 。 作 这 个 国 
柱 的 切面 。 

解 [作法 ] 

设 圆柱 4LBC- . 
4B0C 侧面 上 已 
知 点 为 忆 ， 过 点 
卫 的 母线 为 BPB ， 
轴 为 00"。 过 点 
卫 作 一 个 与 底面 
平行 的 平面 o， 
则 截面 和 底面 圆 
相同 ， 设 这 个 截 2 
面 和 00 的 交点 为 0 则 Ci 就 是 这 个 截面 
的 圆心 。 在 平面 ww 上， 过 点 三 引 圆 Or 的 切 
线 P7, 设 BB' 和 227 确定 的 平面 为 pb, 则 8 
是 过 已 知 点 已 且 和 圆柱 4BC-4BC' 相 切 
的 平面 。 

[证 明 ] 在 平面 8 上 取 不 在 BB' 上 的 任 


i| | 意 -一 点 9, 从 点 9 作 ZP 的 平行 线 和 五 B' 相 


交 于 BP'. 再 在 平 而 (BB'， 00'7 上 , 从 点 P' 作 
PO; 的 平行 线 和 00' 相交 于 0x. 因为 Pi@1 
PT，P'Os/ POy 所 以 平面 (PQ,，P'O2) 1/ 平 
面 w, 从 而 平面 (P'9@，P'O) 截 圆柱 的 截面 和 
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圆 0O1 全 等 ， 它 的 中 心 是 0O2。 因 此 ,由 PT 
ZOu 可 知 P6P'O，，P9 是 加 02 的 切线 ， 
已 知 点 乡 在 圆 0 的 外 部 ， 因 而 点 8 也 在 这 
个 圆柱 的 外 部 。 这 就 是 说 , 在 平面 8 上 而 不 
在 直线 BB' 上 的 所 有 点 都 在 圆柱 的 外 部 ， 所 
以 平 而 B 和 圆柱 只 有 一 条 直线 BB， 即 平面 
B 就 是 这 个 圆柱 的 切面 。 

3246,， 过 圆柱 外 部 的 已 知 一 点 ， 作 这 个 
圆柱 的 切面 。 

解 ” 设 点 己 是 贺 
柱 4BO-4BC 外 
的 已 知 点 ， 这 个 贺 
柱 的 轴 为 CO0`. 过 
点 卫 作 与 这 个 贺 
柱 底面 平行 的 平面 
co 则 平面 w 截 开园 
柱 的 截面 和 底面 全 
等 , 设 截面 和 00 的 交点 为 O1， 则 Oil 就 是 这 
个 蕉 面 的 中 心 . 在 平面 wk 上 , 从 点 天 2 引 圆 Or 
的 切线 PIT1 及 PT72， 设 过 了 Ti 及 了 2 的 圆柱 的 
母线 分 别 为 BEB' 和 DD', 则 平面 (PT1 瑟 B) 
及 (PT2> 也 D) 都 过 已 知 点 已 . 且 和 这 个 贺 柱 
相 切 。 事实 上 ， 和 上 题 一 样 可 以 证 明 ， 平 面 
(PT1， BTD) 和 圆柱 只 有 一 条 公共 直线 B'， 
平面 (PT 7DDP') 和 圆柱 只 有 一 条 公共 直线 
忆 D/。 

3247 ， 过 圆柱 轴 截 面 上 的 两 条 母线 分 别 
作 贺 柱 的 切面 ， 则 
这 两 个 切面 平行 . 

- 解 设 在 圆柱 
LEBC-L4'B 人 的 轴 
(007) 截 面 上 , 母线 
为 GBPB'、 站 D ， 过 
3BB' 且 切 于 圆柱 的 
平面 为 w 过 疡 有 
县 切 子 圆柱 的 平面 
为 B 则 w 含 有 从 五 所 引 上 底面 加 O 的 切线 
DB, 68 含有 从 刀 所 引 上 底面 圆 0 的 切线 刀 刀 
《问题 3245)， 于 是 3 刀 和 DZ 都 垂直 于 圆 O 
的 直径 BD, 所 以 BB1 DBF 又 因 B、DD' 
都 是 圆柱 的 母线 ，BB' 1 DD'， 

"。 平面 (3 ，B 克 ) /平面 (D'， DZ)， 
即 平面 c/ 平面 8. 

3248. 已 知 在 半径 为 5ccm 的 直 圆 柱 侧面 
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解 过 母线 4B3, 作 圆 柱 的 
展开 图 , 设 点 4 的 对 应 点 为 
41、42， 点 的 对 应 点 为 Bl、 


上 有 一 点 4, 在 点 4 铅 直 向 上 5cm 的 点 刀 。 
了 2 则 
414: 一 2ra， 


如 把 线 的 一 端 系 在 点 4， 沿 圆 . 
柱 卷 一 周 , 另 一 端 系 在 点 B, 求 人 > 
该 线 的 最 小 长 度 ， 胸 

42B2 一 5。 中 . 
.41Bj 一 芒 困 5 殉 ~/ 防 且 于 更 ， 
即 所 求 线 的 最 小 长 度 是 /3555 十 丈 (com) 。 


3B, Ba: 
Ai A> 


3249. 设 直 圆 柱 被 过 轴 上 的 一 点 O, 且 
和 轴 成 45” 角 的 平面 所 鹤 的 截 口 曲线 为 C， 
被 过 点 O 且 平 行 于 底 的 平面 所 截 的 截 口 曲 
线 为 五 ,，C 和 五 的 交点 为 奴 召 .如 果 过 点 4 
沿 母 线 把 直 圆 柱 的 侧面 截 开 ， 并 展开 在 平面 
上 , 问 曲 线 0 成 什么 曲线 ?并 画 出 图 形 。 


解 设 ? 为 贺 素 的 半径 , 也 为 瑟 上 的 一 
点 ,和 卫 在 同一 母线 上 的 纺 为 则 线 已 上 的 一 
点 . 从 名 向 直径 4B 引 垂 线 98B， 则 了 PR 
4B, 从 而 人 PEQ 就 是 这 两 条 曲线 O 忆 所 在 


REz 


人 
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平面 构成 的 二 面 角 , 且 人 PRG 一 45"， 


…， 9 一 上 R。 @ 


又 设 ~PO4=z。， 则 
万 有一 POgsinz 一 9Sin2?， 

…， PO=7sin2" 人 由) 
当 点 了 在 圆 忆 上 运动 时 ， ZL4OP 从 0* 转 
到 860", 点 名 的 户 开 图 就 是 人 四 所 表示 
的 正弦 曲线 。 

3250，( 定 义 ) 一 个 圆周 上 的 所 有 点 和 
加 所 在 平面 外 的 一 点 书 连结 所 构成 的 空间 
图 形 巴 殴 锥 。 特别 地 ， 当 点 也 在 过 较 心 且 垂 
直 于 这 个 圆 所 在 平面 的 直线 PO 上 ， 叫 直 贺 
锥 。 说 出 吏 锥 、 直 回 锥 各 部 分 的 名 称 ， 

解 圆 0 叫做 圆锥 的 底面 ,点 一 叫做 圆锥 
的 顶点 ，PO 叫做 珊 锥 的 轴 ，P4 叫做 圆锥 的 
母线 , 特别 在 直 贺 锥 中 ，P4 也 叫做 圆锥 的 斜 


交点 的 截面 是 三 角形 , 
解 设 过 圆锥 人 
4BC 的 顶点 & 且 和 底 . 
面 圆周 4BC 只 有 两 个 
交点 BC 的 平面 为 w 
连接 SB, 则 SB 在 现 维 A D 
的 曲面 上 ， 同 时 也 在 平 
面 w 上 .同样 , 连接 8C， as 
则 SC 在 圆锥 的 曲 而 上 ， 同 时 也 在 平面 cc 上。 


连接 BC, 则 -BC 在 圆锥 的 底面 上 ， 同 时 也 在 


平面 w 上 . 因此, 这 个 圆锥 在 平面 处 的 哉 面 
是 人 SBCO. 


3252. 证 明 平 行 于 圆锥 底面 的 截面 是 圆 ，| 


并 且 截 面 和 轴 的 交点 是 截面 的 圆心 . 

解 ” 设 圆锥 8S-4BC 底面 4BC 的 圆心 为 
〇 , 平行 于 底 的 截面 为 4.BC， SO 和 截面 
4B'C' 的 交点 为 0。 取 截 面 4'B'C' 周 上 任 
意 两 点 4 B" 设 过 4 及 也 ' 的 母线 分 别 为 
864 及 SBDB,， 则 04' 和 0O4 在 同一 平面 (S4， 
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SO) 上 且 不 相交 ， 因 
而 是 平行 的 。 局 样 ， 
053 和 OP 也 在 同一 
平面 4SB，8O) 上 且 


不 相交 , 也 是 平行 的 。 
04 8O" 
”0O4 80， 
0O'B' _ 80' 
0 万 80， 
轩 而 
.04_-0B. 
O4 
已 知 04 一 0B， … 0'4=0'B' .因此 4 


刀 到 O"' 的 距离 相等 , 即 取 这 个 截面 4B'MC' 周 
上 的 任意 两 点 到 〇 -的 距离 都 相等 ,所 以 截面 
4B10 是 以 0 (截面 和 轴 的 交点 ) 为 圆心 的 
加. ; 

3253. 斜 贺 锥 的 轴 截 面 的 最 大 面积 是 等 
腰 三 角形 。 人 

解 设 过 斜 圆 锥 的 轴 
40 的 截面 为 4BC,， 则 
4BC 是 三 角形 ，40 为 其 
中 线 。 设 从 4 间 BC 所 引 
垂 线 4 互 的 垂 足 为 豆 , 则 
Sahsco 一 部 BO.4 瑟 NS 
因为 BC 是 底面 圆 的 直径 ， 是 一 定 的 ，4 克 三 
40,， 所 以 A4HC 仅 当 4 互 和 -40O 重合 时 面 
积 最 大 。 当 4 克 与 40 重合 时 , 4O.1B'C'( 直 
径 BC), 即 40 是 瑟 C 的 三 直 平分 线 ， 从 而 

4B' 一 4C'。 


_ 因 此 加 锥 的 轴 截 面 中 最 大 的 是 等 腰 三 角形 。 


3254.， 斜 圆锥 的 轴 截 面 ， 什 么 时 候 面 积 
最 小 ? 

解 ” 设 什 圆锥 的 轴 为 40,， 从 顶点 4 向 底 
画 所 引 垂 线 为 4 妃 ， 则 平面 (40, 4 五) 截 得 
的 截面 面积 最 小 .证明 如 下 。 2 

. 设 平面 (40,， 4 已) 截 得 的 截面 为 A4BC， 
4 互 是 人 4BC 的 高 , 则 四 


SA4Bc 一 导 BO.4 万 。 


设 过 4O 的 其 它 平面 截 得 的 截面 为 A4'BO0 
如 果 从 冯 向 妃 C 引 垂 线 4 瓦 ， 则 … 


工 
.Se4po' 一 了 DOA ， 


人 


已 知 BO、B'C' 都 是 底 的 直 
径 , 它们 是 相等 的 .4 豆 是 
到 底面 的 生 线 ， 所 以 4 有 
< -4 刀 。 


即 豆 BC.4 
< 豆 芋 B'C'。 4 刀 ， 


人 因此 ， 在 平面 (40， 4) 
处 的 截面 最 小 . 

3255, 证 明 : 在 斜 圆锥 的 轴 截 面 中 ， 最 大 
蕉 而 和 最 小 截面 互相 垂直 . 

解 ” 设 儿 圆 锥 的 轴 为 40, 从 顶点 4 向 底 
面 所 引 的 垂 线 为 4 已， 
则 平面 (40，4 万 ) 截 斜 
殴 锥 的 纳 截面 .4BC, 是 
这 个 圆锥 最 小 的 轴 和 截面 
(参照 上 题 ) 从 底面 的 
圆心 0 引 .3C 的 垂 线 和 
底面 圆周 相交 于 忆 、 厂 ， 
设 平面 《40, 瑟 ) 蕉 余 
圆锥 的 截面 为 47 瑟 , 则 
册 也 吾 1 0 万 ,了 D 刀 1 4 万 可知。 

也 | 平 商 (O 豆 ，4 互 )， ， 也 下 1 40O， 
因此 , 截面 4DZB 是 等 腰 三 角形 , 并 且 是 圆锥 
的 轴 截 面 中 最 大 的 (参照 问题 3253) . 


已 知 平面 \O 互 ，4 石 ) 与 截面 45C 是 同一 


平面 , 且 了 ZL 截面 4BC， 

“。 截面 4DZ 1 截面 4BC。 
即 舍 圆 锥 的 轴 截 面 中 。， 最 大 的 轴 截 面 和 最 小 
的 轴 截 面 是 互相 垂直 的 . 

3256， 如 果 圆 锥 的 两 个 轴 和 截面 都 是 等 腰 
三 角形 ， 则 该 现 锥 是 直 
圆锥 。 否则 ， 它 是 斜 
锥 。 

- 解 设 园 锥 的 轴 为 4O0， 
它 的 两 个 轴 截 面 分 别 是 
A4BC 和 和 人 A4DE.， 如 果 
A4BC 和 人 A4DBE 都 是 以 BC 
4 为 顶点 的 等 腰 三 角形， 了 
则 40 就 是 BO 及 卫 召 的 垂直 平分 线 ， 

“， .40 上 平面 (BC，DBE)， 

因此 这 个 圆锥 是 直 圆 锥 . 

如 果 人 4Bc 不 是 等 腰 三 角形 , 则 4 就 不 
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是 BC 的 垂直 平分 线 , 而 0 是 BC 的 中 点 , 所 

以 4O 不 垂直 于 BC， 即 4O 不 垂直 于 底面 。 
因此 , 这 个 圆锥 是 余 贺 锥 。 

- 当 A4D 不 是 等 腰 三 角形 ， 也 可 同样 证 
明 这 个 阅 锥 是 斜 圆 锥 . 

3257. 过 圆 人 作 这 
个 圆锥 的 切面 . 

解 设 四 锥 S- 
423C 侧面 上 已 知 
一 点 乙 过 点 卫 的 
圆锥 母线 为 SB, 轴 
为 SO. 过 点 己 作 与 
底面 平行 的 平面 c 
截 圆 锥 ， 则 其 截面 
是 圆 ， 设 这 个 截面 和 SO 的 交点 为 ou .O1: 就 

是 这 个 截面 加 的 圆心 (问题 3252) . 在乎 面 < 
上 ,从 点 己 引 圆 01 的 切线 CI, 设 SB 和 PP 
决定 的 平面 为 6， 则 8 就 是 过 已 知 点 卫 且 和 
圆锥 8S-4BC 相 切 的 平面 。 

证明] 在 平面 8 上 ， 取 不 在 SB 上 的 任 
意 一 点 9, 设 从 @ 引 直线 7 的 平行 线 和 SB 
的 交点 为 已。 在 平面 (SB,， SO) 上 ， 从 点 书 
引 PC 的 平行 线 和 SO 的 交点 为 D?。 

PT，P'O21 PO)， 

.平面 (P'9,，P'Oz) 1 平面 (PT，POUD， 
即 平 而 (P'9，P'O2) / 平面 c。 
因此 ， 平 面 (P'9, P'O2)》 和 底 平 行 。 故 平面 
(2 P'O2) 截 圆锥 的 截面 是 圆心 为 0 半径 
为 OP ' 的 较 。 由 于 PT Po 所 以 POOL 
R'O， 从 而 P'@ 就 是 圆 Cs 的 切线 , 故 点 4 在 
截面 四 Os 的 外 部 , 也 在 圆锥 的 外 部 。 因而 ， 
在 平面 8 上 但 不 在 直线 SB 上 的 一 切 点 都 在 
圆锥 的 外 部 ， 即 平面 6 和 圆锥 只 有 一 条 公共 
的 直线 8 了 3， 因 此 平面 6 就 是 圆锥 的 切面 。 

3258. 过 圆锥 
外 一 已 知 点 ， 作 贺 
锥 的 切面 。 

解 设 在 圆锥 
8-4BC 外 的 已 知 
点 为 刀 ， 圆 锥 的 轴 
为 SO. 如 果 过 点 
一 作 一 个 与 圆锥 底 
面 平 行 的 平面 c 截 圆锥 ， 则 稚 面 是 贺 。 如 果 
这 个 截面 和 SO 的 交点 为 05 则 01 就 是 这 
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个 截面 圆 的 圆心 (问题 3252) . 

在 平面 xc 上 ， 从 成 点 引 圆 Ci 的 切线 PT1 
和 PT7?， 设 过 切 点 24 及 了 2 的 圆锥 的 母线 分 
别 为 SB 和 Di 则 平面 (P71 SB) 和 平面 
《PT7。SD) 都 过 已 知 点 一 且 和 这 个 圆锥 相 
切 的 平面 。 因为 平面 (PT1，SB) 和 圆锥 只 有 
一 条 公共 直线 SB, 平面 (PT2?，SD) 和 圆锥 只 
有 一 条 公共 直线 8D,， 其 证 明和 上 题 一 样 。 

3259. 过 加 
锥 轴 截 面 的 两 条 
母线 分 别 作 这 个 
圆锥 的 切面 ， 则 
这 两 个 切面 的 交 
线 和 圆锥 的 底面 
平行 。 

解 ” 设 圆锥 S- 
24.BC 的 轴 为 SO,， 轴 截面 为 S4B, 过 母线 S4 
与 这 个 圆锥 相 切 的 平面 为 w, 过 母线 8B 与 
这 个 圆锥 相 切 的 平面 为 6。 设 圆 锥 底面 所 在 
的 平面 和 平面 wc 的 交 线 为 4 五 , 则 4 总 和 底 
面 圆周 只 有 一 个 公共 点 4, 所 以 如 如 是 底面 
圆 的 切线 , 4 为 切 点 。 同 桩 , 设 圆锥 底面 所 在 
的 平面 和 平面 8 的 交 线 为 BF, 则 BF 是 底 
面 贺 的 切线 ， 是 切 点 。 已 知 4 屯 是 底面 加 
的 直径 , 故 4 五/ BF. 平面 ac 含有 一 条 平行 
线 4 马 而 不 含 B8; 平面 8 含有 另 一 条 平行 
线 BN 而 不 含 4, 所 以 w 和 8 必 相 交 , 设 其 
交 线 为 S 瑟 ,， 则 8 互 与 4 平行 ,也 与 B8 平 
行 。 


“， SEE 1 平面 (4 互 ，BD7) 。 
已 知 平面 (4 瑟 ，BF) 和 底面 是 同一 平面 
“， 8SK 1/ 底面 4BC。 

3260. 直 园 锥 的 
切面 与 由 这 个 切面 上 
的 生 线 和 轴 所 决定 的 
平面 垂 真 . 

解 设 直 网 锥 &- 
42BC 的 切面 为 w， 母 
线 S4 在 切面 上 ， 直 
轴 锥 的 轴 为 SO(C 是 
底面 较 的 圆心 ). 设 
切面 ac 和 底 所 在 的 平面 的 交 线 为 4 已 ， 则 4 马 
和 底面 园 周 只 有 一 个 公共 点 4。 因而 4 五 是 
底面 圆 的 切线 , 妈 是 切 点 。 
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.4 瑟 LO4。 
又 因 SO 底面 43C， 
， SO 14 万 ， 
于 是 -41 平面 (04, SO) 


但 是 平面 (04，SO) 和 平面 (S4, SO) 是 同一 


人 ,…。 4 有 [平面 (S4,，8O) . 
又 因 切 面 x 是 包含 4 妃 的 平面 ， 所 以 切面 % 
上 平面 (34，SO) 。 
3261. 如 图 , 在 直 加 
锥 的 侧面 系 紧 一 条 线 ， 
斜 绕 圆锥 表面 一 周 . 设 
从 圆锥 顶点 CO 到 该 线 的 


|】 最 远 点 为 4， 最 近 点 为 


五 , 已 知 04=15cm, 所 
绕 线 的 长 度 为 引 cm, 求 
0O2B 的 长 。 

解 ” 设 沿 母线 04 截 直 圆柱 的 展开 图 为 
O)i 瑟 , 在 展开 图 中 4 的 位 置 为 4、 4 如 的 
位 置 为 Bi。 由 于 线 是 绕 紧 的 ， 所 以 41Bi4y 


成 为 一 条 直线 ，Bi 成 为 4i4s 的 中 点 。 已 知 
O141 一 0142=0O4 一 15 cm 
41BI 一 Bi4? 一 24om 二 2=-]12cmy 
0B=OBI 一 VD 六 页 
一 wV j 名 一 122 一 9(cm) 。 


乙 。 球 、 球 面 三 角形 


\L) 球 
3262. (定义 ) 
转 所 成 的 空间 图 形 

叫做 球 ， 

[说 明 ] ”把 半圆 
408 以 直径 4 忆 为 
轴 旋 转 ， 所 成 旋转 
体 ( 球 ) 的 曲面 叫 球 
面 ,4 互 的 中 点 叫 
球 的 中 心 ( 球 心 ). 轩 


把 半圆 绕 其 直径 为 轴 旋 
A 
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此 ， 球 面 上 的 所 有 点 到 球 心 2 的 距离 相等 。 

3263. 球 有 对 称 中 
心 ， 对 称 轴 及 对 称 面 . 

解 设 球 的 中 心 为 
CO。 

人 设 卫 为 球面 上 任 
意 一 点 ， 把 半径 PO 向 
O 的 方向 延长 ,和 球面 相交 于 点 Po, 则 OP 一 
OP'. 因此 ， 点 已 关于 O 0 已 ， 故 
球 是 关于 球 心 0 对 称 
的 。 

〈\ 动 设 忆 为 球面 上 
任意 一 点 ,4 召 是 一 条 直 
径 , 点 书 关 于 4 妃 的 对 
称 点 为 王 , 由 于 OP 一 
OP ,所 以 已 在 球面 上 ， 
故 球 是 关于 直径 48 对 称 的 。 因为 人 
条 直径 ,所 以 球 的 对 称 轴 有 无 数 条 。 

(iii) 设 三 为 球面 上 
任意 一 点 ， 过 球 心 O 的 
截面 为 4BO, 点 卫 关 
于 截面 4BC 的 对 称 点 
为 P, 则 由 于 OP 一 OP， 
所 以 己 ' 在 球面 上 . 因 
此 ， 球 是 关于 包含 球 心 
的 平面 对 称 的 。 因 为 含有 球 心 的 平面 有 无 数 
个 ,所 以 球 的 对 称 面 也 有 无 数 个 . 

3264. 如 果 点 4 在 球 O 外 , 则 从 4 到 球 
OO 上任 一 点 的 距离 中 ， 以 线段 40 和 球 .O 的 
交点 4 最小 ; 以 线段 40 的 延长 线 和 球 O 
的 交点 49 最 大 。 

如 果 点 4 在 球 内 ， 则 从 4 到 球 O 上 任 一 
点 的 距离 以 线段 4O 向 4 方向 延长 和 球 O 
的 交点 的 距离 最 小 ; 以 线段 40 向 0 方向 延 
长 和 球 0 的 交点 的 距离 最 大 , 


， 


解 G) 当 点 如 在 球 O 外 时 , 设 线段 4O 
和 球 O 的 交点 为 忆 , 线段 40 的 延长 线 和 球 
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4O0--OR<4R， LO 二 OR> 4R， 
LO 一 0OR=4O--OP 一 4P， 
4O 二 0OR=4OTO9= 4q， 
“， 4P< 4 尼 ，449>4 忌 。 

(这 当 点 4 在 球 
内 时 ， 设 线段 40 向 
4 方向 延长 和 球 的 交 
点 为 PP， 线 段 40 向 
O 方向 延长 和 球 的 交 
点 为 . 如 在 球 上 取 
既 不 是 忆 也 不 是 9 的 任意 一 点 马 则 在 
A 人 4OR 中 ， 

OPR 一 DO4<4R,，ORTO4> 4 大。 
OR 一 04=OP 一 04=4P， 
ORTTO4=O08+O4=49， 
…， 4P< .4 玉 ，4Q> 4 了 

3265. 已 知 在 平面 wx 的 同 侧 有 定点 妈 
和 球 0O. 在 平 
面 w 上 取 一 点 
福 ， 在 球 O 上 
取 一 点 了 ， 要 
使 4 次 十 买 王 
的 值 最 小 ， 问 
点 瑟 、 卫 应 怎 
样 选 取 . 

解 设 点 4 
关于 平面 c 的 
对 称 点 为 4 4 和 球 心 0 连结 的 线段 和 平 
面 wx 的 交点 为 王 , 和 球 O 的 交点 为 并 ， 这 时 
4 和 十 和 7 的 值 最 小 。 

事实 上 , 在 平 丙 w 上 取 任 意 一 点 民 , 球 O 
上 了 到 任 意 一 点 工 ， 则 有 

4X' 十 克 了 一 4 全 ' 十 到 了 过 4 开 )， 
4 十 交 了 一 4 成 十 和 YY 一 4 了 
由 问题 3264 知 4 了 三 4 了 ， 
,。 4 瑟 十 六 了 4 和 十 环卫 。 
注 当 Y' 与 了 重合 ,区 "与 头 重合 时 
4 王 十 了 一 4 世 ' 十 环卫 

3266， 球 被 平面 所 蕉 , 则 其 截面 是 圆 . 

解 ” 设 球 的 球 心 为 O, 半径 为 7?。 从 吕 向 截 
平面 所 引 垂 线 的 垂 足 为 互 ， 截 口上 的 任意 一 
点 为 卫 ), 则 OP 一 *， OP 一 B， 当 0 玖 一 


由 于 


由 于 


0 的 交点 为 @. 如 在 球 O 上 取 上 既 不 是 三 又 不 “AN 时， 
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万 P 一 /OO 丈 -0855 
一 /Ti 而 
一 ( 定 值 ). 
故 截面 是 以 互 为 圆心 ， 
以 定 值 w 到 一 外 为 半径 
的 圆 。_ 

注 用 球 心 距 相等 的 平面 蕉 球 ， 所 得 截面 
加 都 相等 。 

”3267， 用 两 个 不 同 的 平面 截 球 ， 则 离 球 
心 越 近 的 截面 越 大 。 

解 设 球 的 球 心 为 
O), 半径 为 >， 从 O 向 两 
个 平面 所 引 垂 线 的 垂 足 
分 别 为 互 、 互 ， 截 面 的 
半径 分 别 为 五 已、 厂 P， 
则 
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万 P 一 /万 一 DZ ， 
厂 'PP' 一 V72 一 0 互 2. 
若 OF<O5, 则 
wVT5D055 > /TDT5 
。。 五 一 > 万 'P。 
. 故 球 的 截 平面 离 球 心 越 近 ， 所 得 的 截面 越 
大 


注 过 球 心 的 球 截面 是 以 球 的 半径 为 半径 ， 


的 加 , 它 是 所 有 球 截 面 中 最 大 的 一 个 , 我 们 把 
它 叫 黎 球 的 大 贺 , 不 通过 球 心 的 球 截 面 ,叫做 
球 的 小 加 

3268. 设 球 心 为 O 的 球 被 一 个 于 面 松香 
的 截面 贺 为 4BO， 
王 是 球 上 到 埠 面 园 

4EBO 上 各 点 等 距 
离 的 点 , 则 截面 
4B0C 与 球 的 半径 
OP 垂直 。 

解 ” 设 丛书 向 截 
面 4BC 所 引 的 垂 
组 的 垂 足 为 五 , 蕉 面 4BC 的 圆 上 任意 两 点 为 
4 也, 则 在 ADZEL4、A 人 AP 中 ,，P4 一 PPB， 


2 马公 共 ， 
PHE4= PRB= BR， 
。 APE42 人 PDB， 
因而 瓦 4 一 万 


故 互 到 截面 圆 4BC 上 各 点 的 距离 相等 ， 因 
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而 互 是 截面 圆 42C 的 圆心 。 同 样 ， 如 从 球 
心 O 向 截面 4BC 所 引 垂 线 的 垂 足 为 五 则 
五 ' 也 是 截面 区 43BC 的 圆心 。 因 此 囊 和 互 ' 
是 重合 己 的 ， 从 而 O、 万 了 三 点 成 一 直线 ， 且 截 
面 4BCOiLOP. 

注 球 上 这 样 的 人 的 
极 。 

3269， 有 相同 
的 极 的 小 加 所 在 的 
平面 是 平行 的 。 

“ 解 ” 设 球 0 的 两 
个 小 男 分 别 为 
4BO、DDZB， 它 们 
共同 的 极为 忆 , 则 
平面 4BC LOP， 
平面 DBF LOP， 
所 以 平面 4BC / 平面 DBP。 

327Q. 球 的 大 图 
把 球 及 球面 分 成 两 等 
分 . 

解 设 球 心 为 O ， 

球 的 任意 大 圆 为 

4BO, : 它 把 球 分 成 的 SS 
两 部 分 为 九 4BO 和 

召 -4BC， 如 果 把 D- . 了 

24BC 的 截面 和 瑟 -4.B0 的 截面 重合 , 而 且 使 
两 部 分 在 截面 的 同 侧 迭 合 ， 则 由 两 部 分 曲面 
上 的 所 有 点 到 球 心 O 都 是 等 距离 , 可 知 这 两 
个 曲面 完全 重合 。 故 被 大 圆 4BC 所 分 开 的 
球 及 球面 的 两 部 分 完全 相等 。 即 球 的 大 加 把 
球 及 球面 分 成 两 等 分 . 

3271， 设 球 的 两 个 大 圆 相交 于 点 已 则 这 
两 个 大 圆 也 在 点 乙 的 
相对 点 〈 把 书 作 为 一 
端的 球 直 径 的 另 一 
端 ) 己 ' 处 相交 。 

解 设 球 O 的 两 
个 大 图 P4B、PCOD 
相交 于 点 一, 书 的 相 
对 点 为 己 . 轴 为 圆 
卫 .4 万 人 AR 己 的 公 
共 直 径 为 PP'。 因 此 这 两 个 大 圆 在 点 己 也 
是 相交 的 。 

3272. 在 过 球 内 定点 三 的 裁 面 中 ,和 OP 


NA 
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垂直 的 截面 的 面积 最 小 . 

解 过 点 也 作 垂直 于 PoO 的 平面 c 则 在 
平面 c 处 的 截面 面积 
最 小 ， 事实 上 , 过 点 
一作 不 与 % 重合 的 任 
意 平面 8B, 设 从 0 作 
平面 8 的 垂 线 的 垂 足 
为 9, 由 

PPOO= 乙 忆 ， 
.09<OP. 
其 中 OP 是 大 0 到 平面 wx 的 距离 , 0 是 从 O 
到 平面 8 的 距离 ， 因 此 平面 6 的 截面 比 乎 面 
w 的 截面 大 (问题 3267)。 即 平面 的 截面 
最 小 。 

3273. 如 果 4、 刀 为 球 上 任意 两 点 ， 并 且 
4、 刁 不 是 球 直径 的 
两 端 , 则 过 4` 呈 的 大 
圆 只 有 一 个 . 

解 ” 设 球 的 球 心 为 
O, 则 过 球 上 两 点 双 
五 的 大 圆 ， 就 是 球 过 
4、B、O 三 点 的 平面 
的 截面 。 当 4 了 不 是 环 直径 的 两 端 时 , 三 点 
4、B、O 不 在 同一 直线 上 , 它们 仅 可 决定 一 个 
平面 , 因此 过 4 的 大 圆 只 有 一 个 。 

注 如 果 4\、3 是 球 直径 的 两 端 , 则 4、B、 
O 三 点 共 线 , 因为 过 直线 4O 屯 的 平面 有 无 数 
个 ,所 以 过 4、3 两 点 的 大 圆 也 有 无 数 个 。 

3S274. 过 球 上 三 点 且 在 球 上 的 园 愉 有 一 
个 . 

” 解 设 球 上 的 三 点 分 
别 为 4、B、O, 用 三 点 
4、B、C 所 确定 的 平 让 . 
截 球 ， 则 所 得 截面 为 
圆 ， 且 其 辑 周 过 4、B、 
C 三 点 。 故 过 球 上 三 点 4.DB.C 且 ， 在 球 上 的 
圆 是 存在 的 . 

又 因 球 上 的 三 点 4 BC 不 在 同 _ 直 线 上 ， 
而 过 不 在 同一 直线 上 的 三 点 只 能 确定 一 个 
较 ， 故 过 球 上 的 三 点 4、B、C 上 且 在 球 上 的 圆 
只 有 一 个 。 

注 平面 4B0 不 过 球 心 时 ,过 4、B、C 三 
点 且 在 球 上 的 圆 是 小 圆 ; 平面 4BC 过 球 心 
时 ,过 4\B,、O 三 点 且 在 球 商 上 的 圆 是 大 贺 。 


3275. 含有 已 知名 上 三 点 的 球 ， 包 含 这 
个 加 的 全 部 。 

解 ” 设 已 知 加 上 的 三 点 分 别 为 4、B、C( 不 
在 同一 直线 上 ), 含有 这 三 点 的 球 的 球 心 为 C 
(参照 上 题 的 图 )， 如 果 球 不 包含 巨 知 圆 的 全 
部 , 则 在 平面 (4BC) 处 的 截面 圆 也 含有 4、 
B、C 三 点 。 因 此 , 含有 4、B、C 三 点 的 融和 
球 上 的 截面 圆 共 两 个 。 但 是 过 不 在 一 直线 上 
三 点 的 圆 只 有 一 个 , 所 以 这 是 不 合理 的 。 故 
含有 圆 上 三 点 的 球 必 含有 圆 的 全 部 . 

3276. 下 面 是 平面 上 的 有 关 命题 ， 试 写 
出 它们 在 球面 上 对 应 的 命题 . 但 在 iy 中 ， 
应 把 正确 的 数 先 填 在 (iv) 的 ( ) 中 。 

《i) 在 连结 两 点 4 如 的 连 线 中 以 线段 4 


短 ， 2 
《ii) 过 两 点 的 直线 有 一 条 ， 而 且 只 有 一 


条 。 
《iii) 不 同 的 两 条 直线 相交 于 一 点 ,或 者 互 
相 平 行 。 
《ivY) 四 条 直线 把 平面 最 多 分 成 ( ) 部 分 . 
解 (5 在 球面 上 不 同 的 两 点 4 如 的 连 
线 中 , 以 过 4、 大 圆 中 的 劣 弧 4B 最 短 。 
《ii) 过 不 是 直径 油 端 的 不 同 两 点 的 大 部 
《证 )》 不 同 的 两 个 大 圆 一 定 在 直径 两 端 相 


交 ， 
《ir) 四 个 大 图 把 球面 最 多 分 成 C14) 个 部 


] 分 . 


注 ， 现在 考虑 % 条 直线 把 平面 最 多 能 分 成 
多 少 部 分 、 设 把 最 多 部 分 数 用 7 Ca) 表示 , 如 


| 果 直 线 数 从 么 条 再 增加 一 条 ， 则 增加 的 -- 条 


直线 和 灸 条 直线 就 有 多 个 交点 ， 
分 数 就 增加 % 十 1 即 
户 (2 十 1 一 Fo) 十 % 十 1 
。"。 太 ( 人 2 十 工 ) 一 万 (2 一 色 十 王 。 
已 知 一 条 直线 把 平面 分 成 两 个 部 分 , 即 . 
JI) 一 2 
和 ， FF 一 2， 
7(2) 一 FL 一 2， 
(3) 一 /2) 一 3， 
(4) 一 F 3) 一 和 
“。， 三 (和 一 2 十 2 十 3 十 4 一 苷 。 
因此 问题 iv) 即 : 四 条 直线 把 平面 最 多 能 分 
成 工 个 部 分 。 


分 平面 的 部 
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下 面 再 考虑 球 上 % 个 大 圆 把 球面 最 多 能 分 
成 多 少 部 分 。 设 这 个 最 多 部 分 数 用 (m) 表 
示 , 如 果 把 大 圆 数 从 和 个 再 增加 一 个 , 则 增加 
的 一 个 大 圆 和 2% 个 大 加 有 21 个 交点 , 从 而 球 
面 增加 22 个 部 分 。 

了 (十 1) 一 闷 (2) 十 27， 
即 忆 (9 十 1 一 环 (2) 一 2 
已 知 一 个 大 圆 把 球面 分 成 两 个 部 分 。 即 
五 (1L) 一 2， 
忆 (1) 一 2， 
五 (2) 一 己 ( 代 ) 一 2x1， 
五 (3) 一 了 (2) 一 2X2， 
了 (4 一 下 (3) 一 2x3， 

.也 (4) 一 2 十 2xX1L1 十 2xX2 十 32X3 一 14。 
这 就 得 出 了 (iv) 的 解答 . 

3277. 一 条 直线 和 球 的 交点 不 超过 两 
个 ; 

解 设 直线 
开 了 和 球 相交 于 
4、 BC 三 点 ， 该 
球 的 球 心 为 C， 
则 


所 以 有 


且 4、B、C 在 直线 Y 上 , 这 是 不 合理 的 . 因 | 


此 一 条 直线 和 球 不 会 有 三 个 交点 ， 同 理 可 证 


不 会 有 四 个 、 五 个 … 交 点 。 故 一 条 直线 与 球 


不 会 有 两 个 以 上 的 交点 . 
3278. 球 的 小 圆 被 过 下 


分 .。 

解 设 球 O 的 小 加 AAAT 
为 4BCD， 它 的 极为 “ 八 - 
忆 、P, 过 已 , 书 的 大 
为 BP'DP, 小 园 和 
大 加 的 交点 为 了 3、D， 
则 小 贺 的 平面 和 大 银 
平面 的 交 线 为 BZ. 了 
设 在 大 圆 平面 上 ，BD 和 PP' 的 交点 为 ， 
则 互 也 是 半径 OP 与 小 图 平面 的 交点 。 又 因 
小 圆 4BCD LOPR( 问 题 3268)， 所 以 互 为 小 
圆 的 圆心 ， 因 而 3D 为 小 圆 的 直径 ， 故 小 圆 
4BCDP 被 BTD 二 等 分 . 即 小 网 4BCD 被 大 圆 
DCBP 嘱 二 等 分 。 

3279. 已 知 球 心 为 0 的 球 上 有 4、B、C 
三 点 ,证 明 人 4LCB 不 小 于 人 .40 的 一 半 


第 六 编 立体 几何 学 


解 〈i) 如 果 用 平面 4BC 截 球 所 得 的 截 
面 4BC 是 小 圆 。 设 小 贺 4BC 的 圆心 为 刀 ， 
则 由 4DO= 尺 
可 知 了 4<04. 因 
为 A4DB、A 人 4O 有 
都 是 等 腰 三 角形 ， 
4B5 公 共 , 且 D4< 
04, 所 以 
4DB> 4O0P， 


即 到 4DB> 于 ZLOB， 


又 同 弧 上 的 圆周 角 是 图 心 角 的 亏 , 从 而 
LA4CB- 子 人 LDB， 


LLCB> 孔 ] LOB. 


4ii) 如 果 平 面 4BC 截 球 的 截面 4BO 是 
大 辑 。 因为 Da4 一 0Od， 所 以 


4CB= 于 40B. 


综合 习 《ii) 两 种 情况 , 可 得 
/4CB= 地 人 40B.。 


3280. 已 知 点 己 是 球 内 的 定点 ,4B、CD. 

隐 8 是 过 点 己 且 相互 直 交 的 三 条 弦 , 证 明 : 
4B2-OD2 十 万 72 

及 了 4? 十 忆 B2 十 POCO? 十 已 D? 十 已 本 十 态 太 2 

是 定 人 . 

解 ” 设 球 的 半径 为 
9) 线段 OP 的 长 度 为 
da) 弦 4BOD、 EBP 的 
中 点 分 别 为 G、 已 \ 互 . 
从 0 向 平面 (CD 
2F) 引 垂 线 的 垂 足 为 
马 , 从 O 吕 向 平面 (4B, 妃 B， 引 垂 线 的 垂 足 为 
Y,， 从 O 向 平面 (4B, CD) 引 垂 线 的 垂 足 为 
了 ， 则 OKY-GPG 是 长 方 体 ， 设 

O 一 了 巨 一 GP 一 和 万 一 
OZ 一 X 玖 一 万 PP 一 IIG 一 Mi 
OG 一 记 九 一 瓜 忆 一 了 G 一 0 
"， 22 十 112 十 902 一 OP2 一 尼 。 
而 46? 一 042 一 092 一 042 一 (922 十 Z7G2) 
一 和 2 一 (2 十 22)， 
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4B2 一 (34G)2 一 44G2 同样 ， OF=O7Y, 0OG=0O2， 
一 4[72~- (2 十 02)] 。 。…，0 瑟 TO72? 上 +O0G2 一 OX2 十 OZ2 十 022， 
周 样 ， 。 CD? 一 4[yr2 一 (02 十 22)]， 从 而 OZ2 二 O72 十 0D2G2 一 了 . 
召 2 一 4[72 一 (12 十 mm2)]， 3282. 已 知 04、OB、O0 为 球 的 互相 垂 
4B2? 十 CD2 十 古 厂 2 直 的 三 条 半径 ， 它 们 在 任意 平面 上 的 正 投 
一 1272 一 8(12 十 712 十 72) 影 分 别 为 0.4、O'B'、O'C 证 明 


一 272 一 802( 定 值 ) 。 


多 
P42?+P5?=- (4G-TGP)2 十 (4G 一 GP)? 
一 24G2 十 2GP2 
一 2[72 一 (mi2 十 ?2)] 十 272 


一 272 一 272 一 2702 十 272. 
同样 ，ZEC2 十 己 D2 一 272? 一 2722 一 212 十 27702， 
2m2? 十 272， 


王 配 十 PZ2 一 27? 一 272 一 
.了 P42 二 PHB2+PO2 ， 
十 三 P2 十 PEB2 十 古 72 


一 672 一 2(2 十 2 十 02) 有 二 

一 6r2 一 202 ( 定 值 ). 下 信 | 

注 当 卫 在 球 外 时 ， 设 二/ 
也 能 得 出 完全 相同 的 结 ”ASH 


果 . 

3281. 已 知 O4、0B、0OC 是 球 O 的 三 条 
互相 垂直 的 半径 , 它们 在 过 奈 心 O 的 任意 直 
线 愉 N 上 的 射影 分 别 为 OX、OY、O2 证明 

OZXZ2-O72-O22 一 22， 
其 中 马 是 球 的 半径 。 

解 在 MX 上 取 OD 
等 于 半径 , 先 过 忆 作 平 
行 于 平面 (0B,，Oo) 的 
平面 (28 DK),， 和 0O4 
交 于 五 。 其 次 过 点 呈 作 
平行 于 平面 (00，O04) 
的 平面 (Z 瑟 ,DZ)， 和 0B 交 于 卫 . 最 后 , 过 
点 也 作 平 行 于 平面 (04，O05) 的 平面 (DD， 
卫 互 ), 和 OC 交 于 G。 

已 知 O4、OB、OC 互相 垂直 ， 所 以 0 了 
OFF.OG 为 三 边 的 平行 六 面体 0GZ 了 -再 本 D 忆 
是 长 方 体 ,于 是 

O 了 2 十 072-OG2 一 0D2 一 R2。 
在 AOD 下 和 和 人 A4OX 中 ,已 知 
OD=O04=R，0D3D 一 0OX4= 一 BR， 
0O 公共 . 
“。 人 AODT2AO4Z， 
"。 0 了 一 OX。 


vee ,--。 -eeegarpeuemreaomneaer 


0.42 十 01B'2 十 DO 一 272， 
其 中 五 为 球 的 半径 ， 
解 ”如 图 , 设 从 4、 
B、C 向 00' 所 作 垂 
线 的 垂 足 分 别 为 
X、Z、GZ， 则 OO 、 
44、BB'、CC' 都 是 
平面 ww 的 垂 线 ， 
440X、BBIOTY、CC'O'G 都 是 矩形 。 
042 二 0O'B2 二 OO2 
一 闷 42 十 了 刀 2 十 GO2 
一 (042? 一 OX2) (052 一 OZ2) 
十 (0C2 一 022) 
一 ( 鼠 一 0OX2) 十 (BR2 一 OZ2) 
十 (2 一 0OG2) 
号 3R2 一 (DOX2 十 OZ2- 二 0O22) 。 
根据 上 题 知 ， 
OX2-O7Z2-O22 一 Ra， 
0'42-O'B2TOC'3 
一 3R2 一 好 2 一 22。 
3283. 求 球 的 半径 。 
解 ” 设 已 知 球 的 球 心 为 0。 
Re 全 中 


力 
只 


(GD) (2) (3) 

(1 取 球 面 上 的 任意 一 点 忆 ， 把 两 脚 规 的 
一 端 固定 在 了 点， 以 另 一 端 在 球面 上 画 
4B0C (图 1， 一 就 是 小 贺 4BC 的 极 ( 问 题 
3268)，P4 的 长 度 就 是 圆规 两 脚 的 宽度 。 

(23) 若 取 小 圈 4BOC 上 的 任意 三 点 4\ BO， 
那么 4B、BC\C4 的 长 度 用 两 脚 规 能 够 求 出 . 
因此 在 平面 上 可 以 作出 和 人 A4ZBo 相同 的 
人 4'BO'， 设 其 外 接 圆 的 圆心 为 囊 ， 则 五 -4 
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等 于 小 贺 4BC 的 半径 互 4( 图 2) . 

(3) 取石 14; 等 于 互 "4' 为 直角 边 ， 和 以 
4iPi 等 于 4LP 为 斜 边 , 作 直 角 人 五 141Pi, 设 
从 4 作 4iPi 的 垂 线 和 PiEi 的 延长 线 交 于 
已 则 肪 刀 等 于 球 的 直径 PP' (图 3) 。 

事实 上 ,在 人 A4iPiP 和 和 A4PP' 中 ， 

Pi 一 人 P,，4i 一 4= 一 RR， 
41PI 一 4P， 
so 人 人 4:PIPI2A 人 4PP， 
PP 一 PP 
若 取 已 的 村 为 OrPu 即 为 球 O 的 半径 
OP 

3284. 过 球面 上 的 一 点 且 与 半径 垂直 的 
直线 就 是 球 的 切线 。 反 
之 ， 过 切 点 的 半径 和 切 
线 垂直 。 

解 -(i) 设 球 心 为 o， 
球面 上 的 一 点 为 4 过 
点 4 且 与 半径 0O4 重 直 
的 直线 为 MN。 设 在 MX 上 除 4 外 的 任意 
一 点 为 P 则 因 OP>O4, 所 以 王 在 球 外 . 即 
在 MN 上 除 点 4 外 ,其它 的 点 都 在 球 外 ， 故 
MN 是 球 DO 的 切 
线 , 

(ii) 设 MN 为 
球 0 的 切线 ，4 为 
该 切线 的 切 点 。 候 
定 MN 与 半径 O4 

-不 垂直 , 从 O 向 MX 作 垂 线 O 瑟 , 在 MN 上 
取 点 4 使 妃 4'= 瑟 4， 且 .4.4 在 点 互 的 
异 侧 ， 则 O4'= 0O4, 所 以 4 为 球面 上 的 点 ， 
于 是 2N 和 球 有 两 个 交点 4 和 .4 这 与 
MX 是 切线 的 假设 相 矛 盾 。 故 以 4 为 切 点 
的 切线 MX 与 过 此 切 点 的 半径 互相 垂直 . 

3285， 过 球面 上 一 点 ， 且 与 半径 垂直 的 
平面 是 球 的 切面 。 反 
之 ， 过 切 点 的 半径 和 

.切面 重 直 。 
O, 球 上 的 一 点 为 4 2 
过 点 4 且 与 半径 04 
垂直 的 平面 为 w。 设 在 平面 c 上 除 4 以 外 的 

任意 一 点 为 P, 则 因 O4 是 平 而 ac 的 焉 线 ， 


解 《i》 设 球 心 为 
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OP 是 平面 5 的 斜 线 ,所 以 OP>O4,， 从 而 卫 
在 球 外 。 这 就 是 说 , 在 平面 上 除 一 点 冯 在 
球面 上 外 ， 其 它 所 有 点 都 
在 球 外 ， 因 此 平面 w 是 这 
个 球 的 切面 。 

《ii 设 平面 是 球 O 
的 切面 , 4 为 其 切 点 , 假定 
平面 w 与 半径 O4 不 垂直 ， 设 从 O 向 平面 c 
作 垂 线 , 其 垂 中 为 五 。 在 平面 上 以 五 为 贺 
心 ， 以 互 4 为 半径 作 圆 ， 则 这 个 圆 上 的 任意 
一 点 己 都 有 OP 一 04， 从 而 这 个 圆 在 球 上 。 
这 和 平面 % 是 球 的 切面 的 条 件 相 矛 盾 ， 故 以 
4 作为 切 点 的 切面 g 与 半径 04 垂直 。 

3286. 由 球 的 共同 
切 点 的 两 条 切线 所 决定 
的 平面 ， 是 这 个 球 的 切 


2 人) 


解 ” 设 球 心 为 0， 球 
面 上 的 点 为 4, 由 妈 作 
承 的 两 条 切线 为 4D、40O， 光 4C 所 决定 的 
平面 为 c。 

因为 切线 与 过 切 点 的 半径 垂直 ,所 以 

4DB10O4,， 4C1O4d， 

.…。 平面 (4B, 4C7 104， 
即 平面 xc 0O4, 故 平面 是 在 点 4 与 球 相 
切 的 平面 (参照 上 题 )。 

3287 . 过 球面 上 一 点 的 一 切 小 圆 (包括 
大 圆 ), 以 这 点 为 切 点 的 小 融 的 切线 都 在 过 这 
个 点 的 球 的 切面 上 . 


解 ” 设 过 球 上 的 点 4 县 与 于 相 切 的 平面 
为 %， 过 点 4 且 在 款 面 上 的 任意 圆 为 4BO， 
含 4BC 的 平面 和 平面 % 的 交 线 为 4D, 则 
4 和 圆 450 在 同一 平面 上 , 只 有 一 个 公共 
的 点 4 所 以 4 是 加 4B30C 的 切线 。 又 4D 
在 平面 5 上 , 故 过 球面 上 -点 4 的 所 有 圆 在 
点 如 处 的 切线 ， 都 在 球 的 点 4 处 的 切面 
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% 上 ， 
3288 ， 从 球 外 一 点 辣 了 所 作 的 雪 都 根 
等 。 


解 ” 设 从 球 外 的 一 点 卫 
光 球 作 任 意 的 两 条 切线 为 
. D4、PB， 则 4 1 04， 
PPB1OB， 故 在 人 P4O、 
APBO 中 

04=OP，PO 公共 ， 

PP40=~PPBO 一 五， 
。， 人 P402A 人 PPp50， 
太 而 2P4 一 PPB， 
故 从 点 三 向 球 所 作 的 切线 都 相等 。 

3289. 过 球 外 的 定 直线 ， 作 这 个 球 的 切 
画 。 M 

解 ” 设 球 心 
为 0， 在 球 外 
的 定 直线 
为 MN， 平 面 

(MKN, O) 把 球 
裁 开 . 设 从 
MX 上 任意 一 点 向 截面 的 大 圆 所 作 两 条 
切线 的 切 点 分 别 为 4、B, 4B 和 0OM 的 交点 
为 C, 则 COM 是 4 万 的 垂直 平分 线 Ad4OM 
是 以 OM 为 斜 边 的 直角 三 角形 。 以 OM 为 
轴 把 人 4OM 旋转 ， 就 得 到 由 C4 旋转 而 成 
的 圆 4 到 B， 圆心 为 0， 由 24 旋转 而 成 的 
码 锥 侧面 , 底面 是 圆 4BB。 设 合 圆 4 刀 B 的 
平面 为 w 4 瑟 的 延长 线 和 到 N 的 交点 为 了 ， 
则 刀 是 平面 c 上 的 点 。 
”在 平面 w 上 ， 设 从 刀 向 圆 4ZB 所作 切 线 
的 切 点 为 妃 ， 则 DCB,， 又 因 平面 垂直 
OO 可知 DB 1LOMN。 所 以 

DZ | 平面 (C 妃 ,OM)， 

“。 也 刀 110 

又 ABOMN 和 人 4OM 是 合同 的 , 2B LO 

.平面 (DZB， MB) TO 
因为 OZ 是 球 的 半径 ， 所 以 平面 (DZ8，MX 孔 ) 
是 球 的 切面 , 但 平面 (了 DB 3) 和 平面 (到 N， 
了 万) 重 
.2《N 可 以 作 球 的 切面 。 

注 因为 从 刀 能 够 向 圆 4ZBB 作 两 条 切 
线 , 所 以 过 MX 能 够 作 球 的 两 个 切面 。 

3230, 过 定点 2 向 球 作 任 意 的 割 线 


合 , 六 此 它 就 是 过 MX 的 平面 。 故 过 
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PMN, 则 PM.PN 为 定 值 . 
解 ” 设 连结 
2O 的 直线 分 
别 交 球 于 4、 
也， 则 4、 瑟 均 
为 定点 。 如 果 
用 两 直线 
PLDB、PMN 所 决定 的 平面 截 球 ， 则 截面 为 
大 圆 ， 两 直线 P4P、PMAX 均 为 该 大 圆 的 割 


se 


.和 ， PHM .PN 一 P4.PPB. 
因 三 点 P、4、 呈 是 定点 ， 所 以 P4.PE 为 定 
值 , 从 而 PM.PN 也 是 定 值 
注 如 果 双 和 Y 两 点 重合 为 点 Z， 则 7 
为 球 的 切线 。 关 于 
切线 PT 有 关系 式 ， 
PIT2 一 P4. 疡 DB， 
3291. 一 平面 
与 球 相 切 于 点 4 
从 球 上 的 一 点 五 向 
平面 引 垂 线 BC, 垂 
足 为 .已 知 40= 
4cm，BO 一 3cm， 求 球 的 半径 。 
解 ” 设 球 的 半径 为 em， 延长 C 再 与 球 . 
面相 交 于 已 . 过 点 4 作 直 径 44 从 互 及 
妃 向 44' 引 垂 线 , 其 垂 足 分 别 为 卫 和 也, 则 
4D=4 TD 一 BO=3， 
"0B' 一 4D' 一 44' 一 4D' 一 (27 一 3)。 


轴 为 CDB.OB' 一 0C42， 
所 以 3(427 一 3) 一 42， 
于 是 r 一 全 一 4.17(cm)。 


3292. 如 果 不 在 MXM 
同一 平面 上 的 四 边 形 
的 四 条 边 与 球 相 切 ， 
则 其 切 点 都 在 同一 国 
上 . 

解 设 四 边 形 
4BOD 的 边 4B、5C、 
CD、D4 分 别 与 球 相 
切 , 其 切 点 分 别 为 如 、 
T、G\ 互 。 直线 4C 和 
直线 互 G 在 同一 平面 
(4, 0 ZD) 上 ， 它们 
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或 者 相交 , 或 者 平行 。 假定 它们 相交 , 交点 为 
互 , 过 C 引 4 互 的 平行 线 与 互 怀 相交 于 工 . 
在 平面 (4，B,，C) 上 , 连结 五 下 的 直线 和 4 瑟 
相交 于 五 ， 从 4 引 CZ 的 平行 线 与 五 刀 的 


延长 线 相交 于 了 . 
因为 D 万 一 DG， 
所 以 ADEG= 一 DT。 


又 ACTLG=-DEG (平行 线 的 内 错 角 )， 
CGI 一 DG 如 〈 对 顶 角 )， 
。 ACTLG 一 -CGI， 0C7 一 0CG， 
从 而 C:E4=C7:4=OG:4 万 。 
又 C5=CG (问题 3288)， 
玉 C:4=COF:4M=CG:LM， 
“， CG:4 瓦 一 0O9:4M， 
4 万 一 4M1， 
了 万 :4 万 一 BBI4M 一 BF:4 卫 。 
因为 卫 刀 一 巨 尺 ，4 刀 一 .4 万 。 
所 以 万 羽 ': 4 盏 ' 一 刀 刀 :4 卫 ， 
故 允 与 互 重 合 . 因此 互 ` 了、.G、 互 ， 在 平面 
( 慌 G, 玖 太 ) 上 ， 即 妃 、 万 、G、 互 在 平面 (天 G， 
瑟 了 ) 截 球 的 截面 圆 上 。 


于 是 


如 果 直 线 40 与 直线 瑟 G 平行 , 则 由 D 瑟 一 
DG 知 ， 4 巨 一 0G， 从 而 4 互 一 4 万 ,CG 一 0 
所 以 4 一 CZ。 在 平面 (4，B, C) 上 , 从 一 
引 4C 的 平行 线 与 4 妃 交 于 吾 ， 从 4 引 CF 
的 平行 线 与 下 到 ' 的 延长 线 相交 于 了 , 则 

有 万 :4 万 ' 一 PP:L4MI 
因为 B 一 BB, 又 4MBC 是 平行 四 边 形 ， 


所 以 
4 一 0 
内 而 4M =-4 了 也. 
五 :4 万 :一 万 刀 : 4 万 ， 
故 孔 ' 与 瑟 重 合 . 


“， 环 1 .40 玫 甩 1 五 G。 
因此 , 殖 、 瑟 、G、 互 在 平面 ( 殖 克 ， 万 G) 上 ， 即 
也、E、G、 瓦 在 平面 (ZT,， 豆 C) 堆 球 的 蕉 面 
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加 上。 
3293. 如 果 两 个 球面 在 连 心 线 上 的 一 点 
处 相交 ， 则 它们 
没有 其 它 公 共 和 
点 。 
解 ” 设 两 球 的 
球 心 分 别 为 0、 
0' 它们 在 直线 
00' 上 的 一 点 王 处 相交 。. 
Gi)》 如 果 卫 在 线段 00' 上 . 设 4 为 球 O 
上 除 点 一 外 的 任意 一 点 , 则 在 A40O' 中 
04>O00' 一 0D4. 
因为 00'-0'4=00'-O'P=OP=( 球 0 的 
半径 )， 
'，O0O4> 球 O 的 半径 。 
因此 , 球 O' 上 的 点 , 除 忆 外 都 在 球 O 外 , 即 这 
两 个 球 除 点 卫 外 没有 
其 它 公共 点 . 
(ii) 如 果 忆 在 线段 TAN 
00' 的 延长 线 上 ， 设 0 0 
在 连 线 OP 上 ， 取 球 0' 
上 的 除 己 以 外 的 任意 
一 点 4 则 在 人 40O0' 中 ， 
0O4<O0' 十 04。 
而 ”00'TO'4=0OO0' 二 OP 
一 OP 一 球 0 的 半径 ， 
站 ，O4< 球 O 的 半径 。 
因此 , 球 0 上 的 点 除 也 外 都 在 球 0 内 , 即 两 
球 除 点 尸 外 ,没有 其 它 公共 点 。 
3294. 如 果 两 球 相 切 ， 则 其 切 点 和 这 两 
个 球 的 球 心 在 同一 直线 上 。 
解 ” 设 两 球 的 球 心 分 别 为 OO, 切 点 为 
P. 若 卫 不 在 
00' 上 ， 在 平 
面 (00， 记 ) 
上 取 点 卫 关 
于 00' 的 对 
称 点 P, 则 
OP 一 OP， 
OO 一 0O'P。 
所 以 ' 也 是 这 两 个 球 的 公共 点 。 这 与 两 个 
球 相 切 的 条 件 天 盾 , 因此 卫 必 在 00' 上 。 即 


切 点 和 这 两 个 球 的 球 心 在 同一 二线 上 。 
3295, 证 明 两 个 球 的 交 线 为 一 四 ， 这 个 
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圆 与 两 球 心 的 连 线 垂 页 ， 而 且 圆心 在 这 条 连 
心 线 上 。 

解 ” 设 两 球 4 

的 球 心 分 别 为 
0、0" 两 球 的 

公共 点 为 4. 
如 果 用 平面 

(00'。4) 截 球 ， 则 项 面 分 别 是 它们 的 大圆 ， 
而 且 4 是 两 辆 的 一 个 交点 。 设 了 3 是 这 两 加 
的 另 一 交点 , 则 公共 弦 4B 被 00' 垂 直 平分 ， 
即 当 4B 和 00' 的 交点 为 C 时 ， 则 有 4C= 
BO,， ~40O00=4C0' 一 一 有 

如 果 两 圆 以 00' 为 轴 旋 转 ， 则 可 得 到 原来 
的 两 个 球 , 点 4 旋转 所 得 的 曲线 就 是 两 球面 
的 交 线 。 已 知 4C 与 00' 垂直 ,所 以 4C 在 
过 C 且 与 00' 垂直 的 平面 上 , 内 而 4 在 以 C 
为 圆心 的 加 上。 因此, 两 球 相交 于 以 C 为 加 
心 的 圆 , 此 圆 与 00' 垂直 , 且 圆心 在 00' 上 . 

3296. 如 果 两 球 位 置 是 外 离 ， 外 切 ， 相 
交 , 内 切 ， 内 离 , 则 这 两 个 球 心间 的 距离 分 别 
是 大 于 两 球 半径 之 和 , 等 于 两 球 半径 之 和 ,小 
于 两 球 半径 之 和 而 大 于 两 球 半径 之 差 ， 等 于 
两 球 半径 之 差 , 小 于 两 球 半径 之 差 。 这 些 命 
题 的 逆 合 题 也 是 成 立 的 。， 


解 ” 设 两 球 的 球 心 分 别 为 0.O, 其 半径 分 ， 


别 为 7 

(Gi) 当 两 球 外 离 时 。 设 连 心 线 00' 与 球 0 
相交 于 4, 与 球 O' 相交 于 屯 , 则 

0O0' 王 044T4BTBO: 
一 十 4 也 十 >Y 直 人 

《ii 当 两 球 外 切 时 。 设 切 点 为 卫 ， 由 人 疝 题 

3294 可 知 , 切 点 在 两 球 的 连 心 线 上 ,所 以 
OO'OP 二 PO' 一 7 十 0 
《iii) 当 两 球 相交 时 , 设 球 上 公共 的 一 点 为 


4 则 在 人 400 由 
O4~O4<O0'<04 二 OO-4， 
即 ZII<OO' <Y 十 。 


(iv) 当 两 球 内 切 时 。 设 大 球 的 球 心 为 0， 
半径 为 切 点 为 刀 ， 由 问题 3294 可 知 切 点 
在 两 球 的 连 心 线 上 ,所 以 

OO' 一 OP 一 0 一 7 一 9 1/。 

《v) 当 两 球 内 离 时 。 设 大 球 的 球 心 为 0， 
半径 为 "把 00 向 球 心 0 方向 延长 ， 该 延 
长 线 与 球 0' 相交 于 太 , 与 球 O 相交 于 4, 则 
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OO0' 一 04--4 刀 一 0O'B=7 一 483 
一 / <7 一 分 。 
由 于 上 述 命题 包括 条 件 积 结论 的 所 有 情况 ， 
而 且 条 件 不 同 所 对 应 的 结论 也 不 同 ， 所 以 它 
的 逆 命 题 都 成 立 (转换 法 ) . 

3297. 已 知 三 个 半径 不 等 的 球 的 球 心 分 
别 为 4、B.C。 如 果 两 球 五 .C 的 相似 外 心 为 
忆 , 相似 内 心 为 九 ; 两 球 C\4 的 相似 外 心 为 
互 , 相似 内 心 为 召 ; 两 球 4、 互 的 相似 外 心 为 
下 ， 相 似 内 心 为 丈 ， 则 

(1 了 五 ,五 在 同一 直线 上 ; 

(3) 万 、 如、 五 "在 同一 直线 上 ; 厂 、 殖 、 瑟 
在 同一 直线 上 ; 忆 、 马 、 忆 也 在 同 一 直线 
上 . 

解 ”用 平面 
(4 了 3，C) 截 
三 个 球 ， 则 其 
截面 分 别 为 大 
圆 4\、 BC. 
及 忆 在 平面 
(4，B，C) 上 D . 
而 且 是 大 圆 妃 、C 的 相似 外 心 及 相似 内 心 。 娘 
及 万 在 平面 (4，B,，C) 上 , 而 且 是 大 圆 C、4 
的 相似 外 心 及 相似 内 心 . 刀 及 五 ' 在 平面 (4， 
了 C) 上 而 且 是 大 圆 4\ 的 相似 外 心 及 相似 
内 心 , 故 由 平面 几何 定理 (问题 1541) 可 知 本 
命题 成 立 。 

3298. 在 两 球 相交 圆 所 在 的 平面 上 ， 由 
该 贺 外 的 任意 一 
点 向 两 球 引 切 
线 ， 则 这 些 切 线 
的 长 都 相等 。 

解 ” 设 两 球 的 
球 心 分 别 为 O、 
O'， 两 球 相 交 的 
圆 面 为 c。 在 平面 c 上 ， 取 该 圆 外 的 任意 一 
点 卫 , 如 果 用 平面 (P，O，O") 截 两 球 OO' 及 
平面 %, 则 两 球 的 截面 分 别 为 大 圆 O、O', 与 
平面 c 的 交 线 为 这 两 个 大 圆 O、C' 的 公共 纺 
4B, 而 且 点 卫 在 直线 4B 上 .如 在 平面 (P， 
OO, O) 上 , 从 己 向 大 圆 0.O' 分 别 引 切线 PIT、 
PT ， 则 

DPI23 一 4.PB，PT 一 忆 4. 万 。 
"。 了 IT2 一 万 773， PT 一 PT 
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因 27 也 是 球 O 的 切线 ，PZ 也 是 球 O' 的 
切线 ,所 以 从 三 向 两 球 所 引 的 切线 都 相等 。 
3239.， 设 三 个 球 的 球 心 分 别 为 0.O`、O“， 
含 两 球 O、O ' 的 相交 贺 的 平面 为 % 含 两 球 
CO 、O ”的 相交 加 的 平面 为 6, 含 两 球 O"、O 的 
相交 辆 的 平面 为 ”， 则 三 平面 w、8、 ?> 相交 于 
~ 直线 ， 而 且 
从 这 条 直线 上 
的 点 向 三 球 分 
别 引 切线 ， 则 
这 些 切 线 的 长 
都 相等 。 
解 如果 用 
平面 (0, 0O， 
O- ) 截 三 个 球 , 则 截面 分 别 为 大 圆 0, 0 0" 
在 载 面 圆 OO 、O"” 中 , 设 两 圆 O、O-' 的 公共 
弦 为 4B, 两 圆 0 、O" 的 公共 弦 为 CD， 两 加 
OO 的 公共 纺 为 瑟 万 , 则 平面 (0O、0， 0 
和 三 个 平面 c、p8、? 的 交 线 分 别 为 4B、CD、 
23F. 因为 00' 是 线段 4B 的 垂直 平分 线 , 所 
以 将 4 络 00' 轴 旋 转 便 得 到 两 球 O、O' 的 
-相交 贺 , 故 两 球 O0、.O' 的 相交 加 所 在 平面 c 与 
OO 垂直 。 因 此 平面 是 与 含 4 刀 的 平面 
《0, 0 0") 生 直 的 平面 。 同 样 , 平面 P 是 与 
含 CD 的 平面 (20, O，0“) 垂 直 的 平面 ,平面 
7 是 与 含 2F 的 平面 (0， 0 0 ) 垂直 的 平 


面 。 - 

”由 平面 几何 可 知 ， 两 两 相交 的 三 个 圆 的 公 
共 纺 相交 于 一 点 。 设 其 交点 为 豆 , 若 从 互 向 
平面 (0, 0 0 ) 作 三线 互 P, 则 五 忆 同时 在 
三 个 平面 KB 上 , 因此 三 平面 w\B、7 四 福 
于 一 直线 。 

其 次 ,从 互 己 上 的 点 王 向 三 个 妹 O、O、O” 
分 别 引 切 线 PT\、P7'、P7" 则 因 忆 是 平面 
a 上 的 点 ; 所 以 PT 一 PT (参照 上 题 ) 。 又 因 
忆 是 平面 8 上 的 点 ,所 以 PTZ' 一 PT7 (参照 上 


3300. 过 不 
在 同一 平面 上 的 
四 个 点 ， 可 以 作 
而 且 只 能 作 一 个 
球 。 
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解 ” 设 不 在 同一 平面 上 的 四 个 点 为 4、B、 
CD, 线段 BO 的 中 点 为 政 , A4BC 的 外 心 
为 妃 人 BOD 的 外 心 为 五 . 在 平面 (KE 
MD) 上， 从 如 作 2 如 的 履 线 和 从 至 作 2 
的 垂 线 相交 于 点 O。 于 是 

M 玉 LEBC，MR 1 BC， 
“， 平面 ( 秦 妃 ，MZ) 人 BC。 
从 而 OLDBC。 
又 OOBTLMDB， 
“， 0 万 | 平面 (BC,， 允 奋 )， 
邵 O 也 | 平面 (4,，，CO) 。 


] 而 妃 是 A4BC 的 外 心 , 所 以 


五 4 一 万 B 一 五 O。 
.0O4=0O53 一 OC。 
同样 ，O8 .| 平面 (B, CD), 且 
OPB=O0=O0D. 
…，O04=05=O0=0OD。 
因此 , 以 O 为 球 心 、04 为 半径 的 奈 过 四 点 
4、 BO 站。 

其 次 , 设 还 有 一 个 过 四 点 4、B、C、 沁 的 妹 
的 中 心 为 0 则 OA4=O=OC 所 以 0 加 
是 平面 (4, 妃 ，C) 的 垂 线 。 由 于 过 点 妃 的 重 
线 只 有 一 条 ， 所 以 0O 杂 与 0O 妃 重合。 同样 ， 
O 卫 是 平面 (B，C, 功 的 垂 线 ， 所 以 OZ 与 
OF 重合 , 因而 O 与 C 重合 , 球 O 与 款 O 重 
合 。 因 此 过 四 点 4、B、C、 了 的 球 只 能 有 一 
个 。 
3301， 作 已 知 四 面体 的 内 切 球 。 

及 


百 

解 ”如 图 ,已 知 四 面体 4BCD， 设 平分 四 
面体 的 二 面 角 4 妃 的 平面 为 B4Z 平分 二 
面 角 4C 的 平面 为 74O, 而 了 4 和 了 4C 的 
交 线 为 4 到 . 平分 二 面 角 2C 的 平面 为 
GBO, 直线 4 扩 与 GBC 的 交点 为 0 则 O 〇 在 
二 面 角 4 的 平分 面 B4B 上 , 所 以 与 二 平面 
4BC、457D 等 距离 .又 0 在 二 面 角 LC 的 平 
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分 面 4C 上 ,所 以 与 二 平面 4BC、4CD 等 
距离 .又 ，O 在 二 面 角 BC 的 平分 面 GBC 上 ， 
所 以 与 二 平面 4BC、DBC 等 距离 . 故 0 与 四 
面体 的 四 个 面 等 距离 。 因 此 以 O 为 球 心 ， 以 
O 到 一 面 的 距离 为 半径 的 球 ， 就 是 四 面体 
4BOD 的 内 切 球 。 

3302. 罗 生 全 交 二 和 和 同人 球 相 
切 ， 则 共 各 组 对 楼 
的 和 相等 。 

解 设 四 面体 
4BoD 的 六 条 棱 
4BP.ODP、4OC、DD、 
4D、250 与 同一 球 
相 切 ， 其 切 点 分 别 
为 瑟 . 卫 、G、 瑟 、 忆 、 工 。 人 
的 切线 相 禾 , 

“， 4 万 一 4G 一 4 大， 杂 歼 一 瑟 刀 一 万 也 

CO8 一 CG 一 CD， 刀 厂 一刀 万 一 D 开 。 

. .44 十 盏 玉 十 OP 十 万 克 

一 4G 十 号 刀 二 COCG 十 万 
一 4 下 十 吾 志 十 C 克 十 万 区 ， 

人 4B+CD=4CTBD=-4DTBC。 

3303. 如 果 四 
面体 相对 棱 的 和 相 、 
等 ， 则 可 作 与 四 面 
体 六 条 楼 都 相 切 的 
球 . 

解 在 四 面体 
4BCOD 中 ;过 B4O 
的 平分 线 4 妞 作 平 
面 4BC 的 垂直 面 
4BF， 过 一 B4DD 的 平分 线 4 刀 作 平面 
4DD 的 重 直 面 4 并 ， 二 平面 4 万 万 、 4 万 下 
的 交 线 为 4Z. 再 
过 4CB 的 平 
分 线 CG 作 平 面 
4BC 的 垂直 面 
CGM, 此 平面 与 
直线 4 荆 的 交点 
为 0. 因为 9 在 
平面 4B8B 上 ， 
所 以 0 与 两 棱 4B、4C 等 距离 .又 0 在 平面 
4FK 上 ,所 以 O 与 4B\4D 等 距离 . 再 者 ， 
O 在 平面 0C93 上 ,所 以 0 与 两 棱 BC、4C 等 


因而 
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距离 , 故 0 与 四 条 棱 4B、4C、4D、50 等 距 
离 。 从 O 向 四 条 棱 4B、4C、4D、B30 作 垂 
线 , 其 垂 足 分 别 是 PR 、S 则 OP=O9=- 
OR 一 08. 因而 以 0 为 球 心 .OP 为 半径 的 
球 与 4B、4C、4D、5C 相 切 于 已、9、B、S 各 
点 , 从 而 
4P= -49 一 4BZ，BP 一 BS 09 一 0S. 
设 这 个 球 与 平面 4B3D 相交 的 小 圆 为 PZR， 
由 马 向 圆 PZ 敢 引 切 线 BT,， 其 切 点 为 了 而 
BT 的 延长 线 与 4 的 交点 为 也, 则 
DT 一 EP 一 BS，D'T 一 DT， 
“， 49TC9 二 BT 十 万 了 
一 4 人 ETTCST+ DBST 二 DR 
和， LO+T+BD' 一 47 二 BO。 
4CT+BD=4DTZBC， 
“，BD~BD' 一 4D~4D,， 
即 BOD~DD' 一 DDD/。 
但 一 般 是 23D~BD'<DD', 所 以 这 个 结论 不 
合理 ， 故 也 与 九重 合 3D 与 圆 PPZTBR 相 切 
于 了 即 BD 与 款 O 相 切 于 了 。 同 样 CD 也 
与 奈 O 相 切 , 因此 六 条 校 都 与 球 O 相 切 。 球 
O 就 是 所 求 的 球 ， 
3304. 设 四 面体 内 切 奈 的 半径 为 光 旁 切 
球 的 半径 为 人 avra\74， 则 
2 二 
人 包 7 72 73 974 
解 设 四 面体 
4BOD 的 体积 为 
大， 内 切 球 的 球 心 
为 O, 则 四 面体 
4BOD 是 4 个 四 面 
体 


已 知 


O-BOD， 
O-40D， 
O-4BD， 
O-4BO 
的 和 .所 以 


7= 也 7(Saacp 十 Sakop 二 Sai 


十 SAaBc) 四 


。 卫 总 (SAsgcp 十 SadcpdSa4sap 


十 Sea4ac) 。 吃 
设 在 三 面 角 4 内 旁 切 球 的 半径 为 Id 旭 心 
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为 0 四 面体 4LBCOD 是 3 个 四 面体 01-4CPD， 
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所 以 刀 万 | 万 万 。 


Or457 Or-4BC 的 和 减 去 四 面体 Ot-BCD | 故 平行 四 边 形 瑟 FG 巨 为 矩形 。 设 它 的 对 角 


所 得 的 差 。 即 
工 
了 It(CSae4cp 十 SaAaaD- 二 SA4Bc 


0 
…。 二 =- 廓 (Saacn+8ahep 二 Saapc 
一 Sepcop) 。 
同样 ， 设 在 三 面 角 忆 内 的 旁 切 妹 的 半径 为 
92, 在 三 面 角 C 内 的 旁 切 球 的 半径 为 rs 在 三 
面 角 忆 内 的 旁 切 球 的 半径 为 rs 则 


去 = 交 《Sa4sp 十 SA4Bco 十 SAsgcop 


”一 Sa4cp)， 
工 


一 工 一 
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(Sa4Bo 十 Sagcp 十 SaAacp 


一 Se4BD)， 
本 (Saescp 十 SAacp 十 Saha 
74 3 大 去 4 
一 Sa4sc) 。 
工 工 工 


= 了 -Ceacp 十 SAacp 十 Se4Bp 


十 SA4ac) . 9 


由 人 电 和 四 ,可 得 
2- 工 + 工 T 工 + 工 ， 
玫 71 72 73 .YY4 

3305. 如 果 四 人 
面体 的 各 组 对 校 分 
别 相 互 垂 直 ， 则 它 
的 六 条 校 的 中 点 在 
同一 球面 上 。 

解 ” 设 对 棱 互 相 B 
垂直 的 四 面体 为 
4BCD， 其 六 条 楼 
4DB、 BC.COD、D4、 
40、BD 的 中 点 分 别 为 百 . 了 、G、 玖 、 > 、 世 ; 则 

如 B1 4C, REG14C， 


.。 环 儿 五 G。 
又 因 BE/BD, 7G1/BD) 

/FFG. 
故 四 边 形 妃 BG 恕 是 平行 四 边 形 。' 
已 知 401BD， 


线 五 G.8Z 的 交点 为 则 
OZ 一 OF 一 09 一 0 


同样 ， 四 边 形 到 GZ 也 是 和 矩形， 其 对 角 线 


| BEG\ 瑟 二 的 交点 就 是 了 G 的 中 点 0, 因而 


OO 五 一 0 有 一 0OG 一 01 
O 了 一 08 一 0OG 一 0 万 =0 玉 一 0 


| 因此 六 条 楼 的 中 点 防 . 了 .GE、 居 、 工 都 在 以 


O 为 球 心 、O 如 为 半径 在 球面 上 ， 
注 1 40? 十 妃 D2 一 (2 妃 开 )2 十 (37G)? 
一 4( 百 万 2? 十 万 G2) 一 4 瑟 G2 
一 4(20 五 )2 一 16O 万 2?。 
”4D2 十 BC? 一 16O0 万 2， 
4DB2 十 CD2 一 160 卫 2. 
由 此 可 知 各 组 对 校 互相 垂直 的 四 面体 ， 其 
对 棱 的 平方 和 是 相等 的 。 
2 4O 的 延长 线 和 面 BCD 的 交点 ， 既 
在 BG 上 ,又 在 了 8 上 , 所 以 它 是 人 BC 的 


同样 ， 


重心 。 同 样 , BO 的 延长 线 和 面 40D 的 交点 
是 人 A40CD 的 重心 ， 由 此 ,O 是 四 面体 4BCDD 
的 重心 . 


3306， 如 果 四 面体 的 对 楼 互相 难 直 ， 则 
各 面 的 9 点 圆 在 同一 球面 上 . 

解 (参照 上 题 图 ) 设 对 棱 互 相 垂直 的 四 面 
体 为 4BCD, 其 六 系 棱 4P、BC、CD、D4、 
4C、ZB 的 中 点 分 别 为 吾 、 了、G、 互 、 瑟 了 工 .由 
上 题 知 , 这 六 个 中 点 百 . 卫 、G、 豆 、 互 、 工 都 在 
以 连结 各 组 对 棱 中 点 吾 G、 下 互 、 玫 二 的 交点 
O 为 球 心 的 球面 上 .这 个 妹 面 和 面 BOD 的 
交 线 是 圆 FFG7Z， 而 圆 TGZ 就 是 ABCOD 的 
9 点 圆 。 其 他 各 面 都 有 同样 的 结果 ， 所 以 各 
面 的 9 点 圆 都 在 同一 奈 面 (过 各 棱 中 点 的 妹 
面 ) 上 .。 

3307. 如 果 四 面体 各 对 棱 互 相 垂 直 ， 则 
过 一 个 面 的 三 个 顶点 和 另 一 面 的 垂 心 的 各 
球 , 它们 的 半径 都 相等 。 

解 ” 设 对 棱 互 相 垂 直 的 四 面体 为 4BCDP， 
互 为 面 BOD 的 垂 心 , 五 为 面 40D 的 重心 。 
过 四 点 CD、 到 的 球 的 球 心 为 O， 从 O 调 
面 BC 所 引 垂 线 的 垂 足 为 32D 的 中 点 为 
4， 因 为 0B=OC=O0OPDP， 所 以 工 是 人 BCPD 
的 外 心 。 

TDBD。 
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又 豆 是 ABCD 的 垂 心 ， CO 已 LEBD， 
ITM1N CE 
其 次 ， 因 了 7、 
4C 是 对 楼 ，BD 
-上 40. 又 因 芯 
是 A4CD 的 垂 
心 ， 忆 互 1 4OC， 
"平面 (BD， 
DE) 上 40， 
BE 4LC.。 
同样 , 4B CD 
4 区 CDP， 
“， 平 面 (4B，4 玲 ) 1CD，BE LOD。 


于 是 ”BE1 平面 (40, CD)， 
导 BZ | 平面 40D. 
人 也 区 万 一 一 站。 
其 中 , 2 是 直角 三 角形 瑟 BD 斜 边 的 中 点 ， 
好 区 一 下 B 一 2 
所 以 戏 是 款 O 的 小 画 并 BPD 的 四 心 ， 
; OOM 平面 忌 BD. 


因此 ，OCM、4C 都 是 平面 忌 BD 的 垂 线 , 所 以 
OM1 4C， 


则 祥 ，L 瑟 上 平面 BO0D, 则 OZ、4 妃 都 是 
| O"”， 则 互 "“ 是 A4BO 的 王 心 ， G" 是 人 4BC 


平面 BCD 的 垂 线 。、 所 以 OZ1 4 瑟 . 

因为 三 这 分 别 平行 的 三 角形 相似 ， 
AO7MA4DC。 

但 是 ， ZM= 二 OBE， 


因而 , 设 球 O 的 半径 为 忆 ， 则 
到 ?一 0DB2 一 0OMX2 二 了 Ms 


(二 40) + 舍 z) 


= 工 (4C2+BDD) 


i 一 工 
。O 和 好 寺 40， 


BR-\/ 工 (oz+BDD) 
一 到 v CD2 十 BID 


这 样 ， 过 一 个 面 的 三 个 是 顶点 和 另 一 面 的 垂 
心 的 球 , 它们 的 半径 分 别 是 : 


到 V3 束 十 CD2， 于 VC5TBI 


于 VETFTED 
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可 是 ，4B2 十 CD2 一 402 十 D2 一 4D2 上 BO2 
〈 问 题 3305 注 1)， 因 此 这 几 个 球 的 半径 都 相 
等 。 

3308. 如 果 四 面体 的 对 棱 互 相 垂 直 ， 则 
其 垂 ， 人 交点 )、 

重心 (连结 各 顶点 
和 其 对 面 重 心 的 直 
线 的 交点 ) 与 外 心 
(外 接 球 的 中 心 ) 在 
同一 直线 上 ， 且 重 
心 是 连结 垂 心 和 外 
心 的 线段 的 中 点 .- 

解 ” 设 各 对 校 互 
相 垂 直 的 下面 体 为 
4BCD， 垂 心 为 媚 ， 重 心 为 CQ， 外 心 为 0. 设 
从 歼 、G、O 向 平面 BCD 所 引 垂 线 的 足 分 别 
为 五 、G'\、 0 则 鼠 ' 是 人 BOD 的 重心 , G 
是 含有 各 面 9 点 圆 的 球 心 (问题 3306 及 3305 
注 2),G' 是 人 BO7D 的 9 点 圆 的 圆心 ，9' 是 
和 ABCD 的 外 心 , 所 以 五 、`G 人 、O' 在 一 直线 上 ， 
且 @G 是 五 'O' 的 中 点 , 因而 五 刀 、GG'、OO' 在 
同一 平面 ( 互 妃 00") 上 。 其 次 ， 设 由 五 、G、 
O0 引 平面 420C 的 垂 线 的 足 分 别 为 五 ”、G 


的 9 点 加 的 圆心 ， O 〇 ”为 人 4L4DBO 的 外 心 ， 所 
以 GO 五 "在 同一 直线 上 , 且 G" 为 O" 责 " 
的 中 点 ， 因 而 五 互 ”、GG“、00" 在 同一 平面 
(3 互 ， 0O0) 上 . 于 是 可 知 三 点 瑟 、G、O 是 
在 平面 ( 互 囊 "，O0") 和 平面 ( 互 甩 "，00') 的 
交 线 上 ， 即 它们 在 同一 直线 上 。 又 因 G' 是 
鼠 O 的 中 点 ,可 知 G 也 是 五 O 的 中 点 。 
3309, 如 果 四 面体 的 对 枝 互 相 垂 直 ， 则 
从 其 垂 心 ( 从 各 顶点 向 对 面 所 引 答 线 的 交点 ) . 


到 各 顶点 距离 的 地 的 点 和 各 面 的 三 心 、 重 


- 心 共 12 个 点 在 同一 球面 上 . 


解 ” 设 对 核 互相 垂直 的 四 面体 为 4BCOD， 


. 重心 为 妃 ， 重心 为 6, 外 心 为 O, 则 G、 瓦 .O 


在 同一 直线 上 ， 且 G 是 五 O 的 中 点 (上 题 ) . 
从 瓦 、O 引 平面 BOD 的 垩 线 ， 垂 足 分 别 为 

0'， 则 互 " 是 人 ABCD 的 重心 0' 是 
ABCD 的 外 心 。 其 次 ， 连 结 4G 和 互 'O' 的 
交点 为 Gb 则 Gi 是 人 ABCD 的 重心 , 妃 Gi: 
GIO' 一 3:1。 
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设 了 为 也 Gr 的 中 点 ， 设 从 两 点 T、G: 引 
豆 ' 互 的 平行 线 和 
HEO 的 交点 份 刚 
为 工 Z, 则 
五 T 一 7 一 LO， 
T 是 定点 。 延长 
G: 与 7 的 连 线 
和 4 互相 交 于 
羽 ， 可 知 
玖 玖 =GIiD。 
又 因 G 是 互 0 
的 中 点 (上 题 )， 
可 知 G 是 三 的 中 点 . 

、，、G 人 :五 4 一 CI:G 一 1:3， 


五 互 :T4=1:3， BE 子 一 4。 


又 因为 工 是 互 'Gi 的 中 点 ,所 以 工 是 GI 民 的 
中 点 ,而 且 


亿 忌 事 GI 一 人 已 
“区 一 7 五 ' 一 IGb 
且  T;BEO 一 万 忆 : 事 4 一 1:3.。 


因此 ， I 瑟 /04, 且 7 互 = 末 04。 


综 上 所 述 ,重心 瑟 到 4 的 距离 了 的 点 忌 
和 人 ABOD 的 本 心 于 及 重心 62， 都 在 以 定 
点 了 为 球 心 \ 外 接 球 半径 的 亏 为 半径 的 球 
上 . 同样 , 从 重心 瑟 到 了 3 的 距离 也 的 点 和 
和 A40D 的 稚 心 及 重心 都 在 以 为 球 心 ,外接 
球 半径 的 豆 为 半径 的 球 上 ， 其 它 的 情形 也 
一 样 , 因此 13 个 点 都 在 以 7 为 球 心 , 外 接 球 
半径 的 可 为 半 
径 的 球 上 。 
3310. 证 明 
棱 长 为 4 的 正四 
面体 的 外 接 球 和 
内 切 球 的 半径 分 
别 是 
V5 vv 
4 
解 “ 设 楼 长 为 5 的 正四 面体 为 4B0D， 册 
4 向 对 面 5CD 引 和 线 4Hi， 由 3 向 对 而 
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40D 引 垂 线 为 了 To 且 4Hi 和 BEs 的 交 

点 为 0， 则 O 既是 外 接 球 的 球 心 ， 又 是 内 切 

球 的 球 心 .又 瑟 ; 和 已 ?既是 人 ABOD 及 

A40D 的 外 心 ， 又 是 其 内 心 ,， 既是 其 重心 又 

是 其 重心。 设 CD 的 中 点 为 至 则 
瑟瑟 一 VC 一 C 开 2 


4 一 4 到 一 BT 
7 


又 允 万 1 : 瑟 刀 一 万 瓦 ?: 五 4 一 1:3， 
"。 40:O0 万 1 一 4 了 :五 2 万 一 3:1， 


1_w 人 3 ww6 
O 世 一 子 4 一 也 X 一 0 一 一 一 4。 


因为 O4 是 外 接 球 的 半径 ， 0 2 是 内 切 球 的 
半径 , 所 以 外 接 球 半径 是 人 国人 全 半 
VB 
径 是 于 了 2 0。 
3341， 如 果 四 个 平面 相交 构成 四 面体 , 则 
与 这 四 个 平面 相 切 的 球 一 般 有 八 个 . 
解 ” 设 四 个 平面 w、B8、?>、$ 构成 一 个 四 面 


体 ， 且 a、 B 构成 的 二 面 角 二 等 了 分 面 为 TI T23 
B、7 构成 的 二 面 角 二 等 分 面 为 zzs， 4 CQ 7 


构成 的 二 面 角 二 等 分 面 为 ws、xe, 则 与 四 个 


平面 gc、8、?7、3 相 切 的 球 的 球 心 必 在 mi、ma 
中 的 一 个 上 ,也 必 在 mm、 中 的 一 个 上 , 也 必 
在 ws zs 中 的 一 个 上 。 反 过 来 ， 既 在 mm、za 
中 的 任意 一 个 上 ， 又 在 was、 中 的 任意 一 个 
上 , 又 在 ws 中 的 任意 一 个 上 的 点 ,都 与 四 
个 平面 w\、B、?》、5 相 切 的 球 的 球 心 。 因 此 ,与 
四 个 平面 c\6 人 
组 三 个 平面 的 交点 : 

(wa Ta3，05) ， (zt 7d， 55)， 

(xl ra，m6) ，(1，2d 6)， 

(go，73，75) ，(T2，73s，206)， 

《ro，T4，N5) ， (To2，04，06) 。 


因为 上 述 各 组 的 三 个 平面 相交 于 一 点 ， 所 
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以 与 四 个 平面 C、 p、 ?7、 @ 相 切 的 球 一 般 有 八 
个 
| 


3312.， 半径 相等 的 四 个 球 , 各 自分 别 与 其 
它 三 个 球 外 切 . 求 A 
证 : 由 与 其 中 每 三 
个 球 相 切 前 四 个 平 
面 所 围 成 的 立体 是 
正四 面体 。 

解 ” 设 四 个 球 的 
球 心 分 别 是 4、B、 
C、 了 ， 其 半径 都 是 则 . 

4B=40=4D=50=BD=CD(=27)- 
所 以 ,四 面体 4BCZD 是 正四 面体 。 

因 球 万 、C、 呈 的 切 平面 与 点 至 、C、 呈 的 距 
_ 离 都 等 于 ”% 所 以 它 与 平面 BO 了 平行。 其它 

的 切 平 面 也 同样 .因此 , 由 四 个 切 平面 国 成 的 
四 面体 44B'OOD 的 各 面 与 正四 面体 4BOD 


各 面 平行 。 包 而 ， 其 对 应 的 棱 平 行 ， 对 应 的 . 


面相 似 。 故 知 4'B'C'D' 是 正四 面体 . 
3313。 求 与 空间 三 定点 4、B3、C 距离 的 
平方 和 一 定 的 点 书 P 
的 轨迹 。 
解 设 BC 的 中 点 人 
为 MG 为 AdBO 
汶 


的 重心 ， 则 由 中 线 定 


再 得 
PHB2TPO2 一 2BM2 二 2PM2。 @ 
又 设 4G 的 中 点 为 W, 则 

P4?PG? 一 2PN2? 十 2GN2.。 加 
又 

PN2 十 PM2? 一 2PG2 十 2GX2， 

3BM? 十 32MG2 一 5BG2 二 0G2. @ 
由 人 @+@+L@+@, 和 GN=-4N=MG 得 

PP42 二 忆 B2 十 PO? 

一 3PG2? 二 4G2 二 5BG2CG2。 

设 了 P4? 十 PPB2 二 PCO2 一 Mi2， 
4LG2 二 BG2 二 COG2 一 02。 


则 2 92 都 是 一 定 的 ， 


所 以 FGa= 末 (ma 一 0)， 


02 一 和 2 


即 PG=V 一 5 
是 一 定 的 。 因此 ， 点 一 的 轨迹 是 以 A4BC 


759 


IN22 一 7 
3 


为 半径 的 球 . 


的 重心 为 球 心 ， 以 凡 


3314. 有 四 个 半 A 


径 都 是 r em 的 球 ,将 

其 中 三 个 球 相互 接触 

固定 在 桌子 上 ， 再 在 0 
上 面 放 另 一 个 球 。 求 

这 个 球 的 最 高 点 离开 

桌面 的 高 度 是 多 少 ， 

解 “ 设 堆 又 的 四 个 球 的 球 心 分 别 为 4、 瑟 、 
C、D, 则 四 面体 4BCD 是 楼 长 为 2r em 的 正 
四 面体 其 高 4 玉 由 问题 3219 知 是 和 


2、/6 
x4DP, 即 一 5 cm， 所 以 ; 这 四 个 球 的 最 


高 处 和 桌子 面 的 距离 是 ， 
3/ 6 


3315. 泉 上 放 闭 一 个 直径 为 50cm 的 球 . 
已 知 电灯 的 一 束 光 射 到 球面 的 视角 的 一 半 为 
a， 连 结 电灯 和 球 心 的 直线 梨 面 的 夹 角 为 
68。 当 w<8 时, 球 的 阴影 是 酉 圆 或 圆 ; 当 ac 一 
B 了 时 是 抛物 线 ; 当 w%>A 时 是 双 曲 线 。 如 果 电 
灯 的 高 度 为 gw 在 下 列 情 况 中 , 回答 阴影 的 形 
状 ,并 说 明 其 理由 。 
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《1) 丈 一 300 cm- 

G) 球 的 球 心 在 电灯 的 正 下 方 

《ii) 球 的 球 心 不 在 电灯 的 正 下 方 . 

(2) 天 一 50 cm， (3) 天 一 40 cm。 

解 〈1) :4i) 光源 工 在 球 的 正 上 方 时 ， 阴 
影 的 边界 和 这 个 球 在 桌 上 的 切 点 的 距离 是 

300- 域 < (cm)， 

-所 以 这 时 的 阴影 是 画 。 

《ii) 因为 B>o, 所 以 阴影 是 权 贺 . 

(8) 这 时 球 的 直径 和 光源 工 的 高 度 相等 ， 
如 图 (32)，w% 一 B, 所 以 阴影 是 抛物 线 。 

《3) .这 时 工 的 高 度 比 球 的 直径 小 ， 如 
(3)，8<o, 所 以 阴影 是 双 曲 线 。 


(2) 球面 三 角形 
3316. 球面 上 相交 的 两 个 小 国 所 构成 的 
解 设 球 心 为 0， 


角 ， 等 于 在 交点 处 该 区 
两 个 相交 小 圆 的 圆心 


两 圆 的 切线 分 别 和 球 
心 所 确定 的 两 个 平面 
构成 的 二 面 角 的 平面 
角 
分 别 为 豆 \ 互 ， 其 交点 之 一 是 4. 圆 在 点 
4 处 的 切线 为 47, 圆 妃 ' 的 切线 为 47"， 则 

园 刀 的 平面 JO 丈 ， 

LT OP 
又 47 是 圆 互 的 切线 , 47 瓦 4， 
“。 42 平面 (0 及, 玖 4)， 

从 而 47_O4， 
疗 理 ， 4T LO4。 
因为 CO4 是 平面 (47，O) 和 平面 (47"，O) 的 
交 线 , 所 以 ~T47 ”是 平面 (4T，O) 和 平面 
(47'，O) 所 检 成 的 二 面 角 的 平面 角 ， 又 因 两 
相交 小 轿 所 构成 的 角 就 是 在 交点 处 该 两 阅 的 
切线 所 构成 的 角 , 所 以 两 相交 圆 互 、 互 " 所 构 
成 的 角 等 于 两 平面 (4T,， 0) 和 (47'，O) 所 构 
成 的 二 面 角 的 平面 角 。 

注 因为 4TLO4, 所 以 小 圆 豆 的 切线 
47 也 是 球 .O 的 切线 。 同 样 , 小 圆 豆 ' 的 切线 
也 是 球 2 的 切线 。 

3317.， 球面 上 两 个 大 圆 弧 所 构成 的 角 , 与 
这 两 个 大 圆 所 在 平面 构成 的 二 面 角 的 平面 角 
相等 ， 且 可 用 来 测定 以 这 两 个 大 加 的 交点 为 


] 4 都 是 四 分 圆 , 则 


第 六 编 立体 几何 学 


食 的 第 三 个 大 圆 在 这 两 个 大 贺 问 的 红 。 
解 设 球 心 为 0， 
两 个 大 圆 的 交点 分 别 
为 4、C, 以 4 为 极 的 
大 圆 与 以 4 为 交点 
的 两 个 大 圆 的 交点 分 
别 为 了 B .如 果 -4 仿 


Z4OB 一 4OB' _]R 
所 以 .BOB 是 度量 两 个 大 圆 4BC、4BO 
所 构成 的 一 面 角 的 平面 角 . 
其 次 ,从 4 引 大 圆 4BC 的 切线 47， 则 


O4T 一 一 玉 ， 
所 以 471/OP。 
同样 ,从 4 引 大 圆 4BC 的 切线 47 则 
2 1O0OB'， 
了 747' 一 “BOB'。 


这 就 是 说 ， 两 个 大 圆 4BC、.4BC 所 成 的 角 
ZT4T， 与 这 两 个 大 圆 4BC、4B'C 所 成 的 


| 二 面 角 的 平面 角 人 BOB' 相等 。 


因为 一 个 圆 上 的 弧 与 该 驱 所 对 的 四 心 角 成 
比例 ,所 以 二 面 角 刀 -4C-23 可 以 度量 弧 了 3B' 
(如 果 球 的 半径 为 卫 则 瑟 ' 可 用 人 BOB， 的 
弧度 数 来 表示 ; 如 以 大 圆周 长 的 360 分 之 一 
作为 度量 缴 的 单位 , 则 有 P' 就 可 用 BOB' 
的 度数 的 值 表示 ) 。 

3318. 球面 三 角形 的 任意 两 边 之 和 大 于 
第 三 边 。 

解 ” 设 了 球 心 为 0， 
球面 三 角形 为 
4BC， 其 最 大 边 为 
4C。 连 结 O4,OB， . 
OC 构 成 三面 角 9 
O-4BO， 由 问题 3076 知 

24OPFTAPBOCO> 4O0C) 
由 LA40B: Boo: 004 
= 念 : 了 :02， 
(Z4OB+ABOC):LCO4 
= (4B+E0):04. 
因此 ，_ 4 了 >C2， 
因为 近 是 球面 三 角形 _4BC 的 最 大 边 , 显然 
还 有 
”人 护 + 有 > 信念 + 及 > 区 ， 
所 以 球面 三 角形 中 任意 两 边 之 和 大 于 第 
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择 功 . 

3319， 球面 多 边 形 的 任 一 边 小 于 其 他 所 
有 边 之 和 。 五 

解 设 球面 多 边 形 D 
-4BODB 的 最 大 边 为 ， 

-全 ,分 别 用 大 回 弧 连结 轴 
LO、 4 由 上 题 知 
-< BT 8 
26<6DT 仿 ， 

态 <Z 7 
.…， .+T40+4 力 < 多 + 和 +CD 
填 4D 十 力 加 二 名， 


即 ”4 念 <2D 坊 十 太 十 下 2 
3320. 设 忆 为 球面 三 角形 4BC 内 的 一 
点 ， 用 大 圆 驳 连结 
2B、PC, 则 
太 + 厂 
< 4D+ 40. 
解 设 弧 3P 的 延 
长 线 和 红 4C 的 交点 
为 9, 由 问题 3318 知 0 
了 < 人 BT 
即 巧 +9< +4u， 
又 < 乓 +， 


ww 


B 二 区 +2<4pP+29+T 的 +60， 


即 ZEB+ 了 < 人 20、 
3321. 球面 三 角形 的 三 边 之 和 小 于 大 圆 . 
解 ” 设 球 心 为 0, 球面 三 角形 为 4BC， 作 

三 面 角 CO-4BC (参照 问题 3318 的 图 ), 由 问 

题 3077 知 

LA40OB+TABOCTACO4<4ZR. 

但 4OB:LABOC: LACO4:4LRR 

下 : 0: C: 大 圆周 长， 
.， 仿 + 天 +64< 大 圆周 长 . 


3322. 二 等 边 0 
球面 三 角形 的 两 底 
角 相等 。 反 过 来 ， 
两 底 角 相等 的 球面 7 
三 角形 是 二 等 边 球 4 
面 三 角形 。 


解 设 球 心 为 8 一 
O, 球面 三 角形 为 4B0, 且 念 = 候 . 从 4 
引 平面 0BC 的 垂 线 ， 甜 中 为 召 - 再 从 4 引 
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0OB、OC 的 垂 线 , 垂 足 分 别 为 MXN， 则 
OP 1M4, OP 1 万 4， 
"。 0B 平面 (KL,， 互 4)。 
从 而 08 五 (三 垂 线 定理 ) 。 
因此 ， 一 4M 妃 是 度量 二 面 角 0OB 的 平面 角 。 
同样 ， .4XNZ 是 度量 二 面 角 OC 的 平面 
角 。 由 于 48 一 40, 所 以 C40B5= 一 400. 
于 是 在 A4MWMO 和 人 A4NoO 中 ， 
Z44UMO 一 -4NO=- 一 RR， 
4O0MN 王 40ON,， 4O 公共 ， 
人 4MO2A 人 4NO， 
从 而 4M 一 4N。 
又 在 人 45GM 和 和 人 4EN 中 ， 
LA 人 4 及 M 一 4 有 人 一 一 已 
4M 一 4NV， 4 万 公共 ， 
.人 4DMNZRSA 人 4 万 N， 
从 而 41 五 一 了 .4N 瓦 ， 

由 此 可 知 二 面 角 OB= 二 面 角 O0C, 所 以 
3 一 0. 即 二 等 边 球 面 三 角形 的 两 底 角 
相等 。 

反之 ， 在 球面 三 角形 4BC 中 ， 如 ~ 了 一 
0, 则 
.4M 万 一 4N 万， 
A4ZMM2A4N， 

4M 一 4N。 
AdMO22A4NO， 
LOB= 一 4OCC。 

-， 仿 =20. 
因此 两 角 相 等 的 球面 三 角形 是 二 等 边 球面 三 
角形 . 

3323. 如 果 球 面 三 角形 的 三 条 边 相 等 ， 
则 它 的 三 个 角 也 相等 .反之 ,如 果 球 面 三 角形 
的 三 个 角 相 等 , 则 它 的 三 条 边 也 相等 。 

假 ”在 球面 三 角形 4BC 中 ,如 果 念 = 大 
一 0O4d， , 则 由 C4 一 (及 知 了 4= 卫 。 

又 由 .45= 人 0 知 AC 一 瑟 (参照 上 题 )， 
.…。 .4 一 一 C， 

其 次 ， 在 球面 三 角形 4LBC 中 ， 如 果 /4= 
lB 一 AC, 则 由 ~AC 一 -4 4 可 知 4BF= 了. 
由 4 一 了 可 知 BO=4G， 

相 4B=- 了 -~ LO. 

3324， 如 果 4L4' 是 球 的 直径 , 则 砍 4' 是 
4 的 对 点 ,或 称 取 是 4 的 对 点 。 设 4、B、C 
的 对 点 分 别 为 4、B'\、C'， 则 球面 三 角形 4BC、 


从 而 
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和 球面 三 角 4B'C 的 对 应 边 相 等 ， 对 应 和 交点 为 也 分 别 用 大 园 弧 哇 结 九 4,， 吾 BEC， 


相等 。 
解 因为 40B = 
A4OB' 《对 项 角 )， 
于 
同 理 ， 
” 史 = 有 人 
DC4-=6 作 
因此 这 两 个 球面 三 角形 
4BC 和 4BC' 的 对 应 边 相 等 . 
又 二 面 角 O4= 二 面 角 0O4'( 对 楼 二 面 角 )， 
4 一 4 
同 理 ， ~.B= DT，~AO 一 -CC 
因此 这 两 个 球面 三 角 4BC 和 4B'C' 的 对 应 
角 相 等 。 
注 1 一 个 球面 三 角形 和 以 其 各 顶点 的 对 
-点 为 硕 点 的 球面 三 角形 ， 吗 做 互 为 对 称 的 球 
面 三 角形 。 互 相对 称 的 两 个 球面 三 角形 的 对 
应 边 相 等 ,对 应 角 也 相等 ,但 它们 不 一 定 是 合 
同 的 . 
2 一 个 球面 三 角形 和 与 它 的 对 称 球 面 三 
角形 的 合同 球面 三 角形 也 是 互相 对 称 的 。 
3325. 互相 对 称 的 两 个 二 等 边 球面 三 角 
形 是 合同 的 。 的 
解 设 球面 三 角形 4BC 让， 4 一 4C， 4、 
BBC 的 各 对 点 4 五 '、C' 所 构成 的 球面 三 角 
形 为 A4 BC 则 由 上 题 知 
化 -47 二-3C 二 -0 十， 
LAmL4' 万 = BC= 0 
已 知 念 = 40， 
， 仿 =40, 他 -4 礼 . 
_ 取 球面 三 角形 4B3C， 把 妈 与 与 4 重合 
2C 与 4 方 重合 , 则 由 =LC7 可 知 知 C/ 重 
合 于 至 ,又 由 4 二 一 .4 可 知人 4 让 与 LG 
重合 . 。 最 后 , 因为 和 4 他 一 0， 好 .与 C 重 合 
从 而 全 重合 于 多 . 
`， 球面 三 角形 4BC 
喧 球 面 三 角形 4 BC 
3326. 互相 对 称 的 两 个 球面 三 角形 的 面 
积 相等 . 
解 设 球 心 为 O， 球面 三 角 形 为 4BC, 小 
阅 4BC 的 圆心 为 刀 ，O0D 的 延长 线 和 球面 的 


则 在 人 oO4D 和 


AOBD 中 ， 放 
O4=0B， 但 
D4 过 了 了， 


从 而 CR 
同样 ， 卫 瑟 一 石 C， 五 4 一 妨 已 一 ZG， 

由 此 可 知 三 个 球面 三 角形 孔 4B, 已 BO ECO4 
都 是 二 等 边 球 面 三 角形 。 

设 4.B、.C、 吾 的 对 点 分 别 为 4/、B'、 CO、 也， 
并 以 这 些 对 点 为 顶点 构成 球面 三 角形 ， 由 上 
题 得 

球面 三 角形 TAB 一 球面 三 角形 如 4PB1， 

球面 三 角形 刀 BC 一 球面 三 角形 五 B'C'， 

球面 三 角形 BO4= 球 面 三 角形 妃 CO4。 

由 于 球面 三 角形 4BC 是 三 个 球面 三 角形 
2T4P、TEBC、 互 C4 的 和 ， 或 者 是 其 中 两 个 的 
和 减 去 余下 的 一 个 所 得 的 差 ， 球 面 三 角形 
4'B'C' 是 三 个 球面 三 角形 万 4 、 了 DBO、 
BC'4' 的 和 ， 或 者 是 其 中 两 个 的 和 减 去 余下 
的 一 个 所 得 之 差 。 

`“。 球面 三 角形 4BO 
一 球面 三 角形 4.B'O 

3327. 在 相同 或 相等 球面 上 的 两 边 及 其 
夹 角 对 应 相等 的 A 定 
两 个 球面 三 角 
形 ， 是 合同 的 或 
者 是 对 称 的 。 B 王 

解 已 知 在 相 C 
同 或 相等 球面 上 
的 两 个 球面 三 角形 4BC、 也 下 中， 

念 = 六 40-TDF，A4= D， 
设 和 4BC 对 称 的 球面 三 角形 为 4 则 
T 记 = 方 , 4O-= 和 L4= 4. 
从 而 可 知 
4 访 =T 10 一 防 ， A4 一 AD， 
“现在 取 DBEP, 把 忆 放 在 4 上 , 使 七 放 和 
.1 访 重 合 , 则 由 .4 念 = 古方 可 知 , 罗 重合 于 也. 
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这 时 可 分 两 种 情况 讨论 : 
如 果 刀 和 C 在 .个 的 同 侧 ， 因 为 4 一 


忆 ,可 使 7 入 重 合 于 化 . 又 因 4= 俯 ， 

计 是 好 重合 于 C,， 从 而 万 六 重合 于 大 . 因 

此 
球面 三 角形 4BCge 球 面 三 角形 DB 

如 果 忆 和 0 
在 4 念 的 异 侧 ， 

可 把 刀 放 在 人 | 

4 上 ， 使 2 B 、 

重合 于 式 词 ， 三 全 

这 时 下 和 C- 

就 在 了 4 误 的 B' 

同 便 , 由 了 ' 字 人 

一 D 访 可知 , 如 重合 于 刀 . 又 因 L4 一 2 人 D 

天 可 重合 于 4.0) 又 4C 一 多, 于 是 了 重 

合 于 C, 因而 也 放 重合 于 BC 因此 
球面 三 角形 4'B'C' 名 球面 三 角形 DB 。 

综 上 所 述 ， 可 知 球面 三 角形 4BC 和 刀 思 刀 
或 者 合同 、 或 者 对 称 。 

3328. 在 相同 或 相等 的 球面 上 ， 两 角 及 
其 夹 边 对 应 相等 的 两 个 祭 面 三 角形 或 者 合同 
或 者 对 称 .。 

解 ”如 上 题 的 图 . 已 知 在 相同 束 相等 球面 
上 的 两 个 球面 三 角形 4BC 和 DZBB 中 

LAB=L- 马 LO= AP 了 = 全 . 
设 和 4BC 对 称 的 球面 三 角形 为 4BC 则 
有 

AB= -DB，LO= Ar0 区 -BC 


从 而 和 
LAB' 一 再 ALC' = /11 一 Z7， 

_ 取 DEF ，: 把 瑟 放 在 互 上 ， 使 碎 重合 于 
0， 由 于 扔 玉 可 知 卫 重合 于 C， 这 和 时 
可 分 两 种 情况 讨论 : 

如 果 疡 和 4 在 优 的 同 侧 ， 由 一 妨 一刀 
可 知 轧 记 重合 于 24。 又 由 ALC=- 7 可 知 
7 重合 于 C4, 从 而 卫 和 4 重合 。 因 此 

.4BOEDBZ 
如 果 把 名 放 重合 于 负 时, D 和 4 在 钨 的 
寞 侧 , 则 可 把 . 忆 放 在 石上 上 ,使 如 祈 与 BC 重 
会 , 刀 和 4 就 在 3F 字 的 同 侧 。 由 于 BO- 
为 放 亏 可 知 丸 重合 于 C'。 由 一 B' 一 如 可 知 万 方 


下 rolerageprgoihaoge 人 0 Createrdgiodvgiyodee、 人 rododsii 


重合 于 B4'， 又 由 LO = LZ 可 知 耽 和 
C'4' 重 合 , 因而 卫 和 4 重合 . 
.41BOI22DDBB 

综 上 所 述 ， 两 个 奈 面 三 角形 4BC 和 DB 
或 者 合同 或 者 对 称 . 

3323. 在 相同 或 相等 的 球面 上 +， 三 边 对 
应 相等 的 两 个 球面 三 角形 4BC 和 疡 了 太 或 
者 合同 或 者 对 称 ， 

解 ” 设 在 两 个 球面 三 角形 4BC 和 站 
中 ， 

念 =, 作 - 分 , 区 -下 

如 果 和 奈 面 三 角形 4BC 对 称 的 球面 三 角形 
为 4.B'C, 则 

WA Am Wo Am Am 

4 万 一 4DB，40O 一 4O，BO' 一 DO。 
从 而 

4 方 = 大 , 10 他 TD- 大 、 
取 BP， 把 刀 放 在 刀 上 ， 使 如 与 80 重 

合 ,由 研一 区 可 知 , 了 重合 于 CO. 如 果 卫 
和 4 在 加 的 异 侧 , 作 4DD 的 大 圆 弧 ， 则 得 
到 两 个 二 等 边 球面 三 人 A 
角形 B4D COd4DD， 因 
为 它们 的 两 底 角 相 
等 ， 于 是 可 得 “4 一 B 
AD， 《) (F) 

如 果 鲍 和 瑟 重 
合 时 ， 时 ,了 和 4 在 项 的 同 仙 ， 可 使 有 重合 
于 了 CO 于 是 刀 和 -4 就 在 BC 的 异 侧 ， 作 
4 刀 的 大 贺 红 ， 则 可 得 两 个 二 等 边 球面 三 角 
形 B4'D、C'.4"D, 它们 的 两 底 角 相等 ,所 以 

LA4=-D， 从 而 /4 一 D. 

基于 上 述 , 可知 4BC 和 DBZ 是 两 边 及 天 
角 分 别 相等 的 球面 三 角形 《 即 念 = 思 7 4 
一 万 不 ， 2Z4 一 一 D)， 它 们 或 者 合同 或 者 对 
称 。 

3330. 在 相同 或 相等 的 球面 上 ， 三 个 角 
对 应 相等 的 两 个 球面 三 角形 或 者 合同 或 者 对 

解 ”在 以 0 为 球 心 的 球面 上 的 两 个 球面 
三 角形 4BC 和 也 太太 中， 
LA 人 4= DB=- 怒 LO 一 了 1 
和 问题 3331 一样, 作 LBC 的 极 三 角形 

4BC， 作 了 DBEZ 的 极 三 角形 刀 如 玉 ， 由 问 

题 3332 知 ， 一 BOC 和 4 互 为 补 角 ， 


人 Agemrideaapr one 一 一 一 一 一 一 ~ 一 一 


人 
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忆 吾 'OB 和 一 了 互 为 补 角 ， 所 以 


BIOC' 一 一 万 OO ， 
从 而 BC 一 人 
同 理 下 信 一 系 方 ,不 总 一 万 方 . 
因此 由 上 题 可 知 ,4"B'C' 和 D/'B'B' 是 合同 
的 或 者 是 对 称 的 。 
LA 一 AD L 刀 一 人 人权 ， 
LGA 了 


其 次 ， 由 于 4 BC 的 极 三 角形 为 4BC， 
了 如 克 的 极 三 角形 为 BF， 由 上 面 的 证 明 
可 知 , 4BC 和 了 DBF 是 合同 的 或 者 是 对 称 
的 


如 果 4BO 和 闷 分 别 在 两 个 相等 的 球 
面 重合 ,所 以 和 同 妹 上 的 证 明 一 样 。 

3331. 设 分 别 过 球面 三 角形 4BC 各 边 
BEBO.CO4、 4 的 大 园 BO.C4、4 刀 , 在 4、B、C 
同 侧 的 极点 为 4 
了 3 CO， 则 球面 三 角 
形 4B'C' 时 做 球 
面 三 角形 42BC 的 
极 三 角形 。 

已 知 球面 三 角形 
4'B'C' 是 球面 三 角 
形 4BC 的 极 三 角 
形 ， 证 明 奈 面 三 角形 4EC 也 是 球面 三 角形 
4'B'O' 的 极 三 角形 ， 

解 ” 设 大 涪 四 分 弧 的 长 度 为 2 4 是 大 
3C 的 极 , 则 


43= .40-=7. 
网 和 设 殖 ' 是 大 圆 由 CA 4 的 极 ， 则 
瑟 0= 肠 4=-)。 
设 C' 是 大 圆 4B 的 极 , 则 
C4=(C 方 = 
从 以 上 各 式 可 得 吾 冯 一 G=7， 因 而 4 是 大 
加 B'C' 的 极 。. 
又 CIB 一 4 号 一 5 所 以 巨 是 大 阅 C4' 的 极 。 
又 40O=BOC=7 所 以 C 是 大 贺 4'B' 的 极 . 
由 此 可 知 球面 三 角形 4BC 也 是 球面 三 角形 
4BC' 的 极 三 角形 。 
”5332. 设 球面 三 角形 4BC 的 极 三 角形 
为 4 BO 球 心 为 0， 则 人 BOCO、~CO4、 
24O0B 分 别 与 CL4、_B'、-C' 互 为 补 角 。 


解 ”如 果 大 贺 弧 4'B3' 或 其 延长 线 和 大 贺 
弧 BC 的 交点 为 吾 , 大 
图 弧 4C 或 其 延长 线 
和 大 圆 弧 BC 的 交点 为 
也, 则 4 就 是 大 贺 BC 
的 极 . 所 以 

LO 为 一 ARR， 

ALOB = RR， 

。 LA.4 一 TBOP 
又 妃 是 大 圆 4 的 极 BO = 人 BR.O 是 
大 况 4 的 极 ， 人 CO 到 一 BR 
BOOTABOB 一 了 BOFTACO 卫 
一 2 也 。 

因此 ，BOC 和 至 0O 歹 互 为 补 角 ， 从 而 
BO0C 和 ~.4' 互 为 补 角 。 
同 理 ，CO4 和 一 互 为 补 角 ， <40B 和 
C' 互 为 补 角 。 

注 如 球面 三 角形 4BC 的 极 三 角形 为 
4BO 则 4'B'O 的 极 三 角形 是 4BO, 且 
LA 人 BIOO、LCO4、L4 0 了 分 别 和 4、 


一 B、ZC 互补 . A 已 
3333. 球面 三 角 RS 
形 的 三 个 内 角 平 分 线 VSc 

共 点 。 

解 ” 设 球 心 为 0 的 
球面 三 角形 为 4BC， 
/4 的 平分 线 为 4D， 
LE 的 平分 线 为 瑟 访 ，C 的 平分 线 为 ( 依 . 
设 瑟 六 入 的 交点 为 了 则 因 了 是 /3 平 
分 线 如 放 上 的 点 , 工 到 两 平面 04B、OBC 的 
距离 相等 ， 又 因 了 是 AC 平分 线 C 六 上 的 
点 , 工 到 两 平面 0B5C.O4C 的 距离 相等 ,所 以 
Z 到 两 平面 04 万 和 O4C 风 仆人 从 而 工 
也 是 Z4 平分 线 4 
未 的 ; 点 . 故 全， 5， 
C 和 共 点 Z。 

3334， 球 看 三角 
形 的 三 条 中 线 共 点 . 

解 ” 设 球 心 为 0 的 
球面 三 角形 为 4BC， 
各 边 有 CO、 (到 、 . 思 的 
中 点 分 别 为 刀 、 马 、 万 ， 六 .BO、 C4、 4 号 的 中 
点 分 别 为 D' 了 如、 丈 。 因为 在 同 圆 内 。 四 心 、 
弦 的 中 点 .该 弦 所 对 缴 的 中 点 在 同一 直线 上 ， 


浊 
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所 以 刀 在 oOD 上 ， 瑟 ' 在 0B 上 ， 殖 ' 在 DO 
二。 
在 平面 三 角形 4BC 中 ， 它 的 三 条 中 线 
4D、BB COCB' 共 点 , 设 这 个 交点 为 G'， 则 三 
平面 (04, 0D)，(OB, 0 了 有)，(00，OF ) 共 
线 0G'.。 设 0G' 的 延长 线 和 球面 的 交点 为 
G, 则 三 平面 (04, OD)，(0B,，0Z 刀 )，(OO， 
OZ8) 和 直线 COG 分 别 与 球面 相交 所 成 的 球面 
三 角形 4BO, 它 的 三 条 中 线 4D、B 玉 、CF 都 


共 点 G。 
3335. 设 球 心 为 
O 的 球面 三 角形 为 


4BO, 04.OB.OC 丙 
两 都 不 垂直 ， 则 由 球 
面 三 角形 的 各 顶点 分 
别 引 其 对 边 的 垂 线 共 
点 


。 0 
_ 解 设 由 也 引 20 的 重 线 为 马 , 由 C 引 
-4 方 的 垂 线 为 CF,， 瑟瑟 和 CN 的 交点 为 互 - 
再 过 O4 上 的 一 点 4 作 垂直 于 02 的 平面 ， 
它 和 OB、OOC 分 别 交 于 点 3、C',， 则 两 平面 
ODB8 和 4BC 的 交 线 为 妃 ' 百 ',， 两 平面 0C 了 7 
和 4BC 的 交 线 为 CB， 设 巴 如 和 CT 
的 交点 为 互 ， 则 瓦 ' 在 两 平面 03 甩 和 OCZ 
的 交 线 O 互 上。 这 时 平面 4'B'C' LO4， 平 
面 0O4C 包含 04。 
平面 4 BO' 1 平面 04C， 
又 BEBL4C， 平面 OBZ 1 平面 04C， ， 
所 以 两 平面 4'B'C'、OBB 的 交 线 互 ' 取 ' 垂直 
于 平面 040， 
“， 也 1L4O'。 
同样 CF'L4'B'. 
因此 , 妃 刀 和 CE 的 交点 奖 ' 是 人 A4'B'C; 
的 重心 ， 从 而 连结 4' 克 ' 的 直线 和 BC' 相交 
于 了 则 
4D BO 
又 04 垂直 于 平面 4.B'C' 上 的 直线 BC 所 
以 ， 
平面 (04, 4DD) BIO。 

从 而 平面 (04,， 4'D')) 垂直 于 含有 B'4C' 的 平 
面 OBC。 

设 0Z 的 延长 线 和 80 相交 于 D, 则 4 人 
在 平面 (04, 4'D') 上 ，80 在 平面 03C 上 ， 
4DLBC。 因为 平面 (04, 4'D') 含有 0 克 


. 形 的 面积 和 球面 面积 
- 角形 内 角 的 和 减 去 两 
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所 以 该 平面 上 的 4 放 必 过 直线 O 玉 ' 上 的 点 
瓦 。 由 此 可 知 由 球面 三 角形 _ 4BC 各 顶点 向 
其 对 边 所 引 的 三 条 垂 线 4D，BZ，CF 都 过 
点 妃 。 即 球面 三 角形 的 三 条 垂 线 共 点 。 
3336. 球面 三 角 


的 比 。 等 于 该 球面 三 


直角 所 得 之 盖 和 八 个 
直角 的 比 。 

解 ” 设 球面 三 角形 
4B0 的 对 称 球面 三 角形 为 4BC' (44， 
2BB， CC 为 妹 的 直径 ), 半 球 的 面积 为 3 
则 


月 形 4B4'O4 面积 :S= 4:2 一 RR， 
是 续 1 一 一 4 。 
.…， 月 形 4B4CO4 面 积 5 。 
月 形 BC'BL4'B 面积 :8 一 人 B:3LB， 
了 了 7PPF 47 人 开 吉 
月 形 80 34 瑟 面 各 2 AS。 
月 形 C4C'PO 面积 :8S8= CO:2 二 六， 


月 形 CLC' BO 面积 =_2C_ .8S. 


2 
。。 月 形 4B4'C4 面积 
十 月 形 BO'B'4 面积 
十 月 形 C40O'BO 面积 
-一 4+B+CO .8 
3LB ” 


球面 三 角形 4BC 面积 
十 球面 三 角形 4BO' 面积 十 8 
ZL4+B+L0 .8 
355 


因 3 
球面 三 角形 4B0 面积 
一 球面 三 角形 4 号 C 面积 ， 
“。 23Xx (球面 三 角形 4BO 面积 ) 
一 人 4 二 LEB+C.S_8 
2 二 忌 


-LL4+LB+C-3LABR .8 
2 


球面 三 角形 4BC 面积 
~_ AL4+LZB+<CO-32LR ,8 
2 
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从 而 
球面 三 角形 4BC 面积 
2 
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LA4+ LABTLAC-3LAB 
3 * 

3337， 球面 三 角形 的 内 角 和 大 于 两 直角 
而 小 于 六 直角 . 

解 ” 设 球面 三 角形 为 4BC, 半球 面 为 &, 则 
由 上 题 知 

球面 三 角形 4BC 面积 
25 


_ LA4A+ZABTLAC-2LR 
ED 


这 个 等 式 的 左边 是 正 的 , 右边 也 必须 是 正 的 ， 
”，4+~BTTAO-3AR>0， 
即 
4+_B 二 ALO>32L- 五 


A4<23A 咏 DB<3AR AC<2 忆 
A4 十 有 TAOC<6 一 已 。 


必 2 BR<-4TBTACO<6R， 

洲 ”从 球面 三 角形 的 三 个 内 角 和 减 去 两 直 
角 的 球面 叫做 这 个 球面 三 角形 的 球面 过 锌 。 

3338， 球面 凸 2 边 形 的 面积 ， 等 于 从 其 
内 角 和 的 一 半 减 去 (2 一 2) 一 届 所 得 之 差 为 月 
形 角 的 球面 月 形 的 面积 。 

解 ” 设 球面 凸 % 边 形 为 4BCD…MN， 半 
球面 积 为 &。 如 用 大 圆 弧 连结 4CO、4D、.…、 
44, 则 得 ?一 2 个 球面 三 角形 , 这 时 .4 被 
分 成 Cal、~as、…、~an_s 等 2-2 个 角 ， 
C 被 分 成 Cet、 Acs 两 个 角 ， 忆 被 分 成 
和、A 人 aa 两 个 角 , …， 1 被 分 成 Ara 
?ia 两 个 角 。 由 问题 3336 知 

球面 三 角形 4B0C 面积 
一 -2 人 0tTL 人 Bo 一 23<R.g 
”. 和- 闷 
球面 三 角形 4CD 面积 
二 .Lao 十 co 十 习 一 2 已 
4 人 丽 


eeeedeae 


.人 


一 -ar-? 十 1 十 LA 一 2 人 RS 
4 


把 以 上 各 等 式 的 两 边 分 别 相 加 , 则 得 


其 余 的 同样 可 求 


从 而 
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球面 凸 % 边 形 4BOD…MN 面积 
一 [4T 了 TAOT… 十 AN 
一 2(2 一 2) 到.S 二 4LAB 


-[ 寺 (4+LBLLZOT…+TZN) 


~ 一 9 LAB|.8=2LB。 


上 式 右边 表示 ， 以 分 子 中 的 角 为 月 形 角 的 月 
形 的 面积 ， 因 此 得 证 。 

3339, 说 明 什 么 是 曲率 和 曲率 半径 。 

狼 ” 如 果 把 弯曲 
的 道路 铁路 ,或 者 0 
物体 上 的 曲线 看 成 唤 
是 圆 台 的 一 部 分 ， 
则 这 个 加 的 半径 


的 个 数 二 ， 叫做 这 


条 曲线 的 曲率 ， ? ， 
叫做 曲率 半径 。 4 

例如 , 图 中 相交 成 60" 的 十 字 路 上 , 要 在 各 
角 PP、9、R、S 内 作 圆 弧 ， 使 其 曲率 半径 为 
50m 且 和 各 角 的 两 边 相 切 ， 试 求 各 角 顶点 
PR.、S 到 各 切 点 的 距离 。 

如 图 ， 已 知 O7 一 07"' 一 50, 设 瑟 忆 一 2 由 
AZPBO=60"* 知 味 

O7 一 32， 


出 。 
又 如 ， 已 知 长 
25mm 的 线路 的 
曲率 半径 为 
300m, 如 图 , 试 求 其 弯曲 的 高 度 &。 
设 40B=-6, 则 有 
25 0 
500X27” 350， 


.6 一 区 ~4.7。。 


BON=2.35。， 
ON =300cos2.35。 一 300xX0.9991 
久 299.7， 
“"， Gd=300 一 299.7 一 0.3(m)。 
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3340， (定义 ) 什 么 叫 投 影 ? 

解 ”投影 就 是 把 物体 的 形状 用 视图 表示 在 
平面 上 .这 个 
平面 叫做 投影 
面 ， 一 个 平面 
水 平 放置 ， 另 
一 个 平面 垂直 
放置 ， 前 者 叫 
做 水 平 投影 
面 ， 后 者 叫做 
正面 投影 面 . 

这 两 个 面 把 空间 分 成 四 个 象限 ,， 从 第 一 象限 
到 第 四 象限 的 位 置 和 三 角 中 的 象限 一 样 。 如 
果 投 射线 垂直 于 投影 面 ， 那 么 这 种 投影 叫做 
正 投 影 ; 如 果 投 射线 不 与 投影 面 垂直 , 那么 这 
种 投影 叫做 佟 投影。 除 水 平 投影 面 和 正面 投 
影 面 外 , 和 它们 直 交 的 面 叫做 侧面 投影 面 . 几 
何 体 在 正面 投影 面 上 的 视图 称 为 主 视图 ， 在 


水 平 投影 面 上 的 视图 称 为 俯视 图 ， 在 侧面 投 | 


影 面 上 的 视图 称 为 左 视图 。 


3341. (定义 ) 什么 叫 射影 、 正 射影 ? 一 条 
直线 在 平面 上 的 
射影 是 什么 
形 ? 

得 从 一 点 己 
引 平 面 z 的 垂 
线 。 设 其 垂 足 为 
2 则 点 2 叫做 点 
己 在 平 商 和 上 的 


正 射影 或 简称 射影 。 图 形 上 的 各 点 在 平面 
上 的 正 射影 的 集合 叫做 图 形 了 在 平面 上 
的 正 射影 或 简称 射影 。 如 一 条 直线 4B 不 垂 
直 于 平面 ， 则 该 直线 在 这 个 平面 上 的 正 射影 
吧 是 一 条 直线 。 如 另 一 条 直线 CD 垂直 于 这 
个 平面 ， 则 CD 在 这 个 平面 上 的 正 射影 为 点 
CQ 

3342. 作 以 下 四 点 4、.B、C 了 了 的 投影 。 
点 4 离 正面 投影 面 2cm, 离 水 平 投影 面 
3cm; Sr 

点 忆 离 正面 投影 而 3.5cm, 在 水 平 投影 面 
上 ; 

点 C 在 正面 投影 面 上 ， 离 水 平 投影 面 
么 CI; 


点 了 在 两 投影 而 上 。 


3343. 已 知 点 4 在 水 平 投影 面 上 的 投影 
a, 正面 投影 醒 本 
上 的 投影 %， 
求 点 4 和 基 
线 GZ 的 距离 。 

解 “已 知 点 
4 的 俯视 图 为 
C， 主 视图 为 
ou, 作 它 的 左 
视图 ao"， 则 业 
Za" 就 是 点 4 和 GZ 的 距离 . 

3344， 判定 下 面 投影 图 所 表示 的 几何 图 
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形 的 形状 和 位 置 。 


SO----。------|.------------ 


解 (i) oa' 是 点 4 的 投影 , 它 的 位 置 在 
正面 投影 面 的 前 方 和 水 乎 投影 面 的 上 方 若 干 
距离 . 

(ii) ze'、zc 是 线段 BC 的 投影 , 线段 的 位 
置 在 正面 投影 面 上 , 端点 C 在 基线 上 ， 

(iii) da 是 点 也 的 投影 ， 它 表示 点 刀 在 
水 平 投影 面 上 ， 且 在 正面 投影 面前 方 若干 距 
离 的 位 置 ， 

(iv) ee 表示 点 瑟 在 基线 上 . 

3345， 从 定点 已 ， 把 已 知 线段 7 按 以 下 
指定 的 方向 作出 其 投影 图 . 

(1) 平行 于 基线 ; (2)》 垂直 于 水 平 投影 
面 ; (3) 垂直 于 正面 投影 面 ; 《4) 平行 于 
正面 投影 面 ， 对 水 平 投影 面 的 倾角 为 45?; 
《5) 平行 于 水 平 投 影 面 ， 对 正面 投影 面 的 倾 
角 为 30"。 


和 (= 


(1) za' 必 pa 都 平行 于 基线 , 且 其 长 度 都 等 
于 忆 

(2 0220 1 GZ，220 一 7 

(3) 2c GZ，pFc 一 疾 

(和 2Q 一 2， 人 ep( 人 一 和?; 

(5) 2e 一 5/， epa 一 30"。 


| 是 点 恕 的 左 视 


3346. 右 图 
是 线段 4 已 投影 
图 的 一 部 分 ， 其 
中 o 是 4 的 
主 视 图 ， 4 是 点 
4 的 俯视 图 ，27 


图 。 试 完成 线段 
4 的 俯视 图 和 左 祝贺. 

解 如 右 图 ， 
先 从 Z、2" 求 刀 
的 位 置 ， 以 确定 
4D， 再 从 C、C 
求 a。， 以 确定 
CD 

3347. 从 下 
面 的 投影 图 中 ， 


求 线段 4B.CD.EF 和 各 投影 面 交点 的 位 置 : 


(i) 4 平行 于 正面 投影 面 且 倾斜 于 水 平 
投影 面 . 

(ii) CD 平行 于 水 平 投影 面 且 倾 斜 于 正面 
投影 面 。 

(iii》 殖 忆 倾斜 于 两 投影 面 。 


解 
及 7 
1 5 1 
9 1 人 
SS c_ 了 ， 2 
| NLP 本 局 1) 
C 一 人 全 -一 
| 玫 
a 0 叶 


(i) | (ii) (iii) 

3348. 已 知 长 5cm 的 线段 Pe 的 一 端 书 
在 水 平 投影 面 上 方 3cm, 正面 投影 面前 方 
1cm， 另 一 端 @ 在 水 平 投影 面 上 方 3cm， 正 
面 投影 面前 方 3.5cm,， 求 P9 的 投影 。 


人 1 一 人 
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解 _ 取 点 卫 的 位 置 为 zx， 以 卫 为 中 心 ，| 


把 多 保持 在 3 cm 的 高 度 , 旋转 29 和 正面 投 
影 面 平行 , 则 点 纺 的 投影 是 ， 距 GZ 为 3cm 
的 平行 线 和 以 2 为 圆心 .以 5cm 为 半径 的 圆 
弧 的 交点 99。 再 求 9 的 水 平面 投影 go 然 
后 以 2 为 圆心 .pgo 为 半径 作 圆 弧 ,， 它 和 距 
GZ 3.5cm 的 平行 线 相交 于 9, 则 29'、2z9 就 
是 所 求 的 投影 。 

3349. 已 知 线段 4B=5cm, 点 4 在 正 
面 投影 面 上 ， 点 互 在 水 平 投影 面 上, 4 与 
水 平 投影 面 的 倾角 为 30*， 其 俯视 图 与 基线 
成 45” 角 , 试 作出 4 的 投影 图 。 


力 

先 从 基线 上 的 一 点 瑟 (5，zo) ,在 正面 投影 
面 上 作 和 GZ 成 
30" 角 长 为 5cm ” -一 
的 线段 Xa' 及 
zc. 再 以 4 为 贺 
心 、4 万 为 半径 ， 
使 下 在 水 平 投 
影 面 上 画 园 弧 
( 即 以 ca 为 圆心 ，. 
abo 为 半径 画 . 
弧 ), 它 和 GZ 成 短 " 角 的 直线 相交 于 妃 (2)， 
则 ao、a2' 就 是 所 求 的 投影 图 。 

3350. 若 把 直角 屋 47Y 垂直 投射 到 平面 
G 上 , 则 直角 边 瑟 4 和 了 4 的 射影 或 它 的 延 
长 线 组 成 的 角 是 钝 角 。 由 其 中 一 条 边 的 射影 
和 男 一 边 射 影 的 延长 线 组 成 的 角 是 锐角 。 

解 设 芭 47 一 已 延长 和 4 到 民 ， 则 
LI4Y 一 人 B- 如 果 人 4 的 两 边 和 平 
面 K 的 交点 为 下 了，4、Xi 在 平面 c 上 的 正 
射影 分 别 为 4、Z4， 则 开 、4、 到 在 一 条 直 
线 上 , 且 

_ 人 44 一 R， 44 了 一 B。 


1 


| 8B 的 直线 垂直 


从 而 


瑟 4>4 YY4> 六 dr 
"， 一 和 4 了 > 和 4Z7 一 R， 


LU4Y<LR。 

注 在 同一 平面 
上 X7 为 公有 。 且 
六 4> 定 44， 了 4> 
了 4' 的 两 个 三 角形 
4ZF、4'ZZ 中 ,有 
习 4 了 > 民 4 了 。 


”3351. 设 正四 面体 4BCD 的 对 棱 4B、 


CD 的 中 点 分 别 
为 鼠 . 媚 , 且 连 结 


平面 m.4、DP、 
C\ 也 在 平面 上 
的 正 射 影 分 别 为 
4 人 BC D 则 
4 B'C0D' 是 什么 
样 的 四 边 形 ， 并 
说 明 其 理由 。 

解 ”在 正三 角形 C4 和 D4B 中 ， 

0 了 8 14P,， DB 14DE， 

"“， 4D 1 平面 0BD， 


4 刀 1 万 81，4B 1 OD. 
因为 BC= 了 3D， 所 以 了 HLCD， 
又 知 妞 不 上 平面 mm 
， 4B1m CD1T。 
故 有 4B1 4B'，4 了 = 4 


CD1 CD CD=CD'。 

设 了 PB 和 平面 wx 的 交点 为 6, 则 0 是 
4B CO 的 中 点 。 又 因 4B3LCD， 而 有 
4B'LCD 所 以 四 边 形 4'B'C'D' 是 正方 
形 , 
3352. 已 知 直 立 于 水 平 投影 面 上 的 线段 
4B, 如 把 4 倾 途 使 与 水 平 投影 面 成 双 " 


- 角 ， 再 把 它 在 水 平 投影 面 上 的 投影 倾斜 使 与 


正面 投影 面 成 30* 角 , 试 作出 它 的 投影 图 。 


( 0 
解 线段 4B 直立 于 水 平 投影 面 上 ， 它 的 ， 
投影 为 w2'(ap) 把 线段 4B 倾斜 使 与 水 平 
投影 面 成 特 " 角 ， 它 在 正面 投影 面 上 
为 o"8% 在 水 平 投影 面 上 的 投影 为 czp?。 
把 azpo 倾斜 使 与 基线 成 30" 角 的 平面 由 
as 这 样 就 可 作出 其 正面 投影 而 上 的 投影 


0 人 人 ( 因 o2a2 az “一 0a09， 所 以 2 


Zi 等 高 ) 。 

注 画 如 鲜 人 的 分 解 式 或 统一 于 图 者 

可 以 。-… 
3353。 已 知 两 
平面 w8 的 交角 为 
6, 交 线 为 Z.a 
土 的 A4BO 的 底 
边 BC 在 和 > 上 ， 
它 的 面积 为 8&， 求 
这 个 三 角形 在 8 上 
的 投影 三 角形 42BC 的 面积 。 

解 设 人 4B0 的 高 为 4 互 , 由 

4 ZXZ， 从 而 .48H4'=0。 
.4 一 4 万 oo80， 
SeA4ae BO-4 及 4 及. 4 妃 工 
Acarao 一 4 7005 一 85 
。 SA4 “BC 一 人 2a3Bo- *“cos6 一 Scos09。 

注 ”如 果 底 边 BC 水 在 < 了 ,上 ,只 要 DO1/ 
和 也 可 得 出 同 
样 的 结论 

3354. 已 知 
两 平面 wB8 相 交 
成 角 9, 设 平面 
% 上 的 三 角形 
4BC 在 平面 8 上 
的 正 投 影 为 三 角 


形 4BO 则 A4BOG 和 人 A4'B'O' 的 面积 有 


什么 关系 ? 
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解 ” 设 两 平面 w\B8 的 交 线 为 Y, 过 C 且 


与 到 了 平行 的 直线 和 4 已 相交 于 了 忆 , 过 以 且 


与 六 了 了 行 的 直线 和 4' 了 3' 相交 于 也， 由 上 
题 知 
SA4h'p'o" 一 SA4po"cosD， 
心 spp'c' 一 Seapc'cogg。 
。。 SA4'B0 一 SAapovcc3B。 
3355.， 设 两 平面 w\、B 的 夹 角 为 ， 4, 平面 
a 上 的 多 边 形 一 在 
平面 8 上 的 正 投影 
为 已 ， 如 多 边 形 
忆 、P 的 而 积分 别 - 。 
用 S、&' 表示 , 则 
人 一 SocosB 
(可 化 为 三 角形 证 
明 )。 
解 ” 设 平面 c 上 的 多 边 末 呈 为 4142…4 
从 41 分 别 连 结 4a， 4 Se Li 则 把 己 分 


| 成 4 一 2 个 三 角形 。 因 此 对 应 地 也 把 平面 B 
:| 上 的 多 边 形 4.4 


“4x 分 成 有 一 2 个 三 角形 。 
已 知 两 平面 KB 的 严 角 为 由 上 题 知 


eaia4g 一 Saa:4hhco86， 


saral4 一 SAh4s4hieccs 
SAhfa0 44 一 Sa44 4 coB9 
AI 一 Scos0。 
3356. 已 知 两 平面 8 成 60" 角 ， 平面 
上 的 三 角形 4B0 各 边 长 分 别 为 5cm、 
了 cm、10cm,， 求 它 在 平面 6 上 的 正 投影 三 角 
形 4BC' 的 面积 。 
解 . 根据 海伦 公式 ,平面 cc 上 的 人 450 的 
面积 为 
五 XEX4XI3V 后 (my 
报 据 问题 3354 可 知 人 4B0 在 平面 2 
投影 三 角形 4B'O' 的 面积 为 
23wW66x coa60* 一 /66(em2)。 
3357. 已 知 平面 wx 上 的 菱形 4BCD 在 另 
一 平面 6 上 的 正 投影 为 四 边 形 4B'CO'D'， 问 
4B'OD' 征 怎 样 的 四 边 形 ? 在 什么 时 候 
4B0T 也 为 闭 形 ?( 只 需 简 单 叙 壕 其 结果 ) 
解 . 设 鞭 形 4BCOD 对 角 线 的 交点 为 2 
在 8 上 的 正 投影 为 0 则 
OA4 一 OO OPB'=OT。 
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所 以 四 边 形 4 如 CC 为 平行 四 边 形 . 平行 
四 边 形 4.BOCD 为 鞭 形 的 充 要 条 件 是 . 
0 BTD'。 
因此 , 姜 形 4BCD 的 对 角 线 4C、BD 都 应 与 
平面 8 平行 。 反之 ,如 果 对 角 线 4O、BD 都 
平行 于 平面 6, 则 
OO0'140，401 .4Cr。 
"。 0O0'1.40. 
LOCLBD， 
.…。 平面 (00'，BD) 140， 
从 而 ”平面 (020 ，BD) 上 4C。 
BDITLL4O。 
故 四 边 形 4TCTD 为 黄 形 。 


又 知 


3358.， 说 明 由 线段 的 投影 求 该 线段 实 距 


长 度 的 方法 . 

解 《1 旋转 法 ”如 线段 和 投影 面 平行 ， 
则 它 在 投影 面 上 投影 的 长 度 就 是 该 线段 的 实 
际 长 度 . 因此 , 把 平面 4epB 以 .32 为 轴 旋 转 
到 与 正面 投影 面 平行 的 位 置 hicl2B。 如 果 
4101DB 在 正面 投影 面 上 投影 为 at (ar)obob 
则 4 就 是 线段 4B 的 实际 长 度 . 故 
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得 作 图 方法 如 下 。 

作 以 2 为 圆心 、2c 为 半径 的 画 ， 它 和 过 点 
2 且 平 行 于 基线 的 直线 bai 相交 于 点 at. 再 
过 点 xx 作 垂直 于 基线 的 直线 , 它 和 过 点 2& 且 
与 基线 平行 的 直线 相交 于 点 的 ， 则 0 就 是 
线段 4 刀 的 实际 长 度 。 

或 把 平面 4a23 以 B2 为 轴 旋 转 到 与 水 
平 投影 面 平行 的 位 置 4ia 色 'B， 它 在 水 平面 
上 的 投影 为 ma(ci)opop, 于 是 ap 就 是 线段 
4 的 实际 长 度 。 故 又 得 作 图 方法 如 下 。 


以 丸 为 贺 心 .ba 为 半径 作 贺 , 它 和 过 点 碎 
且 与 基线 平行 的 直线 2 ai 相交 于 点 .Cl。 再 过 
点 qi 作 与 基线 垂直 的 直线 , 它 和 过 点 4 且 与 
基线 平行 的 直线 的 交点 为 dl 则 aB 就 是 线 
段 42 的 实际 长 度 。 

(2)》 例 法 (也 称 迭 合法 ) 

如 图 , 设 把 梯形 4Bza 推倒 ， 平 放 在 水 平 投 
影 面 上 的 图 形 为 41Bl2c， 则 

4140 一 4a 一 Cao， 
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41BI 一 42D 〈 参 照 上 题 ) 。 


了 0 一 BED 一 0200， 


.L4ia0 一 人 .Blba 一 忆 。 
再 把 梯形 4Baa' Az 
坚 起 ， 平 放 在 正 8， 
面 投影 而 上 的 图 2 
形 为 4z Bapa 四 
型 一 一 
.LaG' 一 40l ; 一 忆 
一 400， 和 
刀 一 五 2 瓜 0 B: 
一 0D0， 入: 
.40 一 人 DBopa 一 一 忆 。 
故 得 如 下 作 图 方法 。 


ca4I、2Bi， 并 在 这 两 条 垂 线 上 分 别 截取 

CL41 mC00 2P; 一 0D0D7， 
得 到 两 点 4 Bi 连结 4iBl 则 41B1 就 是 
线段 4 的 实际 长 度 。 

或 者 , 过 G、D ,在 o2: 的 同 侧 分 别 作 a 池 ' 
的 垂 线 w4、2"B?， 并 在 这 两 条 垂 线 上 分 别 
截取 a' 4? 一 ao DB3 一 2o2, 得 到 两 点 dy、B%， 
连结 4?B>， 则 4?Bs? 就 是 线段 4B 的 实际 长 


度 。 可 如 

3359. 应 用 押 合 法 , 求 

图 中 线段 4 万 的 实际 长 度 

2 以 及 该 线段 和 水 平 投影 -本 | 

面 的 交角 6， 和 正面 投影 | 6 

面 的 交角 9。 人 4 
解 过 a\ 儿 在 叱 的 同 1 

例 分 别 作 2 的 垂 线 414、5B1+, 并 在 这 两 条 

垂 线 上 分 别 截取 oa41 一 aoa ，DPB1 一 50D， 得 到 


两 点 4!、B1, 连结 41B1。 再 过 点 41 作 与 G2 
平行 的 直线 440 则 息 
41 Bi 一) NT 
L 人 Br412" 一 6。 、 5 

过 a、2 :在 c2 的 同 
侧 分 别 作 wa2' 的 垂 线 一 二 一 一 二 一 
a4>2D.B32, 并 在 这 两 | AN 
条 垂 线 上 分 别 截 取 加 

2 .49 一 GoC， 有 

DZ 万 2 一 20D， 
得 到 两 点 4?、Ba。， 连 结 4?B2z。 再 过 点 瑟 3 作 


pa' 的 平行 线 Bea“， 则 
dBo 一 pp 一 425za Do 


| 面 的 夹 角 。 


】」 就 是 所 求 的 投影 图 


| 3358 可 以 求 出 原 


显然 

3360, 应 用 旋 
转 法 ，。 求 在 水 平 投 
影 而 、 正 面 投影 面 
的 投影 分 别 为 cz、 
48 的 线段 的 实 味 
长 度 ， 以 及 线段 
43 和 各 投影 面 的 
夹 角 ， 

解 参照 问题 


| 3358 可 得 如 下 作 图 方法 . 


”把 op 变换 为 平行 于 正面 投影 面 的 投影 


| ab 则 与 它 对 应 的 主 视图 o'24 就 是 线段 4B 
过 oz 在 叱 的 同 侧 分 别 作 吧 的 垂 线 


的 实 长 同样 , 把 c2 向 水 平 投影 面 平行 移 
动 ， 其 俯视 图 aza 也 是 4 瑟 的 实 长 。 图 中 的 
oa. 8 分 别 表示 4 五 和 水 平 投影 面 及 正面 投影 


3361， 已 知 线段 4 互 的 投影 apB、wD， 求 
作 把 线段 延长 ! 的 投影 图 。 


解 把 ab 变换 为 平行 于 正面 投影 面 的 投 
影 at 则 主 视图 ai 妈 就 是 已 知 线段 的 实 长 。 
因此 把 已 知 线段 延长 ， 它 的 主 视图 就 是 把 
4 下 延 长 了 所 得 的 aci， 它 的 俯视 图 是 act. 
再 把 cl、a' 由 变换 为 原 ee 则 cc、Gc 


(参照 问题 3358) 。 
3362. 根据 右 
而 的 投影 图 求 作 它 
的 原 图 形 。 
解 根据 问题 


图 形 三 边 的 实 长 . 
过 &D 旦 在 必 的 
间 侧 作 垂 线 aas、22D2 使 其 长 分 别 等 于 aoa。 
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一 一 一 一 一-- 


zob, 连结 mpo 就 是 A4BC 的 边 4 甩 的 实 


同样 , 过 ac 且 ”证 
在 ac 的 同 侧 作 垂 ” -一 -二 和 
线 aaiscon 使 其 长 所 天 卫 
分 别 等 于 aoa'、 3 
co 连结 aicl 就 1 
是 A4BC 的 边 4C 
的 实 长 。 7 

又 过 DC 且 在 2c Ax 


的 同 侧 作 垂 线 2Bit、 oO 使 其 长 分 别 等 于 
2op coc* 连结 BiC1 就 是 人 4BO 的 边 BC 的 
实 长 。 

设 以 BT、Ci 为 圆心 , 分 别 以 pocx clcli 为 半 
径 的 两 个 圆 的 一 个 交点 为 4:， 则 A41BIO 
就 是 人 4BC 的 实 形 。 

3363. 设 直角 三 角形 4LBO(CA4L= -人 卫 ) 
在 平河 上 的 正 投影 为 4C， 且 44 一 0 
DBB' 一 bp，CO' 一, 试 证 

BO 一 (一 0 一 2(C 一 D) (一 C) 。 
解 如 图 . 设 了 4 
1 BE，0L4 1 0D， 
BO 1 BFB, 正三 角形 
4 BC ' 的 长 都 为 zw， 
则 
4B2 一 4 万 ?十 万 玖 2 

一 (一 站) 2 十 M2 GD) 

40C02 一 4D2? 二 DO2 

一 (一 C)2 十 2 仆人 

BO2 一 C72 十 刀 厅 ?一 (一 


07)2 十 M702。 

由 于 ZL4= A 马 则 4B2 了 4C2 一 BO2， 

所 以 [一切 2? 十 mi 人 十 [(a 一 c)2 十 和 人 
(一 六? 二 72 


从 而 “ol2 一 一 2a23 十 300 十 2ac 一 20c 
一 一 2(c 一 5) (c 一 c) 。 

代入 图 , 得 602 一 (<- 芒 2?--2(a 一 芒 (ae 一 o)， 

HE0=w -0505 一 5 一 (一 0) ， 
“3S364. 设 吼 是 和 水 平 投影 面 成 站 * 角 的 

线段 的 众 视 图 , 求 该 线 段 的 主 视图 。 
解 ” 把 ab 变换 为 象 .aib 那样 平行 于 正面 
投影 协 ， 则 其 主 视图 表示 实 角 全 * (问题 
3358)， 所 以 GD 他 一 钻 "。 设 za 和 过 四 
且 垂 直 于 基线 的 直线 相交 于 他， 则 bt 就 是 
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线段 .4 的 实 
长 . 又 因为 既 的 
高 度 等 于 以 的 高 ， 
度 ， 所 以 az 就 
是 所 求 的 主 视图 . 

3365. 如 图 ， 
求 线段 4B 的 
长 

解 在 平面 
2 上 ， 过 丈 引 4 如 的 平行 线 和 了 BF 相交 


即 4B=13. 
又 根据 求实 长 的 方 12 
法 ， 可 知 贺 中 CF 丰 12 | 和 


| 就 是 所 求 的 长 ， 1 


3366. 已 知 线 
段 的 实 长 及 与 投影 c8__12. 
面 的 倾角 ， 求 作 其 
投影 图 。 

解 如 图 ， 设 已 知 线 段 4 如 和 水 平 投影 
的 倾角 为 w， 和 正 入 - 
面 投影 而 的 倾角 为 
pB， 则 由 其 投影 图 、 
投射 线 及 以 4B8 为 
公共 斜 边 的 两 个 
直角 三 角形 452、 

Bb ,可知 4 了 是 NI 
定 值 。 和 人 B 

在 作 图 时 ， 设 把 . 如 
上 述 两 个 豆角 三 角形 画 在 水 平 投影 面 上 ， 分 
罚 为 aB1B.2BPo 则 
所 求 傣 视 图 的 大 小 
就 是 QDo0， 已 端 距 正 
面 投影 面 的 距离 就 
是 Bbu 所 以 9 就 
是 所 求 的 俯视 图 ， 
40” 就 是 所 求 的 主 


世 : 
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视图 . 
3367. 在 水 平 投影 面 上 求 一 点 P， 使 距 
两 定点 的 距离 分 别 为 和 色 。 


解 如 图 设 

aa=7 Do 一 加 人 8 
的 俯视 图 分 别 为 | 
cQ@ pc 则 以 妃 为 CG ed -| 二 
圆心 、o 为 半径 人 
的 圆 弧 和 以 a 为 。 臣 -人 - 

圆心 、od 为 半径 AN 

的 圆 绪 的 交点 2 郑 


就 是 点 三 在 水 平 投影 面 上 的 投影 。 点 一 距 
两 定点 4 如 的 距离 分 别 为 2 和 双 。 

3368. 已 知 从 4 经 万 到 达 C 向 上 凸 的 
道路 的 水 平 投影 图 为 cgc, 且 4B、BC 对 水 平 
投影 而 的 倾角 分 别 为 Kc.6， 如 把 由 4 到 C 的 
道路 改作 直路 , 求 它 与 水 平 投影 面 的 倾角 .。 

解 ” 设 连结 
道路 两 端的 直 
线 ac 和 基线 
平行 . 作 以 az 
为 底 边 、 且 含 
角 w 的 直角 三 
角形 CDD1， 则 
pp 就 是 点 呈 
的 高 度 。 把 它 
移 到 正面 投影 
面 上 ， 可 求 得 
点 D。 

同样 ， 作 含 
有 边 2c 和 角 
8 的 直角 三 角 
形 zc 则 C 比 五 高 cct 所 以 把 piTcci 作 
为 高 就 可 决定 。 这 时 , 40 的 主 视图 ac 和 
正面 投影 面 平行 ， 所 以 ca 民 就 是 新 的 直 
路 对 水 平 投影 面 的 倾角 。 

3369. 已 知 水 平 投影 天 上 的 人 A4BC 中 ， 
4 了 =232cm，BC=23.5cm，04 王 3cm。 在 水 
平 投影 面 外 有 一 点 也 ， 它 到 A4BC 各 顶点 


的 距离 分 别 为 4P=3cm，BP 一 1.5cm， | 


CPP 一 2.5cm， 试 求 点 书 的 位 置 。 
解 ”在 平面 投影 上 画 三 角形 apc, 使 其 一 


边 史 垂 直 于 基线 .再 在 水 平 投影 而 上 求 距 


2cm、 距 bl.5cm 的 点 2o 和 距 01.5cm、 
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距 c2.5cm 的 点 pt， 然后 从 2 向 2 引线 
线 ， 从 信 向 ze 引 垂 线 ， 设 它们 相交 于 2 则 
乡 就 是 点 卫 在 水 平 投影 面 上 的 位 置 ，g 就 是 
点 己 在 正面 投影 面 上 的 位 置 ， 


3370.， 试 述 : 从 空间 两 直线 的 投影 图 判 
别 其 位 置 关系 的 方法 。 

解 ”本 题 可 分 为 下 列 四 种 情形 来 判别 。 

《L) 相交 。 

4i) 两 直线 在 主 视图、 俯 祝 图 上 都 相交 , 且 
连结 其 交点 的 直线 垂直 于 基线 ， 则 此 两 直线 
相交 (图 忆 . 

《ii》 两 直线 在 主 视 图 、 俯 视图 中 的 一 个 图 
上 相交 ，, 而 在 另 一 个 上 重合 , 则 此 两 直线 相交 
(图 2) 。 

(iii》 在 主 视图 和 储 视 图 中 的 一 个 图 上 是 
点 和 直线 , 而 且 点 在 直线 上 , 则 此 两 直线 相交 
(图 3) 。 


(2) 异 面 直线 . 
在 下 列 情形 , 两 直线 是 异 面 直线 。 
Giv) 两 直线 在 主 视图 和 俯视 图 上 都 相交 ， 

且 连 结 其 交点 的 直线 不 垂直 于 基线 。 

(w) 两 直线 在 主 视图 和 俯视 图 中 的 一 个 加 
上 平行 ,而 在 另 一 个 图 上 相交 。 

(vi) 两 直线 在 主 视图 和 俯视 图 中 的 一 个 
图 上 , 一 条 直线 是 点 ， 另 一 条 是 直线 , 但 这 个 
点 不 在 这 条 直线 上 。 

(3) 平行 。 


在 下 列 情形 , 两 直线 平行 。 

(Gyii) 在 主 视 图 和 俯 祝 图 中 ， 两 直线 都 是 
平行 的 。 

Gviii) 在 主 视图 和 俯 祝 锅 中 ,有 一 个 图 上 
两 直线 平行 , 而 另 一 个 图 上 两 直线 重合 

\iz) 二 直线 在 主 视 图 和 俯视 图 中 的 一 个 
图 上 都 是 点 .。. 


0 cd 


《4 不 能 判别 的 情形 。 

xz) 在 主 视 图 和 俯视 图 上 , 两 直线 都 重合 ， 
且 垂 直 于 基线 , 不 能 判定 它 是 相交 或 平行 。 

xi) 两 直线 中 有 一 条 在 主 视图 和 俯视 图 
上 上 都 垂直 于 基线 ， 而 另 一 条 在 主 视 图 和 俯视 
图 上 都 和 基线 斜 交 ， 不 能 判定 它 是 相交 或 是 
异 面 直线 。 

《xii) 两 直线 在 主 视图 和 俯视 图 上 都 垂直 
于 基线 ,不 能 判定 它 是 平行 或 是 异 面 直线 。 


《10) 
) 《11》 (22) 


六 
la、 | 


3371. 
迹 线 和 翟 直 迹 线 ? 


解 “ 一 平面 与 正面 投影 而 、 水 平 投影 面相 ， 
交 的 直线 叫做 该 平面 在 各 投影 面 上 的 迹 线 . 


平 商 在 正面 投影 面 上 的 迹 线 叫做 垂直 迹 ， 在 


什么 岂 做 平面 迹 线 , 什么 时 做 水 平 ， 


水 平 投影 而 上 的 迹 线 叫 做 水 平 迹 。 

上 图 (4) 是 第 一 象限 里 的 平面 要 交情 况 ， 
〈《B3) 是 其 迹 线 图 .平面 4 平行 于 水 平 投影 面 ， 
4w' 是 高 度 而 不 是 水 平 迹 ; 

平面 好 平行 于 正面 投影 面 ; 

平面 2 垂直 于 两 个 投影 面 ; 

平面 卫 和 正面 投影 面 余 交 且 和 水 平 投影 
面 垫 直 ; 

平面 妃 和 水 平 投影 面 余 交 且 和 正面 投影 
面 垂直 ; 

平面 总和 两 个 投影 面 都 斜 交 

平面 G 和 两 个 投影 玫 针 交 且 平行 于 基 
线 。 刀 

3372. 求 作 过 
正面 投影 面 上 的 两 
定点 4 了, 及 水 平 
投影 面 上 定点 C 的 
平面 的 迹 线 。 

解 ” 甜 直 迹 为 过 
正面 投影 面 上 两 点 w、2“ 的 直线 , 设 它 和 基线 
相交 于 了 .因而 水 平 迹 就 是 通过 ZT, ce 的 直 
和 基线 的 交点 也 
要 画 在 纸 外 ， 可 
作 如 下 处 理 。 取 
直线 ac 上 的 任 
意 点 D， 连 结 
吾 必 ， 求 出 其 水 乎 迹 点 咏 则 ce 就 是 该 平面 的 


776 


水 平 迹 。 
注 如 图 在 ac、a'c' 上 分 别 取 任意 点 @、 
da, 作 aa'1feccj oa, 设 2G' 和 ZG 的 交点 为 
e, 并 在 刀 的 延长 线 上 求 e 使 ee/aa, 则 
从 贺 中 可 知 
DCIde' 一 0D:De 一 20:de。 

3373. 求 点 4 在 平面 2 上 的 条 件 . 

租 当 点 4 在 平面 2 上 时 ， 设 过 44 且 与 
水 平 投影 面 平行 的 平面 和 了 在 正面 投影 面 
上 的 迹 线 2Zt 的 交点 为 蕊 则 如 的 主 视图 是 ， 
从 ww 引 与 基线 平行 的 直线 和 228 的 交点 ， 设 
它 为 世 . 瑟 的 俯视 图 在 基线 上 , 设 它 为 因 
为 41T45 所 以 ap1 Tt 

， 


因此 点 4 在 平面 史上 的 必要 县 充分 条 件 
是 : 设 过 a 引 下 的 平行 线 和 基线 的 交点 为 
过 wu 引 基 线 的 平行 线 和 2Y 的 交点 为 轧 88/ 


垂直 于 基线 . | 
3374. 求 | 
已 知 直线 的 重 PP 一 和 
直 迹 点 和 水 平 o_ 已 江 - | 加 
迹 点 。 的 1 
解 设 已 知 | 
直线 4B 的 俯 。 4 


视图 为 dg， 主 视图 为 wz。 从 经 的 延长 线 
和 基线 的 交点 卫 引 基线 的 短线 ， 设 它 和 pa: 
的 延长 线 相 交 于 P, 则 己 就 是 4B 的 垂直 
迹 点 。 

从 zu/ 的 延 作 线 和 基线 的 交点 妇 引 基 线 
的 垂 线 , 设 它 和 za 的 延长 线 相 交 于 忆 , 则 忆 
就 是 4B 的 水 平 迹 点 。 如 图 , 平面 迹 点 泰 示 
在 向 基线 的 一 便 。 
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以 上 的 作 图 ( 见 上 图 )， 只 要 考虑 平面 
4abB、4Bb'a 的 垂直 迹 线 、 水 平 迹 线 ， 就 可 
求 得 4B 在 各 投影 而 上 的 迹 点 。 

3375. 求 伟 有 两 条 相交 直线 的 平面 的 迹 
线 。 

解 “ 应 用 上 题 的 方法 ， 分 别 求 出 已 知 两 相 
交 线 4B、CD 的 垂直 迹 和 水 平 迹 即将 两 重 、 
直 迹 点 、 了 两 水 平 迹 点 分 别 连结 , 即 得 所 求 的 迹 
线 。 

在 图 中 , 设 两 线段 4B\CD 相交 于 点 0, 先 
求 出 4 的 水 平 迹 点 忆 、 垂 直 迹 点 P'， 再 求 
出 CD 的 水 平 迹 点 Q\、 垂直 迹 点 9, 则 含有 
4B 和 CD 的 平面 的 水 平 迹 为 P9, 垂直 迹 为 
PG'. 


o 
AN 
、 


3376. 求 不 在 同一 直线 上 的 三 点 4、 B、C 
所 决定 的 平面 。 . 

解 ”分别 连 结 4B、3C， 就 可 报 据 上 题 的 
方法 求 出 423 和 BC 所 决定 的 平 而 。 

先 求 出 BC 的 水 平 迹 点 〈 互 ) 和 王 直 迹 点 
(有 )， 再 求 4B 的 水 平 迹 点 (D) 。 设 连结 瑟 
的 直线 和 基线 祖 交 于 点 了 ,再 连结 下 巴 ， 则 
ZL(TD) 和 ZU(ZZ) 分 别 为 过 三 点 的 平面 
2 的 水 平 迹 线 和 垂直 迹 线 。 它 可 用 图 表示 如 
下 : 


第 六 章 投影 画 法 


3377， 求 下 图 所 示 的 平面 与 两 投影 而 所 
成 的 角 。 中 


G) 9) 


(分 (有 

解 设 了 为 已 知 平面 , 刁 TY 为 基线 ，2Zt 为 
Z 的 水 平 迹 线 , 7Y 为 工 的 垂直 迹 线 。 

()》 设 垂直 于 34 的 平面 8 的 水 平 迹 线 为 
As, 重 直 迹 为 Ss，24 和 &Ss 的 交点 为 Za。，2Y 
和 &s' 的 交点 为 GT。 以 8 为 圆心 、SZ1 为 半 
径 的 圆 和 基线 的 交点 为 To 连结 GZ2, 则 
2ZTsS 就 是 了 和 水 平 投影 面 所 成 的 角 c。 

设 ZG=2), 则 S2Z=1 TS 一 了。- 


SITi 一 SI = 净 -~， 


2 
即 0 了 
因为 TZ# 2Z8 和 基线 的 夹 角 都 是 30", 所 以 平 
面 民 和 正面 投影 面 的 夹 角 8 是 
即 6=arc 志 - 寺 - 


tp=- 广 


、 地 
(T) 《2 

《2) 设 垂直 于 2 的 平面 8 的 水 平 迹 线 、 垂 
直 迹 线 分 别 为 SsvSs, 74 和 8Ss 的 交点 为 Zr 


地 
1 
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Z1 和 &Ss' 的 交点 为 G， 以 8 为 圆心 、S73 为 
半径 的 圆 和 基线 的 交点 为 7?， 连 结 GTFo， 则 
ZITsk 就 是 平面 7 和 水 平 投影 面 所 成 的 角 . 


C。 


、 二 
7Z=1, 则 SZ=_ ,TS-_， 
设 ， 则 了 
工 
和 AS 工 一 -一 一 一 人 7 
3 


\/ 3 


《3) (分 
其 次 ,在 图 (3) 中 , 设 垂直 于 24 的 平面 S 的 
水 平 迹 线 为 Ss, 垂直 迹 线 为 8 2 和 8s' 
的 交点 为 Za，2z 和 Ss 的 交点 为 DT， 以 8 为 
圆心 、S7s? 为 半径 的 呵 和 基线 的 交点 为 和 
连结 ZTa, 则 ~Z73sS 就 是 了 和 正面 投影 面 
所 成 的 角 B。 
设 了 TS 一 LI， 则 
ST: 一 So 一 - 工 , SI-- 工 
人 
2 
。 tp 一 TFT 了 5 


即 SR 
43) 和 (同样 作 图 , 设 了 GZ 一 1I， 则 
了 二 一 = 一 一 工 
EC ST1 一 ST72 了 


昌 。 tgo 一 元 入 一 \/3， 


即 w 一 aretg /3， 又 一 a。 
(入 和 (2 同样 作 图 , 设 ZZ 一 2， 则 
SG 一 3,，7S=1. 
，。 8STI 一 8 一 - 方 ， 
.…， 妃 c=w 6， 即 wa=arc 才 /5。 
下 面 再 求 6, 如 图 (及 中 的 右 图 。 设 SZ= 
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(5) 
2, 则 S7.: 一 S73=/ 3 了 3，STIT 一 2 


2 2  / 喜 
9 2 一 SN 3 3 
认 B 一 -7 一 避 


2w/ 3 
即 B 一 arctg 3 


《5) 设 过 基线 
上 任意 点 & 且 与 
2 垂直 的 平面 
&, 它 的 水 平 迹 线 
为 Ss(ss 如 图 所 
示 ), 垂直 迹 线 为 
Ss ，21 和 As 的 
交点 为 24 (这 时 
为 TY 和 As 的 (6) 
交点 )，7# 和 &Ss 的 交点 为 和 G。 以 人 8 为 沿 心 、 
ST'1 为 半径 的 圆 与 基线 的 交点 为 T2, 连结 
2T 则 ZT2gS 就 是 全 和 水 平 投影 面 所 成 
的 角 cx。 


8 1 . 
7ZGF 一 1 则 8SZ 一 -二 一 S7T。 
设 ， 则 - 坊 了 


SII 一 STa 到 ， 


2 雪 x 一 全 5 一 /本 3， 
即 ”er=are 放 VE。 
因为 ZfZY 和 基线 的 严 角 都 是 簿 "， 所 以 可 
知 6 一 a。 

3378. 让 
距离 为 一 定 的 水 
平 直线 。 

解 因为 在 已 
平 投影 面 有 一 定 
距离 的 直线 ， 在 
正面 投影 商 上 的 
投影 平行 于 基线 ， 在 水 平 投影 面 上 的 投影 平 


线 , 并 说 明 其 理由 。 
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行 于 了 25 所 以 可 作 图 如 下 . 

设 已 知 平面 在 两 投影 面 上 的 迹 线 分 别 为 
2ZZ 思 作 距 GZ 为 定 距 离 的 平行 线 G2， 设 
它 和 228 的 交点 为 0 再 由 C 求 a. 过 4 引 了 ZX 
的 平行 线 02， 则 cp、w%'2' 就 是 所 求 直 线 在 两 
投影 面 上 的 投影 。 oLz 

3379. 图 上 的 oAaz 
点 41\ 4 分 别 是 空 本 
间 一 点 .4 的 俯视 
图 和 主 视图 , Z\Z2 
分 别 为 直线 ! 和 水 As 


- 平 投 影 面 、 正 面 投 


影 面 的 交点 。 “ 
(G) 求 连结 一 4 直线 的 俯视 图 和 主 视图 。 
(2) 求 4 和 ? 所 决定 的 平面 和 水 平 投影 
面 、 正 面 投影 面 的 交 


解 (D) 从 厂 向 
基线 引 垂 线 ， 则 连结 
该 垂 线 足 和 4Ls 的 直 
线 就 是 所 求 的 主 视 、 
图 。 连 结 Zi4i 的 直 
线 就 是 所 求 的 俯视 图 。 

(8) 这 里 用 Zr、7x、4 求 已 给 平面 和 正面 


-投影 面 的 交 线 。 先 求 连结 Z4 的 直线 和 正 


面 投影 面 的 交点 已, 则 连结 Po2 的 直线 就 是 
所 求 的 交 线 (参照 问题 8374) . 
设 连 结 ZeBR 的 直线 与 基线 相交 于 @, 则 直 . 
线 9Z4 就 是 已 给 平面 和 水 平 投影 面 的 交 线 ， 
3380,， 设 平面 工 的 水 平 迹 线 、 垂 直 迹 线 
分 别 为 ZIZ#， 点 4、 分 别 为 了 了 上 的 
点 , 试 求 线段 4 如 和 


解 从 4 向 基线 所 引 垂 线 的 垂 线 足 & 是 
点 4 的 俯视 图 ， 所 以 4 好 的 俯视 图 就 是 <B 
(了 的 俯视 图 2 就 是 互 自己 ) 。 

从 吾 向 基线 所 引 垂 线 的 垂 线 足 ww， 是 刀 
的 主 视 图 所 以 4 瑟 的 主 视 图 为 42 (4 的 击 
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视图 w 就 是 4 自己 ) , 

3381.， 求 已 知 两 平面 了 Z\S 的 交 线 的 投 
影 . 了 

解 设 平面 
工 的 水 平 迹 - 
线 、 垂 直 迹 线 
分 别 为 了 IT 
24, 平面 8 的 
水 平 迹 线 、 垂 
直 迹 线 分 别 为 
8Ss、Ss， 则 74 和 8s' 的 交点 4 是 这 两 个 平 
面 的 公共 点 ,所 以 点 4 也 是 这 两 个 平面 交 线 
的 垂直 迹 点 。 同样 ，2+ 和 Ss 的 交点 妃 是 这 
两 个 平面 交 线 的 水 平 迹 点 。 

求 4B 的 投影 。 和 上 题 一样 , 从 4、 向 基 
线 引 垂 线 , 设 其 垂 足 分 别 为 wp 则 aP 就 是 


已 知 两 平面 交 线 的 俯视 图 ，4L2 就 是 该 交 线 | 


的 主 视图 . 

.338 互 . 已 知 
定 平面 上 一 直线 
的 主 视图 ， 求 作 
其 俯视 图 。 

解 ” 设 定 平面 
的 水 平 迹 线 、 重 
直 迹 线 分 别 为 
ZtZi5 该 平面 上 的 直线 4 的 主 视图 为 
a 忆 。 应 用 问题 33873 的 方法 , 求 co\2 的 俯视 
ap， 则 直线 o 为 ay 的 俯视 图 。 

3383.、 已 知 定 平面 上 一 定点 的 主 视图 ， 
求 作 其 俯 视图 。 

解 在 定 平面 上 ， 过 定点 书 作 任 一 直线 ， 
设 它 在 正面 投影 面 上 的 投影 为 t2" 它 的 信 视 
图 为 她， 则 点 卫 的 俯视 图 2 必 在 此 直线 上 。 


也 可 在 定 平面 上 ,过 2 作 水 平 直线 P4, 它 
欧 信 视图 为 ap, 在 这 条 直线 上 可 求 出 ?2。 如 
己 在 第 二 象限 , 和 上 面 一 样 , 可 在 定 平 面 上 过 
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卫 作 任意 直线 pa ， 作 与 它 对 应 的 俯视 图 
zca， 在 其 上 可 求 出 2。 

3384. 已 知 三 个 定点 4、、 C 的 两 个 投 
影 和 一 点 刀 的 主 
人 8 癌 
Te 1 
上 , 求 也 的 众 视 | 
< 一 一 一 一 一 一 并 

到 设 连 着 2 L 下 -7 论 所 
CD 的 直线 和 连 和 过 
结 0c' 的 延长 5 
线 相 交 于 e， 在 2 


信 视 图 尼 上 求 e， 则 在 连结 ec 的 直线 上 可 
求 出 俯视 图 g。 或 者 根据 问题 3376, 作 含有 
G、D、c 三 点 的 平面 ， 如 史 在 此 平面 上 , 则 可 
和 上 题 一 样 , 求 其 俯视 图 ， 

3385.， 已 
知 一 直线 和 该 
直线 外 的 一 
点 ， 求 作 含有 . 
该 直线 和 点 的 
平面 。 

解 ”过 已 知 
点 卫 作 已 知 直 
线 4 的 平行 
线 ， 求 出 其 水 
平 迹 点 c, 连 
结 cb (4 的 
水 平 迹 点 ) 的 
直线 红 ,就 是 
所 求 平 面 的 水 平 迹 线 。 连 结 Ta' (4 的 垂直 
迹 点 ) 的 直线 2#， 就 是 所 求 的 垂直 迹 线 。 

如 已 知 直 线 4 妞 和 基线 平行 ， 在 4B3 上 任 
取 一 点 O, 连 直线 PC。 设 2C 的 垂直 迹 点 为 
e'， 水 平 迹 点 为 凡 过 e、Q2 分 别 作 基 线 的 平 
行 线 , 就 是 所 求 平 面 的 两 迹 线 , 这 时 所 求 平面 
平行 于 基线 。 

3386. 求 作 过 
定点 己 且 与 已 知 
平面 了 平行 的 平面 
的 两 迹 线 。 

解 过 2 引 2Y 
的 平行 线 2Ga， 则 
2 与 正面 投影 面 平 行 ,所 以 其 俯视 图 2 平 
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行 于 基线 。 因此 ,过 a 引 &s 平行 于 72 过 8 
引 ASs 平行 于 Tt- 就 是 所 求 平面 的 迹 线 . 


注 当 平面 7 的 。: 
两 迹 线 平行 于 基线 。” 习 二 


时 ,首先 在 平面 ? 4 
上 引 任意 直线 4B， C 一 办 -3 一- 

过 忆 引 直线 45 的 1 | 
平行 线 CD, 设 其 重 Te 7 
直 迹 为 o% 水 平 迹 区 
为 4. 过 co 分 别 作 与 Zet2t 的 平行 线 , 就 
是 所 求 平面 的 迹 线 . 


3387 ， 求 作 含有 两 直线 4B、 CD 中 的 一 
条 且 与 另 一 条 平行 的 平面 。 

解 从 点 4 引 CD 的 平行 线 4 召 ，4 劝 的 
主 祝 图 为 we， 俯视 图 为 ae. 如 果 连 结 2e 的 
直线 作为 75 连结 Te 的 直线 作为 芒 则 
2ZtZY 就 是 含有 43 且 与 CD 平行 的 平面 的 


同样 ,从 C 引 4B 的 平行 线 ， 求 其 主 祝 图 
cz" 俯视 图 cf. 连结 Gr 作 为 8Ss, 连结 Sc/ 
作为 Ss，, 则 8Ss、Ss 就 是 含有 CD 且 与 4B 
平行 的 平面 的 迹 
线 。 

3388。. 求 已 知 
平面 和 定 直 线 的 交 
点 。 

解 人 如 果 已 
务 平 面 垂 直 于 正面 
投影 面 , 则 2Y 和 42 的 交点 B 就 是 两 者 交 
点 的 主 视图 , 2 是 其 傣 视 图 。 


《这 如 果 已 知 直线 垂直 于 水 平 投影 面 , 则 | 


其 交点 2 的 俯视 图 和 呈 都 是 点 D。 由 于 9 是 
2 平面 上 的 一 点 ， 根 据 问题 8373， 就 可 求 出 
其 主 视图 2 . 

kiiiy 如 果 已 知 直 线 和 平面 都 倾 铬 于 两 个 


2 的 交点 咒 则 c、 


| 理由 是 如 下 。 


投影 面 ， 可 先 作 包含 直线 4 已 县 与 下面 投 影 
面 垂直 的 平面 $， ， 

再 作 平 面 8 和 了 的 
交 线 CD。 然后 求 
2 和 2 的 交点 
c，aa 的 延长 线 和 


4 就 是 交 线 CD 的 
两 迹 。 因 为 CD 、4B 都 在 平面 8 上 ， 它 们 的 


交点 书 就 是 所 求 的 点 、 因 此 ， 人 


交点 92， 再 由 2 就 可 求 得 2 。 
3389. 过 定点 卫 作 定 f 机 工 的 重 线 。 
解 从 2 向 
2 引 垂 线 2%'， 
从 2 商 24 引 垂 
线 pga 则 24 垂 
走 于 平面 工 其 


设 过 点 刀 且 与 
平面 吧 上 的 直线 
歼 垂 直 的 平面 
为 SS 则 & 垂直 于 平面 工 。 又 因 &S 垂直 于 水 
平 投影 面 上 的 24 所 以 8 也 垂直 于 水 平 投 
影 面 。 从 而 8 的 水 平 迹 线 为 过 2 且 与 34 垂 
直 的 直线 ga。 故 从 点 一 向 平面 工 所 作 垂 线 
的 足 殖 的 平面 投影 必 在 直线 2& 上 。 

同样 , 设 过 点 王 且 与 2Y 垂直 的 平面 为 S， 
则 8 的 垂直 迹 线 为 过 ?2 且 与 ZX 垂直 的 直 
线 2a'。 又 & 垂直 于 正面 投影 面 , 所 以 妃 的 
垂直 面 投影 y 必 在 直线 Za' 上 。 

因此 , 作 & 和 工交 线 的 水 平面 投影 cd 和 
2a 的 交点 思 就 是 点 的 水 平面 投影 。 与 8 
对 应 的 久 就 是 点 忆 的 垂直 面 投影 。 

3390, 求 已 知 平面 和 两 个 投影 面 的 
夹 角 。 


第 六 音 投影 画 法 
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解 ” 作 已 知 平面 工 的 重 直 迹 线 Tt 。 
和 正面 投影 面 垂 直 
的 平面 ab， 和平 
面 荆 交 于 oa2 ， 则 
22 和 正面 投影 面 
的 夹 角 c, 就 是 了 
和 正面 投影 面 的 来 
角 . 

为 求 %, 如 图 , 作 

a2 为 底 ， 友 ' 为 垂 线 的 直角 三 角形 ， 则 其 余 
边 azo 即 为 交 线 的 实 长 , gc 为 4 和 正面 投 
影 面 所 成 的 实 角 . ， 

要 求 了 和 水 平 投影 面 的 夹 角 6B， 和 上 面 一 
样 ， 作 与 1 及 水 平 投影 面 竹 直 的 平面 cq4， 
就 可 求 出 8. 

3391. 已 知 一 尽 人 .在 
主 视 图 中 


再 作 


LABPLIB' 一 人 A8'B'4' 沁 
在 俯视 区 中 ,4BCD 
在 从 视图 中 4BOD | 
ADP4 一 095=90。， 
PP4 一 CDB= 相 。。 
求 读 屋 顶 的 实际 面积 。 
解 从 已 引 4D 的 垂 线 已 , 妃 为 其 垂 


足 , 则 


PP 巨 一 本， PN' 瑟 论 30。 一 一 


所 以 梯形 4BQP 的 


30P QQ- 
WA 
倾斜 度 一 二 7 1 全 


G CC DC : C 
工 人 
人 上 号 
敢 梯形 部 分 的 倾斜 角 为 30*。 
又 梯形 4B9P 的 高 为 
呈 see30" 一 全 x- 一 
全 


了 
各 


RN 2 
人 2 wV3 V3 


故 屋顶 三 天 形 衣 分 的 坝 


去 xax- 抱 


一 -4 _ 


一 Q) 。 


aq 
\ aa 2 
疝 训 末 二 和 总 面积 为 


1 
8241 _2wV 3 
V3 3 “ 
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1。 根 轴 

3392. 若 从 人 A4HC 的 各 顶点 向 对 边 作 
短线 44 BB' CO'， 则 BO 与 BO，40C 与 
40, 4B 与 4'B' 的 三 个 交点 一 、@、 忆 在 一 
条 直线 上 。 

解 由 于 4B4'B' 是 加 内 接 四 边 形 ,所 以 

ZR4.ZRB 一 PRL4 REB'。 

又 因 瑟 4.RB 是 点 
五 关于 圆 4BC 的 
网 宪 ，BR4.RB' 是 
点 互 关于 园 4B'O' 
的 圆 宕 。 因 此 点 忆 
关于 两 个 加 4BC、 
4'B'C' 的 圆 赫 相 
等 。 由 此 知 忆 是 在 
这 两 个 圆 的 良 轴 上 (问题 1835) - 

同样 理由 , P、@ 也 都 在 两 加 4BO、4'B'C' 
的 根 轴 上 。 所 以 点 已 、Q、 瑟 是 在 一 条 直线 
上 。 
-注定 义 ) 根 轴 由 -点 向 两 圆 所 作 的 切 
线 ， 其 长 相等 的 这 种 点 的 轨迹 叫做 两 圆 的 报 


轴 。 
3393. 若 -一 圆 内 切 于 人 A4BC， 在 各 边 的 
切 点 上 ， 分 别 作 与 边 相 切 且 彼此 互 切 的 三 个 
碾 M、N， 其 互 切 点 分 别 为 P、Q、， 则 
4P、BQ、ORBR 三 线 


的 内 切 四 与 边 BC、 
C4、4B 的 切 点 分 
别 为 也, 瑟 、 巴 由 
4 马 一 4 站 知 44 是 
两 圆 工 _ 这 根 轴 上 
的 点 ， 从 而 .4P 是 两 加 工 、M 的 报 轴 。 因此 
直线 4P 是 过 三 个 图 五 MK、N 的 根 心 - 

B9、CB 也 同样 过 三 个 圆 的 报 心 ， 所 以 三 
条 直线 4P、BO、CR 相交 于 殷 心 . 

3394， 设 定 园 0 垂直 相交 于 两 图 OOo， 


Ce 


则 过 两 圆 Of(、Os 的 交点 己 .9 的 任意 圆 忆 也 
与 贺 O 垂直 相交 。 
解 三 个 圆 OO> 
互 是 共 轴 加 ,其 报 轴 
为 P@。 再 设 圆 0 的 
半径 为 多 圆心 为 O1。 
由 于 出 心 CD 关 于 两 圆 
OL、O? 的 加 等 都 等 于 
z2， 从 而 圆心 C 在 两 人 
圆 的 根 办 P 上 。 因此 圆心 C 关 于 与 丙 
Of、O% 的 共 轴 圆 五 的 圆 短 也 等 于 和， 即 贺 O 
与 圆 五 垂直 相交 。 

3395， 设 书 为 
任意 点 ,从 三 向 两 
圆号 .CO 作 两 条 切 
线 PUI、P7 ， 又 从 
忆 向 两 较 的 根 轴 NU 
ZXTY 作 垂 线 PN， 则 PU、2F7 的 平方 盖 等 于 
连 心 线 BO 与 忆 N 之 积 的 两 倍 。 

解 设 圆 了 3、C 的 半径 分 别 为 m 9， 巾 
PT 一 PO2 一 072，PU2 一 忆 B2 一 T2， 

。。 PF72 一 忆 072 
一 (PCO2 一 已 B2) 十 BDI2 一 CO73 
一 (PCO2 一 忆 B2) 十 2 一 72。 ，@ 

由 三 向 BO 作 垂 线 BE， 允 为 BC 的 中 点 ， 


由 问题 89& 知 

Po?-PB?=3BC.ME。 ，@ 
又 因为 BO、Y 的 交点 双 是 两 圆 根 轴 了 世 
上 的 点 ,有 


4F2 一 ?2 一 LO2 环 2。 
。 人 一 92 一 4B2 一 40O? 
一 (4B 二 4OC) (4B--4O) 
一 一 BO.34M。 ”四 


由 @、@、@ 有 


P73-~-- PIT2?=2BFCO. 开 刀 一 2BC.4 允 
一 25C(0MT-24M) 
一 2BC. 互 4=2B0.PN。 
3396. 由 圆周 互 上 任 一 点 三 向 另 一 加 和 
作 切 线 P7， 设 两 圆 B、C 的 根 轴 为 与 了 ,由 


Ca 
oilapedgby 和 站 ie 和 0 saiaps ob oadoit ya ace 
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卫 向 XY 作 垂 线 PN, 则 有 ZPF2 一 2BC.PN 
解 在 上 题 中 V 式 
2 一 0， 由 上 题 的 了 
姑 果 P72 一 PI2 一 
23C.PN 有 
PT72 一 2BOC.PN。 立 
3397. 过 定点 4 作 动 圆 与 定 圆 了 垂直 
相交 ， 涛 其 交 
点 为 王 .9, 则 


动 圆 的 圆 心 ， 
作 4N 垂直 P@, 设 4 忆 为 圆 互 的 切线 , BC、 
ZE9 的 交点 为 M, 则 根据 问题 1318 有 
4P.49=20P.4N. 
又 因 Po 为 两 圆 的 报 轴 , 应 用 上 题 的 结果 ， 
有 -4ZE2 一 2B0.4N。 


ee 4 已 -490=- 和 5 “4 及 2 


22 2(。 3 
= 现 4 开 2(,… CPP 一 已 ) 


4P.4q9 
29 


但 因 生 是 定 值 ， 所 以 


也 是 定 
值 
3398. 设 商 网 O、0' 的 外 公 切 线 为 44 
4L、 4 为 其 切 点 ， 
作 两 圆 的 任意 外 切 
C， 贺 C 与 贺 O 
的 切 点 为 刀 ， 与 贺 
O 的 切 点 为 互 ， 延 
长 4B 与 加 CC 交 于 
了 P， 证 明 点 卫 在 两 
O、O' 的 根 轴 上 。 
解 因为 44' 是 过 点 4 的 圆 0 的 切线 ,有 
LA44B= 瑟 AL4OB. a 


又 在 圆 BB'P 上 , 连结 BB 则 
LEBB'P- 林 CEBCF- 四 
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由 于 人 40BwAEcP 用 
40B 一 BOP。 
由 四 、 四 有 
4'4B 一 BB'P。 
由 此 可 知 4、 了 刀 、B、4 共 网 . 
PP4.PB 一 P4 PDB 
因此 点 三 在 两 圆 的 根 轴 上 。 

3399, 设 4、 瑟 分 别 是 黄 定 圆周 上 的 定 
点 ， 在 两 圆 的 芭 
报 轴 了 立 上 求 
点 了, 使 P4、 
ZB 与 两 圆 的 
另 一 交点 分 别 “ 
为 9、 忆 那么 
直线 9B 垂直 于 了 了 。 

解 ” 设 已 求 得 点 卫 ， 作 贺 49 关于 了 的 
对 称 圆 4g。、 设 4、9 的 对 应 点 为 4\、@9， 
由 于 @B LSXTZ,， 所 以 在 9BR8 上 , 而 44'1/ 
92 由 此 

AP44' 一 ~P99 一 ~PO9。 
因为 了 为 两 圆 根 轴 上 的 点 , 有 
PB.PRE 一 P4-PQ 一 P4'.PQ'。 
从 而 4、9、 五 、 了 3 在 局 一 圆周 上 。 
“， LA4FRB 一 ~P9e， 
ABR 一 P44' 
故 刀 在 过 4、44\ 瑟 的 圆周 上 。 因 为 这 三 点 
都 是 已 知 的 ,所 以 点 书 的 位 置 就 可 确定 。 

3400,， 设 两 定 圆 O.O' 的 外 公 切 线 为 DB 

( 圆 O 的 切 点 为 7， 圆 O 的 切 点 为 玉 ),， 两 加 


的 相似 外 心 为 

人， 相似 内 心 为 

8 ， 则 以 SS "为 -人 NA 
直径 的 圆 0" 与 人 
两 圆 0O、O' 共 

， . 


解 ” 设 两 圆 O、C :的 半径 为 9 7 ， 圆 O 
是 两 圆 0、O- 的 阿波 罗 尼 斯 贺 。 如 果 圆 07 
与 贺 O 相交 , 其 交点 为 卫 , 那么 
PO:PO' 一 和 7。 

又 因 PO=7， 所 以 PO'=Y， 于 是 书 是 两 圆 
O、O' 的 交点 ， 因 而 圆 0” 是 与 两 加 O、O' 共 
轴 ( 如 果 由 己 向 8 作 垂 线 PP 五 ， 则 两 吏 0、 
0 ' 的 根 轴 是 忆 囊 ， 而 两 加 O、O"” 的 根 轴 也 是 
2 两 圆 0O、O"” 的 根 轴 也 是 忆 Z) ， 如 果 两 


2， 调和 点 列 \ 调 和 线束 


圆 0、O' 不 相交 时 , 那么 两 圆 的 外 公 切 线 Z 
过 点 ， 点 O、 

SO'、&8 在 一 
条 直线 上 .又 
设 ZF 与 欧 O” 
的 交点 为 丸 ， 
则 由 OU\S 克 、 ， 
O'7 都 垂直 于 ZP， 而 互相 平行 ,所 以 ZT、 矿 、 
7、S 是 调和 点 列 。 若 两 贺 O、C .的 根 轴 互 工 
与 Z7 的 交点 为 了 " 则 由 了 是 Z7 的 中 点 ， 
有 了 了 12 一 7 际 .7TS, 且 因 O、O'、O" 在 垂直 于 
和 7 的 直线 上 , 所 以 圆 0O” 是 和 两 圆 O、O 共 


乙 。 调和 点 列 、 调 和 线束 

3401， 已 知 四 条 射线 组 成 的 线束 , 与 一 条 
模 截 线 的 交点 组 成 调和 点 列 时 ， 则 不 论 模 截 
线 位 置 如 何 , 其 交点 仍 是 调和 点 列 。 


过 点 0C 作 04 的 平行 线 , 与 OB、OD 的 交点 


4B 04 

55 刺 ， 四 

4D ol4 

5 万 一 5。 
由 @、@、@ 有 : 

BC OF . @ 


从 此 过 00 上 任意 一 点 C' 作 任 意 截 线 
4BOD',， 过 0 引 0O4 的 平行 线 与 CDB、OD 
的 交点 为 也、 政 ,由 国有 刀 C 一 0 了 
04 04 牙 4B' 4D' 
瓦 O7 5 BC GD 
3402、 设 人 4B0 的 内 切 圆 在 三 边 BO、 
0C4、4 甩 上 的 切 点 为 用 、 卫 :连结 五 、 卫 
的 走 线 与 BO 的 延 及 
长 线 交 于 羽 , 则 也 、 
了 D、C、 瓦 是 调和 点 
列 。 
解 设 A 人 4BC B 
的 内 切 贺 在 三 边 
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BO、C4、4 上 的 切 点 分 别 为 刀 、 瑟 、 互 ， 延 
长 3 媒 与 30 的 延长 线 交 于 下， 根据 美 奈 劳 
斯 定理 , 有 


4 BO 愉 B 
珑 了" 厂 二 O 
但 由 于 也 7 一 玉 D，4 万 一 .4 刀 ，CD=CB8， 根 
据 人 @@ 有 
ZE4 .DO . 挟 B_ DO 一 瑟 C 
EBD 4 FC 万 瑟 万 ” 
BD ”万 愉 
从而 元 “于 
因此 B、D、C、 互 是 调和 点 列 . 
注 “如 把 本 题 中 的 内 切 圆 改 用 旁 切 圆 时 ， 
则 定理 仍然 成 立 。 


3403， 已 知 相交 于 4、 刀 的 两 圆 ， 瑟 与 、 
YY' 是 两 圆 的 任意 直径 ， 又 和 了、 民工 的 交 
点 为 Zr 症 了 又 了 的 交点 为 条， 则 以 GQf 
为 直径 的 圆 过 4、 了 两 点 。 


解 设 连 结 2G2' 的 直线 与 了 ZX 的 
交点 分 别 为 媚 、9, 互生 " 与 了 ZF' 的 交点 为 3。 
在 完全 四 边 形 ZY 和 了 ' 中 ,由 于 (六 83, 又， 
@) 是 调和 点 列 ，~ 开 TBX 一 有， 所 以 BEX、 
3 了 分别 是 ~@BS 及 其 外 角 的 平分 线 。 由 
此 得 

.2DQ 
等 - FS 。 可 
又 因 (P,， Z，&S, 了 ) 是 调和 点 列 ，~ 了 BY 一 
BE， 所 以 BYZ、BZ' 分 别 是 LPBS 及 其 外 
角 的 平分 线 , 由 此 得 
了 8 _ 2B&S @ 
Z5” 斑 F， 
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对 APGS 及 其 规 线 了 丈 Z， 应 用 美奈 劳 斯 定 ， 
理 得 


QZ 


由 国 、@ 有 


旬 


一 一 一 一 一 


展 
| 

甩 
四 


EPZP 
又 因 (P，32', 9,， 2G) 是 调和 点 列 , 所 以 
2Z9 .2 
ZE GFB， 
根据 @、@， 
玉 P .3ZP ID 
所 以 BZ、BG 是 LA 人 GBP 及 其 外 角 的 平分 
线 ， 
.。 LIGIBGE 一 。 
由 此 知 以 GZG' 为 直径 的 圆 过 点 刀 。 
同 理 ， AZG4ZG' 一 -六 


亦 可 证 得 GQGB' 为 直径 的 圆 过 点 4。 

3404. 设 人 4B0C 的 AL4、~B、-~C 内 
的 旁 心 分 别 为 卫 、M、N， 在 BC 上 取 点 并 
延长 戏 和 、N 与 边 4B、40 的 延长 线 分 别 
交 于 GZ， 则 G、 
工 .了 工 在 一 直线 上 。 

解 设 WZ、MZG 
与 了 M、ZN 的 交 
点 分 别 为 己 、@, 则 
DBM.BN 是 一 4HC 
及 其 外 角 的 平分 
线 , 于 是 知 (2 和 ，“ 四 
@，M) 是 调和 点 列 。 同 理 (了 , 屋 , 已 N) 也 
是 调和 点 烈 。 又 因为 调和 线束 卫 (2，X,， 9， 

总 工 ( 了 ， 屋 ， 卫 ， ) 一 一 (2GF， 民 ， 包 ， 好 )。 
从 而 第 四 条 射线 ZZ、ZZ 也 是 共同 的 ， 即 
人 AX7YG 的 边 ZYG 过 旁 心 忆 


3G. 极 、 极 直线 

3405, 过 定点 六 作 直 线 ， 与 两 条 定 直线 
OZ、OF 的 交点 为 4、 克 , 求 点 己 关 于 4 的 
调和 共 斩 点 C 的 轨迹 。 

解 ”连结 OP、OC, 由 于 忆 、4、C、 是 调 


近世 几何 问题 


和 点 列 ， 所 以 OP、O4、OC、OB 是 调和 线 
束 。 因 此 过 五 的 任意 


直线 截 这 四 条 直线 的 交 
点 都 是 调和 分 割 点 ( 问 
题 3401) 。 所 以 点 C 的 和 
轨迹 是 直线 00。 

注 在 上 面 的 情况 区 Y 


中 。 点 忆 称 为 直线 00 的 极 。 而 直线 OC 称 
为 点 己 的 极 直线 。 两 条 共 虑 直线 OP、OC 中 
一 条 直线 上 的 任 一 点 为 极 时 ， 那 么 另 一 条 直 
线 是 这 个 点 的 极 直 线 。 对 0O4, 0OB 也 是 一 


样 。 
3406. 过 点 三 作 两 条 直线 PLDPF、ZPOD， 
与 定 角 XOZ 的 两 边 OXZ、O 了 分别 交 于 4、 
C\ 也、 也 ， 则 四 边 形 4CDB 对 角 线 的 交点 @ 
的 轨迹 是 点 卫 
的 极 直 线 。 
解 设 点 卫 
关于 4B 的 调 
和 共 斩 点 为 
刀 , 则 9(P, 4， 
丈 ，B) 是 调和 人 间 
线束 ， 延 长 B@ 与 CD 交 于 媚 殷 据 上 题 知 
@(P, C, 即 ，D) 也 是 调和 线束 。 由 于 直线 
BO 过 点 卫 的 极 直 线 上 的 两 点 允 、 环 ， 因 此 
这 条 直线 是 点 也 的 极 直 线 。 由 上 题 知 点 卫 
的 极 直线 过 点 O。 故 点 @ 的 轨迹 是 点 忆 的 
极 直 线 0G。 

3407 , 怎样 的 图 形 是 完全 四 边 形 (完全 
四 角形 ), 叙述 它 的 定义 。 3 
解 ” 设 在 同一 平面 上 四 个 点 中 ， 任 意 三 点 


不 在 同一 直线 上 ， 连 忆 


结 四 点 的 六 条 直线 所 
构成 的 图 形 巴 做 完了 
全 四 边 形 (完全 四 角 公 
形 )。 而 这 四 个 点 上 [AAA 
做 顶点 。 连 结 的 六 条 .人 与 了 
直线 叫做 边 。 不 过 同一 项 点 的 边 叫做 对 边 。 
对 边 的 三 个 交点 叫做 对 角 点 。 过 结对 角 点 作 
出 的 三 角形 叫做 对 角 点 三 角形 。 图 中 的 双 、 
O\、 卫 就 是 对 角 点 。 

3408. 设 完全 四 边 形 4BOD 的 对 角 点 为 
卫 、O、 允 ， 则 线束 瑟 (4，0O，B, 下 是 调和 线 
束 , 从 而 BO 是 点 也 的 极 直线 。 


3. 极 , 极 直 线 


787 


解 和 
则 吾 (4, 羽 , B, 万) 是 
调和 线束 。 因 为 对 角 线 
4C、5D 的 交点 O 的 轨 
迹 是 点 丈 的 极 直线 ( 亲 
题 3406)， 所 以 点 0 在 
刀 民 上 , 因此 线束 如 (4， 
O, 也 , 万 ) 是 谓 和 线束 ， BO 是 点 柬 的 极 直 
线 。 

3409. 由 圆 0 外 一 点 一 庙 圆 作 切 线 
P4、PB， 过 己 作 任意 割 线 了 BF 与 4B 交 
于 点 @, 则 忆 五 、9、 环 是 调和 点 列 。 

解 设 园 0 的 
直径 CO 了 过 点 卫 ， 
0OD 与 4FP 的 交 
点 为 B， 则 有 
0OS8 .OP 一 D42， 
因而 D、S、P、C 
为 调和 点 列 ,由 阿波 罗 尼 斯 定理 知 ， 以 DC 为 
直径 的 柚 周 上 所 有 的 点 到 、&S 的 距离 之 比 


是 一 定 的 . 
P _ BFP， 即 BBS 
FS 76” PP NS 


这 个 比例 式 表明 ，SP 是 人 BAS 的 外 角 平分 
线 , 而 4S LDO, 所 以 389 是 ZLBS 届 的 平分 
线 . 因此 已、 妈 、9、 环 是 调和 点 列 。 

注 4B 叫做 点 一 关 于 圆 O 的 极 直线 。 即 
从 定点 己 向 圆 0 作 害 线 , 割 线 上 的 骇 为 瑟 ， 
点 王 关于 弦 端 点 的 调和 共 罗 点 @ 的 轨迹 是 
4B。 这 时 点 卫 叫 做 直线 4B 的 极点 . 由 此 ， 
点 王 关于 器 0 的 极 直线 是 垂直 于 OP， 且 有 
性 质 08.OP 一 ”2(r 为 圆 0 的 半径 )。 或 者 从 
点 王 向 圆 O 作 切 线 , 连结 切 点 的 直线 ， 就 是 
作出 的 极 直 线 。 

3410. 设 F 是 点 了 
关于 圆 O 的 极 直 线 ， 则 
XY 上 任意 一 点 卫 关 于 
加 O 的 极 直 线 通过 点 
2 

解 设 0 与 7Y 的 交 
点 为 4, 则 由 马 F 是 点 限 的 极 直 线 , 有 ， 

04.03=?2 (为 加 0 的 半径 ). 
又 若 XZ 上 任意 一 点 乙 的 极 直线 , 与 OP 的 
交点 为 五 ， 则 有 O.OP=72。 .0O4.00 一 


0B3.OP.。 由 此 知 P、 卫 3、4,、2 是 在 同一 圆周 
上 ,因而 CP4Z 一 90"， 

. PPBYLh 一 90"。 
故 点 己 的 极 直线 通过 点 2。 

3411， 已 知 定 网 0, 定点 2， 则 过 点 乡 的 
任意 直线 的 极点 在 点 G 的 极 直线 玉 了 上 。 

解 作 过 定点 2 的 任 
意 直 线 3B， 由 O 作 古书 
的 垂 线 0OB, 设 08 与 点 了 
的 极 直线 XZ 的 交点 为 
P, 08 与 XY 上 的 交点 
为 4， 由 于 点 4 在 点 
的 极 直 线 ZY 上 ,所 以 
04.03=”2(r 为 加 0 的 半径 ) . 由 于 四 点 Z、 
4 了 3 三 共 圆 ,从 而 0OB.OP 一 04.025 一 72. 所 
以 点 也 是 过 定点 2 的 直线 如 的 极点 。 

3412. 过 圆 所 在 平面 上 的 一 定点 作 国 的 
任意 割 线 , 过 割 线 上 弦 的 两 端点 作 切 线 , 则 此 
两 切线 的 交点 ， 在 定点 
为 极点 的 极 直 线 上 。 

解 过 点 书 作 加 0 的 
割 线 P4B, 4 妃 为 圆 O 
的 弦 , 过 弦 两 端点 4、 了 B 
的 切线 交 于 点 @, 09 与 
4 妃 的 交点 为 1 则 4 为 点 @ 的 极 直线 ,也 
在 点 @ 的 极 直线 上 ， 并 且 OM.O@=y2 (7 为 
贺 0 的 半径 ) 。 

其 次 ,由 @ 向 OP 作 垂 线 QN, 设 @XN 与 加 
周 的 交点 为 C. D, 则 M、N、P.、 @ 共 园 , 且 
ON.OP=OM.O09=72， 所 以 CD 是 点 五 的 
极 直线 , 9 在 点 乙 的 极 直 线 上 。 

3413. 过 困 所 在 平面 上 的 一 点 P, 作 图 的 
物 条 割 线 P4P、POD， 设 40O、PDD 及 .47P、 
BC 的 交点 分 别 为 瑟 、 了 ， 则 刀 或 者 了 都 在 
了 点 的 极 直 线 上 。 

解 设 点 乙 关 于 4、 
了 3 的 调和 花 点 为 五 ， 
点 卫 关 于 C、 也 的 调和 
共 邢 点 为 3z, 则 互 M 是 
点 卫 关 于 圆 0 的 极 直 
线 。 如果 考虑 到 调和 线束 (BP， 如 4， 妃 ， 
了 7B) 与 调和 线束 (了 3P， 瑟 0， 刀 3， 如 D)， 因 为 
瑟 己 公共 , 已 4 与 8O 是 同一 直线 , 瑟 刀 与 瑟 
也 是 同一 直线 ,于 是 刀 忆 与 了 MX 也 是 同一 直 
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线 。 因 此 改过 点 刀 . 

其 次 ， 如 果 考 虑 到 调和 线束 (FP， 了 4， 
玉环 B) 与 调和 线束 (了 PP, 有 PDFM，FO)， 
因为 ZP 公共 ，ZE4 与 3D 是 同一 条 直线 ， 
了 中 与 ECO 也 是 同一 条 直线 ， 于 是 妃 玉 、 了 FMZ 
也 是 同一 条 直线 。 因此 羽 M 通过 点 下 。 所 
以 瑟瑟 都 在 点 书 的 极 直 线 玫 MK 上 

3414. 设 园 O 内 有 一 点 忆 ， 过 书 作 其 极 
直线 尽 卫 的 垂 线 
Pe, 由 @ 向 圆 0 
作 两 条 切线 94、 
9B, 则 4B 通过 
点 也. 

解 设 导 并 是 
点 卫 的 极 直线 ， 又 PQ@_LXT， 因 此 O、P、 4 
在 一 条 直线 上 。 由 问题 3409 有 


OP.O09 一 042， 
。…。AO4PcAOQ4。 
由 于 ~O48= 一 Ru … OP4= 一 玉 ， 同 理 
OPB= RPR, 所 以 4B 通过 点 三 。 
3415. 若 有 共 极 二 及 极 直线 的 若干 圆 ， 
则 这 些 圆 是 共 轴 
系 的 况 。 
解 由 工 向 
交 卫 作 垂 线 三 ， 
设 适 合 条 件 的 贺 
之 一 与 直线 也 太 
的 交点 为 P、9， 


圆心 为 忆 , 则 驴 、 并 卫 、 厂 是 调和 点 列 ， 设 双 
为 ZZ 的 中 点 ， 则 4P.48=4Z2?. 让 此 以 
也 乙 为 直径 的 圆 与 贺 刀 垂 直 相交 。 

设 圆 4、 吾 的 交点 之 一 为 C， 从 Z 忆 的 垂 
直 平 分 线 7 上 的 任 一 点 & 作 圆 召 的 切线 ， 
其 切 点 为 T， 则  . 

8732? 一 SB2 一 T2 一 S42 十 42B2 一 刀 O2 
呈 S42 十 4C2 一 S42 二 42 一 32 2 
。…，A8T 一 GZ 一 S7。 
因此 , 从 点 如 向 适合 条 件 的 圆 作 切 线 , 其 切线 
长 等 于 SZL。 VF 是 这 些 融 的 根 轴 。 所 以 适 
合 条 件 的 钢 是 共 轴 系 的 圆 。 

注 贺 系 中 的 任意 两 贺 的 根 轴 都 相同 时 ， 
称 这 个 圆 系 是 共 轴 系 的 圆 . 

3416.， 两 吏 4、 已 的 根 轴 , 到 它们 的 相似 


-中 心 8 关 于 贺 4 与 园 吾 的 极 直 线 的 距离 . 
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解 由 43 向 两 圆 作 公 切线 STZ'， 与 四 4、 
互 的 切 点 分 别 为 了、， 与 两 贺 报 轴 的 交点 
为 忆 ， 则 点 3 关于 圆 ;4 的 极 直 线 是 由 伙 向 
以 忆 作 的 垂 线 。 同 理 , 关于 圆 如 的 极 直 线 是 
由 他 向 ,48 作 的 垂 线 。 因此 两 圆 的 极 直 线 
与 根 轴 平 行 , 且 PZ 一 PZ'， 所 以 极 直线 与 根 
轴 等 距离 。 同 理 , 对 于 两 圆 的 相似 内 心 也 可 
同样 证 明 。 

3417. 已 知 圆 0， 在 点 一 关于 圆 O 的 极 
直线 Z2 上 任 取 一 点 8， 作 以 P@ 为 直径 的 
圆 ， 则 此 圆 与 贺 O 垂 
直 相交 。 

解 设 OP 与 直线 
Z2 的 交点 为 4， 因 
为 0O4 二 Mr, 于 是 以 
Ze 为 直径 的 园 过 点 
4， 与 圆 0 相交 于 点 巨 。 

OP? 一 OP.O4. 
因此 OB 是 较 P4@6 的 切线 ,所 以 两 圆 垂直 相 
交 。 

3418. 设 定点 己 关 于 两 圆 0O、O' 的 极 直 
线 为 工 、 乙 , 其 交点 为 @, 以 PQ 为 直径 作 贺 ， 
则 此 加 与 两 加 O、O"' 垂直 相交 ， 且 其 圆心 在 
较 OO 的 殷 轴 上 。 

解 ” 因 为 久 在 极 
直线 乙 上 ， 由 上 题 
有 图 二 人 与 加 O 垂 
P9@ 与 加 O' 也 垂直 
相交 ,因此 加 P9 与 两 圆 0、 CO"' 垂直 相交 . 由 
此 其 圆心 在 两 圆 O0、C ”的 根 轴 上 。 

3419. 设 盖 为 加 0O、O' 根 轴 上 的 任意 点 ， 
则 点 三 关于 锅 O、O' 的 极 直 线 的 交点 在 根 轴 
于。 

解 ” 设 点 书 关 于 圆 0O、O' 的 极 直线 为 工 、 
隐 , 卫 与 乙 的 交点 为 ， 则 以 2e@ 为 直径 的 
圆 与 园 O、PO' 垂直 相交 ,， 报 据 上 题 知 ， 贺 P@ 


3. 极 \ 极 直 线 


的 圆心 C 在 况 O、O' 的 根 轴 上 上。 但 因 书 又 
在 两 圆 O、O ”的 
根 轴 上 ,所 以 P9 
是 两 圆 的 要 轴 ， 
即 极 直 线 民 与 


置 及 对 角 线 交点 ， 求 这 个 四 边 形 外 接 圆心 的 


轨迹 . 吕 
解 在 四 边 形 

4B0OD 中 ， 叫 知 对 双 

边 B4、CD 的 位 SA 
NS 

BO 的 交点 乙 又 设 必 一 考 一 人 

了 B4、CD 的 交点 为 

OO， 则 0O(B,， 0, P,，C) 是 调和 线束 ， 而 OB、 

OZ、OC 是 定 直 线 , 因此 OP 也 是 定 直 线 。 其 


置 , 对 角 线 4C、BD 
相交 于 定点 2,4D、 


次 ，05P 是 关于 这 个 贺 的 自 共 斩 三 角形 ( 问 ， 


题 3422)，2 是 直线 OP 的 极点 。 所 以 圆心 
的 轨迹 是 过 点 2 且 垂直 于 OP 的 直线 . 

342?1. .从 贺 外 一 定点 D 引 两 条 直线 ， 与 
圆周 分 别 交 于 点 P、 已 及 @、9" 若 PQ@ 恒 过 
定点 20, 则 PQ' 也 
必 过 另外 的 定点 。 

解 “ 在 加 内 接 四 
边 形 P99'P' 中 
设 PG 与 P@' 的 
交点 为 了, PG' 与 
9P' 的 交点 为 Z， 
延长 0OM 与 ZG 及 
了 P' 的 交点 分 别 为 碧 、N， 则 了 2G 是 点 O 的 
极 直 线 。 由 于 0 是 定点 ,所 以 了 G 是 定 直线 。 
又 因 O\、M 都 是 定点 , 因此 站 也 是 定点 。 这 
时 了 (0，MX, 瑟 , N) 是 调和 线束 所 以 O、 
MX、 开 、W 是 泗 和 点 列 。 但 是 O、M、 互 都 是 
定点 ， 因 此 玉 也 是 定点 。 从 而 P'9' 过 这 个 
定点 NT。 

3422. 在 圆 内 接 四 边 形 4BCD 中 ， 设 
4B、DOC 的 交点 为 互 ，4D、BC 的 交点 为 
了 ,4C\、BD 的 交点 为 2, 则 AZZG 是 自 共 
斩 三 角形 . 

解 因为 ZZ 是 科 的 极 直线 ，G 是 了 
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的 极 直 线 ， 所 以 Z 是 委 的 极 直 线 ， 即 互 、 
YY、 是 ZYG、2GXK、 YY 

和 又 的 极点 ， 于 是 
AZXYZ3G 是 自 共 斩 三 
角形 。 

注 (定义 ) 在 
人 AX72G2 中 , 若 了 GZ 是 
互 的 极 直线 ， 必 称 是 
了 的 极 直 线 ，XY 是 
红 的 极 直 线 时 ， 称 
AXYyYG 是 自 共 斩 三 角形 。 

3423. 在 圆 内 接 四 边 形 4BCD 中 ， 设 过 
点 4、 卫 的 切线 相交 于 点 P, 过 点 她 、C 的 切 
线 相 交 于 点 9， 
则 直线 P9@ 通过 
对 角 线 的 交点 
五 。 

解 设 4D 与 
BC 的 交点 为 8， 
则 点 P、9、 防 都 
在 点 8 的 极 直线 
上 (问题 3412，3413)， 从 而 点 已 R、9 在 一 
条 直线 上 。 

3424. . 蕊 知 圆 内 接 四 边 形 4BCD 的 一 边 
4 刀 3 固定 , CB、D4 的 交点 为 P, 对 角 线 的 交 
点 为 9 则 连结 P9 P 
的 直线 通过 定点 . 

解 设 边 B4、CD 
的 交点 为 ， 则 PQ@ 
是 点 和 的 极 直 线 ( 问 
题 3413) 。 若 从 点 4、 
好 作 切 线 ， 其 交点 为 “ 
瑟 ， 则 P@ 过 这 个 定点 殖 ( 问 题 3412) 。 

3425. 过 哆 内 的 定点 2 作 两 弦 4C、BD， 
求 4B、Do 的 交点 区 
互 的 轨迹 .。 

解 设 4D、BO 的 
延长 线 相 交 于 点 了 ， 
连结 了 2 与 C 刀 、4 吾 
的 交点 分 别 为 P、9， 
则 ZZG 是 点 开关 于 人 92 
这 个 现 的 极 直 线 (问题 3409), 从 而 点 互 在 点 
2 关于 这 个 圆 的 极 直 线 上 (问题 34I1) 。 所 


以 点 互 的 轨迹 是 点 乡 的 极 直线 。 
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3426. .已 知 圆 0 的 外 切 四 边 形 450D， 
4B、BC、CD、D4 的 切 点 分 别 为 百 、 厂 、G、 
了 2 与 了 G 的 交点 为 已 则 2PO 垂 直 于 
40。 


解 因为 4 是 碳 的 极点 ,所 以 4 在 点 也 
的 极 直线 上 . 同 理 C 是 FG 的 极点 ,所 以 C 在 
点 书 的 极 直线 上 。 故 4C 是 点 已 的 极 直线 ， 
因此 CPL4C。 


3427。 设 圆 0 外 切 四 边 形 为 4BOD, 对 ， 


边 4B、CD 的 交点 为 互 ，BCO、<4D 的 交点 为 
分 别 为 豆 、 万 、G、 万 ,五 妨 、G 克 的 交点 为 @9， 
五 5、 五 G 的 交点 为 已 ， 则 六 、 工 、 驴 、 无 在 En 
直线 上 。 

解 由 于 9 
是 吾 丽 、G 有 的 
， 交点 ， 根 据 上 

题 知 久 是 LC 
的 极点 . 同 理 ， 
忆 是 也 的 极 
点 。 从 而 直线 
@BR 是 4O、DBD 
交点 书 的 极 直 
线 。 因为 全 了 也 是 点 已 的 极 直 线 ， 所 以 玉 、 
zs、 g、 忆 都 在 点 乙 的 极 直 线 上 ， 

3428.， 已 知 响 外 切 六 边 形 4BCODZB， 有 
三 条 对 角 线 4、 万 、 
CZ 相交 于 一 点 。[ 布 利 
安 深 定理 ] 

解 ” 设 贺 的 切 点 分 别 
为 4 已 、C、 也 、 玖 、 
五 ， 则 4、 忆 分 别 是 张 
4Z、CD 的 极点 。 设 

4 了 、C7D 的 交点 为 罗 几 上 题 知 ,上 王 的 极 
直线 是 4 忆 。 

同 理 ， 设 43 也 允 的 交点 为 9， BC、 
玫 克 的 交点 为 如 则 弦 瑟 B、C 玉 分 别 是 点 
@%、 忆 的 极 直线 。 由 帕斯卡 定理 (问题 1538) 


| @， 由 纺 分 别 向 P4、 


是 点 己 、 久 的 极 直线 ， 
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知 , 忆 、@、 互 在 一 直线 上 , 所 以 4D、8 司 、C 了 7 
交 于 一 点 。 

3429. 已 知 一 点 关于 三 个 贺 的 极 直线 ， 
且 三 条 极 直线 过 同一 
点 , 求 这 点 的 轨迹 。 

解 已 知 三 个 圆 的 
圆心 分 别 为 4、B、C， 
设 点 己 关 于 这 三 个 加 
的 极 直 线 相 交 于 点 


DB、PC 作 垂 线 @LZ、9M、9@N, 就 是 点 一 的 
三 条 极 直 线 。 假 定 圆 4、D,、C 的 半径 分 别 为 
4、D、c 则 
4 4P-o2， Ph .BP 一 D2， 
ON.OP 一 co2. 

因此 ， 以 P@ 为 直径 的 圆 ( 即 过 工 、2、X 的 
圆 ) 与 已 知 三 个 圆 4、B、C 分 别 垂 直 相 交 , 故 
点 卫 在 圆 P@ 上 .。 反 之 ,这 个 圆 上 的 任意 点 
的 极 直 线 ， 交 于 过 点 己 这 个 圆 的 直径 的 另 
了 、C 垂直 相交 的 圈 。 

3430， 设 两 点 已 @ 关于 网 O 的 极 直 线 
分 别 为 屋 、 也 由 忆 、9 分 别 向 互 、 了 作 垂 线 
CO、eON,， 则 

OP:09=PM:9N。 [沙门 定理 ] 

解 ” 设 延长 OP、O9 与 互 、 了 分 别 交 于 点 

卫 、 Q@2 则 郊 、 羡 分 别 


一 六 2 中 
有 为 况 CO 的 半径 ) 。 
由 P\ 作 CO9、OP 的 
垂 线 4、 OP， 则 己 、 也、 4、 纺 共 圆 ， 因此 
. OP.OB=09.04。 四 
由 四 -@ 有 OP.BP'=09.49， 
OP:O09 一 .49 :BEP' 一 PIGN。 


人 冬 。 反 形 


3431， 设 一 个 图 形 上 的 任意 两 点 4、 已 ， 
其 反 形 上 的 对 应 点 分 别 为 4、B， 则 4 万 与 
4 卫 之 比 等 于 其 反 演 赛 * 与 由 原点 8 至 4 
2 距离 乘积 之 比 , 即 


rr near Lrc era 


可 


SS 
FZ 认 3 


解 8 是 原点 ，4、4" 吾 、 屯 ' 是 对 应 点 , 因 
S 


此 S4.S4' 一 SB.SB' 一 刘 
84 8B' 
万 SS47” 
人 S4BcASB'4n 
从 而 


4 万 
4 


_.S4 
有 芭 人 
RS4S4 
EYE 
注 (定义 设 有 A 

定点 & 及 图 形 疡 4 及 

为 图 形 已 上 的 点 , 在 站 

连结 48 的 直线 上 取 人 A S 

点 如 使 S4.84' 一 ; 

《一 定 ), 称 点 44 的 轨 

迹 久 是 三 的 反 形 ,点 人 叫做 反 演 中 心 ， 1 叫 

做 反 演 释 。 


3432， 若 两 条 曲线 下 为 反 形 时 ， 在 其 对 、 


应 的 两 点 上 作曲 线 的 切线 ， 则 切线 与 过 这 两 
点 的 动 径 的 夹 角 相 等 。 

解 . 设 两 条 曲线 为 C、C， 将 动 径 S8BB' 以 
原点 & 为 中 心 作 旋 
转 ， 移 动 到 RS44/ 
的 位 置 , 则 点 妞 、 刀 / 
相应 地 分 别 趋 近 于 
点 4、4"， 其 割 线 
4D、4'" 就 分 别 
趋 近 于 曲线 C、C- 
在 点 4、4' 上 的 切 
线 位 置 。 因 C、C 是 互 为 反 形 的 ， 由 上 题 知 
ALBS= AS4'FB0 因此 SB4 在 动 径 8ZB 
旋转 过 程 中 , 总 是 等 于 ~S4'T 所 以 人 SB4 
的 极限 位 置 为 84T，~S4 礼 ' 的 极限 位 置 
为 AS4Yr。 
等 的 。 

尘 在 4、4' 上 作 的 切线 ,总 在 动 径 S44 
的 同 侧 与 动 径 44' 具有 相等 的 夹 角 。 

3433. 和 若 两 加 O、O' 是 以 作 反 演 中 心 
的 互 为 肥 形 。 则 在 其 对 应 的 两 点 4、4' 上 的 
切线 与 动 径 844' 的 夹 角 相 等 。 

解 ”因为 两 圆 0O、C ' 互 为 反 形 ， 


所 以 反 演 


aeroeeemeree ee ce orv 


从 而 ，A84Z 与 CS4Z' 是 相 


中 心 信 是 两 融 的 相似 中 心 (问题 3437) 。 在 
图 上 0'4'10B, 设 4 吾 上 的 切线 为 4T/、 
BT， 刘 4T1] BT，。 -. CAT 4 万 一 TBE4。 
若 在 点 4 的 切线 为 47， 则 由 2?45- 
TBPB4 有 
l24BB' 一 AT4BF。 

3434. 若 两 条 曲线 和、 了 相交 于 一 点 4， 
习 、 卫 的 反 形 分 别 为 允 了 则 穴 \、 了 "也 相 
交 ， 且 其 交点 与 交点 4 互 为 对 应 点 。 在 交点 


处 的 切线 的 夹 角 相 9 

等 。 代 
解 设 曲线 互 、 了 X 

的 交点 为 4， 反 演 中 

心 为 8 点 4 的 对 应 

点 为 4 则 XZ 都 人 GXX 了 工 

过 点 4。 又 在 点 4' 作 五 \、 卫 的 切线 , 在 点 


4 作 民 工 的 切线 ， 切 线 的 交点 分 别 为 下、 
荆 由 问题 3432 有 
AT44' 一 AT4'4，LTIA44' 一 天 044。 


| 所 以 开 与 了 的 夹 角 等 于 蕊 ' 与 Z' 的 夹 角 。 


3435., 不 过 反 演 中 心 &8 的 直线 刁 Z 的 反 
形 是 过 & 的 圆周 。 

解 从 8 前 屯 工作 垂 
线 S4， 设 反 演 蹇 为 92， 
取 满 足 S4.84' 一 73 的 
点 如 设 五 为 Z 上 任 
意 一 点 ， 妃 的 对 应 点 为 
DB'， 则 8B.SF' 一 84。 
8S4' 一 六 因此 B、4、4'、 万 共 加 。 

ASB'4 = Ld4d4B= ABR， 

是 定点 ， 因此 知 点 如 ' 的 轨迹 是 以 S4 

2 径 的 圆周 。 所 以 直线 羡 7 的 反 形 是 通过 
点 & 的 圆周 。 

3436. 孝 定 加 周 上 的 -点 & 为 反 演 中 
心 ， 则 这 个 贺 的 反 形 是 垂直 于 直径 84' 的 直 
线 开 Y。 

解 设 殖 为 圆周 上 任意 一 点 ， 殖 :的 对 应 
点 为 万 , 则 84' 3S4 一 SB'.SD 因此 L 4、 
也 、B' 共 贺 ， 


ee 全 me 


7S92 “ 


"。 AS4B= SB' 4 
一 BR。 
因此 点 如 的 轨迹 是 过 点 4 
委 查 于 8S4' 的 直线 Z 
(其 中 4 是 4 的 对 应 点 ) . 
3437.， 设 园 0 为 定 园 ，x 
S 为 圆 外 的 定点 ， 则 以 8 了 人 
为 反 演 中 心 ， 圆 C 的 反 形 是 以 S 为 相似 中 心 
的 圆 。 
解 ” 设 反 演 军 为 2, 点 8 关于 圆 C 的 圆 赛 
为 22 则 由 图 知 ， SB.SB' 王 2，S4.S 万 一 D2. 
。 SB' 和 
人 (一 定 ) 。 
加 此 ， 从 反 演 中 心 8 向 圆 C 作 动 径 84B, 设 


用 4 代替 动 径 的 一 端 ， 则 S4:8B' 是 一 定 
的 (问题 3437) 。 办 此， 了 ' 的 轨迹 是 以 定点 


C' 为 圆心 , 半径 为 全 到 (及 是 加 C 的 半径 ) 
的 圆周 。 显然 8 是 两 图 CO、C' 的 相似 中 心 . 
B 


3438. 设 圆 0C 为 定 圆 , 8 为 定点 , 点 S 关 
于 定 圆 C 的 较 守 为 22， 反 演 宕 为 22， 则 以 8 
为 反 滨 中心 贺 C 的 反 形 是 它 自己 。 

解 在 上 题 二 宁 一 征 中 设 名 一 i2 则 有 
34 一 SB', 所 以 定 贺 C 是 其 自身 的 反 形 , 

3439. 若 两 贺 O、O-' 的 相似 外 心 (或 内 
心 ) 为 反 演 中 心 , 则 圆 O、O"' 互 为 反 形 。 


解 设 &3 为 两 加 0O、2 的 相似 外 心 ， 则 由 
图 知 有 


3S247 这 、 
( 设 圆 0,，O' 的 半径 分 别 为 "9) ， 


设 S4 与 圆 0 的 另 一 交点 为 65， 由 & 对 于 圆 
@ 的 网 千 设 为 2 则 34.3B 一 2 
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-8B.84'- 开 pp (一 定 )- 

所 以 圆 0 与 0' 是 以 8 为 反 锭 中 心 ， 反 演 守 
为 寺 甸 的 反 形 。 

3440. 若 网 0 的 一 动 纺 P@, 对 于 一 定点 
4 总 张 成 直角 进行 运动 ， 则 纺 P9 的 极点 的 
轨迹 是 一 个 圆 . Q 

解 设 2 为 PG 的 中 7 
点 ,，C 为 04 的 中 点 , 园 O IIKLA 从 
的 半径 为 ， 根 据 中 线 定 
理 


202 和 ?十 2002 
一 42 二 MO 一 MGQ2 二 MO2 一 72， 
刻 

芭 COM=V 生 一 00 (一 定 )， 
因 点 C 是 定点 ， 所 以 点 素 的 轨迹 是 以 C 为 
圆心 的 圆 。 又 因 OM LPG， 所 以 关于 贺 0， 
2e@ 的 极点 吾 在 OM 上 , 因为 OR.OM 一 0O92 
故 所 求 的 轨迹 是 点 O 关于 这 个 圆 C 的 反 形 。 
3441。 由 定点 书 作 两 条 直线 一 和 、PZ， 


.与 另 一 条 定 直 线 ZM 的 交点 为 羡 、 立 ， 如 果 


了 和、FZ 使 <PZ 保持 不 变动 时 ,证 明 
ASPT 的 外 接 贺 恒 与 一 个 定 圆 相 切 。 

解 设 忆 为 反 滨 了 
中 心 ， 以 任意 数 为 
反 演 宕 ,并 使 六 、 了 工 
在 反 形 上 的 对 应 点 
分 别 为 和 y， 则 直 
线 Z4 的 反 形 是 圆 疡 
Poxy (问题 3435)， 圆 PZY 的 反 形 是 直线 zz 
(问题 3436) 。 又 因 和 PT 即 人 zPy 及 
ZPy 是 一 定 的 ,所 以 即使 图 忆 Z7 移动 时 , 线 
段 2b 的 长 也 是 一 定 的 。 从 而 线段 2 与 圆 
Zzo 的 同心 锐 4BC 相 切 。 反之 ， 相 应 于 zy 
的 反 形 的 贺 了 XTZ， 切 于 相应 加 4BC 的 反 形 
的 定 圆 (问题 3434) . 

3442. 车 以 4、 刁 为 圆心 两 圆 的 根 轴 
瑟 了 , 关于 两 圆 4、 刀 的 极点 分 别 为 已 9, 则 
卫 、9 关于 两 加 的 相似 中 心 8S、S' 作成 调和 共 
斩 点 。 

解 设 7Y 与 4 的 交点 为 戏 ， 由 下 疝 
两 圆 4、 刀 作 切 线 TIT、MZ"， 而 于 是 根 轴 
上 的 点 , 因此 MT 一 MT 


又 因 、@ 是 开 F 的 极点 , 所 以 功 
Ma4d.MPMT2，M 太 .MG 一 MT2。 
…。 M4.MPE=-MMB.VX9、 外 

又 S、&S' 是 两 融 的 相似 中 心 , 于 是 以 SS 为 
直径 的 圆 是 与 两 圆 4 了 共 轴 系 的 圆 ( 上 题 )， 
故 0S' MIS 一 MT 四 
由 @,、@ 知 以 了 为 反 演 中 心 , 以 MTZ2 为 反 
演 赛 , 求 P、@、&S、&S' 的 反 形 的 对 应 点 分 别 为 
4 也、 S、AS。 “ 因此 (P， 9 A， S) 一 (4， 也 ， 
&S, 8) .由 于 (4,，B，S， 8) 是 调和 点 列 , 所 
以 (P, @，S，S) 是 调和 点 列 。 

3443。. 作 已 知 圆 的 内 接 四 边 形 4BCD， 
使 边 4B、BO、CD、D4 分 别 过 定点 已 @、 
了 R、S。 

解 [分 析 ] 设 四 边 形 4BCD 是 所 作 的 
四 边 形 ， 以 定点 Ps 驴 、 允 、 4 为 反 演 中 心 ， 且 
以 相对 于 这 些 点 的 定 圆 的 况 宕 为 反 演 逢 ， 将 
点 4 顺 次 对 于 了 、9、BR、S 作 四 次 反 形 , 则 点 
4 再 回 到 原来 的 位 置 。 

如 果 将 点 8 在 已 .9@、 了 的 _A 一 一 革 
圆 上 作 三 次 反 形 ， 其 位 置 设 
为 8, 则 将 尺 在 一 、@、 忆 的 
贺 上 作 三 次 反 形 时 ， 显 然 & 六 
是 回 到 点 人 的 位 置 。 又 将 直 
线 &4 依次 对 于 忆 、@、 怀 作 反 形 ， 则 是 过 点 
& 的 圆 。 若 将 这 个 圆 对 于 8 再 作 反 形 ， 则 变 
成 过 4 的 直线 P'4， 这 个 点 已 是 将 点 一 在 
@、R、S 的 贺 上 依次 作 了 三 次 反 形 的 点 。 但 
是 直线 S'4 与 圆 的 夹 角 ， 在 进行 四 次 反 形 后 
其 大 小 .符号 也 不 变 。 因 此 8'4 与 P4 是 一 
赴 线 。 所 以 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 由 卫 依 次 在 8、、S 的 加 上 作 
反 形 , 求 出 点 己 的 确定 位 置 。 其 次 , 将 8 依 
次 在 五 9、 了 的 圆 上 作 反 形 ， 确 定 & 的 位 
置 , 设 P'S' 与 较 的 交点 为 4。 

” 同 理 , 依次 作出 也 ，C, 了 。 

3444。 芳 两 较 P4P, 94 刀 分 别 在 P、9 

上 与 贺 O 相 切 时 , 证明 下 列 比例 式 


形 793 


4P:49=BP:BO. 
解 ” 设 园 P4B、945 的 圆心 分 别 为 Oi、 
0 OO 与 P8 的 交点 为 忌 , 则 羽 是 两 圆 
Of、 Ca 的 相似 中 心 。 连 结 玫 4， 则 O1、O2 是 
以 五 为 反 演 中 心 的 互 为 反 形 (问题 3439) . 
由 融 0 在 点 也 .4 与 图 Oi、 O3 相 切 ,于 是 乙 、 
@ 是 反 形 的 对 应 点 ， 
“。 瑟 忆 .有 @ 一 玖 42。 
因此 瑟 4 是 人 A4P9 外 接 右 的 切线 。 
`“，4Pe= 及 49， 人 民 P4 人民 49， 


从 而 4P:44= 严 PE 区 4。 
则 理 , 连结 瑟 B, 有 互 忆 : 忆 @@ 一 开 B2 所 以 五 刀 
是 人 BPQ 人 外接 圆 的 切线 。 - 

'，BPO= 开 B9，AKPBoAEEBQ， 

.因而 BP:B9= 愉 P:EPB。 
因 豆 是 中 心 线 OO。 上 的 点 , 故 ， 
六 4 一 到 已 。 
。 玖 PP:K4 一 玉 已 : 玉 PB， 

即 4P:49=BP:B9， 


3445. 设 一 个 圆 与 A4ZPBC 的 边 LPB、40 
以 及 外 接 圆 分 别 相 切 于 点 .也 瑟 、 环 ， 应 用 反 
形 法 证 明 ， 连 结 也 妨 的 直线 过 人 4ZBC 的 内 . 
心 I。 A 

解 设 A 人 45BC 的 内 
切 圆 工 与 4B,、4LOC 的 切 
点 分 别 为 G、 瓦 ， 在 这 
个 圆 上 作 与 BC 道 平行 
的 切线 站 卫 ;与 4PB、4C 
的 交点 分 别 为 及、 则  ，， 

4PB.4 瑟 一 4C.4T。 

又 设 和 4T 一 2c，A.4T 玉 =26, 则 有 

ZKB=2c 十 28。 
.ITET 一 ac 十 BE。 
而 .4 民工 一 180" 一 2 一 26， 


794 
。 一 4T 瑟 一 180。 一 4 太志 
一 AITET- AT4 
. 180。 一 (180。-2a_236) - 
一 (cpB) 一 < 一 。 
。 LT 一 却 AL4TE= AL4BT。 


因此 , 47 是 在 点 工 切 于 A 人 BT 并 的 外 接 圆 ， 
。。 4 开 , 4 一 472。 
车 以 4 为 反 演 中 心 , 以 47 为 反 演 宕 , 作 必 工 
的 反 形 ， 则 由 问题 3435 有 了 4BC。 因 响 工 
与 到 D、4B、40 相 切 ,所 以 圆 工 的 反 形 是 与 
4BC 及 直线 4B、4C 相 切 的 吏 刀 2 即 
圆 工 与 圆 DZ 是 以 4 为 反 演 中 心 ， 反 演 圭 
为 472 忆 \.G 是 对 应 点 , 故 有 
4D.4G 一 472。 

因 7IG 4D， 所 以 人 .47 一 <R。 同 理 
L.4T 玉 = 一 R 所 以 万 7、 在 一 直线 上 。 

注 (定义 ) 淄 47 开 = 一 4BCO 时 ， 常 
称 五 卫 与 BO 是 六 平行 的 。 

-3446. 若 作 一 圆 与 人 4Z50C 的 外 接 圆 及 
边 4B、4C 的 延长 线 分 别 在 点 歹 、 忆 、 事 相 
切 时 ， 应 用 反 形 法 证 明 ， 连 结 如 的 直线 过 
A4FC 的 旁 心 。 

解 设 4 内 的 旁 心 为 密 旁 切 圆 与 4B、 
4C 的 切 点 为 G、 互 ， 知 在 欧 工 上 作 与 BC 逆 
平行 的 切线 素 , 则 与 上 题 一 样 有 

40.47 一 .4.4D 二 472。 
若 以 4 为 反 演 中 心 ，47Z?2 为 反 演 守 ， 则 与 上 
题 一 样 ， 圆 x 与 加 
忆 玉 BF 互 为 反 形 。 所 


黄 
4G.4D 一 4 乓 .4B 
王 .472， 
且 4DLIG， 因 此 连 
结 7， 有 
47 万 一 已。 
. 同 理 ， 一 4 万 一 
LE 所 以 八大 五 在 一 直线 上 。 


已 。 十 字 比 、 对 合 

3447. 若 由 四 条 射线 组 成 的 定 线束 被 一 
横 线 相 截 ， 则 其 四 个 十 字 比 不 随 横 稚 线 变化 
而 变化 . 

解 ” 设 线束 (顶点 为 4) 由 一 横 线 所 截 的 截 


aspetem ee 


, 为 一 定 。 


第 七 编 ”近世 几何 问题 


点 为 4、B、O、D， 过 互 作 2D 的 平行 线 与 
F4 交 于 刀 与 30 交 F 
于 纺 则 
4LDB:4 万 一己 DPI 万 D 
及 
CD:DBO=1D:9PB。 
。 4PB.ODI4D.BO 
一 PPD:9PB。 
由 这 个 等 式 右 端 是 定 比 ， 所 以 十 字 比 4. 
CD:4D.BO 对 一 切 横 埠 线 都 是 定 值 。 
注 (定义 ) “十 字 比 又 称 非 调 积 比 。 在 一 
条 直线 上 有 四 点 4、B、C、 忆 , 按 下 列 方式 作 
比 ， 


.4 了 .4 。 
7 或 4DB.OCD:4D.OB 
叫做 这 些 点 的 十 字 比 , 或 叫 非 调 和 比 。 十字 
比 记 为 (4BCD)， 上 图 中 的 线束 记 为 环 

(4BCOD)。 
4 了 .4 4 局 ,4 
者 和合: 徊 =- 和 旬 :后 - 功 帆 
列 4、B、C、 刀 是 调和 点 列 。 
3448. 同一 圆 上 的 四 点 与 此 圆 上 任意 点 
连结 的 线束 ， 
十 字 比 的 值 重 


解 ” 设 同一 
圆 上 的 四 点 为 
4、 五 、C、D， 
将 此 四 点 与 加 
上 任 一 动 点 三 
连结 , 则 所 成 的 角 24PBP、~BPC、~CPD、 
4P7D 是 一 定 的 , 因此 十 字 比 忆 (4BCOD) 是 
定 值 。 在 图 中 , 显然 有 

AL4PPF -4P'B'，BPO=B'PO 

OP 一 OP 汪 ， 
“。， 了 (4BCD) 一 已 (4 BOD) 。 

3449. 切 于 同一 阅 的 四 条 定 切 线 , 若 被 第 
五 条 动 切 线 所 截 ， 
则 其 十 字 比 一 定 。 

解 ， 设 过 圆 上 四 
点 4、B、C、 忆 所 
作 切 线 ， 分 别称 为 区 
4、 万 、C、 了 ， 这 四 条 切线 与 第 五 条 动 切线 的 
交点 分 别 为 双 、 人 六、 9， 圆 心 为 O， 切 线 


5. 十 字 比 对 合 


号- 一 一 一 一 


4、 万 的 交点 为 瑟 ) 则 0 是 人 AMEN 的 旁 心 
故 有 


LAMON= 孔 工 “MKN。， 


由 于 人 O、P、 二 记 区 
AMKN= 40B. 


因此 ZWMON 一 王 人 40B. 


” 同 理 ， ZNOP= 王 人 BOC， 


LF09= 玛 CO00D，， 


于 是 在 线束 O (KMNZP@) 的 顶点 O 处 的 夹 角 
一 定 , 所 以 十 字 比 (UNP9) 也 一 定 。 

3450. 若 共 一 点 4 的 两 组 点 列 4BCD、 
4B'O'D' 的 十 字 比 根 等 ， 则 连结 其 对 应 点 的 
直线 相交 于 一 点 。 

解 ” 设 直线 BB'、CC' 交点 为 吾 ) 直线 万 
与 直线 4BCD 交 
于 点 卫 , 连结 F4， 
因为 

万 (4BOX) 

万 (4BIO'DT) 

. 一 和 (4BOD)， 

于 是 也 葡 与 了 了 是 同一 条 射线 ,所 以 盛 与 忆 
是 同一 点 , 即 巨 B、CO'、D 刀 三线 共 点 。 

3451.， 设 有 四 条 射线 的 两 组 线束 , 这 两 组 


线束 顶点 不 同 ,但 共有 一 条 射线 , 且 其 十 字 比 ， 


相等 时 ， 则 对 应 下 
射线 的 交点 是 共 
线 点 。 mr 
解 线 案 妇 
(4BCD) 及 机 2 
(4BOD) 共 -条 A 8“ X 【YY 
射线 7 ， 且 有 相同 的 十 字 比 。 将 BC 向 两 
端 延 长 与 了 8' 相交 于 点 4, 与 D 相交 于 点 
民有 上 且 了 有 与 B0 相交 于 点 了 ， 因 为 
BC4BCZ) 一 也 (4BOD) = 到 (4BCOD) 
”一 了 (4BOZ) 一 到 (4BOT) . 
人 条 射线 ， 即 互 与 立 
， 从 而 这 两 点 都 与 点 刀 重合 。 所 以 4、 
也 、 忆 忆 是 共 线 点 。 
“3452. 在 对 合 的 点 群 中 , 任意 四 点 4、 了 3、 
C、 了 的 十 字 比 与 其 共 恩 点 4、 五 、 CO、 作 的 


| 同 理 。 


Ce 


十 字 比 相等 。 

解 设 0 为 对 合 中 心 ， 重点 为 劝 从 0 向 
任意 方向 作 直 线 OP, 设 OP 一 OP ,连结 古 与 
各 点 。 由 定义 有 04.04' 一 OP2， 于 是 O 忆 是 


| 加 4P4' 的 切线 。 因 此 OP4= 一 P40D. 
| 同 理 ， LOPB 一 人 PB'O， 


wo。 4PB= PEBO- AP4'O: 
二 ALLPB' 


/BFPO= 一 EBPO，~OPD= LOPD/。 


| 所 以 两 组 线束 P(4BCOD) 及 了 4EOCD) 的 


十 字 比 相等 。 
(4BOD)= (4BC' DT) 。 


OO ABCD 2 
注 (定义 ) 对 合 : 4、4 了 、B CC 
等 在 一 条 直线 上 , 取 这 条 直线 上 的 一 点 O, 使 
04.04' 一 0B.0B' 一 00.00' 一 … 
则 这 些 点 叫做 对 合 的 ，O 叫 对 合 中 心 。 人、 
4， 妆 、 万 ， C、 CO， 人 叫做 对 合共 思 点 。 又 
瑟瑟 取 在 0 的 点 列 线 上 的 两 侧 , 使 
O 了 ?一 0O72 一 04.04' 一 0DB.OB' 一 … 
则 玖 、 丈 叫做 重点 。 又 点 二 与 各 点 连结 的 直 
线 叫做 对 合 线束 。 0 至 、O 尺 叫做 重 射线 。 又 
若 共 斩 点 在 中 心 CO 的 同 侧 时 ， 则 重点 或 重 射 


| 线 是 存在 的 。 


3453. 在 对 合 点 群 中 ， 任意 三 点 人 4、 也、C 
与 重点 环 的 十 字 比 ， 等 于 三 个 点 的 共 痢 点 
4 人 、 厂 、0 与 重点 互 的 十 字 比 。 


解 ” 与 上 题 一 样 ， 设 OP 一 0OB， 则 OP 
一 PHO, 从 而 .4PT 一 .4'P8。 因 此 两 
组 线束 已 (4BON) 与 已 (4IBO ED) 人 
相等 。 

(4BOP) = ( 录 BOT) 。 

3454. 已 知 对 合共 恩 点 4 与 4y 

五 ， 求 其 对 合 中 心 O 及 重点 了 0 


7S6 


意 点 卫 与 妃 、 万 画 
圆 与 前 一 圆 的 另 一 交 
点 为 @, 则 延长 9 与 


太 
44' 的 交点 就 是 所 求 让 


的 对 合 中 心 0. 因为 ”0 太一 人 人 
记 
一 OP.09=OB.051 
其 次 , 如果 重 点 殖 、 了 存在 ( 共 斩 点 在 点 O 
的 同 侧 时 ), 则 有 
0 瑟 一 0782 一 04.04'。 
由 此 关系 , 在 点 O 的 两 侧 能 够 求 得 互 、 下。 
3455. 设 4、 矶 、C、 万 、 万 、 己 为 融 上 任 
意 六 点 ， 从 任意 一 点 按 任 意 顺 序 连 续 连 结 各 
点 的 六 条 直线 中 , 则 第 一 条 与 第 四 条 的 交点 、 
第 二 条 与 第 五 条 的 交 
点 ， 第 三 条 与 第 六 条 
的 交点 是 共 线 点 。 
{ 哲 斯 卡 定理 ] 
解 设 4 与 刀 B， 
BO 与 如 CD 与 有 4 
的 交点 分 别 为 和 了、 
了 , 连结 区 民 ，GZ , GY 玖 ，GL4 与 允 刀 的 交点 为 
9 20 与 了 刀 的 交点 为 卫 ， 这 时 有 
了 (FEFYPT) 一 CCFTYP 万 ) 


OO 


C(BZ 下 一 C(PBDB) 一 4(PBDZB) 四 


(问题 3442) . 
同 理 ， | 
4(BBDB) 一 4(9 克 万历) 
一 ZI(9XZDZB)。 四 
由 @O、@、@@ 得 


2(BTYZP 太 ) 一 G(QXD 历 )， 

即 在 相等 的 十 字 比 (TYZPZ) 一 (9XDBP) 上 ， 
三 条 射线 G 轧 、GP、ZGZ 分 别 与 G 画 .GD、Z9 
公共 ， 于 是 有 第 四 条 射线 和 7Y 与 G 是 同一 
直线 。 

注 帕斯卡 定理 最 简单 的 情形 是 问题 
1538。 本 题 中 , 直线 互 2F 叫做 外 斯 卡 线 。 

3456， 作 贺 O 的 内 接 A 人 4BC,， 设 4、 瑟 、 
C 关于 点 O 的 对 称 点 分 别 为 4、B、C， 在 
圆 上 任 取 一 点 了， 若 P4、PB'、PC' 与 BO、 
C4、4 瑟 的 交点 分 别 为 互 、 怕 乡 则 四 点 并 
旦 5 G、 O 在 一 直线 上 。 


第 七 编 近世 几何 问题 
解 过 4、4 画 任意 加， 再 过 此 困 上 的 任 | 


解 圆 0 内 接 帕 斯 卡 六 边 形 4CCPB'B4 
| 中 ,4 与 PB POCO 
与 4LB，CC 与 嫩 B/ 
的 交点 了 .G、O 在 
一 直线 上 (由 上 题 )， 
同 理 人 和、 O 也 在 
一 直线 上 。 所 以 
民 、 5 分 、 O 在 一 直线 上 。 

3457. 设 4BCOD 是 出 0O 的 内 接 四 边 形 ， 
五 万 在 CB、CD 上 ， 且 使 CD4 了 再、 B4R 
为 直角 的 点 ， 则 瑟 、O、 
了 在 一 直线 上 . 

解 ” 设 延长 4 妃 、4 
分 别 与 圆 0 交 于 点 五 、 
了 则 和 、BZ 是 这 个 
圆 的 直径 ， 相 交 于 圆心 
O。 闭 把 4XDOBZ 看 ，Y 
作 帕 斯 卡 六 边 形 (问题 3455), 则 4Z 与 CB， 
天 刀 与 BY，DO 与 工 4 的 交点 ， 即 妃 、O、 万 
在 一 直线 上 。 


所 杂 题 


3458， 过 两 败 的 交点 之 一 4 作 两 条 互相 
垂直 的 直线 ZX 了 、9PR, 与 两 几 的 圆心 线 相 
交 于 点 羡 、P， 若 这 两 直线 又 与 一 圆 相 交 于 
点 了 9， 与 另 一 圆 相交 于 点 G、 五 ， 则 

民工 :XI 一 POPR. 

解 把 2ZR、Z9 上 的 点 O、O' 作 为 圆心 ， 
由 一 ZL4Z 是 
直角 知 ， 直 线 
GZR、ZQ 分 别 
过 OO 及 O. 设 
00' 与 92 的 
交点 为 了 ， 则 


劳 斯 定理 知 ， 


了 .2 .00_ 1 了 ZX_ IO 
XG ITQ ZO 友 G GT 
PR 03 79 ZR GZ 
XZ  PO 

所 以 ZE8， 


3459. 设 人 4HO 的 边 4B、BO、C4 分 
列 过 一 条 直线 上 的 定点 互 、 工 、G， 且 两 个 顶 


6， 杀 
点 4、 妃 分 别 在 定 直 线 OZ、OM 上 时 ， 求 
三 顶点 C 的 轨迹 。 - 

解 作 了 9 了 也 . 

分 别 平行 OZ、OC， 
与 OU 的 交点 为 9 
及 忆 则 40O3 是 
和 AZBSX 的 横 截 线 ， 
由 美奈 劳 斯 定理 Y 
有 


一 一 一 一 一 一 一 一 


ZF 世 ”0F LE” 0F 0 
因此 比 PO:O9 一 定 。 而 0O、9 是 定点 ,知己 
也 是 定点 ，Y 是 定 走 线 。 因为 0G 平行 于 
YP, 0 是 定点 ,所 以 0OC 是 定 直 线 。 改 点 .CO 
的 轨迹 是 直线 OO。 

3460. 从 人 A 人 4F0C 内 一 点 戏 向 BC、C4、 
483 作 垂 线 ， 其 算 中 分 别 为 4、DB、C-. 点 O 
为 A4BC 的 外 心 ， 从 4、B、C 向 边 刀 CC、 
04 4 B' 作 垂 线 ， 则 这 三 条 垂 线 相 交 于 点 
M 关于 0 的 对 人 
称 点 M' 上 。 

解 。 因为 

LA4B' 末 一 也 

一 .40'M， 
由 此 4、 CO、 了 M、 
了 3' 是 共 贺 点, 其 3 人 C 
圆心 是 4M 的 中 点 。 假定 A4 BC 的 外 
心 为 0， 则 BO' 是 两 圆 4B'O、4BC' 的 公 
共 纺 ， 于 是 BO 垂直 于 圆心 线 7Z0， 即 O7.L 
BO0O'。 因 为 杂 一 ITM，MO 一 0OM'， 所 .以 
TO14M2X， 


4M BC。 

同 理 , BM' 4C， CU 14 万 。 所 以 三 条 
垂 线 过 双 。 

3461. 由 人 4BC 内 任 一 点 王 向 各 边 作 
垂 线 , 过 其 垂 足 刀 、 瑟 、 卫 的 回 与 三 角形 各 边 
再 相交 时 , 则 过 这 些 点 一 到 、W 所 作 的 各 边 
上 的 垂 线 共 点 。 

解 负 园 DBP 
的 圆心 为 O， 该 圆 . 
与 A4BC 各 边 再 
交 于 了 工 、 双 、N， 在 
PFO 的 延长 线 上 了 信人 
点 Po， 使 OP 一 OP, 在 0 上 作 O 的 射影 
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0", 则 〇 是 忆 P' 射影 的 中 点 。 
又 0' 是 纺 工 D 的 中 点 , 而 也 是 也 的 射影， 
因此 工 是 已 的 射影 。 由 此 过 点 工 委 直 于 


23C 的 直线 过 点 媚 。 同 理 过 点 妈 、X 分 别 垂 
直 于 4C、4 巨 的 直线 都 过 点 至 ， 所 以 这 三 条 
垂 线 共 点 。 
3462. 设 人 4BC 的 内 心 为 厂 旁 心 为 
瑟 !、 刀 2、Bs， 芳 由 这 四 点 向 各 边 作 十 二 条 垂 
线 , 每 三 条 交 于 一 点 即 相交 于 四 点 , 则 这 四 点 


O:x 


是 四 个 旁 心 三 角 ， 
形 的 外 心 。 

解 设 O、O、 
O>:、Os 是 旁 心 三 
角形 再 BoBs、 
肋 BsT、ZaTZBT、 
7Z:7Ba 的 外 心 ， 
则 A4PC 是 这 
四 个 三 角形 的 
鼻 足 三 角形 ( 问 
题 465)。O 是 
AI1BsZBas 的 外 心 ，A4PBOC 是 其 垂 足 三 角形 
(问题 507), 因此 0O81 古 直 于 BO，OZs 垂直 
于 -4 也 ， OZBo3 垂直 于 40-。 又 由 工 厂 2、 也 3 分 
别 向 其 垂 足 三 角形 的 各 边 所 作 的 垂 线 过 点 
Ol。 由 工 五 3、 互 1 分 别 向 40、 BO、 4B 所 作 
的 垂 线 过 点 O。 由 了 五 ?、 瑟 1 分 别 训 4B、 
3C、40 所 作 的 重 线 过 点 08. 所 以 从 工 . 瑟 、 
也、3 向 人 4BC 的 各 边 作 十 二 条 垂 线 ， 每 
三 条 在 O、 Or、 O:、 Os 上 相交 。 

3463. 过 人 450 的 两 个 顶点 互 、O 分 别 
引 平 行 于 对 边 的 直线 ， 在 其 上 分 别 取 点 开 、 
了 ， 过 马 `、 了 分 别 引 .43B、40 的 平行 线 相 交 
于 点 区 ， 则 XC、ID、 Z 


交点 为 了 ，B4、7G 的 
交点 为 O， 这 时 工 PO 
是 人 ABOZ 的 横 截 线 ， 


因此 由 美 泰 劳 斯 定理 有 
BP .了 CO.OX -1 
DZ 00 8 

因 YC=0'4，CO= 4B， 


OX= 了 2，XPB=ZO。 


reeo rmie 全 人 draiv Ieri -下 srearmetiaa win re 一 
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PYZ 4P GO 
因此 , 由 美奈 劳 斯 逆 定 理 知 ,点 G、 4、 了 在 一 
条 直线 上 。 

3464. 设 4、3、C、D 是 这 个 闫 序 的 
共 圆 点 ，0OI、O2、03、04 分 别 为 人 BOD、 
A 人 40D、A 人 4BD、A 人 4H0 的 甜心 ， 则 4O1、 
了 BO。、0C03、DOx 
相交 于 辐 一 点 。 

解 因为 4O2、 
20i 都 垂直 于 
CDP, 且 等 于 从 外 
楼 圆 必 O 向 0OD 
所 作 垂 线 长 的 两 
倍 (问题 500) 。 出 此 40? 之 BO 所 以 4O1 
DO 互相 平分 。 

同 理 ， BO 人 上 00>， 且 BO。、COs 互相 平分 。 
又 404DOi 从 而 4Oi 与 DO4 互相 平分 。 
所 以 四 条 直线 4O01、 BO2、 CO3、 2DOs 分 别 在 
其 中 点 上 相交 。 

3465. 若 四 边 形 4BCOD 的 两 组 对 边 延 
长 相交 于 刀 、 万 ， 则 四 个 人 ABC、ADoF、 
人 4BF、 和 人 4 刁 刀 的 甜心 在 同一 直 级 上 。 

解 设 人 BO、ADOF 的 外 接 圆 相交 于 
点 卫 ， 则 另外 
两 个 三 角形 的 
外 鬼 圆 也 通 
过 点 书 ( 问 题 
631). 若 从 点 
也 向 BF、 万 妈 三 
作 垂 线 PN、 
PM， 则 关于 
点 卫 的 四 个 三 
角形 的 西 姆 还 线 都 过 到 、 六 的 同一 直线 . 但 
是 (问题 92) 连结 三 角形 的 重心 与 外 接 圆 上 
点 己 的 直线 , 是 被 关于 点 了 的 西 姆 进 线 MX 
所 平分 。 设 四 个 垂 心 为 互 1、 互 。、 互 s、 万 4， 
划 这 些 点 在 平行 于 MX 的 同一 直线 上 。 

3468. 在 人 4PC 中 , 设 4D>40, 由 也 
C 向 对 边 作 垂 线 号 D、CE， 则 

4 万 十 0 万 > .40 二 PPD。 

解 在 48B 上 取 40C 一 40, 由 C 向 4C、 
BD 作 重 线 0 下、OT 则 在 A40OB、A40CG 
中 ， 人 4 公共 ,~ 下 一 一 太一 一 并， 4LC=40O， 
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因此 , 人 4OF2 人 40 区 07=0O 区 一 工 D。 
.…。LB 一 4C 
一 4B 一 LO 
一 BOI， @ 
厂 也 一 G 了 
一 卫 刀 一 CO 忆 
一 BIZ， 国 上 


又 LBTC' 一 ABR, 于 是 BIT< BO 
由 @、@ 有 4B-40>BD-0OZ， 


.。 4DB 上 OZB>4OABD- 

3467， 将 五 边 形 4BCD 允 的 各 边 延 长 辑 

交 ， 得 到 星 形 的 顶点 如 贺 中 的 卫 、G、 五 、7T、 

J) 设 人 4Bz 与 A4B8jr 外 接 圆 的 交点 为 

E，A4BB 与 AGBC 外 接 圆 的 交点 为 也, 

ABDT 与 AGOD 瓦 外 接 圆 的 交点 为 到, 严 4. 
与 ITZM 的 交点 为 W, 则 羽 、 忆 、N、 允 共 贺 。 

下 


人 BCoG、 
AZBITC 的 外 
接 圆 相交 于 
一 点 (问题 
631) 。 由 于 
A4B81、A 人 ABCG 的 外 接 圆 相交 于 则 工 
卫 、Z、C 共 吏 。 

同 理 ， 在 完全 四 边 形 妃 FCDT 瓦 中， 因为. 


_ ADCOH、ADZBTI、AFIC 的 外 接 圆 相交 于 一 
直 ，ADBT 与 ADC 的 外 接 圆 相交 于 1 
. 则 瑟 、C、M、 工 共 贺 (因为 过 公共 三 点 也 、C、 


工 的 圆 , 所 以 是 同一 回 ) 。 名 
ATHZ=180。 一 ATMTI 一 “NMZIZ。 @ 

但 是 ”ATBZ 一 4KE 一 NET。 @ 

根据 @、@@ 得 
ANEZ=NMXD， 

所 以 忆 、 工 、 人、M 共 辐 。 

3468， 把 五 边 形 4BCD 召 的 各 边 延 长 作 
出 五 个 三 角形 ， 则 这 五 个 三 角形 外 接 圆 的 五 
个 新 交点 是 在 同一 圆周 上 .[ 米 库 勒 定理 ] 

解 ”由 上 题 的 证 明 ， 显 然 鼠 、 到 人、 邓 共 
圆 。 又 因 瑟 、M、 互 在 人 47 太 的 各 边 上 , 天 
此 和 AE4 姻 、ABTMN、AEMN 的 三 个 外 接 


贺 相 交 于 一 点 。 由 于 圆 忆 4 轧 与 圆 BTMX 的 


、 6. 杂 题 


共 圆 ， 所 以 
瑟 、 工 .MK S 
也 共 圆 。 同 
理 玫 、 忆 、 M、Q 也 共 贺 。 由 此 互 、 工 9、2、 
&S 共 圆 。 志 

3469. 圆 形 弹子 盘 上 4 点 放 有 一 只 球 ， 
这 个 球 向 边缘 作 两 次 反射 ， 使 其 回 到 原 位 置 
妃 上 ， 试 作出 点 双 所 经 过 的 路 线 4BC4 的 
图 。 报 据 物 体 反 弹 的 法 则 ， 半 径 OB、OC 应 
分 别 是 C4B3C、 
40B 的 平分 线 。 

解 帮 分析] 设 
闷 题 已 解 出 ， 刀 、C 
为 圆 上 所 求 出 的 位 
置 , 由 于 BO、.CO 是 
4HO、~40B 的 
平分 线 ， 显 然 有 

LB40O, 0OB 一 0C。 从 点 4 作 2 了 0 的 平行 
线 ， 与 BO 的 延长 线 相 交 于 点 G 则 23G 是 
”CPB4 的 平分 线 , 因此 
2LB 一 .4G。 O 
以 4 为 圆心 40 为 半径 作 圆 , 与 CO4、OG 的 
交点 分 别 为 工 、 五 , 则 有 
和 .40 了 = -4FoO。 
又 由 四 有  'AG= 人 4H0， 
由 四 、@ 有 -6G4 互 = -0O4P， 
县 因 4 五 =04,，L4G= 4 因此 
A4GHEcSA4BO。 
。。 五 G=OB= (r 为 圆 0 的 半径 )， 
-，OG--0OT=7。 @ 
又 LGHEZI=- BR 一 6G47 因此 , G\、 五 、4、 
工 共 加 ， 
0O.OG 一 04.07-=2042 
(… OZ 一 204) . 个 
由 图 与 回 知 06 与 95 之 差 与 积 ， 于 是 可 
以 作出 这 两 条 线段 (问题 2016) 。 由 此 作 图 
如 下 。 二 

[ 作 图 ] 作 过 点 4 的 直径 习 B， 由 4 作 

8 的 垂 线 ,在 其 上 取 点 9, 使 其 满足 分 析 让 


四 
@@ 


| 
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的 条 件 合 、@, 求 出 09, 延长 GO 与 圆 相交 
于 2, 作 点 妃 关 于 石 8 的 对 称 点 C;, 则 4BC4 
必 是 所 求 的 球 的 路 径 。 

3470. 在 相交 的 两 个 定 圆 O、O' 上 , 求 作 
一 条 割 线 .4B3CP， 与 两 圆 的 交点 依次 为 4、 
了 、O、D， 使 其 满足 43= BO=CD。 

及 A 


解 [分 析 ] 设 割 线 4BOD 已 求 出 , 连结 
BO，00'， 因 为 4B= BO， BC 一 CCD， 所 以 
BO 4C，CO' 1BD， 于 是 从 4 了 作 BO 
的 平行 线 ,与 连 心 线 00' 交 于 点 MK、N, 则 有 
MO=00' 一 0OW, 因此 点 MK、N 是 定点 。，@ 
如 图 ， 设 如 B、GH 是 两 加 的 直径 ， 从 点 至 、 
了 P、G、 豆 作 刀 矶 的 三 线 , 与 4D 的 交点 分 别 
为 了 、 到 、G'、 五 则 由 问题 13813 有 ， 

五 届 (万 及 /一刀 M M 广 ， 
GG' .万 万 ' 一 GO0.0F。 
延长 3 巨 与 4D 交 于 点 书 由 于 了 3B'1 
忆 到 1 6GG' 1 瑟 ' 所 以 


Q@ 


7 
再 环 . 罗 太 ， GG' .及 在 
PEBPP 2G.P。 
将 @、@ 代入 得 
7M.MNR 6O.0 玖 
LE PP 
Pa.PE GO.O 刀 g 
大 末 .PF 了 MT“ 
因 允 是 定点 ， 轧 , 玉 、O、G、 媚 也 是 定点 ， 于 
是 @ 式 右 端 是 定 值 . 所 以 PG. 卫 互 ; 媚 届 ,PP 
是 定 值 。 但 PG.P 互 , 再 .P 了 是 两 圆 0、O/ 
的 圆 等 ， 涝 两 国 O、O' 的 半径 分 别 为 了、 
则 一 刀 . 了 太一 PO2 一 ?2，PG.P 玖 一 PO2 一 702。 
、 > “ PPO“2 一 72 
在 @ 中 设 晤 8 一 思 则 全 5 全 ~ 
mm， 知 点 卫 是 定点 。 因 LOBP 一 AZ， 若 以 
FO 为 真 径 的 加 与 圆 0' 的 交点 为 B, 则 过 二 、 
也 的 直线 即 为 所 求 的 直线 ， 
3471. 在 上 题 中 ， 求 适合 于 4B:BC:OD 
一 1 的 直线 4LBCD。. 
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800 ”第 七 编 ， 近 世 儿 和 何 问题 


解 ” 设 适 合 条 件 的 线段 4BCD 已 求 出 , 由 
于 4B:BC:CD 一 120 因此 4C:BOIBD 一 
(十 1) :2723 (十 02) 。 设 L4C、DBD 的 中 点 为 
互 、7T， 则 有 

4 成 :下 全 :人 


= 亏 4C:(FKCTBT 一 BO) :于 3D 
AN 二 工 
于 《二 oo :| 于 C++ 罗 0) 十 于 (mm 网 
.1 
双 |: 于 (nm+m)。 


由 4 刀 作 环 O 的 平行 线 4M、DN， 假 定 与 
连 心 线 00' 的 交点 分 别 为 罗 、N， 则 MO: 
O0':0 人 一 4 已 : 玫 了 :也 D， 上 式 右 端 是 定 值 ， 
且 00' 是 定 线段 ,所 以 MO、OX 是 定 长 , 从 
而 MX 是 定点 。 在 图 上 了 BF、G 互 是 圆 O、 
O' 的 直径 ,从 点 召 、F、G、 互 作 图 的 切线 , 与 
LDD 的 交点 分 别 为 马 \、 玉 、G、 互 ,OO 与 
4D 的 交点 为 书 , 则 与 上 题 一 样 ,有 . 
也 局 ,也 万 /一 互 MK.M 歹 ( 定 值 ) (问题 1313)， 
GG' .万 瓦 ' 一 GN.NZ， 
PE.PB 0G.N 兢 
”下 再 .PP 下 亲 万 .1 克 。 
以 下 的 问题 与 上 题 一 样 ， 因 为 点 己 的 位 置 确 
于 是 以 PM 为 直径 的 圆 与 贺 O 的 交点 4, 连 
结 P4 即 为 所 求 的 直线 F4， 
3472. 求 过 定点 书 的 一 条 直线 ， 与 两 个 
相交 的 定 贺 O0、0: 相 截 的 四 点 成 调和 点 列 。 
解 设 问 题 的 解 已 求 出 , 过 点 三 的 直线 与 
冉 O、C' 的 交点 分 别 为 4、B、C、D,， 且 4、 
CC、 了、 汪 成 调和 点 P 
列 。 堵 设 4 的 中 


点 为 M， 圆 0、O/ < 把 
的 半径 为 罗 侈 
则 
MO.ND 一 MB2 KC\ 汉 
《问题 1480) . 


而 MC.MD-= MO2- 2 
又 MB2 一 72 一 MO2， 
“MO2 一 r2 一 ?2 一 MO2， 
.…， MO2 十 MKO2 一 72 十 2( 一 定 ) 。 
辩 设 00' 的 中 点 为 8, 根据 中 线 定理 有 
MO2TMOz=3(2G2 上 902)。 
2092 二 GOO2) 一 人 2 二 72 


从 而 “Me=A/-2 二 一 --90? (一 定 )。 


由 此 ， 点 到 的 轨迹 是 以 00' 的 中 点 母 为 贺 
心 具 有 定 半 径 的 柄 ,在 这 个 圆 上 ， 由 于 
APMOz AR, 允 在 以 PoO 为 直径 的 圆 上。 
由 此 ， 根 据 这 两 圆 的 交点 决定 了 点 民 的 位 
置 , 通过 刀 、M 的 割 线 即 为 所 求 的 直线 . 

3473. 在 已 知 平行 四 边 形 内 ， 求 作 已 知 
面积 的 内 接 薰 形 。 QE 

解 ” 设 已 知 平行 
四 边 形 4BCD 面 
积 为 "2 的 内 接 菱 
形 为 PRS。 如果 发 
问题 已 求 得 ， 则 平 
行 四 边 形 4BCD 8 R CC 
的 中 心 O 与 内 接 获 形 的 中 心 是 重合 的 。 若 
在 OP 上 取 049' 等 于 098， 则 有 OP.09= 
OP.09 因为 PRS 是 菱形 , 所 以 

OP.09 一 二 mm。 


从 而 OP.09' 豆 Mn2。 oO 


但 4D 是 定 线段 , OP.098 是 一 定 的 , 于 是 点 
三 在 4D 上 移动 时 ， 点 的 轨迹 是 贺 (问题 
3435) , 它 的 直径 为 O 瑟 .因为 PRS 是 芙 形 ， 
有 ZPO_1LOq@, 如 果 由 口 作 长 等 于 0 且 与 0O 
夹 成 直角 的 直线 O 瑟 ， 则 了 GO 一 59'O0 
一 一 玉 。 因 此 可 作 图 如 下 。 

[ 作 图 ] 由 0 向 4D 作 雪线 0O 瓦 ， 在 0 
的 延长 线 上 到 点 刀 , 使 和 


OB.OB 一 亏 Mi2。 


其 次 由 O 作 直 线 0B3'， 使 0 万 一 OB 上 且 
LEO 如 一 90"。 以 0 为 直径 作 圆 与 边 4 有 
的 交点 为 @, 连接 @0, 并 延长 与 CD 的 交点 
为 & 由 0O 作 9S 的 重 线 与 4D、2B0C 的 交点 
分 别 为 已 、 瑟 , 则 FORS 即 为 所 求 作 的 鞭 形 。 


小 广 


Nm 
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第 一 剖 


1. 直线 的 性 质 
3474. 证 明 函 数 y 一 az 的 图 象 是 直线 ， 
az2+2 的 图 象 是 
平行 于 直线 % 一 az， 
县 和 2 轴 相 交 于 
点 (0, 0 的 直线 。 
解 在 %=-az 中 、 
设 2 一 0 则 y 一 0, 设 
Z 一 工 则 4 一 0 所 以 
4 一 ax 的 图 象 过 点 0O(0，0) 及 4(l Ga)。 人 欠 
连结 点 O4 直线 上 的 任意 点 书 向 2 轴 作 垂 线 
PQ@, 设 09=2 9P 一 泌 由 由 
Q@P _N4 
-9 ON 


(4 六 是 过 4 所 作 z 办 的 垂 线 )， 

2 

可 知 立 了 
这 就 是 说 ， 


.4 一 07。 


直线 O4 上 的 所 有 点 的 坐标 (2 2 
都 满足 Y 一 az。 .再 取 直 线 04 外 的 任意 一 点 
人 e', 9), 则 由 艺 # 工 可 知 它 的 坐标 不 满足 
4% 一 az。 因 此 
〈(i) 直线 O4 上 所 有 点 的 坐标 都 满 足 YV 一 
QZ; 
《ii) 直线 O4 外 所 有 点 的 坐 标 都 不 满足 
2% 一 GZ。 所 以 函数 y 一 az 的 图 象 是 直线 O4。 
其 次 , 看 函数 
2 一 CO， 
2 一 0X 十 2。 


@ 提 


当 xz 一 吧 时 ， 设 
在 中 、@ 中 对 应 
的 4 值 分 别 为 
2 、24) 则 


直 


| 直线 在 9y 轴 上 的 截 
| 距 是 一 2。 


线 


取 点 P,.@ 的 坐标 分 别 为 (me， 29 )、(o2)， 
则 直线 PO 垂直 于 z 轴 ( 因 它 和 2 轴 平 行 )， 
且 P@ 一 2， 这 个 2 值 和 变数 2 无关。 即 对 于 
同一 的 zx 值 , 久 "一 久 总 是 等 于 定数 2 所 以 四 
的 图 象 就 是 把 直线 4 一 az 沿 9 轴 方 向 平行 移 
动 2。 具体 地 说 ， 当 5>0 时， 把 直线 g 一 0 
向 上 平行 移动 区 当 2<0 时 ， 把 直线 9 一 ca7 
向 下 平行 移动 |2|， 就 得 到 函数 y 一 az 七 2 的 


| 图 象 。 


报 据 以 上 讨论 可 知 : 

(i) 9 一 az 的 图 象 是 过 原点 的 一 条 直线 ， 
其 中 a 的 值 可 以 决定 这 条 直线 和 2z 轴 正 向 夹 
角 的 大 小 , 即 可 决定 直线 的 方向 , 因此 我 们 把 
4 叫做 直线 9 一 a2 的 斜率 或 方向 系数 .。 

(ii) y= 一 az 十 2 的 图 象 是 平行 于 直线 y 一 0 
且 和 4 负 交 于 点 (0，2) 的 一 条 直线 ， 我 们 把 
”叫做 该 直线 在 9 轴 上 的 截 距 ， 

3475.。 画 出 下 列 各 函数 的 图 象 ， 并 求 各 
直线 的 斜率 和 在 y 轴 上 的 截 距 。 


(GD) y 一 二 “一 2， (2) 3z 十 20 一 6。 


解 GD) g 一 立 x 一 2 是 一 次 式 ， 它 的 图 象 


是 直线 。 设 z 一 0， 则 2 一 一 2， 2 一 0， 则 z 一 
4 故 所 求 图 象 是 经 过 两 点 (0， 一 2) 及 (4， 0) 
的 直线 。 


在 % 一 到 ?一 2 中, z 的 系数 是 吉 ， 所 以 访 
直线 的 全 率 是 ， 


在 此 式 中 , 令 Y 一 0 
则 % 一 一 2, 所 以 该 


(2) 3z 十 20 一 6 
的 图 象 是 经 过 两 点 (2, 0) 和 (0 3) 的 直线 .把 
原 方程 写成 
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2 一 一 3xz 十 6， 
,二 二 
。 4 一 2 十 3。 
故 该 直线 的 斜率 是 
一 忌 ， 在 y 轴 上 的 截 距 


是 3。 


3476.， 求 出 适合 下 列 条 件 的 直线 方程 : 
GD) 针 率 是 一 号 且 过 点 (38， 一 1); 


C) 和 2z 轴 正 向 的 夹 角 是 30" 且 过 点 《0， 
一 2)。 


解 “GD) 设 所 求 直线 方程 为 4 一 az+z. 局 
知 针 率 4 一 一 ， 该 方程 可 写成 y 一 -号 zH2。 


又 知 该 直线 过 点 (3， 一 防 ， 以 Z 一 3, 9 一 一 1 
代入 上 式 得 


一 1 一 一 号 x3+2 。。 2 一 
故 所 求 直线 方程 为 
% 一 一 号 z 二 1。 


(2) 因 这 0 一 -大 ， 故 知 直 线 的 斜率 是 
二， 从 而 该 直线 

雪 
0 
=-- 志 ZX 十 D。 
又 该 直线 通过 点 
(0,， 一 2)， 所 以 2 一 
一 2。 故 所 求 方程 为 


上 
2 
求 过 定点 ( 色 ，20， 和 斜率 为 4 的 


3477. 
直线 方程 。 

' 解 ” 设 所 求 直 线 方程 为 Y 一 aZ 十 2 (其 中 
为 待定 系数 )， 已 知 直线 通过 点 (zt 9 以 
ZX 一 04 一 内 代入 上 式 , 得 仿 一 azi 十 2 

人 了 = 一 QO1。 
把 它 代 入 4=az 十 2， 即 得 所 求 直线 方程 为 
2 一 0 十 ( 志 一 G01) 


即 2 一 细 一 4(4Z 一 21) 。 
3478. 求 过 两 定点 44zt, 名 ) 和 万 (2o， 
2%) 的 直线 方程 , 其 中 和 4 尖 z2- 


解 ”由 上 题 知 , 过 定点 4(zt，%i) 且 斜率 为 


-eeeae ee ne 


+ 直线 过 两 点 4(o， 
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4 的 直线 方程 为 9- 纹 一 C(Z 一 如 ) 。 设 这 条 
直线 过 点 也 (za， 2bo)， 把 Z 一 、2 一 ba 代入 上 
式 ,得 

一 从 一 4G(22 一 0)， 


ac 一 华 一 瞩 . 
各 一 位 
把 < 的 值 代 入 y 一 Ji 一 a(Z 一 0) 得 
0 
由 (xc 21， 
即 4 一 久 -4 一 坊 。 
一 雪人 一 培 
这 就 是 所 求 过 两 定点 4\ 召 的 直线 方程 。 
3479. 求 过 两 点 (一 3，0) 和 (5， 一 纪 的 
直线 方程 。 
解 ” 虫 上 题 得 所 求 志 线 方 程 为 
4 一 0 _2 一 (一 3) 
-420 5 一 (二 3)， 
“。 2 十 2 十 3 一 0. 


3480.、 求 在 z 轴 上 的 截 距 为 6， 在 4 轴 
上 的 截 距 为 2 的 直 直 
线 方 程 。 

解 ” 设 直线 和 2 
钠 、4 轴 分 别 交 于 
点 4、PB, 则 04 一 
人 OB= 沁 因此 该 


0 和 瑟 \0,D)， 
为 


由 问题 3478 知 所 求 直线 方程 


3481. 求 在 ” 轴 、9 办 上 上 的 截 距 分 别 为 
3， 一 2 的 直线 方程 。 
解 ”由 上 题 可 知 ,所 求 直 线 方程 为 
2 2 呈 人 ， 
林寺 一 二 必 9 一 可 2 2。 
3482. 求 与 直线 2z 一 9 一 0 相交 成 45。 
角 , 且 过 定点 (1，2) 的 直线 方程 。 
解 ”直线 2x 一 g 一 0 的 斜率 为 32， 设 所 求 直 
线 的 斜率 为 ， 和 3541 知 
一 2 


t45" 一 土 辣 吉 ， 即 1= 土 攻 让 和 二 ， 
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"。， 胶 一 一 3 或 功 一 豆 . 
故 所 求 直 线 方 程 为 
1 十 2 一 一 3(Z 一 LI)， 即 3z 十 7 一 1 


或 9 十 2 一 于 (xz- 芒 即 “一 ay 一 7. 


3483， 求 三 点 4(ob g0。 了 (oo ze)， 
C (za %s) 共 线 的 条 件 . 

解 连结 4(xi, 纪 ) 和 了 (za，) 的 直线 方 
程 为 


ze 一 4 
1 PR 录 一 训 
2 一 入 一 如一 态 (4Z 一 旭 ) 


如 果 点 CCzz %%) 在 直线 4 下 上， 以 z 一 zs、 
4 一 2 代入 上 式 ， 得 


?2 一 汶 
ee 2 僻 一 化 癌 
25 一 内 一 加 一 雪 (os 一 好 ) 


(8 一 J1) 2 一 2) 一 (一切 ) (Za 一 拉 1)， 
或 


对 ( 纺 一 四) 十 轨 ( 一 久 ) 十 ze( 信 一 加 ) 一 0， 


(ws 一 2) 十 (2 一 轨 ) 十 go(01 一 2) 一 0. 
这 三 个 式 子 中 的 任何 一 个 都 是 所 求 三 点 共 线 
的 条 件 。 

注 如 把 上 述 条 件 用 行列 式 表 示 , 则 为 


Z1 22 02 
4 ta za 一 0。 
1 了 I I 
3484. 证 明 两 点 4(zi，J) 和 巨 (zz，2j2) 
闻 的 距离 为 
4 巨 一 v (2z2 一 24)2 十 (一 细 )2. 


解 如 图 ,从 4、 下 


分 别 引 z 轴 的 垂 B(z3) 
线 441, BF 过 4 -一 们 
再 引 直 线 BBi 的 (mo 刀 访 


垂 线 4C, 则 
O41 一 2 
OPBi 一 0o2， 

BIO 一 涩 ， 呈 1 局 一 沪 ， 
。，L4C 一 41B1 一 2 一 21) 
BO 一 妨 一 久 。 

在 直角 三 角形 4BC 中 , 应 用 勾 股 定理 , 得 

4B? 一 40? 十 CB2。 

即 4 8 一 (o2 一 002 十 (一 1)2， 

…。 4B 一 V (za 一 旭 )5 十 (办 一 轨 )2 
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3485.。 把 连结 两 点 4(zi，0) 和 Be， 
go) 的 线段 内 分 (或 外 分 ) 为 om:9， 试 分 别 求 其 
内 分 点 和 外 分 点 的 坐标 公式 ， 并 把 它们 统一 


-为 一 个 公式 。 


解 ”从 点 4、B 分 别 向 zw 轴 作 重 线 , 设 其 垂 
足 分 别 为 4、 五 则 04' 一 zb 0OB' 一 2。 设 
分 线段 4B 为 双 : 的 内 分 点 瑟 的 坐标 为 
(zz 2 从 点 己 向 2 轴 作 垂 线 PP'， 则 OP 一 
2Z。 因 为 44 必 PP、BB' 是 平行 线 , 所 以 } 

4 了 PPB'=4P:PB 一 m:N， 
即 人 一 2D) : (oo 一 0 一 名 ;多 。 
2(Z 一 21) 一 M2(2 一 2)， 
( 私 十 0)2 一 0202 十 7O1。 
722 十 101 
?十 2 “ 


同 理 , 从 4、.3. 二 分 别 向 2 轴 作 垂 线 , 可 得 


化 


I1la 十 12 
11 十 多 “ 


2 一 


PP:BP 一 了 :0 
及 4PIBP=4 疡 :DBDP， 
可 知 4 局 一 访 : 了 4 


以 4 卫 一 0 一 00 瑟 忆 一 2 一 22 
代入 上 式 , 则 得 贱 全 
2 一 0410 一 22 一 仍 20 
%(Z 一 00) 一 7(O 一 02)， 
子 (人 一 幼 Z 一 ?022 一 01y 
_ 02 一 7201 


名 
人 外 化 入 一 外 人 


8o4 
INt/a 一 2L/ 
同 理 ， 4 一 2， 区 人 

比较 上 上述 内 分 点 和 外 分 点 的 坐标 公式 ， 它 
们 的 区 别 只 是 ?的 符号 不 同 ， 因 兹 如 果 外 分 
时 交 取 负 值 ， 则 两 组 坐标 公式 就 可 统一 为 内 
分 点 坐标 公式 。 

3486。 求 连结 两 点 4(-3,0) 和 吾 (2,0) 
的 线段 被 分 成 3:1L 的 内 分 点 、 外 分 点 的 坐标 ， 
和 该 线段 中 点 的 坐标 。 


解 内 分 点 的 横 坐 标 为 
3X2 二 IX( 一 3) 


IE 人 
外 分 点 的 横 坐 标 为 
3x2 一 1x(~3) _9 
3 人 2 
中 点 的 横 誉 标 为 
襄 (-3+2) 一 一 亏 
3 工 
即 (到 ,0 )， 全 中 (去 9) 
3487. 方程 
2xz2 十 9zy 十 102%2 一 13z 一 30y+20-0 
的 图 象 是 两 条 直线 。 


GD) 求 这 两 条 直线 的 方程; 

(2) 求 这 两 条 直线 和 2 办 、 轴 所 围 成 的 
图 形 的 而 积 。 

解 《1) 把 方程 按 y 整理 ， 

10y2 二 (9z 一 30)y 十 2x2 一 13z 十 20 一 0。 @ 
解 关 于 y 的 二 次 方程 ,得 

一 9z 十 30 士 (z 一 10) 
0 


“3 一 一 9 证。 
即 2z 二 5% 一 5，Z 十 2% 一 和。 


这 就 是 所 求 的 两 条 直线 的 方程 。 


《3) 设 所 求 面 积 为 8, 则 
人 一 Sao4p 一 Seocp 


第 八 编 解析 几何 


工 工 、5 1 5 
. 可 X4X3 副 多 可 义工 一 和 一 
=- 工 . 


注 方程 @ 表示 两 直线 , 则 它 的 判别 式 必 


. 须 是 关于 x 的 完全 平方 . 


3488. 分 别 求 出 下 列 二 次 方程 所 表示 
的 两 条 直线 。 

(1 (一 幼 ? 一 6(z 一 2 人) 十 8 一 0 

(2) (2z 一 39) 2 一 6z 十 97 一 I0 一 0。 

解 《1 把 方程 左边 分 解 因 式 ， 

(zc 一 一 2) (z 一 一 和 一 0。 

。 一 4 一 2 一 0 或 ， 2- 一 4 一 0。 

因此 所 给 方程 的 图 象 是 两 直线 y 一 2 一 3 和 


V 一 2 一 人 
(2) (2w 一 30)2 一 3(3z 一 39) 一 10 一 0。 
把 方程 左边 分 解 办 式 ， 
(2 一 39 一 5 (2 一 3 十 2) 一 0。 
因此 所 给 方程 的 图 象 是 两 直线 : 


2z 一 37 一 5 一 0 和 3z 一 3 十 2 一 0。 
3489， 如 果 关 于 % 2 的 二 次 方程 
Fo 切 一 02~20 士 3x 一 1202 二 口 9 一 10=0 
的 图 象 是 两 直线 , 口中 应 填 入 什么 数值 . 
解 ” 设 应 填 入 口中 的 数 为 2 并 把 7(z, 从 
一 0 法 2 整理 , 则 得 
- (yy 一 3 一 (4120 一 0 十 10) 一 0。、@ 
为 将 此 方程 左边 分 解 为 两 个 关于 z， 4 的 一 
次 式 的 积 ， 则 其 判别 式 九 必须 是 完全 平方 。 
今 知 
刀 一 (一 3)2 十 4(1202 一 1 二 IO) 
一 49z2 一 2(3 十 20)9 十 49。 四 
@ 为 完全 平方 的 条 件 是 它 的 判别 式 刀 =0， 
于 是 得 (3 十 28)2 一 492 一 0，.… 7 一 23 或 0 一 
一 26。 
人 车 7 一 23， 则 
(2 廊 一 zzgHL35-12yp 二 33g-] 10 
一 (Z 十 3 一 2 (2 一 4 十 5) 。 
因此 .jz, 幼 王 0 所 表示 的 两 直线 是 
2 十 34 一 2 一 0 和 2z 一 4 亿 十 5=0. 
( 边 . 若 % 一 一 36, 则 
JJ (2 力 一 到 一 友 十 35 一 122 一 369 一 10 
一 0 一 (一 3)0 一 (12y2 士 267 十 10) 
一 (一 纪 一 2) (z 十 34 十 中 。 
因此 ,jw 幼 王 0 所 表示 的 两 直线 是 


第 - 章 直 上 
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2 一 4 一 2 一 0 和 xz+37 二 5 一 0。 
3490. .ea 为 何 值 时 , 方程 
22 十 22Vy-ab2 十 3z 十 99 一 0 
示 示 两 直线 , 并 写 出 这 两 条 直线 的 方程 。 
解 妇 二 2zby 十 ao 十 32 十 弘一 和 ， 
即 22 十 (2y 十 3)0 二 acV2 十 9 一 0。 
yi 二 (2%+3) 士 v 人 3 一 9y) 


为 使 已 知 方程 表示 两 直线 ， 上 式 报 号 内 的 式 
子 : 
(2% 十 3)2 一 4(0V2 十 92) 
一 4 十 129 十 9 一 4222 一 364 
一 和 (1 一 a)2 一 244 十 9 
必须 为 完全 平方 , 因而 其 判别 式 应 为 零 , 即 
122 一 36(1-~a) 一 0。 .， 0 一 一 3， 
于 是 
ve 二 (2 十 3) 土 v/I62 一 349 十 9 
2 


即 zx 一 # 一 3 或 xz 一 一 3%。 所 以 题 设 方程 表示 
两 直线 : z 一 y 十 3 一 0 和 2 十 3y 一 0. 
3491. 画 出 下 列 二 次 方程 的 图 象 。 
62z2 一 500 十 02 一 8x 十 2 一 8 一 0。 
解 ”把 方程 按 z 整理 ， 
6z2 一 (5 十 8)z 十 ( 包 二 24 一 3) 一 0， @@ 
622 一 (5 十 8)2 
十 (一 2) 
X (9 十 和 一 0 
把 上 式 分 解 因 式 ，@ 
可 写成 
[3z 一 (y-2)] 
X [2z~ (十 g] 一 0. 
从 而 题 设 方程 表示 两 
直线 ， 
3z 一 4 十 2 一 0， 
.2 一 4 一 4 一 0。 
其 图 象 如 图 所 示 。 
3492， 关于 2.、% 的 二 次 式 
(or 仿 一 妇 一 2 一 6%2 十 9z 十 1 七 20， 
回答 : 
GD) 如 果 j(z， 咏 能 分 解 为 两 个 关于 Z、9 
的 一 次 因 式 ,到 应 取 什 么 值 ? 
《2) 将 (也 所 求 的 天 值 代 入 (2 )， 把 满 


足 不 等 式 fj(z, 急 >0 的 和 4 值 为 坐标 的 点 
的 范围 ,用 图 表示 出 来 。 ， 
解 (1) 将 jz, 力 技 zz 整理 ， 
Fo， 切 一 妇 十 (9 一 办 2 十 (一 6g2 十 Ng 十 20) 。: 
为 使 此 式 能 分 解 为 两 个 关于 wx、 9 的 一 次 因 
则 .jw 2g=0 的 判别 式 刀 须 是 完全 平 
, 即 
= (9-- 殷 ?一 4( 一 6o8 十 到 十 20) 
一 25%2 一 2(9 十 3220)0 十 荆 (为 完全 平方 )。 
为 使 式 成 立 ， 则 方程 了 一 0 的 判别 式 刀 ' 须 
等 于 0, 即 
也 一 [2(9 十 281)]? 一 4x25 一 0。 
(9 十 212)2 一 25， 
9 十 28 一 土 5。 


从 而 5 一 7 1 一 3. 


3) 把 7 一 一 2 代入 jw 力 , 则 . 
Jo， 功 (zZ 一 3 二 5) (ZT 十 20 二 和。 
如 果 .jjw 幼 >0, 则 须 且 仅 须 


人 人 

ZX 十 2% 十 和 >0; 2 二 20 十 4< 0。 
因而 所 求 点 (2 幼 的 范围 是 图 中 斜 线 的 部 分 
《边界 除外 )。 


= 一 7 的 情形 可 类 似 作出 。 
3493， 求 过 两 直线 2z 十 4 一 3，z 十 多 一 2 ， 
的 交点 和 原点 的 直线 方程 。 
解 ” 设 过 两 直线 交点 的 直线 方程 为 
2x 二 一 3 十 5(z 十 4 一 2) 一 0。 人 
由 于 该 直线 过 原点 , 以 z= 0 一 0 代入 @ 式 ， 


-3 一 26=0， .…。 
故 所 求 直 线 为 程 为 
_ 2z49 一 3 一 号 (z 二 的- 区 一 0 
即 ， .9T100g 一 0。 
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: 3494， 已 知 两 直线 z 一 2% 上 + 2 一 0 和 
2z 十 4 一 3 一 0 的 交点 为 4 两 直线 2z 十 3y 一 5 
一 0 和 3z 一 2g 一 3 一 0 的 交点 为 妃 , 求 过 两 点 
亿 、 召 的 直线 方程 。 
“ 解 ” 设 过 两 直线 2 2gf2 一 0， 人 
欧 交 点 4 的 直线 方程 为 
(z 一 2 十 9 二 1(2z- 上 yy 一 3) 一 0， @ 
过 两 直线 2z 十 39 二 5 一 0,3z 一 2% 一 3 一 0 的 交 
点 刀 的 直线 方程 为 
(2z 士 3 一 5) 十 1 (3z 一 24 一 3) 一 0， 四 
把 @ 写成 
(1 十 21)z 二 (一 站 一 3231 一 0， 
把 @ 四 写成 


四 
(2 廿 3z)z+ (3 一 250g- (5 二 3 一 0。 国 
为 使 @、@ 表示 同一 直线 , 则 须 下 
IT 二 2 一 240 2 一 3 加 
35 于 52， 3 一死” 一 (5 十 防 ) 
从 回 得 
一 入 一 入 7 一 0 @@ 


971 一 101 一 久 一 4 一 0。 
人 @@x9 一 中 x7, 得 347 一 8 一 35 一 0)， 
1--2 于 过 


以 图 代入 加 得 342 一 59i +12 一 0. 


即 。， ，(17 太 一 全 (21 一 本 
1 生 同 |。 3 


当 妨 时 ,@ 的 分 母 为 零 ,应 应 该 略 去 。 


当 1#= 和 车 时 ,由 加 得 zj 一 代 . 以 有 站 


. 值 代入 @ 或 加 , 可 得 所 求 直线 方程 为 
: 46z 十 432 一 97. ， 


注 先 分 别 求 出 题 设 两 直线 的 交点 ; 然后 . 


求 连结 该 两 交点 的 直线 方程 也 可 以 ， 但 有 时 
计算 较为 麻烦 ， 
:3485:,， 求 过 两 直线 
32 一 2% 十 5 和 0，52 二 4 一 3 一 0 
的 交点 和 点 卫 (1, 3) 的 直线 方程。 
解 ” 设 过 题 设 两 直线 交点 的 直线 方程 为 
《3z 一 24 十 5) 十 8(5x 十 4% 一 3) 一 0。 
其 中 履 为 任意 数 。 因 该 直线 还 过 点 了 PCL3)， 
以 VX 一 工 一 3 代入 上 式 ， 则 
(3 一 6 十 5 十 友 (5 二 2 一 3) 一 0; 
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即 “ 34145=0， 
故 所 求 直线 方程 为 
(az 一 24 二 多 一 子 (5g 十 约 -3) 一 0， 

2 
3496， 已 知 点 书 (6,a) 在 过 两 点 4(- 
3)、3(5， 一 2 的 直线 上 , 求 .6 的 信 。 
解 “ 过 两 点 4(-j 3)，B(5， 一 2) 的 直线 
方程 为 


4-3 一 子 (ze+3)， 
即 6y 士 5z 一 13， 
由 于 点 P(6, o) 在 此 直线 上 ,所 以 
6c+30=13， 从 而 o=- 也 。 


3497， 求 下 列 各 直线 的 方程 
(D 过 定点 PC8， 一 2)， 且 和 轴 正 向 成 


| 120” 角 的 直线 ; 


(2) 过 定点 三 ( 一 2 
距 为 2 的 直线 ; 
(3) 过 定点 P(C2，83)， 县 在 两 轴 上 截 距 相 


一 3)， 在 2 轴 上 的 截 


| 等 的 直线 -. 


解 仙 ) 由 题 设 知 直线 的 斜率 为 
t120" 一 一 \/3， 


| 故 所 求 直线 方程 为 ， 


tb 十 2 一 一 /3(z 一 3)， 


“ 即 ,4 天 一 3z+3/ 了 3 一 2. 


《2) 设 直线 在 ， 4 轴 上 的 截 距 为 站 则 有 
吕 二 芝 一 1 
又 这 条 喜 线 过 点 32， 一 3), 因而 


一 2 ， 一 3 人 
3 


故 所 求 直 线 方程 为 
即 3zx 一 纪 一 6. 


别 解 ” 设 所 求 直线 方程 为 g 一 xz 十 2。 因 
为 该 直线 过 点 卫 ( 一 2， 一 3) ,所 以 人 


一 3 一 一 2Mj2 十 D。 全 
又 该 直线 过 点 (23，0), 有 


0 一 2m 十 b。 -和 


解 回 ,@ 得 mr3 bo -3 
.| 需 所 求 直线 方程 为 
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2y 一 副 全 ， 丙 


(3) 设 直线 在 两 轴 上 的 截 距 都 是 q, 则 有 
生计 也 一 
也 C 


32 一 笋 一 6。 


下 2 十 2 一 4。 


因为 该 直线 通过 点 忆 (3，3)， 所 以 
2 十 3=X， 即 Ga 一 5。 
故 所 求 直 线 方程 为 ”2 十 9 一 5。 
3498.， 连结 两 点 4(zi ynD， 媒 (zz， 号 
的 线段 和 直 线 az 十 2% 十 ce 一 0 相交， 问 线段 
4 被 这 条 直线 分 成 怎样 的 比 ? 
解 ”把 线段 4B 内 分 为 双 : :的 点 的 坐标 
为 
DFI 221 二 Ta ， 
入 十 也 也 十 也 
将 它 代 入 az 十 冯 十 c 一 0 中 , 则 有 
IO1 十 2120o . 名 1 十 2122 二 
人 十 C 一 0， 
即 (az 十 2 十 e) 十 如 (qz 十 5 十 c 一 0。 
说 一 CO1 十 0 十 C 
儿 CO2 十 Bao 十 5” 
证 明 在 直线 族 
4 一 1 一 2 二 8 十 1L 一 0 
解 把 % 一 pz 一 2 二 ZL 一 0 写成 
(9 一 2 二 1) 一 8(Z 一 了 一 0。 @O 
在 @ 中 , z 为 任意 绘 定 的 数 它 都 成 立 。 由 于 
使 @ 成 为 关于 7 的 恒等式 的 必要 县 完 分 条 
件 是 


”3499， 


4 一 2 十 1 一 0， 且 2Z 一 1 一 0。 

解 此 两 式 得 5 一 1 9 一 0. 所 以 题 设 直线 族 中 
不 论 为 何 值 都 通过 定点 (1，0) . 
注 在 一 次 式 az+2D 中 ,不 论 z 取 何 值 ， 
az 十 总 等 于 零 ， 即 关于 2 的 恒等式 az 十 
一 0 成 立 的 必要 且 充 分 条 件 是 4 一 0，5 一 0。 

3500. 如 果 筷 、2 满足 关系 式 2m 一 30 
王 卫 则 直线 Miz 十 ?一 5 必 通 过 一 定点 。 


解 27 一 一 3n 一 1 一 322， 


把 勾 值 代入 MZT72 一 5 得 . 
2 


一 -一 一 % 十 200 一 5 


二 人 二 z 一 10=0. @ 


不 论 ” 取 何 值 ，@ 式 成 立 的 充 要 条 件 是 


3z 十 2 一 0， 且 一 z 一 10 一 0。 
由 此 两 式 得 zx 一 10, % 一 一 巧 。 
所 以 直线 mx 十 一 5 总 过 定点 (10， 一 15) 。 
3501. 求 三 条 直线 : al1X 二 DIV 十 cl 一 0v 
aaZ 十 Dog 十 Co 一 0，aeg 十 Da% 十 C3 一 0 共 点 的 条 
件 。 
解 直线 alz 十 pl 十 ct 一 0 和 az 十 8 十 0 
一 0 的 交点 的 坐标 为 
、 CC ，2/ 一 CI1C2 一 C2CT1 
Do 一 GD 01Do 一 02801 
把 上 面 两 式 代 入 asz 十 sg 十 cs 一 0 中 , 则 得 
bc2 一 DO ,7 .CI02 一 CoG1 
G10? 一 G2b1 0 q1202 一 02D1 
二 0。 


十 Ca3 


as(Dics 一 BC) 十 Da(clas 一 c201) 
:本 catdibpo 一 0201) 一 0) 


Ga(bxc3 一 Docz) 十 az(paci 一 bico) 
十 Cs(D1ca 一 Decl) 一 0. 
此 两 式 就 是 题 设 三 直线 共 点 的 条 件 . 
注 如 用 行列 式 表示 三 线 共 点 条 件 , 册 为 
CI 2 CI : 
aa 加. c| 一 0. 
ag bo os 
3502， 求 过 两 直线 2x 一 3y 一 二 3z 十 2 
一 2 的 交点 并 与 直线 % 二 3z 一 0 平 人 
方程 . 
解 过 两 直线 2z 一 3 一 1 和 sz 十 2 二 2 的 
交点 的 直线 方程 为 
”25 一 3y 一 二 (3 二 29 一 纺 一 0， 
即 ……(2 洒 32) 一 (3 一 287)2 一 1 一 2 一 0 


其 斜率 为 2 七 唉 ， 又 知 直 线 % 十 3z 一 0 的 儿 


故 所 求 直线 方程 为 
2z 一 20 一 1 趟 匡 (3z 十 2 一 区 一 0 


即 ”39z 二 13y 一 25=0. . 
3503.。 已 知 一 直线 在 2 和 轴 上 的 埠 距 是 
一 少 且 过 点 (一 2)， 求 过 点 (G, 芭 ) 且 委 直 于 
怨 知 直线 的 直线 方程 。 
解 ， 设 在 y 轴 上 的 裁 距 为 凡 在 2 町 上 的 
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截 距 为 ~ 双 的 直线 方程 为 : 


因为 该 直线 过 点 (一 1 2), 所 以 
en 
到 十 启 并 。 8 了 。 
故 题 设 已 知 直 线 方程 为 
8 


了 而 于 这 和 过 上 2 的 直线 广 
积 为 


y-5- 一 六 一 a)， 


即 3 十 2y 一 3c 十 22.。 
3504， 如 果 随 一 ab>0, 证 明 
ax8 十 2jhzb 十 2 一 0 
表示 过 原点 的 两 直线 ， 并 求 该 丙 直 线 所 成 的 
角 。 . 
解 QZ2 十 2122 十 Do02 一 0。 
由 于 0 >0, 所 以 
yy/ 一 二 二 和 一 史 
即 aa 
一 2 一 本 
因此 题 设 方程 表示 过 原点 的 两 直线 。 设 这 两 
条 直线 所 成 的 角 为 6, 则 
一 大 十 \ 研一 GD 一 一 人 12 一 ab 
6 加 2 
tg2= 土 
万 2 一 (j2 一 CGO) 
了 + 盖 5 
2 12 一 Cb 
二 0 要 2、/ 庆 一 ab 
也 十 Ga0 GT 二 DOD 
2 
本 3/ 和 一 古 
ee tgE& 士 一 527 
3505. 若 ca、2 为 变数 ， 肥 为 定数 ， 且 


二 
村 十 去 一 加 则 直线 去 十 污 =1 总 过 某 一 定 
点 。 


解 已 知 守 十 却 = 如 所 以 志 + 辣 


到 
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以 -元 十 页 元 一 工 代 所 全 十 芝 一 1 右 端 的 也 


和 
&. 2 工 L 工 
二 


T_T 1f 工 
即 二 人- 刘 + 二 人 -到 0 
2 、 工 - 1; 江 
故 直线 对 二 车 一 工 总 过 定点 (元 ， 元 ) 

3506， 设 过 点 (2，3) 的 直线 和 2 轴 的 交 
点 为 (&, 0)， 和 2 轴 的 交点 为 《0 2。 如 果 
?Ba 十 9 一 0D; 试 求 &.9 的 值 。 

解 ” 设 过 点 (2，3) 的 直线 的 斜率 为 om 则 
其 方程 为 9 一 3 一 %(Z 一 2)， 因 为 这 条 直线 和 
2 轴 交 于 点 0)， 所 以 

一 3 一 名 (4 一 2) 。 
又 因 这 条 直线 和 2 轴 交 于 点 (0, 六 ,又 有 
2 一 3 一 一 2m。 


从 以 上 两 式 中 消去 m 得 
一 3 -4-2 
0 
“， 3 十 20 一 GD， 从 而 2 一 3，4 一 3. 

3507. 设 过 ?4 轴 上 的 定点 (0，2) 的 直线 
2% 一 0 十 2 和 已 
知 两 直线 

1 一 27 一 2， 

9 一 一 2 一 2 
的 交点 分 别 为 
PP、4. 

(1) 设 线段 
P9 的 中 点 允 的 
坐标 为 (和 ， 了 )， 


试用 双 表 示 王 、 了 ; 


(2) 当 色 变化 时 , 求 点 妈 的 轨迹 方程 ,并 
指出 其 轨迹 是 什么 ? 

` 解 0) 2 一 0 十 2， OO 

2 一 2X 一 2， Q@) 

2 熏 一 2 一 2 -图 


点 疡 的 坐标 是 联 立 方程 @、@ 的 解 : 


么 4 一 2 十 72) 

一 912 2 一 孜 

2(23 一 仅 ) 
呈 十 7 全 

因此 线段 29 的 中 点 冯 的 坐标 为 


2 一 也 


0 一 一 


ee 一 一 一 一 一 一 一 -一 
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(和 4- 和) ， 国 


2 一 2 十 了 4 一 7102 
23(2 十 2) ，23(3 一 7) 
洗 乓 计 2 一 1 2 十 人 ] 
2(4 十 2 
人 @ 
G@) 从 @、@ 消去 得 
4X2 一 Z2 一 一 4， 即 了 2_422-4， 


这 就 是 所 求 点 戏 ( 环 , 了 ) 的 轨迹 方程 。 它 表 


示 实 轴 为 y 轴 , 顶点 为 (0, 2 和 (0， 0 渐 上 |、 


\ 近 线 为 y 一 土 2z 的 双 曲 线 。 

3508.， 方程 (xz2? 二 oj)sin 20 一 2xy， 当 9 一 
0"、15。、45。" 时 ， 
各 表示 什么 图 
形 ? 并 讨论 当 6 
从 0” 变化 到 乱 。 
时 ， 该 方程 图 象 
的 变化 。 

解 当 2 为 0 
大 *、45” 时 ， 由 
于 


sin 0o=-0， sin 30* 一 也， sin 90。=1， 


所 以 题 设 方程 分 别 为 2vg 一 0，22 二 2 一 4xzo 
巡 十 久 一 2z%。 其 中 第 一 
天 坐标 轴 、 第 二 式 表 示 两 直线 
2 到 (2 二 3a)vw， 2 一 (2 一 /3S)z。 

第 三 式 (z 一 力 秋 0 表示 直线 zx 一 %=0， 因 此 
当 9 由 0? 变化 到 45" 时 ,方程 (2 十 y2)sin 36 
一 2xy 所 表示 的 两 直线 ， 从 两 坐标 轴 逐渐 接 
近 直 线 4 一 2。 


2。 绝 对 值 
3509， 画 出 函数 %= -- 半 1z--3 | 的 图 


象 。 . 
解 当 z 关 2 时 ,z 一 2 储 0， 


gr -了 CC-2)。 四 | 


式 z 一 0 ? 人 


当 z<2 时 ,zz 一 3 一 0， 


从 @、@ RE 图 象 ， 如 上 图 。 
引 510. 画 出 方程 
|yl=2z 二 1 的 图 象 。 
解 当 % 储 0 时 , 方 
程 可 写成 
2 一 2x 二 1、 中 
当 2%<0 时 ,方程 可 
写成 
一 0 一 20 十 1 
即 冯 
2 一 -2 一 四 
从 四、 加 就 可 得 到 题 设 方程 的 图 象 , 如 上 羡 。 
3511， 画 出 函数 一 |3 一 2| 十 |z 一 | 的 
图 象 。 
解 为 了 讨论 3-z 和 xz~I 的 正 负 号 ，z 
的 取 值 范围 可 以 分 以 下 三 部 分 考虑 : 


13 一 2| 一 3 一 2， 


即 
4 一 和 一 2。 @ 
(这 ) 当 1< z 
<3 时 ,3 一 2>0，zZ 一 革 >0) 从 而 
13 一 zZ| 一 3 一 2 |z-T| 一 z 一 1 
"， 3 一 |3 一 2| 十 jz 一 直 王 (3 一 切 十 (z 一 全， 
即 


g=3. @ 
《iii) 当 z 兰 3 时 ,3 一 2 夺 0，z 一 >0， 从 而 
13 一 z| 一 z 一 3，|z 一 | 一 z 一 工 . 
4 一 |3 一 2 十 |z 一 二 一 (一 3) 十 (一 1 


2 一 2x 一 人 4。 ” 国 
画 出 人 O@、@ 人 
是 所 求 函 数 的 图 象 , ， 
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3512.， 画 出 下 面 函数 的 图 象 。 
4 一 |z 十 5| 十 |z 一 和 一 2|z 一 3] 
解 为 了 讨论 z 二 5,z 一 4,2Z 一 3 的 正 负 号 ， 
把 zx 的 到 值 范围 作 如 下 区 分 : 


.SSxE3 3<z5&4 4Ss ， 
一 5 3 4 
人 当 zS 扎 一 5 时 ，z 上 5 把 0，z 一 和 < 0， 
2 一 3<0), 因而 
2 一 一 4 十 细 一 0 
4 一 一 7， 心 
(ii) 当 一 5<z 夺 3 时 ，2 十 5>>0， 2 一 3 三 
0，2 一 和 <0, 因而 
.2 一 (w 十 5) 一 (2 一 和 十 2(Z 一 3)。 


5 2 一 2 十 3. [内 】 


5 
(2.9) azxY 
下 JW 


C57) 


(iii》 当 3<zS4 时 ，2 十 5>0， 0 


2 一 4 和 0, 因而 
4 一 (Z 十 5) -- (z 一 4 一 2(Z 一 3) 。 
.…。 4 一 一 20 十 15. G@ 
《iv) 当 z>4 时， 人 久 一 3>>0，2 一 
4>0, 六 而 
4 一 (Z 二 5) 十 (z- 一 4 一 2(2z 一 3)。， 
2 一 7. @ 


画 出 O.@、@、@ 的 图 象 , 即 上 图 中 的 折线 。 | 


就 是 所 求 函 数 的 图 象 。 
-3513.， 画 出 函数 y=||z| - 寺 | 的 图 象 。 
解 . () 当 z 人 0 时 ，| z | 一 zy 所 以 9 一 


|z 一 I| 。 可 分 两 种 情况 考虑 : 
《i) 0 至 Z 夺 工时, 则 
4 一 jz 一 了 | 一 一 2。 @ 
《过 2> 工 时 , 则 
4 一 |z- 革 | 一 xz 一 1. 网 


(2) 当 2<0 时 , |zj| 一 一 2 因而 
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4 二 | 一 2 一 二 | 。 

又 可 分 两 种 情况 考虑 : 

(iD) xz 于 一时,z 十 1 和 0 即 一 2 一 1 兰 0。 

4 一 | 一 2 一 二 一 一 一。 国 

(ii) Z> -工时 ,ZHIE>0 即 一 2 一 一 0。 
， .…， 4 一 | -2 一 | 一 z+L。 ，.@ 
从 @、G@、@、@ 可 得 到 所 求 函 数 的 图 象 。 

3514， 作 函 数 %=||z+L|~ lz~3|| 的 
图 象 。 


解 (1) 当 2z 硅 一 工时 ， 

[zc 十 1 一 一 (zz 十 芒 ，|z 一 2 一 一 (z 一 3) 。 
2 一 | |z 十 茸 一 |z 一 3 
一 | 一 (z 十 1) 十 (z 一 31-1-3| 
一 3。 

(2) 当 --1<zS3 


时 ， 了 一 一 生 
|z 十 LI| 一 “十 革 ， 
|z 一 3| 一 2 一 
… 2 一 |z 二 二 2Z 一 3| 
秽 分 以 下 两 种 情况 讨论 : 
(9 -1<z 友 也 时 ,2z 一 1E0， 
-4 一 一 (2z 一 1 站)。 四 
(i) 互 <z<3 时 ,2z 一 1>0， 
”3 一 2x 一 革 。 四 
(3) 当 2Z>32 时 ， 
4 一 |1z 二 IL 一 (z 一 2) 1 一 3。 二 
从 @.@、@、@ 可 得 所 求 函 数 的 图 象 。 如 上 
图 。 
3515， 已 知 三 个 数 w、D、c 满足 <D< 


c， 试 作出 函数 % 一 [z 一 | 十 | 一 8 十 1y 一 ?| 
的 图 象 , 并 利用 图 象 求 y 的 最 小 值 。 
解 . (iD 当 2Z<c 时 ， 
2 一 4 三 0，2 一 D<0，20 一 0C< 0 
gg 一 一 (C 一 0) 一 (一 荔 一 人 一 5) 
一 一 3 二 (二 Do) 。 外 
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《ii) 当 &<zS2 时 ， 
2 一 0>0, 2 一 0 三 0, 和 一 CC 一 0， 
“"。 2 一 (2 一 4) 一 (2 一 切 一 (2 一 C) 
一 一 和 十 (一 4 十 D 十 C)。 四 
(这 ) 当 .2<z<c 时， 
2 一 4>>0，7 一 0D>0， 7 一 6 三 0， 
3 一 (Z 一 0) 士 (2 一 D) 一 (2Z 一 C) 
一 4 一 (G 十 0 一 C) 。 四 
(iv)》 当 z>e  ， 
时 ， 
Z 一 >0， 
Z 一 >0， 
”2 一 >0) 
一 (Z 一 Q) 
十 (ZX 一 2D) 
十 (2 一 C) 
一 3X 一 (ac 十 D 十 c) @ 
从 @.G@、@.@ 的 图 象 就 可 得 到 所 求 函数 的 
狼 象 ， 如 上 图 。 从 图 象 可 以 看 出 当 z 一 总 时 ， 
4 有 最 小 值 :% 一 “一 9。 
3516 ， 记号 {@} 表 示 与 2 服 接近 的 整数 ， 


廿 一色 。 试 画 出 函数 4 一 jz 一 们 | 的 图 象 ， 
解 “如 果 m 一 吉 S5Smmn 十 瑟 , 则 {z} 一 


02 可 以 具体 表示 如 下 : 
- 如果 2 一 1.1， 则 {z}= 
如 果 z 一 1.2， 则 { 丰 一 1 
如 果 z 一 1.3， 则 { 邓 一 1; 
如 果 z=I.4， 则 {} 一 3 
如 果 2 一 1.6， 则 { 人 一 3; 
如 果 2 一 1.7， 则 { 他 一 2 
当 z 一 1.5 时 , z 和 1 2 的 间隔 相等 ,那么 
这 时 了 到 { 从 一 1 还 是 取 { 好 一 2， 似 乎 有 些 迷 
惑 。 现 讨论 如 下 : 
当 x=1.5 时 , 若 取 { 可 =1, 则 
lz 一 { 上 |=11.5- 工 一 0.5; 
当 z 一 1.5 时 , 若 取 {z} 一 2， 则 
lz 一 他 哇 一 |1.5 一 2 一 | 一 0.5| 一 0.5. 困 此 ， 
当 z 一 1.5 时 ， 无 论 取 {z}= 工 或 { 人 一 2， 其 
所 对 应 的 9 一 1z 一 人 吉 [ 都 是 -- 样 的 。 于 是 ， 
可 得 下 表 : 
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2|1 


工 . 革 工 .3 上 .3 工 . 引 L.61.71 89 2 
2100.10.3 .30.40.5o.40.30.30.] 0. 


如 果 2 取 其 他 的 值 ， 同样 可 计算 出 对 应 的 
2 值 。 因 此 所 求 图 象 如 下 图 : 


0.5 


| 
一 2 一 1.5 一 1 2 053 1】 15 2 


纪 ， 垂直 、 平 行 

引 517。 求 两 直线 y 一 MX 二 DBD 和 2 一双 二 
已- 互相 三 直 的 充 要 条 件 。 

解 ” 把 直线 %=mz 十 五 用 工 表示 , 直线 9 一 
和 2 十 2 用 亏 表 示 , 并 设 直线 二 乙 和 2 轴 正 
向 所 成 的 角 分 别 
为 w\a， 则 
”了 一 论 a 

01 一 tbga'。 
如 果 志和 过 互 


相 垂直 , 则 
即 如 果 和 为 整数 且 加 一 瑟 奔 5 夸 如 十 壮 ， 则 | 


即 


到 之 ,如 果 等 式 @ 成 立 , 则 直线 工 和 二 互 
相 垂直 。 若 取 垂 直 于 直线 工 的 直线 忆 '， 设 
"的 斜率 为 她 则 由 上 述 证 明 可 知 

工 


71 一 本 
71 
人 一 一 过 成 立 ,于 是 
I20/ 一 人 
所 以 直线 也/ 民 ， 从 而 ZLT。 
综 上 所 述 ， 直线 g 一 MX 十 2 和 2 一 MiZ 十 2 


和 12 


互相 垂直 的 充 权 条 件 是 mo 一 一 工 . 

3518. 求 两 直线 az 十 2% 十 c 一 0 和 az 十 
84% 十 5 一 0 互相 平行 的 充 要 条 件 。. 

解 让 az 十 2 十 c 一 0 得 


如 果 设 两 直线 平行 所 且 公 须 其 针 宗 相 和 


@ C 
- 闻 = -所 ， .如 豆 委 . 


这 就 是 所 求 两 直线 平行 的 充 要 条 件 。 
QG _ G 0 CC 

合 . 
3519， 求 过 点 (zt, %) 且 与 已 知 直 线 % 一 
920 十 0 平行 的 直线 的 方程 . 

解 ”由 问题 3477 知 ， 过 点 (21，9%0D、 斜 率 为 
包 的 直线 方程 为 

V 一 久 一 友人 z 一 轨 ) 

这 就 是 所 求 直线 方程 . 

3520. 求 与 直线 Vy 一 02 十 垂直 且 过 点 
《2z1，21) 的 直线 方程 

解 ”由 问题 3517 知 , 与 直线 4 一 mx 二 5 重 


直 的 直线 的 斜率 为 一 却 ， 根 据 问题 3477 可 | 


知 , 所 求 过 点 (zu, g) 且 斜 率 为 ~ 过 的 直线 
方 禹 为 
9 一 %i 一 一 过 (一 。 
已 知 直 线 
4 一 MX 十 D， 中 
求 过 原点 且 垂直 于 直线 @ 的 直线 及 与 直线 
@ 的 交点 的 坐标 . 
解 “已 知 直线 的 方程 为 
4 一 M2Z 十 D， 
则 过 原点 且 垂 查 于 直线 @ 的 直线 方程 为 
y 一 一 二 5。 起 


。 解 联 立 方程 @、@ 得 


3521 . 


ee I02 十 工 “ 


因而 所 求 从 标 为 (一 -22T， 二 并) 
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23522. 
一 0 的 距离 。 
解 ”直线 


求 从 点 (zu 9D 到 直线 az 十 2 十 


_。 az 十 2 十 c 一 0) @ 
即 g 一 一 笃 z 一 呈 , 其 斜率 为 一 对 所 以 过 点 
志 (xl 1) 且 与 RAR 

2- 和 = 之 (zc @ 


设 直线 @ 和 加 的 交点 互 的 坐标 为 (za,goe)， 
则 


22 十 pba 十 C 一 0， 四 
名 一 % 一 二 (oz 一 加 。 - 国 
把 @@ 改写 为 
， 2(zo 一 21) 一 4(%2 一 0 一 0， 因 
把 @@ 改写 为 Pta 0) 
G(Z2 一 0) 人 2 
十 20 一 加 ) 
- 汗 GZ1 十 2 
十 C 一 0。 个 
从 图.@@ 求 思 一 
21 和 %2 一 9 则 
oo 一 几 一 一 和 2 二 2 十 作 ? 
Co 


设 三 \ 豆 两 点 间 的 距离 为 2 则 
?2 一 (22 一 好 )2 十 (2 一) 2。 
把 z2 一 2 妨 一 信 的 值 代 入 上 式 ， 
(2 十 2) (az 十 六 访 十 C)2 
(2 十 22)2 
一 -zl 十 2 十 0) ， 
C2 十 02 
*。， 7 一 [az 十 Do1 十 ec| 
ve2 十 妇 “ 
注 .特别 地 ， 当 点 王 和 原点 重合 时 , 则 
lc 
一 了 页 
3523. 求 从 原点 和 点 (tL， 约 ) 分别 到 直线 
3 一 2 一 5 的 距离 。 
解 下 从 原点 到 直线 3z 一 4 一 5 


的 距离 是 -Ba 一] 从 点 (l 2) 到 直线 
3z 一 匆 一 5 的 距离 是 
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13x1 一 4x23 一 5| -JJ0_9? 
/32 十 生 5 “ 
3524. 求 两 条 平行 直线 az 十 到 于 c 一 0 
和 az 十 by 十 c 一 0 间 的 距离 . 
解 从 点 ol 凡 ) 到 两 直线 az 士 凤 十 c 一 0 
积 az 十 20% 十 c 一 0 的 距离 分 别 为 
|azi 二 Doce| |azi+poi 二 e | 
wa2 十 好 ”  Vaz 十 这 
所 以 两 平行 直线 间 的 距离 为 
| (az 十 bi 二 ce) 一 (Got-TDUI 二 co)| 
wa2 十 到 
。_|2 一 2 
/aq2 十 到 ” 

别 解 1 因为 原点 到 两 直线 az 十 zy 目 c 一 0 
十 一 0 \ [c| 
册 2 十 2 一 0 的 距离 分 别 是 7 和 
wa2 十 D2 
ec-ec| 

wa2 十 屯 “ 
2 容易 知道 , 点 (各 ,一 襄 ) 是 直线 


az 十 zy 十 c 一 0 上 的 点 , 由 问题 3522 知 ， 这 个 ， 
” 点 到 直线 GZ 十 2 十 2 一 0 的 距离 为 1 一 十 c | 


证 VE 机 
即 V5T 芝 。 
3525. 如 图 . 4 妃 是 乍 直 于 2 轴 的 直线 ， 


BO 是 过 两 点 (-L 0) 
和 (0, 了 的 直线 , 40 是 
过 点 (0，2) 且 与 轴 正 


向 夹 角 为 6 和 的 直线 。 


(D 求 直线 4B\BO、 
C4 的 方程 

(2) 不 用 点 C 的 坐标 , 求 线段 4C 的 长 

(3) 用 (3) 的 结果 求 A4BC 的 面积 . 

注 以 上 各 点 尽量 简单 地 解答 ， 答 数 不 化 
为 小 数 。 

解 (0 BC 是 过 点 (-- 怀 0) 和 (0, 了 1 的 直 
线 ,所 以 其 方程 为 y 一 2 二 1. 直线 4C 和 2 办 
正 向 的 夹 角 是 坷 mo 怒 于 5 一 一 <. 又 4C 
在 Y 轴 上 的 截 距 为 2, 所 以 直线 4C 的 方程 为 


工 
mc -一 一 一 一 人 1 一 
9 在 9 的 方程 中 令 4 一 和， 


， 所 以 该 两 平行 直线 间 的 距离 为 ， 


| 线 4 的 对 称 点 @ 的 坐 


则 z 一 3 3, 即 点 4 的 坐标 为 (3 3，0). 
直线 4B 是 过 点 4(2w 3 ,0) 且 和 2 轴 垂 直 ， 
所 以 其 方程 为 z=2wV 3 . 

(2) 在 人 4DBO 中 ，CDB4 一 4"，C4O 
一 30"), 因而 BC4 一 45" 十 30" 一 795"。 由 正 
弦 定 理 , 得 

LO 4 
sin45” 一 8in75*。 
因 4 万 一 1 十 2、/ 3 ， 
ho 4Bsin45" -4Bsin45。 
gsitna75” sin(45" 十 320" ) 


23(1-+3/ 3) 

IT 3 
= 一 (1+2V3 了 3 了) 了 ) 
一 5 一 /3。 


(3) Saaao 一 总 4B.4Csin60。 

一 去 (1L+2V 了 3X5 一 VS) 人 
_27 一 w 3 
一 一 一. 

3526.。 在 以 O 为 原点 的 直角 坐标 系 zxOy 
里 , 直线 2 十 y 一 2 一 0 和 2 轴 、?% 轴 分 别 交 于 
点 4、。 

(1 求 从 04 的 中 点 


双 到 直线 4 怪 的 距离 ; 
人 2) 求 点 开关 于 直 


标 。 

解 4) 如 图 ,04 一 
1、0B=2、4B 一 5， 
根据 问题 3522 可 知 ， 点 O 到 4 的 距离 为 


OR= - 霹 . 所 以 点 戏 到 直线 4 的 距离 是 


了 
.2 一 误 O 克 一 


二 

/ 5 

(2) 从 @ 商 Or 引 垂 线 QN( 如 图 ), 则 
AQGP4= -@N4=90*， 


| 本 而 P@N4 是 加 内 接 四 边 形 ,所 以 


-evriaveeggrrrepne wsieaeiereagereteretrieree vi 人 一 vv 
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M4.MY 一 
已 知 MX4 一 工 ,MP 一 一 一 - 霹 ， 
这 些 值 代入 上 式 ,得 


人 2Xq， 
， 届 9 一 - 方 ， 把 


从 而 


， _1， 4_ 13 
，ON=OMTMN 一 互 十 三 一 了， 


No=vZG 一 TEN ZX =/ 人 -二 ) - (二 ) 


三 5 
13 3 
因此 得 9( 二 0， 亏 )。 
3527， 
条 平行 直线 az 十 2 十 c 一 0，az 十 2 十 c 一 0 
相交 , 求 该 直线 夹 在 两 平行 线 间 的 线段 的 长 。 
解 直线 4z 十 BV+C=-0 和 直线 az 十 万 
十 c 一 0 的 交点 坐标 为 
Bo-a0 Ca 一 c4 
珑 由 20205 
直线 4z 十 By+C=0 和 直线 az 十 2%yc 一 0 
的 交点 坐标 为 
Be: 一 DO Ca 一 C4 
一 5， 多 7 六 
设 直线 4z 十 By 十 C 一 0 夹 在 两 平行 线 az 十 
2 十 c 一 0，aZ 十 2 十 一 0 间 的 线段 长 为 几 
则 


01 一 


， 太一 (2 一 )2 汪 (9%2 一 21)2。 
将 前 面 所 求 的 ZI1\、V1，X2、 2 代入 上 式 ， 
一 开 (c 一 c7? 寺 42(C 一 C)? 
(4 二 2575 (46 一 0B): 
__ (42 十 B2) (Ce 一 2)2 
(4 一 aB) 2 
w 生 十 素 je 一 co 
142 一 <aZBI 
3528。 已 知 定 直线 az 十 DY 十 C 一 0 (xD 一 
0) 和 定点 三 (xo， 2%o) 。 
(1) 过 点 一 且 与 9 轴 平 行 的 直线 和 定 直 
线 、Z 轴 的 交点 分 别 为 9、 瓦 ， 求 线段 BE 的 
长 ; ， 


oo CQ 一 


已 知 直 线 4z 二 ByTC=0 和 两 . 
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(2) 过 点 古 且 与 2 轴 平 行 的 直线 和 定 直 
线 的 交点 为 S, 夹 角 PSQ 为 w 求 线 段 PS 
的 长 和 妮 o3 

(3) 求 点 王 到 定 直 线 的 距离 2 万。 

解 (1 过 点 
P 且 与 y 轴 平 行 
的 直线 方程 为 

允 一 20， 
因而 点 叉 的 有 坐 
标 是 (x， 0)。 点 
4 的 坐标 是 方程 

2 一 00 
和 az 十 2 十 c 一 0 的 解 : 


ZX 一 X0， 


Co 十 C 
全 


2 一 一 
。 一 |_ axo 十 C 
” 人 忆 |. 


《2) 直线 PS 的 方程 是 g= 一 yo 所 以 点 8 的 
坐标 为 


2 一 一 


C 
2 ， 2 一 oo 


从 而 
me- 


一 | mu+-zaote | 
狠 


=| oa+zsode | a 


PO= [sad 四 


we 器 -他 


由 于 尼 p<0, ac 的 符号 相反 ,所 以 
她 c 一 一 豆 。 


(3) 从 忆 向 定 直线 作 垂 线 , 垂 尼 为 互 ， 考 
虑 直角 三 角形 PQS 的 曾 积 , 则 有 


1 1 
于 P 刀 .9S= 亏 PS-P@， 


BSPQ 
“ZE 一 一 0 四 


| 但 是 


ff ， bzo 二 ec Y 
cr-(o 
pc 0 poo+91( 而 + 而 )， 
0S 一 azo 十 Bo 二 cj - 。 四 
把 中 .@、@ 代入 @@, 得 
laxo+ppoTc|l 
2 
3529， 求 过 两 直线 27 上 2 一 4 一 0, zy 
一 一 0 的 交点 县 与 直线 x+T2% 一 3 平行 (或 
垂直 ) 的 直线 的 方程 。 
解 ”过 题 设 两 直线 交点 的 直线 方程 司 写成 
(22 十 4 一 当 十 (zz 十 一 J) 一 0， 人 
其 中 为 任意 给 定 的 数 。 因为 @ 是 关于 父 
4 的 一 次 方程 ， 它 表示 一 条 直 比 .又 因 题 设 两 
直线 交点 的 坐标 必 满 足 它 们 的 方程 2z-HO 一 4 
s0 和 zy 一 1 一 0， 因 而 题 设 两 直线 交点 的 
坐标 也 满足 @, 所 以 直线 @ 过 题 设 两 直线 


十 2 
行 于 直线 5 十 3y 一 3 的 条 件 是 n 一 一 二 ,所 以 


忆 万 一 


“以 屿 -3 代入 @， 则 得 过 题 设 两 直线 交点 
且 平 行 于 直线 z 十 2y 一 3 的 直线 方程 为 
X 二 20 于 一 0。 
同样 ， 直 线 @ 垂直 于 直线 Z 十 2g 一 3 的 条 
件 是 Mr 一 一 T， 所 以 
_ 交 二 名 .人 工 


TITA\ 3/ 全 > z- 乞 


以 的 值 代入 田 , 则 得 过 题 设 二 志 线 的 交点 
且 垂 直 于 直线 zx 十 2y= 一 3 的 直线 方程 为 
2x 一 2 一 8 一 0。 


人 .对 称 


3530。 求 点 (zt，9) 关 于 点 (ac,，B) 对 称 : 


的 点 的 坐标 , 并 求 点 (一 2 怠 关 于 点 (3， 纪 对 
称 的 点 的 坐标 。 

解 ” 设 点 (zi 2 约 ) 关 于 点 (c，B) 对 称 的 点 
的 坐标 为 4 22); 则 


815 
区 二 3 ，p=- 史 了 吕 . 


芝 5 吧 才 21) 人 如 。 
如 好 一 一 2, 信 一 5w 一 3，8 一 全 则 所 求 对 称 
点 的 坐标 为 

22 一 2X3 一 (一 2) 一 8， = 一 2X4 一 5 一 3。 

3531. 把 直 线 4 一 az 十 2 移动 到 关于 点 
4 %) 的 对 称 位 置 时, 求 该 直线 的 方程 。 

解 ” 因 为 把 点 P(w, 幼 移动 到 关于 定点 


4(72 2 的 对 称 位 置 @(z'， 2%) 时 ， 这 些 坐 标 


之 闻 有 关系 式 : 
2 二 2 一 2712，4 填 一 270。 
所 以 把 
V 一 2MM 一 2 
2 一 22 一 久 
代入 直线 方程 
2 一 GZ 十 D， 
就 得 到 动 点 (Z ,21) 
的 轨迹 方程 : 
_27 一 一 (2 奴 一 ) 二 2， 
即 久 一 一 C(21 一 ) 十 20 一 妨 。 
根据 习惯 ， 我 们 把 (w,，2Y 7 改写 成 (z,。 2) 就 得 
到 所 求 轨迹 方程 为 
4 一 一 4(2 筷 一 2) 十 270 一 D) 
它 仍 是 一 条 直 线 。 2 
3532.。 求 直 线 Vy 一 az 二 2D 关于 了 轴 的 


| 称 直线 方程 。 


解 ” 设 直线 g=axTD 上 的 点 忆 (z 9y) 关 
于 2z 轴 的 对 称 点 为 @(z， 2yY)， 则 点 忽 在 直线 
4 一 ax 十 9 关于 z 轴 对 称 的 直线 上 ， 且 有 

Z 一 0，3 一 一 上 /. 

由 此 可 知 ， 要 求 直 
线 y 一 ax 十 0 关于 2 
轴 对 称 的 直线 方 
程 ， 只 要 在 该 直线 
方程 中 ， 2 保持 不 
变 , 把 9 改写 成 一 9 
即 可 。 故 所 求 直 续 

一 = 一 az 十 D， 即 


4 一 一 4X 一 0。 

入 ” 求 曲线 关于 zx 轴 的 对 称 曲 线 的 方程 
寺 , 只 须 把 其 方程 中 的 9 收 写 为 一 y。 

3533， 求 直线 % 一 ax 七 D 关于 9 轴 的 对 
人 


”we 
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解 “ 设 直线 gg 一 az 十 上 任意 一 点 乙 关 于 
2 轴 的 对 称 点 为 
Q@Gz ,2o)， 则 点 ac ---- 二 -一 -一 - 
人 驴 在 直线 
3 一 CO 十 D 
关于 9 轴 对 称 的 
直线 上 , 且 
2 一 一 2 
4 一 2。 
因而 要 求 直线 4 一 wz 十 2 关于 2 轴 对 称 的 直 
线 方程 , 只 要 把 y 一 az 十 2 中 的 z 改写 成 一 沪 
4 保持 不 变 。 于 是 得 
3 一 一 C0 十 D。 
注 求 曲 线 关 于 9 轴 的 对 称 曲 线 的 方程 
时 , 只 要 把 其 方程 中 的 2 改写 为 一 0。 
3534. 把 直线 9 一 cz 十 D 移动 到 关于 原 
点 0 的 对 称 位 置 时 , 求 这 条 直线 的 方程 。 
解 用 工 表示 直线 %= 一 az 十 D, 也 表 示 世 


关于 原点 O 对 称 的 直线 设 工 上 任意 一 点 ， 
Po 切 关 于 点 0 的 对 称 点 为 @(zy y)， 则 ， 


纺 在 乙 上 , 且 
有 
2 一 一 2 
Y 一 一 4。 
因此 直线 也 SS 
的 方程 是 把 直 se 
线 已 
3 一 GZ 十 已 
中 的 z 改写 为 一 2, 9 改写 为 一 四 于 是 得 
一 % 一 一 TD 即 2 一 4X 一 D。 
注 一 般 地 , 曲线 7) 
关于 2 轴 对 称 的 曲线 方程 是 
一 9 一 太 2); 
关于 9 轴 对 称 的 曲线 方程 是 
2 一 (一切 ; 
关于 原点 对 称 的 曲线 方程 是 
一 9 一 帮 (一切 。 
3535. 把 直线 V 一 3x 一 工 移 动 到 与 它 关 
于 点 (到 ， 一 去 ) 对 称 的 位 置 时 ， 求 这 条 直线 


的 方程 。 


解 设 直线 4 一 3x 一 L 上 任意 一 点 Po 细 


关于 点 ( 误 ， 


一 二 ) 的 对 称 点 为 @(z, 2), 则 
有 


这 条 直线 的 方程 。 
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LT2 一 工 .UV+2Y -_ 工 
2 2” 3 
.0 一 荆 一 0，4 一 一 一 人 。 

把 它们 代入 4 一 3 一 上 中 , 得 

-1 一 % 一 3 一 o) 一 了 
。…，4 一 3z' 一 3。 
把 (z， 2) 改写 为 (z, 力 , 得 
2 一 3 一 3。 


| 这 就 是 所 求 的 直线 方程 。 


3536.， 求 直 线 g 一 2z 十 1 关于 直线 2 一 

z 一 工 对 称 的 直线 方程 

息 2 一 2 一 1 @ 

2 一 2 十 工 。 全 

设 直线 @ 上 的 点 忆 (w 分 关于 直线 @ 的 对 

称 点 为 已 (2，2V)， 

则 2P 垂直 于 直线 

@， 设 其 垂 足 为 
Ma 6) 可 得 


工 ， 
2 一 去 4Z 于 2 )， 


= 一 工 
8 一 本 (TY ) 。 


M 在 直线 @ 上 ， 所 以 6 一 cx 一 1。 把 x%、 8 的 
值 代入 上 式 , 得 


1 十 一 7 十 一 2。 9 
又 PP' 垂直 于 直线 @, 所 以 
9 一 外 一 一 了 
亿 一 纪 
邹 2 
3 一 9 一 和 一 和。 
从 全 和 图, 得 
3 一 2 一 1，Z 一 久 十 工 。 加 
把 鲜 代 入 @, 得 


好 -1 一 2(o 十 切 十 1，.…。 2g 一 必 一 4 
再 把 (xz', 9) 改写 为 (z, 人 ， 就 得 到 所 求 方程 
为 榴 


2 一 Z 一 和。 
3537. 把 直线 yy 一 az 十 b(a 半 0) 移动 到 
与 它 关 于 直线 Z 
的 对 称 位 置 时 ， 求 


解 ” 设 直线 

4 一 a2 十 D 
上 的 任意 一 点 (2， 
2 关于 直线 2 一 % 


第 一 章 
的 对 称 点 为 (zy)7， 则 有 


”2 一 g，2 一 Z。 

把 2 的 值 代入 = 一 az 十 2 得 
2 一 0V 十 D，: 

T ， D 


一 名 一 一 。 


包 C 


因此 , 所 求 直 线 方程 为 
g= 工 包 一 人 


G 


es 久 5 


已 。 轨 迹 

3538. 如 果 过 定点 4(c,，0) 直线 的 斜率 
是 过 定点 妃 ( 一 a，0) 直线 的 斜率 的 两 倍 ， 求 
这 两 条 直线 交点 的 轨迹 。 

解 ”两 直线 的 方程 可 分 别 写成 

一 2120(Z 一 0)，0 一 M2(2Z 十 G) 。 

从 这 两 方程 中 消去 刀 就 可 得 到 两 直线 交点 的 
轨迹 方程 。 把 两 式 两 边 相 除 , 得 


直 


1= 2 一 0) 。…，0X 一 3a。 
8 十 @ 
这 就 是 所 求 轨 迹 方 程 ， 它 表示 平行 于 9 轴 的 
直线 . | 
3539. 求 距 两 定点 4(c, 0) 和 瑟 (-~-a,0) 
的 距离 相等 的 点 的 过 迹 . 
解 ” 设 满足 4 忆 一 BP 的 点 为 一 (z, 幼 ， 则 
VC 由 计 多 一 VC 二 Wi 十 多 ， 
so。 (2 一 G)2 十 护 
一 (z 十 0)2 十 92， 
即 2Z 一 0. 
这 就 是 所 求 轨迹 方 
程 , 它 表 示 9 轴 , 即 线 
段 4 户 的 垂直 平分 


线 。 
3540. 已 知 两 个 定点 4(\o,0) 和 五 ( 一 0 


~ 刀 了 一 2 仿 
是 常数 )， 求 点 耳 的 轨迹 。 
解 ” 设 点 呈 的 坐标 为 (z, 急 ) 则 
4P 一 人 CC- 一 0 十 2 
BP 一 人 /CHa) 汗 的 


0): 动 点 了 为 届 

该 坐标 平面 上 

的 点 ， 且 4 二 
呈 ( 一 o0) AUc。0 


从 而 ， 
42 一 已 B2 


线 17 
一 |[(z 一 ao? 十] 一 [(z+a)2 十 共 | 
一 82， 

|4az| 一 12，z 士 妈 。， 


故 所 求 雪 迹 是 距 乡 轴 | 2 |, 且 与 4 灿 平 行 的 
两 条 直线 。 


所。 杂 题 


3541.， 求 两 直线 的 交角 , 并 由 此 推 求 两 
直线 垂直 或 平行 的 条 件 。 

解 设 与 9 
轴 不 平行 的 两 
条 直线 

4 一 MO 二 D， 

4 一 M 2 十 D 
它们 和 yz 轴 的 
正方 向 的 夹 角 分 别 为 w、c' 则 

红 w% 一 和 霹 w 一 1 


且 两 直线 的 夹 角 为 土 (x 一 %)。 


“…， 谨 [ 土 (x-a)] 
馆 % 一 域 w， 了 侣 一 和 / 
1 十 馆 otgGar 王 十 10012 “ 


这 就 是 两 直线 交角 公式 。 由 此 可 知 : 
两 直线 三 直 的 条 件 是 工 十 mm 一 0。 
两 直线 平行 的 条 件 是 双 一 mm 。 

如 果 给 定 的 两 直线 是 

c0 十 BC 一 0，0 2 二 DVI 十 C 一 0 

人 


奶 一 一 开 人/ 一 吃 一 一 》 


即 2， 
则 两 直线 垂直 的 条 件 是 aa' 十 妈 ' 一 0. 两 直线 
平行 的 条 件 是 -% 一 
40 ,4D 
汪 且 -TITB 
1,，1 3. 

人) 证 明 -257 TB; 

(2) 设 4 巨 的 中 点 为 ML， 证 明 2MC.MD 
一 .42。 

解 ”(D 以 已 知 直线 为 坐标 轴 ，、4 为 原点 
建立 直角 坐标 系 , 并 设 瑟 .C\ 卫 的 坐标 分 别 为 


bc.d. 则 由 44C.4+.4D -0 可 知 


5 T5 


_818 和 第 八 编 解析 几何 四 
0 4Ga 二 BG2 二 0G23 二 3GZm 
7 三 ) 
。 ze-ca+2bd 一 cd 一 0， -人 (e- 号 ) +(- -号 / +(-o 一 号) 
， 2 ， 2 2 
昌 :的 
让 :中 
即 - 亏 +- 而 = 巧 . 二 2 了 十 02 十 了 p 十 2c2。 
G) MC.MD=(c-- 达 ) - 锭 ) 一 4G2 十 BG3+CG236GP2. 
3545。 如 图 。 过 矩形 _ 4BCD 内 任意 一 


1 友 
一 ca- 二 (2cd) 土生 


-时 -的 -za 


2 证 明 
4DF.CDT4O.DPBT4DoPO=0。 

解 ”在 已 知 直线 上 选 适 当 点 为 原点 建立 公 
标 系 ， 设 直线 上 点 4、DB、C、D 的 坐标 分 别 为 
C、D、C、G。 则 

4.CDT40O.DBT4D BC 
一 人 22 一 4) (@ 一 c) 二 (一 0) (一 0 
十 (一 4) (C 一 人 一 0。 

3544， 设 G 为 人 4B0C 的 重心 ， 

平面 上 的 任意 一 点 ,证 明 
4 瑟 十 刀 P2 十 OPP2 

一 4G2 十 BG2 十 0G2 十 3GP2.。 

解 取 B0 在 
熏 轴 上 ,BC 的 中 
点 为 原点 ， 建 立 

平面 直角 坐标 
系 . 设 4(a, D)， 
互 ( 一 2 0),C(c， 
0), 则 人 A4BC 的 
重心 G 为 { 妃 ， 辽 ). 再 设 点 卫 的 坐标 为 (， 
2 幼 ) 则 
4P2? 十 万 P2 二 CP2 
一 (Z 一 轨 ? 十 (9 一 六 ?二 (2 十 72 十 仿 
十 (2 一 C)2 十 72 
一 322 十 3%2 一 20z 一 200 十 G2 十 22 十 2c2。 


为 该 


、 又 


| 线 共 点 。 


点 2 作 逢 形 两 邻 边 的 平行 线 PM9、EIMS， 
它们 和 矩形 各 边 的 交点 分 别 为 忆 、 9@， 五 、8.。 
证 明 直 线 了 PS 和 对 角 线 BD 共 点 ， 

和 解 以 4 为 原点 ,4BP、4D 分 别 为 Z 轴 、y 
轴 建 立 坐 标 系 。 取 4(0, 0)， wwv 0)，C(C， 
c)， 万 (0, c) 。 

设 点 到 的 坐标 为 (xx 2 纺 )， 则 

直线 P9 的 方程 为 “一 1， 

直线 忆 S 的 方程 为 Z 一 2 


直线 S9 的 方程 为 
2 一 和 一 (z 一 纺 ， O@ 
直线 PR 的 方程 为 
| 9 一 级 一 - 妈 2 Q@ 
直线 BD 的 方程 为 
2 一 一 志 (z 一 臣 。 


解 联 立 方程 @、@, 得 直线 S9 和 PR 人 
坐标 为 
_ (Wi 一 cpBxl 和 汪 
co 
代入 图 的 右边 , 则 克 
右边 一 - 引 人 一 0)Bxi - 引 


《2 一 Z0CUL 
2U1 一 CZ1 


01 一 Co 
(2 一 2)CW1 。 
= 4 一 左边 。 


这 就 是 说 ,PR、Sq 的 交点 在 2DD 上 , 即 三 宣 
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3546. 已 知 正人 4BC 的 顶点 4(0， 孔 、 
DB(4L, 0), 求 顶点 C 的 坐标 。 


解 设 正人 A4H0C 顶点 C 的 坐标 为 2， 功 ， 


则 由 边 4B 一 V 3 可 得 
22 二 一 1)? 一 (V 2)? 一 2， 
及 (Z 一 12 十 只 一 (W 3 )2 一 2。 


即 
22 十 咏 一 20 一 1 一 0， 人 
及 
2? 十 2 一 2X 一 1 一 0。 @ 
人 一 @， 4 一 0 代入 人 ,得 
2x2 一 2xX 一 1 一 0， “一 芋 > . 
因此 , 顶点 C 的 坐标 为 
人 4 +V3 ) 
家 > 人 
或 
1-wW3 了 3 1-w3、 
3 3 
即 符合 条 件 的 正三 角形 有 两 个 。 
3547, 证 明 : 机 
三 角形 的 三 中 线 、 ， 
相交 于 一 点 ， 并 有 S 
且 这 个 点 内 分 各 
中 线 为 32:1( 从 | (区 
顶点 起 算 ) 。 
解 ” 设 三 角形 
顶点 分 别 为 4(zi，o) 了 (22， oo) os ys)， 


则 边 -30 的 中 点 了 的 坐标 为 
2 十 四 ”人 儿 十 ss 
2 人 3 ， )。 

设 把 4D 内 分 为 2 并 的 点 为 G， 则 点 G 的 坐 
标 为 

2 十 工 二 
好 十 2 十 0 ” 幼 干 b2 十 23 

本 


类 似 地 , 设 4C、4 互 的 中 点 分 别 为 吾 、 互 ， 可 
知 把 妃 如 .COF 内 分 为 3:| 的 点 都 是 


( 宇 条 于 41 十 bp 十 2 ) 
3 9 马 ? 


rt 
一 一 一 一 ~ 
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和 G 的 坐标 重合 . 因此 三 条 中 线 相交 于 一 点 
G, 并 且 G 把 各 中 线 从 项 点 内 分 为 3: 工 。 

3548.。 已 知 四 边 形 4BCD 各 顶点 坐标 
为 4(ct 21)， 了 (ao， p2)， Ca， 23)， 也 (cs 
8)， 则 分 别 连 结 两 组 对 边 中 点 的 两 条 线段 和 
连结 两 对 角 线 中 点 的 线段 共 点 ， 并 且 互 相 平 


分 。 D(ce2) 
解 ” 设 四 边 
形 430CD 各 
边 4 也 BC、 S 《az 8) 
CD.:D4 的 中 
点 分 别 为 卫 、 
Q、BR、S， 对 角 A(c 六 B(cz tb) 


线 4O、BD 的 中 点 分 别 为 M、N。 取 4\、B、C、 

也 的 坐标 分 别 为 (al，z)、(aa，D2) 、 aa，23)、 
(ad 24)， 则 PR SN 的 坐标 分 别 为 

(9 

分 3? 

[aa 十 aa 

\ 2 ”2 


人 
分 了 


(2 
人 用 


(252 人 
全 2 


(2 
2 》 


所 以 ，PR、@S、MAN 有 点 的 坐标 都 是 
同一 点 : 
属 (ai 十 ao 十 cs 十 oa ， 


王 Coa 二 十 pg 二 g) |. 


这 就 是 说 , 三 线段 PR、9S、MN 共 点 并 且 互 
相 平 分 。 

3549. 证 了 明 : 顶点 为 4(6, 6)， 避 (一 省 3)， 
C(-1,， 一 ?7)》， 了 (9, 一 约 的 四 边 形 是 正方 形 ， 
并 求 这 个 正方 形 在 第 一 象限 部 分 的 面积 。 

解 直线 4 已 的 方程 为 

4-6_ 2 一 6 
6 二 攻 6 本 和? 
妓 ; 


820 
%-6=(-9). 
直线 CD 的 方程 为 
， 2 二 4 2 一 9 
一 4 和 7 9 二 1? 
即 
gf+4 志 -9). 四 


因为 直线 @、@ 的 分 率 都 是 闸 ， 所 以 


′ 4B1VCD。 
又 直线 4 的 方程 为 
， 4 一 6 _ X 一 6 
6 二 4 6 一 9” 
闭 . 
%-6 一 -了 半 C-9). @ 
直线 3C 的 方程 为 | 
2 一 3 2 十 4 
3+7 一 4 
即 
y-3 一 池 (z+。 @ 
丙 为 直线 @@、@ 的 
.斜率 都 是 一 芭 , 所 
以 4D1/ BC. 
又 由 @、@ 知 直 
线 4B 和 4 忆 的 斜 
率 之 积 : 
3 10\、_ G 
而 :人间 ) 六 二。 


所 以 4B 了 1 4. 同样 可 知 4CLBDD. 

综 上 所 述 , 可 知 四 边 形 4BCDD 的 两 组 对 边 
它 是 一 个 正方 形 。 

设 直线 4 了 和 2Z 轴 的 交点 为 己 由 国 知 
OPR 是 图 中 当 % 一 0 时 z 的 值 , 即 


0-6= 一 卫 C-6)， ,zi 一 39 
5 Sauop 一 寺 OB， 4P= 羡 ,于 .6 
一 23.4 ， @ 


《其 中 42R 是 从 4 所 引 Y 轴 的 垂 线 ) 。 
”， 设 直线 4B 和 2 轴 的 交点 为 8 ， 则 OS 是 
@@ 中 当 z= 一 0 时 2 的 值 , 即 


第 作 编 解析 几何 
o | 


一 


3 
4 一 6 车 (0 6)， 2 和 2。 


。 太 sos 一 也 08.49- 亏 X4.2X6 


一 2.6 
(其 中 48 是 从 了 所 引 % 轴 的 垂 线 ) 。 

设 四 边 形 4SOR 的 面积 为 w， 则 由 固 、 

知 
一 23.4 二 12.6 一 36. 

3550.， (1) 在 矩形 4DBOD 的 边 BO、 CD、 
D4 上 分 别 取 不 同 于 顶点 的 点 P.Q、R。 设 线 
段 PR 和 BQ 的 交点 为 MX， 问 三 角形 BRM 
和 三 角形 9MP 的 面积 娜 一 个 大 ? 

为 顶点 的 三 角形 内 点 一 的 坐标 应 满足 怎样 的 
不 等 式 ? 
解 GD Seaap 一 三 BP.CD, ， 


工 
Gapop 一 斑 DBP.OC9。 


因为 C>C9， 所 以 
SeppP> Sezoz， 
即 
ABR 十 SAsxP 
> BAzgarHSaasarP。 
“、SABRx> SAPex， 
四 连结 4、 两 点 的 直线 方程 为 
4 一 3xz 二 44， @ 
连结 也、C 两 点 的 
直线 方程 为 
9 一 二 @ 
连结 4、9C 两 点 的 
直线 方程 为 


g 一 一 喜 z+ 和 4 


对 于 直线 @@ 和 顶点 C, 点 卫 的 坐标 人 功 应 
满足 
<3z 十 4。 鳃 
点 王 和 点 4 应 在 直线 @@ 的 同 例 , 点 己 (z 2 
的 坐标 又 应 满足 
2 > 二 。 加 
点 己 和 点 五 应 在 直线 图 的 同 侧 ， 点 Pr 切 
的 坐标 还 应 满足 


3 
2 << 一 斑 9 十 4。 全 
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满足 三 个 不 等 式 
<3c4+4 g> 了 9< -- 写 Z 十 4.。 


3551. 在 人 4BC 中 ， 过 边 BC 的 中 点 O 
引 任意 直线 , 和 边 4 4LC (或 其 延长 线 ) 分 别 
交 于 了. 写 ， 求 直线 瑟 如 和 | CD 交点 的 轨迹 。 

解 取 B0 在 
2 轴 上 ,BO 的 重 
直 平 分 线 在 y 办 
上 ， 以 建立 坐标 
系 . 并 取 4 C) 
了 (0)，C( 一 0 
0)， 则 4 妞 的 方 
程 为 


3 Ac) 


C 
grT9)， 外 


LC 的 方程 为 ， 


2 一 
了 如 的 方程 为 


一 220。 四 


解 @.@ 得 点 也 的 华 标 为 
[千克 | 
(G 一 六 )12 十 CC” (一 切取 十 C 下 
解 四 、 图 得 点 召 的 坐标 为 
[ CC M20C ] 
(十 D) 和 0 一 ” 《十 站 7 一 
因而 3Z 的 方程 为 
CO 
和 
人 《a 十 D 久 一 C 
去 分 母 , 整理 得 
ma[( 十 芒 g 二 clz 一 0)] 一 2acg， 四 
ZC 的 方程 为 
OO 
2 


34 一 "“(Z 十 C)，， 


CE 
即 
一 Ma[( 一 0)9g 一 c(Z 上 OO) 一 2000g。 轿 
从 @、@ 清 去 勾 就 得 到 BB、DC 交点 的 轨迹 
方程 


」 2 轴 上 建立 坐标 


人 4 @@， 
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_ (gg 十 D)V 十 C(Z 一 0) _ 工 
(@ 一 0)9 一 CCZ 十 0/) 
去 分 母 , 蓝 理 得 ， 4 一 “. 
因此 所 求 轨 迹 是 过 顶点 4 并 与 边 BC 平 和 的 
直线 . 
3552. 证 明 : 


三 角形 各 边 的 狼 直 平分 线 


和 轴 上 ， 从 点 也 
引 BC 的 垂 线 在 


系 , 并 设 40, oh) 
2 0))CG0、 
BC.C4、 4 的 中 点 分 别 为 办 如 ., 则 有 


D( 9) 2 全 人 


因为 40 的 斜率 是 一 全 ， 所 以 过 点 召 且 垂直 
于 40 的 直线 方程 为 


3 人 


又 因 4B 的 斜率 是 一 五 , 所 以 过 点 如 且 重 直 
于 4B 的 直线 方程 为 


0 忆 
Sec- 号 -2 人 (ec- 引 
由 于 8c, 所 以 直线 @、@ 交点 的 横 坐 标 为 
z=- ， 这 就 是 说 , 直线 O、@ 的 交点 在 


过 点 了 BC 的 直线 上 。 即 三 角形 
各 边 的 垂直 平分 线 共 点 。 

3553， 以 直角 三 角形 人 的 两 直角 边 
4B、40 为 一 
边 , 在 三 角 
形 的 外 部 分 
别 作 正方 形 
4DBPDZB 4OFG， 
则 直线 也 刀 、 
FFG 0 点 互 
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连 线 垂直 于 斜 边 30. 

解 以 4 为 原点 , 4C\、4B 分 别 为 了 轴 、9 
轴 建 立 坐 标 系 。 取 4(0, 0，B(0, 切 ，C(o， 
0)。 则 直线 DZ 和 ZFG 的 交点 互 的 坐标 为 


(-- 久 一 人) 因为 直线 4 的 针 率 为 坪 ， 直 


线 BC 的 斜率 为 - 乙 ， 它们 的 积 等 于 一 2 所 
以 4 万 BO。 

3554， AL4BC 的 -个 顶点 和 重心 也 的 
距离 是 外 心 9' 到 
这 个 顶点 对 边 的 距 
离 的 两 倍 。 证 明 : 
把 连结 外 心 0' 和 
重心 孔 的 线段 O' 互 
内 分 为 1:3 的 点 就 
是 该 三 角形 的 重 
心 。 

解 取 2B0 在 > 轴 上 ， 从 点 4 引 BC 的 委 
线 在 9 轴 上 , 建立 坐标 系 , 如 图 。 直线 妃 互 瑟 
的 方程 为 


一 二 cr 芭 。 


在 此 式 中 设 z=0, 则 
一 _ zc 
2 -2 
所 以 吾 的 坐标 是 豆 ( 0， 一 -这 小 从 而 
2o C2 十 DC 
4 一 (一 侣 人 全 二， 
又 线段 4 互 的 垂直 平分 线 的 方程 为 
CC_DI 5 
ee 
在 此 式 中 ， 如 取 z 一 2+2， 则 4 一 
\ 人 六 一 TY D 十 C 人 
以 外 心 0 CR 3 2 从 
Q2 十 2ZC 
2 ”” 


2 .所 


而 外 心 0' 到 边 BC 的 距离 为 O 也 一 
因 兹 ， 4 万 一 20 沁 。 
设 把 0' 互 内 分 为 1:2 的 点 为 G(zo go)， 


训 2x 一 3 5fo 
和 工 芋 2 0 
C2 十 DC 
2X 到 +1x( 一 全 
yo 一 I 十 3 * 
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但 是 , 以 4(0, ac)， 忆 (2，0)， 人 届 
的 三 角形 重心 的 玉 标 也 是 (一 去， 全 力 所 以 
G 就 是 AL4LPBO 的 重心 . 

3555. 证 明 。 人 4FBoO 的 三 条 王 线 共 点 。 

解 取 BO 在 z 
轴 上 。 从 4 引 BO 
的 垂 线 在 y 轴 上 ， 
建立 坐标 系 ;* 如 图 。 
设 4(0, Ga)，B(D， 
0)， CO(c， 0). 从 万 、 
C 向 对 边 4O、4B 
所 引 的 三线 分 别 为 BBC 则 由 4C 的 方程 、 
式 为 

2 
本 士 业 守 即 we Z 十 Q。 
可 知 33Z 的 方程 为 
g 一 二 (一 芒 ， 

又 由 4 Rs 


可 知 CZ 的 方程 为 


和 


- 因此 .3 瑟 和 OZ 交点 的 坐标 满足 


过- 想 一 之 (z 一 0) 即 2x=0。 


这 就 是 说 ， 2B 和 07 的 交点 在 4 轴 上 ， 即 
AL4D50O 的 三 垂 线 共 点 。 ， 
3556. 计算 由 下 列 四 直线 所 围 成 的 平行 
四 边 形 的 面积 。 
4z 十 BoygATC=0，4z 十 ByC' 一 0， 
az 十 Do 十 c 一 0， az 十 2 十 一 0. 
解 ”由 问题 3527 知 , 直线 4z 十 Bo 十 CO=0 
夹 在 两 平行 直线 az 十 友 十 c 一 0，az 十 2 十 e/ 
w\/ 45 十 京 jc_e 
一 0 间 的 线段 的 长 为 六 分 友 2 人 2 .又 由 
问题 2524 知 , 两 平行 线 4z 二 By 十 C 一 0 4z 


C-C 
十 By 十 C' 一 0 间 的 距离 为 < 。 所 以 


平行 四 万 形 的 面积 为 


>4 二 Bo-cel 1C-C'| 
142 一 3 VS 荔 


_|e 一 eic-C0 
40 一 aBI “ 


第 一 章 直 


3557. 设 六 边 形 414?4s444546 各 边 
司 424a … 的 中 点 顺 次 为 21 Ma 
。 从 某 中 点 开 和 外 M， 计 


始 ; 每 相隔 一 条 M 
边 与 对 边 中 点 连 
线 可 得 两 个 三 “ 勾 
角形 MI103W5、 Ma 
220g4fe， 证 明 

这 两 个 三 角形 的 重心 重合 


解 设 4t、 4 、43:、 元。 区 46 的 坐标 分 别 
为 (Cl 21)、 (c2， z2)、 (cs， 03)、 本 (a6， 26)， 
则 各 中 点 Mt、M2、、M6 的 坐标 分 别 为 


(2 


2 

证 2 

因此 AMxiMsMs 和 人 Mo2MsMe 的 重 心 都 
是 同一 点 : 


人 5 


言 (or+Dp 二 2 二 2% 二 259) |. 


3558。 已 知人 4B0O 各 边 BC、C4、 4 的 
中 点 分 别 为 卫 (4 一 芒 、 瑟 (一 1 功 、 瑟 (一 2， 
一 中 , 求 各 顶点 4、.B、OC 的 坐标 。 

解 设 4、B、9C 的 坐标 分 别 为 (ct 21)、 
《ca2， 22)、 (as， zs)， 则 、 

Co 二 03 一 2X4 一 8， 

03 十 1 一 2X (一 二 一 一 2， 

ld 十 do 一 2X(-2) 一 一 和 

20 十 D5 一 2X (一 二 一 一 2， 

za 二 Di 一 2x1 一 2， 

21 十 Do 一 2X (一 5 一 一 10。 

ZC1 一 一 7， 01 一 一 3， cz 一 3， D2 一 一 ?， 
Co 一 5，bs 一 5. 

故 有 4 一 7， 一 3)， (3， 一 ?)， C(5， 5) 。 

3559. 已 知 4(p，9)， 厂 (一 9 切 是 正方 
形 相 邻 的 两 顶点 , 求 正方 形 中 心 的 坐标 。 

解 . 设 正方 形 的 中 心 为 Puw 幼 ， 则 
人 AP4BP 是 等 腰 直 角 三 角形 , 即 

P4=PPB; 人 


解 之 得 


线 823 


AL4PPB= 一 也 。 @@ 
从 @, 得 
(c 一 切 ? 十 (一 信 ? 一 (2 二 92 十 (9 一 22 
(9 上 9)% 一 (一 0)。 
设 _- 人 一 2 一 及 则 
2D--Qd 2T9 
VZ 一 (D 一 0)1， 2 一 (2 二 9) teG 
从 四 ,得 


"22 一 (0 一 gz 十 色 一 (二 0) 一 0。 
把 图 代入 上 式 ， 
[(p 十 0? 十 (2 一 346( 一 了 一 0， 
。7j=0 或 Xp=1。 


把 双人 值 代 入 图, 得 


z 一 =0 或 2Z 一 0 一 49， 一 DT 本 9。 
这 就 是 所 求 正方 形 中 心 的 坐标 。 
3560,， 已 知人 4BC 的 一 条 中 线 40,， 证 
明 
” 4B2 了 40O2=2(402 二 5EO2 。 
解 取 O 为 原点 ， 
BO 在 z 轴 上 ，HEO 
的 垂直 平分 线 为 9 


轴 。 设 4(a，D )， 
妃 ( 一 0)， CO(c，0)， 
则 下 一 c0 
”4B2 十 4C2 
一 (Q 十 2 十 2 十 (C 一 0)2 十 太 
一 2(c? 二 22 十 c) ， 
23(402 十 BO2) 一 2(a2? 十 12 十 c2)， 
“， 4 玉 二 402 一 2(403? 二 BO 人 。 
3561. 在 直角 坐标 系 中 , 把 以 三 点 (0, 0)， 
(1L，0)，(0, 芽 ) 为 顶点 的 直角 三 角形 内 的 任 
意 一 点 卫 和 斜 边 上 的 一 点 戏 相连 结 ， 并 延 
长 PMA 到 9, 使 PMUN 一 M9， 试 分 别 用 图 形 各 
不 等 式 表示 点 入 的 存在 范围 。 
解 ” 设 已 知 直 角 三 角形 的 斜 边 为 4B, 则 
点 一 的 坐标 (zx,， 2 满足 以 下 关系 : 
0SzS1, 0 竺 VS1L，0 反 ZSI。 
设 点 @ 的 坐标 为 (, 了 )， 则 由 点 好 是 线段 
ZEQ 的 中 点 , 可 知 点 歼 的 坐标 是 
(下 2+ 芝 ) 
-2725 
因为 1 在 直线 4B;z 上 8 一 工 上 ,所 以 


四 
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亿 十 屋 2 十 了 
3 3 


即 
马 于 卫 
一 2 一 (Z 十 )， 
从 国 的 第 三 式 知 
: 工 生 民 二 并 碟 2。 
这 就 是 说 , 点 @(， 
了 ) 在 两 平行 直线 


第 八 编 解析 几何 


互 十 开 一 贡 瑟 十 一 2 之 间 、 再 从 四 知 
2 二 <1 即 和 2 一 z。 


考虑 @ 的 第 一 式 x 储 0 所 以 了 ES2。 
同 理 , 可 得 工 三 2. 
因此 点 纺 的 坐标 应 满足 不 等 式 
1 大 和 二 了 SS2, 民 2, 了 友 2，、 
它 的 存在 范围 如 图 中 的 斜 线 部 分 。 


第 二 章 图 


了 。 圆 的 方程 

3562. 求 以 原点 O 为 圆心 ，? 为 半径 的 
圆 的 方程 。 

解 ” 设 以 原点 
O 为 圆心 ， 了 为 
半径 的 萝 周 上 任 . 
意 一 点 乙 的 坐 
标 为 (z, 9)) 从 
三 向 zx 轴 引 垂 线 
三 4;, 几 


| pz 3) ， 


O42TEL2=OP2， 
“， 太 十 色 一 人 


。 〇 
反 过 来 , 坐标 满足 方程 @ 的 点 都 在 以 原点 为 


圆心 , 7 为 半径 的 圆周 上 . 
综 上 所 述 , 所 求 圆 的 方程 是 @。 
3563. 求 以 点 (c， 纪 为 圆心 , 4 为 半径 的 
圆 的 方程 。 P(> 分 


解 ” 设 圆 心 
为 C(c 动 , 半 
径 为 的 贺 周 
上 任意 一 点 三 
的 坐标 为 (z， 
2 .如 图 

OZ2 十 P 万 ?一 OP3。 ， 
但 ”CO 了 =zZ 一 4， 
卫 末 一 /一 2 
OP 一 7 
(人 Z 一 0 十 一切? 一 . 
这 就 是 以 (zc,， 芭 为 画 心 ，> 为 半径 的 圆 的 方 
程 。 


3564， 写 出 适合 下 列 条 件 的 陪 的 方程 : 
(1)》 辑 心 (一 2, 你, 半径 为 5 
(2)》 圆心 (5，0) ,半径 为 V 了 。 
解 (1) 在 上 题 中 , 取 6 一 一 2， 2 一 生 7 一 
5, 则 得 
(2Z 十 2)2 十 (一生 ) 3 一 52) 


“ 即 2 二 2 二 4 一 8 一 5 一 0。 


(2) 取 a=5, 2=0，y 一 了 , 则 得 
《Z 一 5)2 十 久 一 (7 )2， 
即 22 十 oj 一 10z 十 18 一 0。 


3565.， 作出 下 列 方程 的 图 象 ， 
《1 2 人 2 十 2 3 
一 8; 
(2) 3z2 十 3 
一 L2x 一 13g% 一 36. 
解 《1) 方程 
两 边 同 除 以 2 得 
22 十 7] 一 22。 < 
它 的 图 象 是 以 原 
点 为 圆心 ,2 为 半径 的 圆 。. 
(2) 两 边 同 除 以 3, 得 
和 22 十 2 一 4 一 6 一 12， 
把 它 变 成 (一 9) ?十 (9 一 切 ? 一 季 的 形式 ,得 
(2 一 202? 十 (9 一 3)2 一 52。 
故 所 求 图 象 是 以 (2, 3) 为 圆心 ,5 为 半径 的 四 。 
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3566 . 求 以 点 (3， 一 5) 为 圆心 ， 且 过 点 
〈6， 一 已 的 圆 的 方程 。 
解 ” 设 所 求 贺 的 半径 为 ny 则 其 方程 为 
(wz 一 3)2 十 Cg 十 5)? 一 72。 


因为 这 个 圆 过 点 (6， 一 1J)， 从 而 Z 一 6.% 一 人 


满足 这 个 方程 。 

(6 一 3)? 二 (一 4 十 5)2 一 7 
即 I2 一 25，.…。 7 一 5。 
故 所 求 圆 的 方程 为 
(ez 一 3)2? 十 (9 十 5)? 一 52， 
另 好 十 多 一 6x 十 10y 十 9 一 0. 


3567. (1) 邓 廿 刀 一 2 十 6y 一 1 一 0， 
(2) 22 十 %2 一 2x 十 4 一 0. 
把 上 面 方程 的 图 象 沿 轴 正 向 平移 4 筷 再 沿 
2 轴 正 向 平移 一 3, 求 这 时 各 图 象 的 方程 . 
解 ”() (wo2 一 2 十 了 十 (多 十 6g 十 9) 一 革 ， 
即 。 (z 一 了 ?十 (9 十 3)2 一 (VIDLD?， 
这 是 以 (1 一 3) 为 圆心 ， 半 径 为 V 二 的 圆 . 
因此 把 它 沿 z 轴 正 向 平移 4, 再 沿 y 轴 正 向 
平移 -3 时 , 圆 的 方程 为 
[人 cz- 多 一 巧 2? 二 [(% 二 3) 十 3]2 一 也 ， 
即 (z 一 5)2 十 (9 十 6)2 一 1 
这 是 以 (5，~-6) 为 圆心 ,半径 为 V 开 的 圆 . 
(23) 〈22 一 27 十 工 ) 十 ( 色 十 多 十 4) 一 5， 
即 (Z 一 2 十 (9 二 2) 2 一 5 
象 (1 那样 , 把 这 个 圆 平行 移动 , 得 
[(z 一 4) 一 切 ? 十 [(g 十 3) 十 ]2 一 5 
即 : (一 5)2 二 (9 十 5)2 一 5. 
这 是 以 (5， 一 下 为 圆心 ，V 5 为 半径 的 圆 。 
3568. 一 圆 过 三 点 (一 8， 一 二 ，(5，l12) ， 
(17, 4)，, 求 它 的 圆心 的 坐标 和 半径 。 
解 设 所 求 圆 的 圆心 为 (a， 2D)， 半径 为 乡 ) 
则 该 贺 的 方程 为 
《Z 一 0)2 二 (27 一切? 一 72。 
因为 这 个 圆 过 三 点 (一 8， 一 巧 、(5， 12)、(17， 
4)， 所 以 
《一 8 一 a) 2 十 (一 1 一 0)2 一 92，- 
(5 一 0)2 十 (12 一 D)2 呈 72， 
(17 一 a)2 十 (4 一 0)2 一 92。 
@-@@, 化 简 , 得 
C 十 0 一 4。 
图 一 @, 化 简 , 得 
一 3 十 20 一 一 17， 
解 四 、@@, 得 a 一 5， 2 一 一 1 从 而 "一 13. 


ee ee ee696 
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故 所 求 的 贺 心 为 (5， 一 蕊 ,半径 为 13. 
3569， 求 圆 史 十 色 一 5 一 79% 十 6=0 和 两 
坐标 轴 交 点 的 坐标 。 
解 ”为 求 圆 和 2 轴 交 点 的 坐标 ， 在 圆 的 方 
程 中 令 9 一 0, 则 得 
02 一 5 十 6 一 0， 
即 (Z 一 2) (Z 一 3) 一 0， 

“。 w 一 2 或 7Z 一 3。 
因此 该 圆 和 >z 轴 交 点 的 
坐标 为 (2，0)，(3，0) . 

局 样 ， 在 殴 的 方程 中 
令 Zz 一 0 得 
2 一 7 十 6 一 0， 
一世 (9 一 06) 一 0. 
"。 一 II 或 0 一 6。 
因此 ， 该 加 和 2% 轴 的 


2 


交点 坐标 是 (0, 1)，(0, 6) 。 


3570. 求 过 两 个 定 圆 
好 十 色 一 3， 妇 十 久 一 5Z 十 4% 十 4 一 0 
的 交点 和 点 (1，2) 的 圆 的 方程 。 

解 ” 设 所 求 圆 的 方程 为 

2 十 只 一 52 十 yy 十 4 十 8(z2 十 只 一 3 一 0。 
因为 这 个 圆 过 点 (1 ，2) ,所 汶 

12 十 22 一 5XJ 十 2 十 4 十 X(L2 十 22 一 3) 一 0， 
解 之 ， 得 《一 一 3。 

故 所 求 圆 的 方程 为 

2 十 欠 一 5 十 0 二 4 一 3(z2 十 内 一 3) 一 0， 
即 ”2x2 十 202 十 和 一 % 一 1 一 0. 

3571. 已 知 贺 2 十 内 -十 2 一 6 一 14 一 0， 
试 求 下 列 与 该 加 有 关 的 圆 的 方程 

《I) 关于 z 轴 对 称 的 圆 ; 

《2) 关于 4 轴 对 称 的 圆 ; 

《3) 关于 原点 对 称 的 加; 

人 几 关 于 点 (c，B8) 对 称 的 圆 ; 

《5) 关于 直线 4 一 2 对 称 的 加 . 

解 ( 求 与 已 知 贺 关 于 2 轴 对 称 的 圆 的 
方程 。 只 要 把 已 知 贺 方 程 中 的 9 改写 为 一 沪 
得 

好 十 论 十 20 十 6 一 14 一 0。 

《2) 求 与 已 知 圆 关 于 9 轴 对 称 的 贺 的 方 
程 , 只 要 把 已 知 圆 方程 中 的 z 改写 为 一 2, 得 
22 十 只 一 2X 一 6 一 14 一 0。 

(3) 求 与 已 知 贺 关 于 原点 对 称 的 贺 的 方 


4. 程 ， 只 要 把 已 知 圆 方程 中 的 久 9 分 别 改 写 为 
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一 X、 一 2 得 
2 十 欠 一 20 十 6y 一 14 一 0。 

(4 求 与 已 知 圆 关 于 点 (w，B) 对 称 的 略 的 
”方程 ,只 要 把 已 知 圆 方程 中 的 Z、y 分 别 改 写 
为 2 一 入 28-2 纺 得 . 

(32aw 一 02 十 (328 一 急 2? 十 32(2x 一 2) 
一 6(28 一 g) 一 葵 一 0， 
泡 | 了 

22 十 %2 一 2(1 十 2a)2 二 2(3 一 28)9 

十 4a(ac 十 夺 ) 士 48(8 一 3) 一 1 一 0。 
(5) 求 与 已 知 圆 关 于 直线 Vy 一 2 对 称 的 图 
的 方程 ， 只 要 把 已 知 圆 方程 中 的 Z 和 2 分别 换 
成 锥 妈 得 
亿 十 到 十 324 一 6z-14= 0， 
即 十 久 一 6 十 2 一 芭 一 0.. 

3572, 证 明 : 无 论 8 取 怎样 的 值 (1 
一 沪 ， 圆 必 十 蕊 (2 二 的 ) 一 5 十 友 总 过 两 定 
点 


和 解 ”将 圆 的 方程 按 到 整理 ,得 
(22 十 包 一 轨 1 二 (她 十 妇 一 人 一 0。 
这 个 关于 & 的 方程 ， 无 论 大 取 怎 样 的 值 都 
能 成 立 的 条 件 是 
22 十 多 一 4 一 0， 上 且 让 0 
(此 两 式 都 是 趾 的 方程 且 与 二 无 关 ) 解 此 两 方 
程 得 


2 一 2 一 0， 人 


所 以 题 设 的 加 总 过 两 定点 (0，0)，( 吉 ， 豆 ) 
3573， 已 知 方程 区 十 只 十 28z 十 c 一 0 中 ， 
2 为 负 的 定数 。 证明: 无 论 & 取 怎样 的 值 , 这 
个 方程 所 表示 的 圆 总 过 两 个 定点 。 
解 ” 妃 -12 二 212-c 一 0 可 写成 
(2z2 十 包 十 c) 二 52z) 一 0。 
这 个 关于 天 的 方程 ， 无 论 大 取 怎 样 的 值 都 能 
成 立 的 条 件 是 
22 十 儿 志 C 一 0 且 2z 一 0。 
解 此 两 方程 得 
… V 一 0，4 一 土 / 一， 
所 以 贺 叉 十 多 二 280 十 co 一 0 总 过 两 定点 (0， 
w 一 c)，(0, 一 人 V --o)。 
3574. 求 圆心 在 直线 9 一 z=5 上 ， 且 过 
两 定点 (0，0) 和 (人 L，2) 的 圆 的 方程 。 
解 ” 设 所 求 圆 的 圆心 为 Co， 2)》， 半 径 为 力 
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则 其 方程 为 
(Z 一 0)? 十 (y 一 轨 2 一 2。 @ 
因为 阅 心 (w， 2 在 直线 g 一 z+5 上, 所以. 
2 一 4 十 5。 . 四 
又 因 这 个 贺 过 点 (1 2 和 (0, 0)， 又 有 
\4L 一 0)2? 二 (2 一 D)2 一 72， 9 
C2 十 22 一 72. 外 
从 四 得 0 十 02 一 20 一 切 十 5 一 72， 
以 @ 代入 上 式 得 
2c 十 旋 一 5 一 0. @@ 


5 \ 5\2 25 
(e+ 吨 ) +(g 一 号 ) 一 瑟 ， 
即 22 十 只 二 57 一 5 一 0。 
3575. 证 明 : 以 两 定点 4(c yD，(zo 
必 ) 为 直径 两 端的 圆 的 方程 是 
(一 2) (Z 一 和 2) 了 于 人 一 凡 ) (9 一 多) 一 0。 
解 由 直径 端点 4(2t， 21)、 BC 42)， 可 
知 圆 心 和 半径 分 别 是 
(2 二 ， 凡 二 缴 ) 
”3 2 1/ 


到 (oa 一 22) 十 一 42) 


. 把 这 两 式 代 入 公式 4 人 一 0)2 二 (9 一 六 2 一 72) 就 


可 得 到 所 求 圆 的 方程 。 也 可 用 以 下 方法 解 . 
设 忆 ww, 幼 为 圆 上 任意 一 点 , 则 人 4PB 一 


BR 因为 4P、BP 的 斜率 分 别 是 -二 纪 ， 
“ 一 失 , 根 据 两 直线 垂直 的 条 件 ,可 得 


y 一 包 ,2 一 组 1， 
Z 一 21 2 一 20 ， 
即 (2 一 好 ) (5 一 辐 ) 十 (2 一 纹 ) (9 一 加 ) 一 0。 


连 线段 为 直径 的 加 的 方程 
解 ” 设 线段 4B 的 中 点 为 C(a, 芭 ， 出 
oa 二 4 一 1， bi 2 一 4。 


于 是 所 求 圆 的 圆心 坐标 为 CC 和， 圆 的 灶 
径 是 CB: 
COB 一 06-T2 十 (4 一 3)3 二 
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故 所 求 圆 的 方程 为 - 
(z 一 了 ?十 (9 一 急 2 一 (V36)2 
即 好 十 多 一 20 一 8y 一 9 一 0。 

3577， 求 以 两 圆 (z 一 a)2 十 急 一 和 2 和 22 十 
多 一 和 2 的 公共 弦 为 直径 的 圆 的 方程 。 其 中 
0<w<27。 

解 因 两 个 
较 的 半径 相 
等 ， 故 以 它们 
的 公共 弱 为 直 
径 的 较 的 圆心 
是 两 圆 连 心 线 
的 中 点 。 设 此 点 为 1l， 则 ,到 的 坐 球 为 


( 9 设 公共 弦 为 4B, 则 


MWL-Od?- ee ) 


和 可 多 
故 以 题 设 两 的 公共 纹 为 直径 的 加 的 方 各 为 
(<-3 纪 ) 十 吧 一 2 一生 ， 


即 2(x2 二 ob) 一 2xz 十 o2 一 272 一 0， 

3578. 证明: 连结 两 点 4(0, 了 蕊 ，B(a),D) 
为 直径 的 圆 和 2 轴 交 点 的 横 坐 标 是 方程 吧 一 
ax 十 0 一 0 的 根 。 

般 ”由 问题 3575 知 , 以 4B 为 直径 的 加 的 
方程 为 

、- 工 . 2 二 
亿 化 一 也 
即 X(Z 一 切 填 (一 和 志 一 切 一 0. 
在 此 式 中 令 V 一 0, 则 得 吧 一 az 十 5 一 0. 所 以 
该 方程 的 两 个 根 就 是 以 4B 为 直径 的 吏 和 z 
轴 交 点 的 横 坐 标 。 

3579. 已 知 圆 22-H%2 一 2az 一 0 和 直线 

刀 一 Mi 相交，. 求 以 其 所 得 弦 为 直径 的 圆 的 方 
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鼻 二 线 gmiw 和 图 4y- 2az= 0 的 
交点 是 


”2 2071 
@ 9 ( 诗 师 ， 站 
故 所 求 圆 的 圆心 为 
( C CGI10 ) 
工 二 12” 工 十 322 人 
半径 的 平方 为 
02 a212 02 
TD IT 
从 而 所 求 圆 的 方程 为 
C CI \2 
(ce 守 (0E 了 
C2 
工 二 70 
去 分 母 , 得 


《1 十 Ma2) (xz2 十 2) 一 2cz 一 2a722 一 0。 
3580. 求 和 加 2 七 儿 一 4 十 64y 一 3 一 0 有 
同一 可 心 , 且 过 点 (一 1 了 的 圆 的 方程 。 
解 ” 把 到 十 12 一 禾 二 69 一 3 一 0 写成 
(z 一 2)2 十 (9 十 3)2 一 16， 
其 圆心 为 (2 一 3), 故 可 设 所 求 圆 的 方程 为 
人 一 2)2? 十 (十 3)2 一 全 


| 
因 这 个 圆 过 点 (一 蕊 切 , 所 以 


(--1 一 2)2? 二 (1 十 3)2 一 72， 


S 92 一 25， 
从 而 所 求 加 的 方程 是 
(z 一 2)2 十 (十 3)? 一 25， 
上 | 即 好 十 妈 一 42 十 69 一 I3 一 0。 
人 .切线 


3581. 证 明 : 圆 冤 十 妨 一 欠 上 点 已 4b 9 
处 的 切线 方程 是 
242Z 十 2 一 让 3。 

解 设 在 点 
P(zb 由 ) 处 的 切 
线 为 PIT 则 PPZ 1 
垂直 于 半径 OP。 
由 于 OP 的 方程 | 


Fs P(z) 


是 y 一 些 所 以 切线 PT 的 方 各 为 


4 一 俯 一 -全 e-a， 
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” 即 2 一 惟一 一 242 十 好 . 
oa 242 十 0 一 好 二 只. 
因为 点 已 (zt 90) 在 圆 吧 十 多 一 汉 上 ， 所 以 
好 十 地 一 92 从 而 知 切线 PT7 的 方程 为 
10 十 31 一 72。 

3582. 证 明 : 圆 (% 一 0)2 十 (一 切 2? 一 72 上 

点 了 (zi gb) 处 的 切线 方程 是 “ 
(zi 一 a) 一 a) 十 (人 一 D) (9 一 站) 一 72. 

解 ”如 果 把 
坐标 原点 平移 
到 已 知 斑 心 
(c, 5)， 设 贺 
上 点 已 (2 1) 
(〈 王 D 工 1 则 有 

一 久 1 十 CC，21I 一 了 1 十 D. 
因此 在 新 坐标 系 中 圆 的 方程 为 忆 ? 十 交 一 72. 


又 知 在 圆 上 点 忆 (Xl, 了 0) 处 的 切线 方程 为 


了 1 十 工 ! 了 一 72, 用 
人 1 一 2 一 CQ 
总 一 2 一 Gy 


了 :一 9 一 Dy 
了 一 9 一 2D) 


代入 此 式 ， 就 能 得 到 在 原 从 标 系 的 所 求 切 纺 


方程 为 
(ZI 一 0) (一 0) 十 ( 因 一 D) (一切 一 人。 

3583. 证 明 : 直线 az 十 2 十 c 一 0 和 

(一 c)2 十 (8 一 6)2 一 他 相 切 的 条 件 是 
(aa 上 DB 十 c)2? 一 72(a2 十 玖 ) 。 

解 在 az+z2yTc 一 0 中 ，c\、5 不 同时 为 
堆 , 设 2 二 0 则 4 一 一 -人 2, 把 它 代 入 贺 的 
方程 , 得 

2 一 2az 上 as 二 (一 2 十 2) 


ee 


接 多 整理 ， 
(a2 十 22)22 十 3( 一 bx 上 aD8 二 aoyz 
十 DB2(a2 十 B2) 十 2bc8 十 C2 一 D272 一 0， 
已 知 直线 和 圆 相 切 的 条 件 是 ， 这 个 含 2 的 二 
次 方程 具有 等 根 , 即 其 判别 式 应 等 于 零 , 所 以 
(一 Ma 十 GDP8 十 ac)3 
一 (c2 十 22XD2a2 二 0282 一 322c8 十 c2? 一 D272) 
一 0 
展开 , 在 两 边 同 除 以 22, 得 
(aa 十 BTc)2 一 72(02 十 2) 。 
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3584,. 分 别 求 出 圆 罗 二 2 一 25 上 点 
4(3， 一 银 ， 互 ( 一 少 一 3)， C( 一 二 2w/ 6) 处 
的 切线 方程 。 

解 点 4 处 的 切线 方程 为 

3 一 4 一 35， 
点 五 处 的 切线 方程 为 
一 虹 一 3 一 35 即 红 十 37 十 235 一 0， 
点 CQ 处 的 切线 方程 为 
一 2 十 2 63 一 25 

3585, 已 知 圆 2 十 欠 一 委 的 切线 的 斜率 
为 mw 求 这 条 切线 的 方程 。 

解 已 知 融 的 方程 为 

好 二 2 一 72) @ 
设 斜 率 为 名 的 切线 方程 为 
2 一 ?0 十 D。 四 
为 求 直 线 和 圆 的 交点 ,从 @、@@ 消去 幼 得 
(人 十 Mo 他 十 207020 寺 22 一 和 2 一 0。 国 
当 国 是 @ 的 切线 时 ,图 必 有 等 根 ， 所 以 图 
的 判别 式 必 为 零 。 即 
12202 一 ( 工 七 M22》 (252 一 22) 一 0 
“。 0 一 土 rv/I 二 2 
于 是 @ 可 写成 
2 一 Mo 士 rw/ 工 十 772。 
这 就 是 所 求 的 切线 方程 式 . 

3586. 求 和 2 轴 的 正方 向 成 20" 角 且 
切 于 圆 刀 十 欠 一 8 的 直线 方程 . 

解 ”斜率 是 勾 且 切 于 圆 9 十 六 一 乱 的 直线 
方程 为 
4 一 MO 土 y/ 工 十 八 2 
访 一 局 120" 一 一 3， 

r 一 /85=2/ 3， 
因此 所 求 切 线 方程 为 
gg 一 一 V 3z 士 2v/3wIT3 
一 一 /xz+4w3， 
即 2 二 VS5z 一 土 4V3。 
3587. 如 果 直 线 
2 一 ZTC 
与 贺 
妇 十 访 一 6x 十 8 一 0 
相 切 , 试 求 5& 的 值 .如 
果 这 个 圆 和 两 
雪 十 内 T 二 0 一 0 . 
相 离 ， 试 求 2 的 范 


已 知 
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国 。 
解 为 使 直线 y 一 2 十 和 圆 巡 十 久 一 6z 十 
8% 一 0 相 切 , 则 方程 
2Z2 十 (2 十 0)2 一 6 十 8(2 十 GO) 一 0 
即 . 322 十 3(a 十 1)z 二 a2 十 8a 一 0 
必 有 等 根 , 因而 其 判别 式 为 零 : 
(ce 二 JIT) ?一 2(e2 二 8c) 一 0。 
“。 042 十 146 一 1 一 0， 
解 之 得 a 一 一 7? 士 5v/ 3 。 
其 次 , 圆 字 十 多 一 6z 十 8y 一 0 可 写成 
(xz 一 3)2 十 (Y 十 纪 ? 一 52， 


其 圆心 坐标 为 (3， 一 约 ， 半 径 为 5, 且 过 原点 . 二 


要 使 这 个 圆 和 圆 双 十 匈 十 2 一 0 即 妈 士 一 
(vv 二 2)2 相 离 , 则 须 半 径 V 一 2 比 10 大 , 即 
V 一 5>10, 从 而 2< 一 100。 

3588. 求 从 原点 作 贺 

022 十 从 一 6X 一 29% 十 8 一 0 
的 切线 的 方程 。 

解 ” 设 切线 的 斜率 为 n， 则 过 原点 的 切线 
方程 为 g 一 MX。 为 求 它 和 圆 的 交点 ,把 2 值 
代入 圆 的 方程 , 得 

2 十 M2202 一 6X 一 2 十 8 二 0) 

(十 70227)22 一 2(3 十 72)2 十 8 一 0 
直线 和 贺 相 切 的 条 件 是 这 个 关于 z 的 二 次 方 
程 有 等 根 , 其 判别 式 忆 等 于 零 。 即 

万 了 4= (3 十 锐 ) 2 一 8( 工 十 ?12) 一 0 

人 一 闻 7 一 工 。 
下 所 求 的 雪线 方程 是 
% 一 -地 或 2 一 2。 


3589. 求 过 点 (3, 纪 的 加 2 十 P 一 4 的 切 


线 方程 。 

解 ” 设 所 求 切线 方程 为 yg 一 az 十 2 把 这 个 
4 值 代入 妈 十 包 一 和 得 

(GZ 上 TD) 2 一 4 
即 (La2)22 十 2cD2 十 (22 一 和 一 0。 
直线 和 国 相 切 的 条 件 是 这 个 方程 共 有 等 根 ， 
所 以 
a202 一 代 上 十 G2) 22 一 筷 一 0， 
即 : 
402 一 D2 二 4 一 0。 @ 

又 直线 9 一 0 十 过 点 (3,2)7 所 以 2 一 3 十 D。 
以 b 一 2 一 3c 代入 中 ， 得 
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一 (2 一 3a)2? 上 4 一 0， 
即 一 522 二 12 一 0。 


@@ 


昌 如一 
人 设 c=0) 页 则 83. 
(过 设 e= 划 ,由 ?一 一 2。 


5“ 
故 所 求 切线 方程 为 ， 
2 :49 ， 26 
4=2 及 4 - 吾 5。 
设 过 点 (3, 2) 的 直线 方程 为 
4 一 2 一 MX 一 3)， 中 
MO 一 2 十 (2 一 3 和 2) 一 0。 
从 原点 (圆心 ) 到 这 条 直线 的 距离 等 于 2 ( 半 
径 ), 则 这 条 直线 就 是 加 o2 十 多 一 4 的 切线 ,所 
以 


_ 了 
5 


别 解 


即 《3 一 3ozo)2 一 4(m2 上 1)， 
5722 一 荆 272 一 0， 
“， 21 一 0 或 m= 芋 。 


把 它 代 入 @, 得 所 求 切线 方程 为 
_ 12 。 26 
3 一 2 一 及 2 一 一 一 5 二 


(exz-5y 一 26)， 
3590. 过 况 外 一 点 PP(zt fi) 作 该 贺 
(2 一 G)2 十 (7 一 D)2 一 72- 
的 切线 ， 求 此 切线 的 
长 。 

解 ” 设 圆心 为 col， 
2)， 过 点 王 所 作 圆 的 
切线 的 切 点 为 了， 则 
ACFT 是 直角 三 角 
形 。 由 色 股 定理 知 

PT72-C72? 一 OP2、 
已 知 072? 一 人 2，CP2 一 (21 一 4)2 十 (一 2) 2 
.了 72 一 (21 一 G)2 十 (一 芒 7 一 约 
从 而 所 求 切线 的 长 为 
ET 一 人 (1 一 9 十 (1 一切 2 一 全 。 

3591 已 知 直 线 y 一 Mi 和 圆 人 2 十 久 一 7 
相交 ，, 求 在 交点 处 贺 的 切线 方程 。 

解 圆 双 十 巡 一 人 和 直线 2 一 Mpz 的 交点 
坐标 为 2 


P(z0) 


830 


ITM2 ”wwI 十 MG 
[ER 
IETA2 ”WIIdT7N2 人 
故 所 求 切线 方程 为 
交 : 2 
士 7 了 7 < 士 <7 2 
印 2 十 Mg 一 土 J2w/ 十 72。 
3592. 求 圆 忆 十 z2 十 2az 十 ayH5 一 0 的 


圆心 坐标 和 半径 ， 并 讨论 当 这 个 圆 和 zx 轴 相 
切 时 ,w\ 0 是 怎样 的 关系 ? 
解 把 双 二 8 十 2az 十 46y 十 5 一 0 写成 
(Z 十 C) 2 十 (9 十 20)2 一 02 十 402 一 D 
即 。(z 十 o)2? 十 (十 20)2 一 (V502 一 2 


(5a2 一 0 兰 0)， 
可 知 圆 心 坐标 是 (-9， 一 2c)， 半 径 是 
必 5c2 一 D 。 


当 这 个 圆 和 yx 轴 相 切 时 ， 从 圆心 到 z 轴 的 
距离 等 于 半径 ,于 是 
w/5o2 一 > 一 | 一 2c1。 
等 式 两 边 平方 ,得 
5a2 一 D 一 4a2， 
即 G、 2 应 满足 2 一 D。 

3593， 
作 贺 的 两 条 切线， 
求 过 这 两 个 切 点 的 
直线 方程 。 

解 设 从 点 忆 (zt 
2 所 作 图 的 两 条 
切线 的 妇 点 分 别 为 
纺 (oo 2 扩 ) 郊 (za，0) , 则 2PO 的 方程 为 

227 十 z20 一 72。 

了 R 的 方程 为 
zsZ 于 20 一 72。 
由 于 直线 @@、@ 都 过 点 了 (zt 2 所 以 

， 201 十 yo 一 72， 

za01 十 ya 一 72。 5 

考虑 直线 wz 十 0 一 902， 由 国 、@ 知 @(z2， 
32)、 忆 (zs 00) 都 在 此 直线 上 ， 所 以 直线 @ 忆 
的 方程 是 ziX 二 一 72。 


3. 轨迹 
3594， 求 过 点 〈3， 0) 且 切 于 4 轴 的 各 贺 


四 @ 昌 


从 辆 屯 十 即 一 从 外 一 点 P(c 2 


并 画 出 其 图 形 。 
坐标 为 (os 分 ， 则 
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的 圆心 的 轨迹 。 

解 ” 设 所 求 硒 心 
为 PC， 幼 ， 由 于 
点 五 到 点 (3, 0) 及 
2 轴 的 距离 相 等 ， 
所 以 


(Z 一 3)2 十 亿 一 妨 
即 22 一 67 一 9. 
这 是 以 点 (3，0) 为 焦点 、 以 4 轴 为 准 线 的 一 
条 抛物 线 。 

3595， 已 知 和 定 直 线 2 相 切 的 定 吏 0, 求 
过 这 个 圆 任意 直径 的 两 端 且 和 定 直 线 ! 相 切 
的 圆 的 圆心 的 轨迹 , 并 作出 其 图 形 。 

解 ” 取 圆 的 任意 直径 为 BO， 设 过 到 .CO 且 
与 定 直线 ; 相 切 . 
的 圆 的 圆心 为 
忆 。 取 过 定 圆 贺 . 
心 O 且 平 行 于 ;7 
的 直线 为 Z 轴 (7 
在 z 手 的 下 方 )， 
过 C 〇 并 垂直 于 ? 
的 直线 为 y 轴 , 建立 坐标 系 。 

设 贺 O 的 半径 为 则 z 的 方程 为 4 一 一 0。 
设 圆 三 的 半径 为 7 点 己 的 坐标 为 (z，, 因 
圆 忆 和 :;? 相 切 ,所 以 有 

7 一 |%~ (一 0) | 一 [二 dj 。 
又 FEOLEC, PB=7, 有 
Y2 一 也 DB2 一 PO2 二 OPB2 一 z2 十 思 二 aa。 
(9 十 oO? 一 只 十 态 十 0 
即 到 一 20y， 
这 就 是 点 书 的 轨迹 方程 , 它 表 示 以 O 为 顶点 
且 与 和 轴 相 切 的 抛物 线 。 

注 如 2 和 辆 O 相 切 于 点 4 点 4 关于 O 
的 对 称 点 为 W， 则 抛物 线 的 焦点 就 是 ON 的 
中 点 ， 准 线 就 是 过 O4 中 点 且 铂 直 于 O4 
的 直线 . 

3596. 平面 上 有 两 上 4(- 了 二 23)， 2B(3， 
一 蕊 ， 如 在 这 个 平 
面 上 取 点 古 , 使 

4P2 十 BP2? 一 50， 
试 求 点 书 的 轨迹 


解 设 点 乙 的 


第 二 章 ” 辆 


由 4P2? 十 BP2=50, 得 
(Ge 士 1)2 十 (一 372 十 (ZX 一 3 2 十 (9 村 1)2 
一 50。 


2 一 25 十 名 一 9 一 人， 


即 -3D?+(%- 却 ) 至 。 


这 就 是 所 求 轨 杰 方程 。 它 表 示 以 2( 1 羡 ) 
为 加 心 ， 半 径 为 人 3 的 图. 


3597. 人 和 为 
一 定 值 的 点 的 轨迹 。 

解 ” 设 三 个 定点 分 别 为 (zi， 1 《zz2，32)、 
《(zo，4s) ,到 三 定点 的 距离 的 平方 和 是 定 值 达 
的 点 为 王 (z,， 幼 ) 别 

[xz 一 202 十 (9 一 后 ) 菩 十 [(Z 一 22)2 
十 (一 %2) 妆 十 [(z 一 2 十 (一 bo) 妇 
一 712 


他 十 护 一 2. 了 十 十 史 了 


人 
人 9 


2- 的 一 史 多 ? 


二 于 ( 克 十 史 十 允 十 名 二 名 十 名 一 内 一 0， 


2 2 

人 -ae] -2 
人 十 2 十 2 小 仿 十 ze 十 因 下 
(本 ) (2 洛 


一 末 ( 十 砸 十 允 十 角 二 只 二 名 一 到 ) 
一 0。 

因此 , 如果 此 方程 的 右 端 为 正 数 时 , 所 求 轨迹 
就 是 一 个 圆 ， 它 的 圆心 就 是 以 三 个 定点 (zb 
2)、(z2 sb)、 (za 2%a) 为 顶点 的 三 角形 的 重 
十 殉 士 克 。 纺 十 名士 妇 
心 G( 卫 二 2 十 宝 ， 区 二 多 十 恕 )。 如 果 此 方 
程 的 右 端 等 于 零 时 , 所 求 轨迹 就 是 一 个 点 , 即 
9 (4 全 十 国 ， 纪 二 多 十 维 j。 和 如 果 此 方程 
的 右 端 是 负数 , 则 轨迹 不 存在 。 

3598. 已 知 圆 0: 2 十 %2 一 92， 求 把 定点 


4(x, 0) 和 该 园 上 任意 点 巨 所 连 线段 4 分 
为 定 比 双 思 的 点 一 的 轨迹 。 


解 ” 设 点 乙 的 坐标 为 (o, 人 )， 点 吾 的 坐标 | 


83i 
为 Co B); 则 


072C 一 90 
秘 十 多 


_mp 
咬 十 吕 “ 


儿 一 


由 些 可 得 
一 (2 二 2)0 一 020 6 
人 8 
甘 为 点 Baw，B) 在 贺 邓 十 迪 一 和 上 ,所 以 
02 十 碟 一 72， 
( 鹃 十 0) 一 00G ]2 ，「( 和 十 2)2 ] 
部 | 2 吗 | + 二 2 =7， 
有 多 2 二 2 2 
“ 本 oj + 区 一 人 912 十 多 了 有 
ES 它 表 示 把 4O 分 为 俊 ; 
的 点 C 为 圆心 一 了 为 半径 的 四。 


和， 4 一 


《人 十 2]21 
7 委 


3599. 求 点 P(2,， 4) 与 圆 迷 十 欠 十 4 
十 2% 十 LI=0 上 的 任 
意 点 所 连 线段 的 中 
点 的 轨迹 。 

解 把 
好 十 久 十 4 十 29 十 工 


(z 十 2)24 (上 1 
一 22， 
可 知 这 个 贺 的 圆心 是 (一 2 一 蕊 半径 是 2。 
设 贺 上 任意 点 @(2, 2 和 定点 王 (2, 和 所 
连 丝 段 的 中 点 为 站 (和 工 )， 则 
2 十 2 2T4 
. 交 一 一 ， 了 一 -一 
“， zx 一 2( 瑟 - 攻 ，g 一 2( 了 一 2)。” 
把 它 代 入 男 的 方程 ,得 
(2 天)2 十 (2 一 3)2 一 22， 


.2+( 了 -~ 到 让 三 了 
在 这 个 方程 中 , 把 民 、 了 改写 为 叉 纺 则 得 
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二 (一 与 束 3)- 一 上 。 


它 才 示 以 [o， 立 ) 为 心 , 半径 为 1 的 贺 。 反 
过 来 , 这 个 圆 上 的 所 有 点 都 适合 题 设 条 件 , 故 
所 求 切 这 就 是 这 个 国 。 

3600. 已 知 平面 上 有 两 定点 4(-w 0)、 
Bo, 0), 在 该 平 


面 上 取 点 已， 使 

一 到 4 如 的 距 AAA 
离 的 比 4P: BP -二 
为 加 3m， 求 点 也 We 
的 过 迹 (阿波 罗 

尼斯 圆 ). 


解 “ 设 点 卫 的 坐标 为 (z, 分 ) 则 
VEHOJT 到 :VE5 Fw 
“， 92022 十 2 十 2az 十 02) 
一 2(z2 二 2 一 2az 十 ao2)， 
即 
(mi2 一 202)22- (02 一 702)37 
一 2a(72-92)Z 十 G2(72 一 02) 一 0. 
如 果 如 一 0， 则 上 面 的 方程 变 为 Z 一 0, 它 表 示 
2 轴 , 故 所 求 轨迹 为 线段 4 的 垂直 平分 线 
如 果 双 二 0 则 方程 可 写成 
2 了 7 
2 二 PC 
I22-22  \2 27zgiQ \2 
是 75 一 镶 za + (2 “ 
设 把 4 妈 内 分 和 外 分 为 定 比 双 沈 的 点 为 
忆 、.S 则 其 坐标 分 别 为 


z(3 和 wa 


因而 RS 的 中 点 为 (2255 a, 0) 且 


”pr 7912 十 72 II2 一 多 
ER 
故 所 求 轨迹 是 把 4 如 内 分 和 外 分 为 定 比 阴 : 和 

的 分 点 五 所 连 线段 为 直径 的 贺 。 

360414. 已 知 两 
点 0(00 0.4; 0 
求 满足 

PO:P4 一 1:7 
必 是 正 的 定数 ) 的 . 
点 书 的 轨迹 , 并 指出 它 是 什么 图 形 ? 

解 设 Po , 则 由 ZO:P4=1:1 可 得 


Z 十 Q2 一 0， 


《22 二 2 Ca) 汪 拓 一 工 :12， 
即 (z 一 0)2 二 2 一 (o2 二 0)， 
"。 (1 一 1) 邓 一 2ax 二 侍 一 礁 ) 作 一 一 q2。 


iD 当 = 工 时 , 上 式 可 写成 2 一 号 。 即 所 
求 的 轨迹 是 纺 段 O4 的 垂直 平分 线 。 
(ii 当 #zs 工 时 ,上 式 可 写成 


22 一 


CQ2 
zy 一 一 下 友 ， 


2c 
工 一 太 


攻 2 ，。 No 
即 人 2 一 在 二 3 


故 所 求 雪 迹 是 加 ,其 圆心 为 (二 和 ,0 小半 


| No 
注 “这 是 阿波 罗 尼斯 贺 。 
3602. 已 知 两 贺 
(Z 一 0)2 十 (9 一 已) 
一 I2 
和 


(Z 一 GD)2 二 (9 一 2 
一 个 12。 
如 果 从 点 王 向 两 圆 
所 作 切 线 的 长 相等 , 求 点 书 的 轨迹 ( 根 轴 )。 
解 ”已 知 两 园 CC' 的 方程 分 别 为 
(Z 一 GD)2 二 (9 一 力 ) 2 一 ?2 @ 
(ZX 一 GD)2 二 (7 一 D 2 一 7 2 包 
设 从 点 一 (c, 幼 商 两 圆 @、@ 四 所 引 的 切线 分 
别 为 PIT、PT” 则 
PT 一 /成 3 一 到 2 
= 三 -可 于 本 - 厅 一 记 
卫 太一 PPO2 一 0 
因为 PT 一 PT 所 以 有 
(一 97 二 一切 2 一 全 
一 人 Z 一 40)2 十 (一 2 2 一 7 2。 
整理 得 
2(C 一 0)2 十 2 人 (0 一 六 )9 一 02 十 G2 一 22 
十 b2 十 r2 一 7'2 一 0， 
它 表 示 一 条 直线 , 叫做 两 圆 CO.C 的 报 轴 。 
3603. .已 知 两 圆 (Z 十 1)2 十 (9g 一 3)2 一 22， 
(z 一 入 2 目 (一 蕊 2 一 32。 如 果 从 点 王 (, 从 
所 引 两 圆 的 切线 长 相等 , 求 点 王 的 轨迹 。 
解 ” 设 适合 条 件 的 点 为 已 (cz，2)， 从 点 忆 


趟 全 
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所 3 两 鸭 切线 长 人 POPR 则 


FO2 (+3)3 
十 (一 3) 2 一 22 
卫 开 2 一 (Z 一 全 2 
二 -1232. 
由 于 P8 一 3B 时 ， 
Z9: 一 PR2; :由 此 可 
得 


(一 1.3)| 


5z 一 2% 一 1 
故 所 求 的 轨迹 为 直线 。- 
注 “这 条 直线 就 是 两 圆 的 根 轴 。 
3604. 证 明 : 从 三 个 圆 中 , 每 取 两 贺 的 根 
辆 都 共 点 。 
解 ” 设 三 个 贺 的 方程 式 分 别 为 
- 妇 十 儿 十 ga 十 7 十 ci 一 0， 
信 十 从 十 9o2 汗 12 十 co 一 0) 
4 十 久 十 9o2 十 sg 于 cs 一 0， 
则 三 条 根 轴 分 别 是 
(2 十 % 二 91V 十 和 十 cl) 
一 ( 邓 十 刀 二 Gag 十 jg 十 二 一 0， 加 
《22 十 纪 十 9og 十 yy 十 cz) 
一 ( 邓 二 内 上 ge 十 jsg 二 ce) 一 0， 四 
《22 十 只 廿 ga 十 10 十 ca)， 

一 (她 TI 十 co 一 0， 国 
因为 此 三 式 的 积 为 零 , 所 以 这 三 条 根 轴 共 ， 点 。 
这 个 点 叫做 三 个 圆 的 根 心 . 

3605. 求 三 个 圆 厌 十 包 十 4 一 5 一 0，22 款 
426x 一 29 一 6 一 0，22 寸 久 十 2%g 一 0 的 根 心 。 
解 ”第 一 个 园 (七 2)? 十 从 一 3 
第 二 个 圆 。(Z 十 3)2 十 (9 一 蕊 2 一 和， 
第 三 个 圆 ” 友 - (9 二 12 一 也。 
由 问题 3802 知 第 一 个 圆 和 第 二 个 圆 的 术 轴 
方程 是 2 一 2% 一 1 一 0， 第 一 个 圆 积 第 三 个 贺 
的 根 轴 方 程 是 一 一 和 十 2 二 5 一 0. 解 这 两 个 


方程 得 5 一 2, % 一 二 ,因而 所 求 根 心 是 
下 
守 ) 
4 么 . 杂 题 
3606. 在 同一 内 标 系 中 分 别 作出 两 方程 
于 Z 十 g 一 5 8 一 V25 一 开 
的 图 象 , 并 用 它 解 不 等 式 


一 一 


5 一 志 2Z>wW35 一 到 。 
解 从 第 一 个 方程 得 
%-5 豆 2 @ 


它 的 图 象 是 过 两 点 (0， 5)、 40， 0 的 直线 
从 第 二 个 方程 得 

2 十 包 一 5， 
它 的 图 象 是 以 原点 为 圆心 ， 半径 为 5 的 加 由 
于 /235 一 一 允 0 知 锭 0 所 以 g 一 以 下 一 尺 一 尝 的 
图 象 是 该 四 在 ” 轴 上 方 的 半圆 (包括 端点 )。 


因此 坐标 满足 不 等 式 5 一 于 > V 殉 二 友 


的 点 在 弧 4 和 CD 上 《但 不 包括 点 4、C)。 
4、B、 了 的 横 坐 标 分 别 是 0， 一 号 5.C 的 横 从 


标 是 方程 5 一 于 x=V 殉 二 到 的 根 即 z 一 


4。 故 满足 该 不 等 式 的 z 值 的 范 国 是 
一 5 和 Z<0，4<2 友 5。 

3607. 在 举 标 平面 上 ， 人 

足下 列 不 等 式 二 
ZX>0， 双 十 内 <9,， 27 二 3y>6 

的 点 的 存在 范围 ; 并 计算 该 图 形 的 面积 (精确 
到 小 数 第 二 位 ) 。 

解 ”在 坐标 平 
和 侧 上 ， 坐 标 满足 
2>0 的 点 在 9 
轴 的 右 侧 ， 耸 标 
满 足 吧 十 包 <9 
的 点 在 以 原点 为 

圆心 ， 半 径 为 8 

的 园 内 ， 和 坐标 满足 2z 十 3y>6 的 点 在 直线 
2z 十 3 一 6 的 上 侧 。 所 以 坐标 满足 各 不 等 式 
的 点 就 是 图 中 的 余 线 部 分 。 其 商 积 为 


六 加 的 面积 一 


Sao4B 


工 
忆 TX3? 一 瑟 X3X2 和 二 407。 


侍 


一 


834 


3608. 用 图 表示 坐标 满足 下 列 各 不 等 式 
0<2Z<6, 0<2%<6，|4 一 2| 一 3， 
双 十 所 >9 
的 点 的 存在 范围 ,并 计算 其 面积 (精确 到 小 数 
第 二 位 )。 9 


面 上 ， 坐 标 满足 
0<x<6 的 点 在 
两 平行 直线 Z0 
与 SG 一 6 之 间 , 坐 
标 灌 足 0<Yy<6 - 
的 点 在 两 平行 直 
纺 % 一 0. 与 2 一 6 
之 间 ， 满 足 友 十 久 >9 的 点 在 以 原点 为 圆心 、 
半径 为 3 的 网 的 外 部 。 

因为 5 一 z|<3 可 写成 

一 3< 4 一 C<3， 

外 4~2Z 十 3>0 且 4 一 2 一 3<0。 
所 以 党 标 满足 jy 一 z]<3 的 点 在 直线 ez-3 
的 上 方 和 直线 9 一 2 十 3 的 下 方 。 

内 此 坐标 满足 各 不 等 式 的 点 就 是 图 中 的 斜 
线 部 分 : 

“ 设 侍 线 部 分 的 面积 为 8, 则 

人 4 一 正方 形 04BO 面积 --A 人 4dD8 而 积 


-ACBG 面积 一 也 隅 OD 刀 面积 。 


由 于 “04=00=6, OD=OB 一 3， 
D4= 4J=3, CBE 一 0OG=-3， 


3 


机 全 1 二 于 
48 一 62 一 豆 X3X3 一 豆 X 3X3 一 到 3X32 
站 一 21-- 工 人 久 19 .93。 


23608。 作 下 列 函 教 的 图 象 。 

《1) 9 一 3 十 V (十 1) 2 一 切 ; 

(2) g=3 一 VS 一 下 一 丈 。 

解 人) 把 3 移 到 右边 后 ,两边 平方 
4 一 3 

一 VCHD 芒 ,0 

(9y 一 3)3 

严 一 人 2 十 ZX 十 汉 


伙 


即 
人 一 3)? 
m 一 6- 志 ) 二 工 。 
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(ce- 到 ) -3)? (2 
这 是 以 (去 ，3 /为 国 心 ,半径 为 号 的 玫 。 

由 @@ 知 2 一 3 兰 0, 所 以 @ 的 贺 象 是 这 个 
圆 在 直线 4 一 3 上 方 部 分 ， 

人) 2 一 2 一 一 \ 8 一 2 一 仿 。 四 
等 式 两 边 平方 ， 

-3) 

一 一 (o2 十 2x 一 8) 
即 

人 -2)? 

一 -一 (ZI1)2 十 9， 
(21)2 小 (9 一 2)3 亚 33。 
这 是 项 心 为 (一 怀 2)， 半径 为 3 的 吏 。 

由 四 知 4 一 2 受 0, 所 以 四 的 图 象 是 这 个 
贺 在 直线 9 王 2 下 方 部 分 。 

3619. 已 知 相交 于 两 定点 4\3 的 两 定 加 
OfOs 的 一 条 公 切 线 为 9 作出 其 图 形 并 阿 答 
下 列 问 题 ( 不 证 明 ) 。 

《4L)》 为 使 过 两 定点 的 加 和 定 直 线 g 不 相 
交 ， 其 圆心 应 在 什 
么 位 置 ? 

《23) 过 两 定点 
4、 刀 和 另 一 点 己 
的 贺 ， 为 使 该 加 和 
定 直 线 9 不 相交 ,点 王 应 在 什么 位 置 ? 试 把 
它 用 八 线 表示 。 

解 〈1) 加 心 应 在 以 4 为 焦点 ，9 为 准 线 
的 抛 物 线 的 内 部 〈 即 含有 点 4 的 一 便 ) 残 在 
线段 DO 上 (包括 端点 )。 

(3)》 点 乙 须 在 以 线段 103 上 的 点 为 恩 心 
并 且 过 点 4 的 所 有 加 上 的 点 所 过 藏 的 部 分 ， 
即 从 两 定 藉 内 部 除去 其 公共 部 分 ， 就 是 所 求 
的 范 加 ( 证 明 咯 )。 

3611.。 已 为 四 
心 在 (一 2，2)、 
半径 为 和 的 加 和 
圆心 在 原点 、 半 
径 为 3v/ 2 的 另 
圆 的 交点 分 别 为 
P、9, 求 点 PP 的 坐标 及 直线 P9 和 2 轴 正 
向 的 夹 角 。 


解 已 知 两 加 的 方程 分 别 为 
(cz 十 3)? 十 (一 2)2 一 4 O 
好 十 网 一 (3 3 )?。 四 
妇 十 包 十 4 一 秘 一 8 
02 十 2 一 8。 


从 @ 得 
从 加 得 
解 此 两 方程 得 

2 一 2，4 一 2 xz 一 一 2， 4 一 一 2。 
所 以 两 圆 交点 的 坐标 为 己 (2, 2)，Q 一 2 一 3。 
由 于 过 点 P\@ 的 直线 方程 为 y 一 力 所 以 它 和 
2 轴 正 向 的 严 角 是 4" 

3612. 求 两 个 圆 (z 一 a)3 十 (9 一 四? 一 c2 
(z 一 轨 2? 十 (9 一 0)? 一 0 的 公共 弦 的 长 。- 

解 ” 这 两 个 贺 关 于 直线 g 一 z 对 称 , 其 公共 
芝 必 过 原点 , 所 以 公共 弦 的 方程 是 9 一 xz。 把 
4 一 和 5 代入 方程 (Z% 一 C)3 (一 D) 2 一 2 则 得 . 

(9 一 02 二 (8 一 0 2 一 02 
邑 ” 32 一 2(C 二 2) 十 c2 二 0 一 c2 一 0。 
可 人 
因而 


VEGFEEEGEEEOT 
贡生 a+B 2 (Ga 十 2 C2) 


攻 2 三 

网 JE CE2 参 
设 公共 弦 的 长 为 2 则 . 
?一 人 (一 纹 )2。 

已 知 

21 一 0 一 久 一 鸭 ， 

所 以 
2 一 2(a 十 2)2 一 4(02 十 瑟 一 c) 

一 4 一 2(c 一 2)2， 


一 V5 二 5 二 55。 


3613. 对 于 圆 达 十 名 十 2ax 十 322 一 1 回 . 


答 下 列 问 题 。 

(1) 求 圆 心 的 坐标 和 半径 ; 

(2) 从 圆 外 一 点 P4zt 2 引 一 直线 和 
交 于 4 了 两 点 ， 试 把 积 2D4.PP 用 ZI、 Zi、a、 
2 表示 。 

解 《1) 在 22 十 多 二 22 二 22 一 1 的 两 边 
同 加 上 a2 十 0 变形 为 

(zc 十 Ga)2 十 (十 D)2 一 I 十 a2 十 22， 


因而 网 心 是 (一 oh 一 0; 半径 是 /三 十 殉 于 工 。、 


Cr 


圆 835 


P (zh 9 


从 
(2) 设 融 心 为 0， 从 点 书 引 圆 0 芍 雪 线 ， 
其 切 点 为 了 则 ， 
了 4. 疡 有 一 忆 7T2 一 PO2 一 DT2 
:一 (01 二 0) 2 十 (1 十 02 一 
一 好 ?地 十 2czl 寺 321 一 
3614. 如 狗 , 在 边 长 为 4 一 0 Bo=ia 
的 矩形 4BCD 中 , 有 互相 外 切 的 两 吏 O、O， 
且 圆 0 和 边 4B、B0O 相 切 ， 圆 0 和 边 4D、 
DO 相 切 。 设 两 圆 面积 之 和 是 圆 0 半径 xz 的 
函数 7(o)， 画 出 其 图 形 并 求 其 最 大 值 和 最 小 


十 oz 十 功 ) 


4 Za 3 4a EC 


| 名 3 


外 设 圆 吕 se 2 的 半径 为 Zy 
则 
OO02 一 (8C 一 2 一 ) 和 )2。 
又 知 .0O0' 一 Z 十 过 ， 
名 而 
(z 十 2 一 145a2 一 344(w 二 or) 二 3 人 2 二 2) 2 
即 (zw)2 一 34a(2-2z0) 十 148a? 
(z 寺 2 一 5o) (CC 十 一 290) 一 0。， 
显然 TYZ<29c, 所 以 ZI "一 5c。: 
已 知 两 加 面积 之 和 为 7(z) 则 
(oO) 一 oo2 十 zx/2 一 02 寺 mr(5G 二 的 3 
“217 (ce o 1 1 
想 据 题 意 z 取 最 大 值 时 2 一 49r;% 取 最 
小 值 时 2 一 各 ( 即 xz 二 4。 因此, 太 0 的 最 小 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 


F(z) 的 最 大 值 是 
(Ga) 一 F4x) 一 17xa2， 
所 求 函 数 .7 (zx) 的 图 象 如 上 图 . 

3615， 一 圆 过 定点 \0， 和 与 和 轴 截 得 的 
终 长 为 2a， 问 它 的 
圆心 在 什么 曲线 
-上 ? 

解 设 定 点 为 
2， 较 心 为 也 (cz， 2 
西 和 z 轴 的 交点 为 
B、OC， 弦 BC 的 中 
点 为 ，BM 一 0 则 由 P4 一 PB, 知 

了 24? 一 忆 MX2 十 刀 MX2， 
"如 十 (一 0)3 一 2 十 a2， 
印 22 一 2a7.。 
故 圆心 卫 在 抛物 线 刀 一 2ay 上 。 该 抛物 线 与 


> 轴 在 原点 处 相 切 ,其 焦点 为 (0， 公 外 


和 3616 求 两 定点 4( 一 0， 0)， B(a， 0) 和 
圆 (Z 一 0)? 于 (一 0)2 一 ?3 上 的 动 点 三 所 构成 
的 人 A4PF 巨 的 重心 的 轨迹 方程 ， 并 指出 它 的 
图 形 是 什么 ? 

解 “” 因 为 三 角形 重心 的 坐标 等 于 三 顶点 从 
标的 平均 值 , 以 4 一 C， 0)， 瑟 (a， 0)， 忆 (w， 
g) 为 顶点 的 三 角形 的 重心 坐标 为 


交 二 ZX 十 G 一 0C 。 
3 


5 2 二 0T0 _yY 
到 3 下 


把 x 一 3, 一 3Z 代入 圆 的 方程 . 
， (Ce- 芒 ? (一 0)2 一 72 
则 得 。 (3 开 一 芒 2?+ (3 了 一 c)2 一 72， 


妈 、( 工 - 呈 )+( 了 -号 ) (和 


这 个 加 可 以 看 成 是 原来 的 困 以 原点 为 相似 中 


心 * 相似 比 为 于 进行 相似 变换 得 到 的 ， 
3617， 两 两 相交 的 三 条 直线 为 
C12 寺 01 十 ci 一 0，CoX 十 2D20 十 co 王 0， 
aaX 十 Da 十 Cs 一 0。 
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把 它们 左边 的 一 次 式 分 别 用 2， ?2， ?3 表示 ， 


| 试 回答 下 列 问 题 . 


(1D 取 任 意 定数 p，9，? 方程 
DZP1s 十 97871 十 711P 一 0 
的 图 象 过 上 述 三 条 直线 中 每 两 条 直线 的 交 
点 。 试 述 其 理由 。 
《2) 《1) 的 方程 表示 圆 时 ,证明 2、Qq、 > 满 


2(asas 一 Dap3) 十 (Gaal 一 03D1) 
十 7 (Gilao 一 DiDo) 一 0 
及 2(aop3 十 ab) 十 g(aa01 二 0103) 
十 和 (alDa 十 0201) 一 0。 
解 (1) 设 下 一 0, 2 一 0, 则 有 
Do1s 二 91o11 十 77122 一 0。 
因此 直线 1 一 0 与 2 一 0 的 交点 在 曲线 
2121s 十 d1ol 十 IDD2 一 0 
上 。、 同 理 , 直线 ?2 一 0 与 为 一 0 的 交点 和 直线 
1 一 0, 1 一 0 的 交点 都 在 此 曲线 上 。 
(2) 如 果 () 的 曲线 表示 圆 ， 则 克 和 人 久 的 
系数 相等 , 是 2y 项 的 系数 为 零 。 在 方程 
21275 十 ad1s1i 二 712 一 0 
中 ,22 的 系数 是 ”2Zazas 十 gasQI 十 7G102， 
久 的 系数 是 ”222253 十 9baD1 十 ?Pipo， 
2 的 过 数 是 p(aaps 十 boxz) 十 G(Gabl 廿 baad) 
十 9(a10a 十 D1G2) 。 
因此 ,由 更 和 人 鹃 的 系数 相等 得 
-Zaa0s 十 Gaa01 十 ralas 
， 一 020353 十 GD301 十 701Do2， 
即 29(coxs 一 2223) 十 9(GaC1 一 0301) 
十 r (ala2 一 D1po) 一 0。 
由 唉 的 系数 为 零 , 得 
2(a203 十 Da0s) 十 9(GaD1 十 Dsc1) 
十 7 (alpp 十 biao?) 一 0。 
3618.， 把 直 贺 简 用 与 其 轴 成 伍 " 角 的 平 
面 截 开 , 再 把 这 个 圆 简 面 沿 一 条 母线 剪 开 , 并 


展开 平面 , 问 这 时 截 口 的 曲线 是 什么 形状 ? 
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解 ” 设 截 平 面 为 w，w% 与 直 圆 柱 面 的 轴 的 
交点 为 0，w 截 直 圆柱 面 的 截面 为 c。 过 O 作 
与 轴 甜 直 的 平面 ， 安 和 直 贺 柱 丁 的 交 线 思 与 
曲线 的 交点 为 4、B; 则 4 刀 必 过 点 O. 设 
过 ec 上 任意 点 己 的 母线 和 类 的 交点 为 @， 过 
9 引 4 的 垂 线 , 其 垂 足 为 互 ， 了 由 玉 4B 
知 PDFQ=45"，… 9P 一 万 9， 

设 409=6( 用 弛 度 制 表 示 )， 则 互 9 一 
09asin6。 如 把 0O4 取 作 单位 长 , 则 
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.多 =04.6=6， 
OP= Fo=-0Ogsin6g=sin6。. 
因此 ， 如 沿 过 4 的 母线 把 直 吏 柱 的 倒 面 剪 开 
并 展 成 平面 , 则 截面 c 就 是 在 这 个 平面 上 , 以 
4 为 原点 、 过 44 的 母线 为 9 轴 建 立 的 直角 举 
标 系 里 , 用 y 一 sin2g 所 表示 的 曲线 , 即 正 芝 曲 
线 。 
如 果 沿 其 他 母线 剪 开 时 ， 所 得 的 曲线 与 上 
面 的 曲线 相同 , 仍 是 正弦 曲线 。 
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1. 图 象 

3619. 作 下 列 函 数 的 图 象 , 

GD gr 于 志 930 
(3) g 一 一 工 z， (人 9 一 202. 


5 
解 〈(D、2)》 取 数 值 表 描 点 作 图 , 其 图 象 
如 下 左 图 。 
(3)、( 约 取 数 值 表 描 点 作 图 ， 其 图 象 如 下 
图 


注 一 般 地 ,y=axz2 的 图 象 是 顶点 在 原点 、 
2 轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 。 如 &> 0 开 只 向 上 ; 
如 C<0) 开 吕 向 下 。 

3620. 作 下 列 函 数 的 图 象 ， 指 出 它 秀 


数 2 于 只 的 图 象 的 位 置 关系 。 ， 
GD gg 一 于 人 -3)25 人 一 瑟 (c 二 3)2. 


解 (1D % 一 误 (z 一 3)2 列 出 力 2 间 的 对 
应 数值 表 : 


(2) %= 豆 (z 十 3)2 和 (1) 一 样 列表 如 下 : 


报 据 上 表 描 点 作 图 可 以 得 到 其 图 象 如 下 图 。 
xz 一 一 3 
y= 了 2 | y= 去 (zc3) 


z 一 3 


忆 
9 一 去 (z 了 +3): & 


本 
由 此 可 见 ， 函 数 % 一 亏 (x 一 3)2 的 图 象 是 把 
摔 物 线 y 一 于 9 沿 z 轴 正 向 平行 移动 3 ( 即 
向 右 平移 3) 所 得 的 抛物 线 ; 函数 一 于 (o+3) 
的 图 象 是 把 逝 物 线 y 一 亏 泊 5 轴 正 向平 


行 移动 ~3( 即 向 左 平移 3) 所 得 到 的 抛物 线 。 
一 般 地 ， 函 数 g 一 a(z 一 妨 * 的 图 象 是 把 所 
物 线 9 一 ao2 沿 2 轴 正 向 平行 移动 姑 所 得 到 
的 抛物 线 。 具体 地 说 ， 当 为 >0 时 向 右 平移 
他 当 思 <0 时 向 左 平移 | 让。 
3621. 作 下 列 函 数 的 图 象 ,指出 它 和 抛物 
线 y 一 开 字 的 位 置 关系 . 


GD g= 子 o2+2， (2) gg= 工 o2-3. 
解 ”和 上 题 一 样 ， 列 出 x、 3 的 对 应 数值 
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表 , 然后 描 点 作 图 , 就 可 得 到 它们 的 图 象 如 下 | 平行 移动 了 所 得 到 的 抛物 线 ， 它 的 顶点 坐标 


外 


由 此 可 见 ， 函 数 % 一 地 o 二 3 的 图 象 是 把 
抛物 线 一 子 好 沿 轴 正 方向 平行 移动 2 
( 印 向 上 平移 人 所 得 到 的 抛物线 ; 了 数 y 


到 -2 的 图 象 是 把 地 物 线 y 一 王 罗 沿 y 输 


了 疝 平行 移动 一 2 〈 即 向 下 平 萄 2) 所 得 到 

的 抛 物 线 。 

一 般 地 ， 尖 数 y 一 c 只 -上 的 图 象 是 把 抛物 
线 Vy=axz23 沿 2 轴 正 方向 平行 移动 妈 ( 当 有 >0 
时 间 上 平移 z2 当 V<0 人 
到 的 抛物 线 。 

3622， 作 ! 

4 一 23(z 一 3)2 一 5 1 

的 图 象 。 > 

解 先 作 % 一 2 的 人 
区 象 ， 把 它 向 右 巴 行 移 | 
动 3 得 到 2 一 32(x 一 3)2 
的 图 象 ， 再 把 得 到 的 图 
象 向 下 平行 移动 5 就 得 
到 拓 2(Z 一 3)2? 一 5 的 图 象 . 民 此 2(z 一 3)2 
一 5 的 图 象 是 顶点 在 (3， 一 5) 、 对 称 轴 方 程 是 
2 一 3 的 抛物 线 。 

3623. 作 人 5 的 图 象 ， 求 其 
顶点 坐标 和 对 称 轴 
方程 。 

角 ， 

3 一 一 (22 一 4 十 5) 
一 一 (o2 一 4 上 4H1T) 
一 一 (2 一 2)2 一 工 。 

它 的 图 象 是 把 抛物 

线 y= 一 一 向 右 平 

行 移动 >, 再 向 下 


一 一 中 
一 一 一 
| 


>ez 


一 
一 
on 


~ 
= 四 


ns 


(3,-5) 


= 一 (2 一 2 一 


ZXZ 一 2 


是 (3， 一 蕊 ,对称 轴 方程 是 Z 一 2。 
3624. 作 下 列 函 数 的 图 象 。 
(GD) 一 20 (2 人 一 一 22， 
《3) 多 一 2 十 2 一 3 一 0. 
解 () 


(3) 把 原 方程 变形 为 7y 一 孔 ? 一 一 (一 入 。 
它 的 图 象 是 把 抛 
物 线 op 一 一 z 沿 
2 轴 正 向 平移 4 
再 沿 9 轴 方 向 平 
移 工 所 得 到 的 抛 
物 线 。 

注 人 般 地 ， 
吧 一 az 的 图 象 是 
顶点 在 原点 、Z 轴 为 对 称 办 的 抛物 线 。 如 
G>0, 抛物 线 开 口 向 右 ; 如 Gc<0, 抛物 线 开口 
向 左 。 

3625。 作 下 列 函 数 的 图 象 ， 并 指出 它们 


之 间 的 位 置 关系 。 
() yy 一 wz， (3) 2 一 一 2， 
(3) 4 一 -zz， 全 y 一 一 V 二 2。 


解 (0 在 2 一 xz 中 , 因 y 必 须 是 实数 ， 
所 以 x 佐 0 % 储 0。 因此 ,， 它 的 图 象 是 在 逝 物 
线 久 一 2 中 表示 纵 坐 标 4 是 非 负 值 的 部 分 ， 
如 下 左 图 中 的 实 线 。 


zsS~ 公 
4 字 


(2) 在 4 一 一 7 中 ， 和 (1) 一 拌 z 兰 0， 


2E0。 所 以 它 的 图 象 是 在 抛物 线 儿 一 z 中 纵 


坐标 2 是 负 值 和 零 的 部 分 。 如 上 右 图 中 的 实 
线 。(D) 和 (多 关 于 “ 轴 对 称 。 
G@) 在 9-V 一 z 中 , 因 y 必须 是 实数 ,所 


的 
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以 YE0% 人 兰 0. 因此 , 它 的 图 象 是 抛物 线 久 一 
一 2 中 维 坐 标 9 是 非 负 值 的 部 分 . 如 下 左 图 ， 


(由 在 2 一 一 一 2 中 ， 和 (3) 一 样 Z 硅 0， 
4 至 0. 所 以 它 的 图 象 是 抛物 线 4 一 一 2 中 纵 


坐标 4 是 非 正 值 的 部 分 。 如 上 右 图 。 
(3) 和 (全 关于 2 轴 对 称 。 又 (1) 和 (3) ，(2) 
和 ( 纹 分 别 关 于 y 轴 对 称 。 (1) 和 ( 纺 ，(2) 和 
(3) 分 别 关 于 原点 对 称 。 - 
3S626。， 作 函数 y 一 Vz~1 工 的 图 象 . . 
解 把 两 边 平方 ， 
得 
42 一 2 一 1， 
21L。 
这 个 方程 的 图 象 是 以 
(0) 为 顶点 、 以 和 % 加 
为 对 砍 轴 的 抛物 线 。 
在 函数 一 Vz 一 上 中 ,z 一 II 六 0 % 全 0. 所 
以 它 的 医 象 是 图 中 的 实 线 。 
 S627。 作 嚼 数 y 一 V 3 一 2 的 贺 象 
解 把 
4 一 V2-7 四 
两 边 平方 , 得 
从 一 2 一 2 
即 包 一 一 (一 2 (2) 。 四 


@ 的 图 象 是 以 (2，0) 为 顶点 、z 轴 为 对 称 轴 
的 抛物 线 。 因为 V3 一 x 兰 0, 人 兰 0， 所 以 @ 
的 图 象 是 抛物 线 四 中 z 轴 上 方 的 部 分 。 


3628， 作 函数 二 
4 一 wz 士 上 1 
的 图 象 。 : 打 
解 Ne 
yy 一 wzf+TI 四 Ra 
两 边 平 方 , 得 


op=z+1 (xz 兰 -1 。 
加 的 图 象 是 顶点 在 (一 志 0)， 对 称 轴 是 二 
的 抛物 线 。 因为 V5 二 i 兰 0, y 兰 0， 所 以 8 
的 图 象 是 抛物 线 @ 中 轴 上 方 的 部 分 。 
中 的 虚线 部 分 是 轴 数 9 一 YI 的 国 浊 ， 


@@ 
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3629. 作 下 列 函 数 的 图 象 。 
(1) by 一 3 一 2 
(2) % 一 一 503z 二 5) ， 


解 ”GD 3z 一 2 兰 0，… 
即 z 宕 号 时 ，2% 兰 0。 


把 原 式 两 边 平 方 ,得 
一 3X 一 3。 


所 求 的 图 象 是 以 点 
( 忆 0 /为 顶点 .“ 轴 ， 


为 对 称 轴 、 开 口 向 右 
的 抛物 线 上 , 级 坐标 4 是 非 负 值 的 部 分 。 


(2) 3z- 3 三 0， z 关 忆 
即 在 函数 中 
zx 苦 号 ，9<0。 
把 原 式 两 边 平方 ,得 
IP=2(3z 一 2)， 
2 
即 % 一 6(z- 子 )。 
因此 ，。 所 求 图 象 是 以 点 
(号 9 ) 为 顶点 、= 轴 为 对 称 轴 、 开口 向 右 的 


抛物 线 上 , 纵 坐 标 4 是 非 正 值 的 部 分 。 
3630. 作 函 数 y 开 一 Vs 一 3 的 图 象 。 
解 


所 以 zx 苦 2。 
又 因 一 2 一 2 至 0 所 以 4 一 等 0% 从 而 
4 于 上 人 @ 
把 四 两 边 也 方 ， 
(一 力 2 一 Z 一 2。 人 @ 
图 的 图 象 是 以 直线 4 一 工 为 对 称 轴 、 点 2, 1) 
为 顶点 的 抛物 线 。 由 四 3 到 上 所 以 @ 的 图 
象 是 图 的 抛物 线 
上 纵 坐 标 y 会 L 的 
部 分 。 
3631. 作 函 数 
4 一 以 入 一 3=2 
的 图 象 。 
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解 已 知 函 数 % 一 3 一 V 瑟 一 5。 两 边 平 
@-3? 一 如 一 3， 
| 3 
即 @-2)?=s(z- 全 让 
故 所 求 图 象 是 以 点 ( 了，3 ) 为 顶点 、 以 直线 
% 一 3 为 对 称 轴 的 抛物 线 的 上 半 部 分 。 
全. 顶点、 轴 、 焦 点 、 准 线 
3632.。 求 抛物 线 9 一 az 二 bz+oe 的 顶点 


坐标 和 对 称 轴 的 方程 。 
解 2 一 az 十 2x 十 C 


它 的 图 象 是 把 抛物 线 g 一 az2 沿 z 轴 正 向 平 
行 移 志 -一 4cc 


所 得 到 的 抛物 线 。 它 的 顶点 坐标 是 ( 一双， 
妨 一 4ac 全 
一 之 二?a2 ) 对 称 灿 方程 是 z- 到 


3633,;， 求 下 列 抛 物 线 的 顶点 坐标 和 对 称 
轴 方 程 

(1 9 一 一 8z2 十 16， (2) 7 一 202 一 4 一 5 

(3) 4 一 邓 十 8z 十 13，(4) 9 一 24 一 97 一 2 

解 人 顶点 (0, 16)， 轴 2Z 一 0。 


(2) 9g 一 2(2 一 2z 一 号 


-2(-2z+1-1- 瑟 ) 


=-3| (xz-1.D? 一 卫 |= 2(<-D?-7。 


顶点 人 L， 一 7)， 轴 Z 一 二 。 

(3) 9 一 (Z 二 42 一 3， 

顶点 (- 征 一 3)， 轴 z 一 一 4 
人 引 g 一 一 (2 十 9x 一 24) 


第 八 编 解析 几何 


3634. 证 明 : 到 定点 (2，0) 和 定 直 线 z 一 
一 2 距离 相等 的 点 (w, V) 的 坐标 满足 方程 
爷 一 407. 
到 定点 (0，2) 和 定 直 线 %g= 一 2 距离 根 等 


的 点 (z, 幼 的 坐标 满足 方程 %=- 垣 2 


好 =4prz 
解 设 PG, 急 , 下 (2p，0)， 其 中 D>0. 从 
疡 向 直线 gz 一 一 2 所作 的 重 线 足 为 X, 则 由 题 
设 知 
PN 一 Pz， 因而 PN?2 一 玉 2 
即 (Z 一 功 2 十 儿 一 (十 功 2。 
人 久 一 422. 
同样 ， 设 P(zw， 幼 、 下 (0, 人 ， 定 直线 一 


一 2 则 得 9 一 基 光 
注 定点 五 叫做 抛物 线 的 焦点 ， 定 直线 叫 


做 抛物 线 的 准 线 . 

3635. 求 下 列 方程 的 图 象 的 焦点 坐标 和 
稚 线 方程 . 

GD) 即 一 一 6x， 4) 2 一 3 


解 届 抛物 线 儿 =4pz 的 焦点 坐标 为 
(2, 0), 准 线 方程 为 z 一 一 2D. 把 多 一 一 6z 与 
久 一 92z 比较 ,得 


和 2 一 一 人 .2 一 3 
故 所 求 焦点 的 坐标 为 ( 一 互 ，0 小 准 线 方程 为 
ZX 一 可 。 


《2) 反 扫 物 线 sz 了 y 与 标准 形式 邓 = 
429 比较 ,得 
4 一 蒜 ， 


故 所 求 焦点 的 坐标 为 0， 让 准 线 方程 为 


4 一 一 一 一 。 


五 ” 
3636. 求 抛物 线 3 一 只 T2z 一 3 的 准 线 、 
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焦点 和 对 称 轴 。 人 (。 宇 )，50 
解 一 字 二 2z--3 一 (xz 二 1)2? 一 4。 它 的 图 4 
象 是 把 抛物 线 (4) 帮 十 27 王 8 十 3， 
% 一 人 达 向 左 平 即 (十 切 2=8 2 二). 
移 , 再 向 下 台 
平移 4 所 得 的 它 的 图 象 是 把 拢 物 线 包 一 8z 向 左 平移 二 ,再 
拢 物 线 。 把 折 8 
物 线 gz 和 向 下 平移 1 而 得 到 的 抛物 线 。 已 知 抛物 线 
和 久 一 8x 一 和.2.z 的 准 线 焦 点 和 对 称 轴 分 别 是 


访 吕 比较 ,得 9 一 于 ， 所 以 其 准 线 方程 为 
9% 一 一 二 焦点 为 ( 0 于) 对称 轴 为 =0. 因 
而 4 一 必 十 2z 一 3 的 准 线 为 直线 y 一 一 荆 , 焦 
点 为 ( -1 一 汪 ) 对 称 轴 为 * 一 一 1 
3637， 求 下 列 抛 物 线 的 准 线 、 焦 点 和 对 
称 轴 。 
(1) 4 一 22 了 22 十 1， (2) 好 一 一 9 
(3) 9 一 (3 一 功 (3 十 切 ， 
(4 人 十 2 一 8z 十 3。 
解 “() 9 一 中 2x 十 1 一 (x 十 T2。 
它 的 图 象 是 把 抛物 线 9g 一 z 向 左 平移 工 所 得 
到 的 抛物 线 。 已 知 抛物 线 9 一 吧 的 准 线 、 焦 
点 .对 称 轴 分 别 是 
1 1 
3 一 一 玉 ， (。%， 也 )， 一 0。 
因此 是 设 抛 物 线 的 准 线 、 焦 点 和 对 称 轴 分 别 
1 1 
2 一 一 三 ， (-3 子 )， 2 一 一 J。 


人 一 9y， .oo 一 4x 且 外 


”这 条 抛物 线 的 准 线 、 焦 点 和 对 称 轴 分 别 是 
. 9 
(%， - 工 ) ZX 一 0。 
(3) 4 一 (2 一 轨 (2 十 o) 一 一 她 十 和。 
它 的 图 象 是 把 抛物 线 y 一 一 友 向 上 平移 4 而 


得 到 的 抛物 线 .已 知 抛物 线 g=- 一 只 的 准 线 、 
焦点 和 对 称 灿 分 别 是 


9 一 工 (% 一 二 Z= 一 0。 


因此 题 设 抛物 线 的 准 线 、 焦 点 和 对 称 轴 分 别 
是 8 


9 
2 一 元 ， 


2 一 一 2， (2， 0)， 4 一 0， 
因此 题 设 抛物 线 的 准 线 、 焦 点 和 对 称 轴 分 别 
是 


3638. 求 通过 抛物 线 如 =4pz 的 焦点 且 
垂直 于 其 对 称 轴 的 弦 局 
长 。 
解 抛 物 线 2 一 4F7 
和 弱 z 一 2 交点 的 纵 坐 
标 满足 多 一 422 即 9 一 
士 20， 所 以 该 弦 的 长 是 
和- 

3639. 已 知 从 过 抛物 线 焦 点 了 的 弦 29 
两 端 所 作 准 线 的 垂 线 分 别 为 PE、QS,， RS 的 
中 点 为 M。 证 明 以 下 各 点 : 

(DRBLSF， (2) BTLPMX， 

(3)》 Pi LOG，. 

(人 POOLME， 

《5) 设 

卫 尼 一 0 
9S=D 
试用 cc.5 表示 MB . 
的 长 。 
解 () 
PH 一 PR， 
. LPFB 一 寺 (180。 一 了 TPR 。 
9 一 9S， 
, LQFS- 志 (180。- 795S) 


R(pz,0) 


因而 
PPRTAQGFS 


一 180*- 记 (BFPRTAT9S) 
一 90。， 
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ALBFS 一 90。， 
从 而 五 古 上 SS 有 
(2) 设 P9 的 中 点 为 ， 


MT= 了 于 (EPZRE-GS) = 二 PO= PN。 


MX PR， 
.ANPM= -NMP= RPM 
故 RM 是 等 腰 三 角形 交 PZP 顶 角 的 平分 线 ， 
ELPM。 
(3) 完全 和 (2 类 似 
MN=Nq， 
AN9MN= 一 -Na 人 9=MX9S.。 
履 9M 是 等 腰 三 角形 8@ 的 顶 角 平分 线 ， 
"SF 19M, 且 PM RE (由 (2))。 
"。， PM 1Q9M。 
(4) 在 人 PRM 和 人 PPFBHM 中 ,PR= 了 PP， 
ARPM 一 -FTFPHN( 由 (2))，PM 公共 。 
.APRMeeAPFM， 
因而 PPM= PEM=90*， 
POOLMPB 
(5) APMO=- 了 (由 (3))，MKB_LPO( 由 
(g)， 
-。 太太 一 P1 .9 一 PR.QS=a2D， 
从 而 MX 一 vc6. 
3640.。 证 明 : 以 过 擅 物 线 焦点 的 弦 为 直 
径 的 圆 和 该 抛物 线 的 准 线 “ X 
相 切 。 浆 中 
解 设 4 为 抛物 线 的 
焦点 , XZ 为 准 线 , 则 从 抛 。” M AM 
物 线 上 任 一 点 卫 到 了 立 的 A 
。 距离 都 等 于 PL4。 设 过 焦  Q 
点 4 的 任意 张 为 P@， 其 了 
中 点 为 歼 。 如 从 忆 9、2 
分 别 向 Y 引 垂 线 PP'、99'、24M ， 则 
PP'TQ9' 一 2MM。 个 
PP' 一 P4, 99'=Q4， 


由 于 


由 于 
所 以 
PP'TOo' 一 P4T94=PQ。 四 
由 四 .@, 知 PPO 一 201。 / 
因此 以 P@ 为 直径 的 圆 的 半径 是 MKM" 又 因 
到 邓 "人 TY 所 以 贺 M 和 准 线 与 世 相 切 。 
3641. 证明: 以 抛物 线 多 一 4pz5 人 >0) 的 
焦点 (2,，0) 和 抛物 线 上 的 任意 一 点 卫 (Zu yt) 
为 直径 两 端点 的 圆 和 2 轴 相 切 。 


,为 五 ，0)， 抛 
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解 ” 设 抛物 线 
为 好 一 422) 焦点 


物 线 上 的 点 为 
Po 4 则 了 己 
的 中 点 坐标 为 
[crtg 3 
和 交 
从 三 向 准 线 作 垂 线 PP， 则 
五 卫 一 疡 一 D 十 ol。 
又 从 歼 吝 y 轴 作 垂 线 ML 则 
Ma" 一 避 (2 二 2 = 子 FFP。 


因此 以 歼 为 圆心 、ZP 为 半径 的 圆 和 2 轴 相 
切 。 


了 . 抛物 线 的 切线 、 切 点 


3642. 求 挑 物 线 包 =422 上 的 点 Pt zy 
处 的 切线 方程 。 
解 ” 设 过 了 (zi， 90) 的 任意 直线 为 
2 一 俯 一 信人 2 一) 中 
又 久 一 42z. - @ 
由 轩 知 z 委 ， 代入 , 则 


I122 一 4D2 于 42 一 472201 一 0。 
由 妈 一 42xt, 上 式 可 写成 
Mil2 一 409 二 4091 一 M20 一 0。 
因为 儿 #0，@ 和 四 相 切 的 条 件 是 此 方程 的 
判别 式 卫 =0, 即 
422 一 72(420 红 一 0) 一 0， 
M2203 一 40702001 二 403 一 0， 
(MU1 一 20)2 一 0， 


从 而 mm 一 -2 开 . @ 
如 
把 图 代入 @ 并 整理 , 得 所 求 切线 方程 为 
WUhHi 一 2p(4 二 dz) 。 


注 在 22=427 上 的 点 (woi gg0 处 的 切线 

方程 是 
010 一 20(9 寺 31) 。 

3643. 设 抛物 线 包 一 222 (>0) 上 的 任 
意 点 为 了 (zt, 纺 )， 焦 点 为 下。 过 点 书 作 平 
行 于 xz 轴 揭 直线 王 和 直线 28， 证 明 此 两 
直线 与 点 也 处 的 切线 的 夹 角 相 等 。 

解 扼 物 线 Y 一 492 的 焦点 是 下 (po，0)， 


、 第 三 章 抛 物 线 843 
所 以 QM<9 五 . 
了 72 一 0 一 2 因为 q9 万 =9F， 
4 所 以 9M<9z。 
又 卫 是 抽 物 即 在 P7 上 , 除 点 卫 外 都 不 在 这 条 拓 物 线 上 ， 
线 上 的 点 ， 所 所 以 P7 和 这 条 抛物 线 相 切 于 卫 . 
以 “| ”3645， 求 和 扼 物 线 %2 一 8z 相 切 且 平 行 于 
一 4 人 | 直线 g 一 号 二 5 的 切线 方程 和 切 点 的 从 
aom(n49)2。 国 | 解 直线 9 2 的 斜率 为 立 ， 设 所 
由 上 题 知 , 在 点 也 处 的 切线 2 的 方程 为 | 求 切线 的 方程 为 g 一 去 xs 十 3。 因此 方程 
29g 一 20(ZTz:)。 2 
设 g 一 0 则 wx 一 一 局 (去 z+ 一 8z Q@ 


。。O7 一 | 一 好 | 一 0 《( ziD9)， 
因而 ZZ 一 * 十 ?。 由 此 式 和 加 ,得 


TFT 一 7，.…， ATP8 一 AT。 
又 也 ZY1 TO， ee ZXPTI 一 AT) 
故 LTFPZ 一 人 XPT'. 


3644， 如 下 图 。 直线 9, 点 五 及 己 、 思 分 
” 别 是 某 抛物 线 的 准 线 、 焦 点 和 该 抛物 线 上 的 
点 。 
(由 图 (1) 求 抛物 线 的 焦点 (不 证 明 ); 
(2》 由 图 (2) 求 抛物 线 的 准 线 ( 不 证 明 ); 
(3) 图 (3)。 设 由 导向 9 所 引 的 垂 线 为 
忆 万 ， 了 PP 豆 的 平分 线 为 天 了 证明 PT 人 
条 抛物 线 相 切 于 点 也。 


解 (1 耸 人 分 别 向 9 引 垂 线 忆 P， 
998'. 以 忆 、4 为 圆心 分 别 作 半径 为 PP， 
99 ' 的 圆 ， 设 其 交点 为 了 ， 则 刀 就 是 这 条 抛 
物 线 的 焦点 。 

(2) 作 以 卫 为 加 心 、PE 为 半径 和 以 8 为 
阅 心 、%Z 为 半径 的 两 个 圆 , 这 两 个 圈 的 外 公 
切线 就 是 这 条 抛物 线 的 准 
线 , 

(3) 了 是 抛物 线 上 的 
点 、 巡 是 焦点 、9 是 准 线 ， 
所 以 三 区 一 PE. 在 直线 
ZIT 上 取 点 卫 以 外 的 点 @， 
从 人 向 9 作答 线 @M, 则 


具有 等 根 , 其 判别 式 卫 为 0. 整理 @ 得 
22 二 4(D 一 8)7 十 4202 一 0， 

，D 一 [4(2 一 8)]? 一 4.422 一 0， 

了 D 一 4。 

代入 四 得 z 一 8. 以 z 一 8 2 一 和 代入 


中 得 g=8。 疯 庆 和 大 
一 z 十 多 


切 点 为 (8, 8) 。 

: 3646。 证明 抛 物 线 
?一 405 中 
的 叙 率 为 罗 的 切线 方程 为 


% 一 mx 十 五。 
解 设 国 的 八 率 为 双 的 切线 方程 为 
4 一 MX 十 D。 
把 @@ 代入 @, 得 
(0 十 D)2 一 4200， 
2022 十 227020 二 22 一 422; 
即 M1202 十 2(2M 一 20)2 十 022 一 0.。 
由 于 国 是 @@ 的 切线 ， 这 个 方程 必须 具有 等 
根 , 所 以 
_ (2 一 22)2 一 11202 一 0。 
解 之 得 2 一 把. 
人 
2 一 0 二 7 轴 2 . 


3647. 证 明 ; 在 抛 狗 线 2=coa 上 的 点 
也 Got 纹 ) 处 的 切线 方程 为 


844 


9 一 20210 一 从 。 

解 由 问题 3642 注 ， 在 妈 一 42y 上 的 点 
《xb 9 处 的 切线 方程 为 mz 一 2p (yi). 抛 
物 线 % 一 az2 即 好 一 上 ,把 它 与 标准 形式 比较 
知 细 = 工 即 g=- 志 ,把 它 代入 就 得 到 所 求 切 
线 方程 为 

oz 一 到 -的 十 幼 )， 


邵 4 一 2a217 一 41。 

3648. 证 明 : 过 抛物 线 欠 一 4poz 上 的 两 
点 了 (zl 21)、@(z2， 22) 的 两 条 切线 的 交点 坐 
标 汐 | yat 末 人 十 其 |. 

解 过 抛物 线 好 一 42z 上 的 两 点 Bcl 2 四 、 
9(z2 %) 的 切线 方程 分 别 为 

390 一 2 二 20D ，2bo0 一 2D(Z 十 z2) 。 
消去 %， 得 两 切线 交点 的 横 坐 标 : 
2072 一 Mo2t 

322 一 儿 

但 好 一 4pz1， 人 路 一 4272， 


21 一 2 
亏本 


人 一 
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把 这 个 z 值 无 论 代 入 那个 切线 方程 都 可 得 到 
两 切线 交点 的 纵 坐 标 为 
-21 夫 \、 1 
5 站 (52 和) 于 n+ 的。 
故 两 切线 的 交点 坐标 为 
(各 ， 2 加)。 
4 
3649.。 证 明 : 过 一 点 P(cu 41) 府 抛 物 
线 妨 一 4D2 可 引 两 条 切线 。 这 两 条 切线 的 斜 
率 ,， 当 点 卫 在 抛物 线 的 外 部 时 是 不 局 的 两 个 
实数 ， 当 点 三 在 抛物 线 上 时 是 两 个 相同 的 实 
数 ， 当 点 己 在 抛物 线 的 内 部 时 是 虚数 ( 虚 直 
线 )。 
解 由 问题 3846 知 , 抛物 线 急 一 422 的 斜 
率 为 驳 的 切线 方程 是 


三 卫 
2 一 7Z 十 2? 外 
@ 过 点 忆 (ca， 9 时 
E 人 
II 十 加 。 全 


从 四, 得 
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020 一 人 人 十 9 一 0。 
把 从 四 得 到 的 两 个 勾 值 代 入 @, 就 得 到 过 
点 三 (2 幼 ) 的 两 条 切线 方程 。 

我 们 考虑 @@ 的 判别 式 。 如 果 邮 一 42Z1> 
0, 则 从 人 @ 可 得 到 多 的 两 个 不 同 实数 值 ; 如 果 
巡 一 4oi=0， 则 从 四 可 得 到 勾 的 两 个 相等 
的 实数 值 ; 如 果 好 一 4221< 0 则 从 图 可 得 到 
双 的 两 个 虚数 值 。 

但 是 锅 一 4xzi>0 的 条 件 是 点 己 (Zt 4) 在 
抛物 线 的 外 部 , 好 一 42mw 一 0 的 条 件 是 点 卫 在 
抛物 线 上 ， 妈 一 422x<0 的 条 件 是 点 书 在 抛 
物 线 的 内 部 。 因此 当 点 王 在 抛物 线 外 部 时 ， 
从 点 卫 可 引 两 条 切线 ; 当 点 三 在 抛物 线 上 
有 时， 从 点 书 可 引 一 条 切线 ; 当 点 己 在 抛物 线 
内 部 时 , 从 点 一 不 能 引 切 线 . 

3650. 设 抛 物 线 内 = 一 42w (2>>0) 上 点 己 
处 的 切线 和 2z 轴 
的 交点 为 了 万 
是 焦点 , 则 

也 1 一 7 了 7 

解 从 点 Pzl， 
2 加) 作 2 轴 的 垂 
线 , 2 为 垂 足 , 则 
点 的 坐标 是 
(zt 0) 。 由 于 在 点 P(zi，9%) 处 的 切 线 方程 
是 244 一 22(Z 士 科 )， 在 此 式 中 令 y 一 0， 则 得 
ZX 一 一 21， 这 就 是 点 了 的 横 坐 标 。 因为 CO 是 
MT 的 中 点 且 O8 一 2 所以 

卫 刀 2 一刀 1 2 十 不 M2 一 只 十 (Zi 一 2)2 
一 旭 十 从 一 200 士 22。 
把 绎 一 4pzl 代入 , 则 
三 2 一 (01 十 2)2。 
又 TZ8 一 OO7 一 04 十 D， 
一 

3651， 已 知 抛物 线 多 一 4oz 上 点 卫 处 的 
切线 PT 和 2% 轴 相 交 
于 丸 ， 抛 物 线 的 焦点 
为 闻 ， 证 明 直 线 &A 
和 PZ 成 直角 。 

解 从 点 Ph 2) 
向 2 轴 作 垂 线 PUW， 
了 至 为 垂 足 ， 则 点 开 
的 坐标 是 (zi，0) 。 又 由 上 题 知 Z( 一 Zl，0)， 
所 以 O 是 线段 7T 的 中 点 。 在 AZPM 中 ， 


第 三 章 抛 物 线 
MP1J/ ON. 因而 X 是 线段 ?PP 的 中 点 。 又 由 上 素 足 为 人 , 则 


上 题 知 ATP7 是 等 爵 三 角形 , 所 以 
万 VDZP。 

3652。 过 抛物线 焦点 忆 的 任意 弦 P@ 的 
两 端 分 别 作 这 条 抛物 线 的 切线 ， 则 这 两 条 切 
线 互 相 垂直 。 

解 设 抛物 线 为 包 一 422， 焦 点 一 的 坐 标 
为 (2, 0) 。 过 焦点 到 的 弦 的 两 端 刀 (zz， 2%D)、 
g@(z2, %) 的 切线 方程 分 别 是 和 

ee yag 一 20 (CC 二 ZN)， 
其 斜率 分 别 是 站 各 。 因而 它们 的 积 是 
.22 
3122” 
把 直线 P9 的 方程 用 4 一 训 (% 一 切 表 示 , 此 
式 和 久 一 422 消去 z， 从 所 得 的 方程 求 得 急 、 
护 的 值 。 即 
y 一 (所 -中 
一 一 0 

Jo 是 此 方程 的 两 根 , 所 以 yayo 一 一 入?. 因 
而 这 两 条 切线 的 斜率 之 积 为 

和 -和 

210o 和 2 
故 这 两 条 切线 互相 垂直 , 


们 .抛物 线 的 方程 

.3653。 求 以 点 (2, 2) 为 顶点 ， 点 (3，3) 为 
焦点 的 抛物 线 方 
程 。 

解 设 4(02，2) 
为 顶点 ,五 (3, 3) 为 
焦点 ， 则 准 线 卫 是 ， 
过 24 延长 线 的 点 
323, 切 且 垂直 于 
4 的 直线 ， 其 方 
程 是 Z 十 9 一 2 一 0. 又 因 点 了 (2 幼 到 忆 和 思 
的 距离 相等 ,所 以 


(xz 一 3)2 (一 8) 一 


2 一 20y 十 2 一 8zZ 一 8 十 33 一 0。 
3654. 求 以 (一 少 3) 为 焦点 , 直线 5 一 2 
为 准 线 的 抛物 线 方程 。 

解 设 瑟 (一 和 3)， 直线 z 一 2 为 9, 和 下 、 
9 等 距离 的 点 为 P(z 9)， 从 己 引 9 的 垂 线 ， 


(Z 十 2 一 2)3 
公 3 


即 


845 


P 丰 一 PN。 
即 
~/ (和 于 (一 3)3 


二 13z 一 6 十 纪 一 0. 
3655. 求 以 原点 为 焦点 , 直线 人 
为 准 线 的 抛物 线 方程 。 - 
和 解 点 已 和 原点 的 距 
离 是 V 史 十 吧 ,点 也 和 直 ， 
线 Zf+y+2= 一 0 的 距离 是 


{z 十 yY 七 3 { WA 
“7 , 报 据 抛物 线 定义 得 


2 十 P=- 2 ) 
即 巡 十 吧 一 20y 一 4 一 到 一 4 0。 
这 就 是 所 求 的 抛物 线 方程 .: 

3656. 求 执 物 线 9g 一 az2 十 DBz 二 ec 六 人 
轴 对 称 的 图 形 的 方程 。 
关于 4% 轴 对 称 呢 ? . 

解 ” 设 抛物 线 

ao2 十 DO 十 c 
上 任意 一 点 已 人, 2 关 
于 xz 轴 的 对 称 点 己 的 
坐标 为 (2 %)， 则 


另 一 0 一 一 4 


-ee+ente 
卫 (ex， 引 


PP 
= 一 922 一 好 一 < 


即 抛 物 线 % 一 ax2 十 bz 十 c 的 所 有 点 @ 2) 关 
于 z 扫 对 称 点 的 坐标 是 2， 一 分， 因而 所 求 


抛物 线 方程 是 
一 4 一 022 十 DZ 十 0 
4 一 一 GZ2 一 bw 一 C。 : 
同样 ， 求 抛物 线 %g 一 az 二 bz+e 关 于 9 轴 
对 称 图 形 的 方程 可 以 把 (2, 幼 换 成 (一 2 9)， 
因此 得 
4 一 (一 2)2 十 0 (一 0 十 Cy 
4 一 0602 一 0 十 C。 


3657. 把 抛物 线 y- -二 st- 工 移 


动 到 和 它 关 于 xz 办 的 对 克 位 置 时 ， 求 该 曲线 
的 方程 。 关 于 2 轴 对 称 呢 ? 


邑 


寻 


解 由 上 题 知 ,关于 2 轴 对 称 时 ,方程 为 


N 


846 


一 9 一 一 于 2 二 5z 一 1， 


8 7 一 于 22 te 2 


关于 4 轴 对 称 时 , 其 方程 为 
g 一 一 二 (一 为?5(~ 内 一 了 


区 % 一 一 于 到 52 一， > 


- 8658。 求 把 扼 物 线 y 一 aa2 移 到 和 它 关于 
直线 9 一 2 的 对 称 位 置 
时 该 曲线 的 方程 

解 ” 设 抛物 线 录 一 az2 
上 任意 点 了 (2 切 关于 
直线 4 一 2 对 称 点 的 坐 
标 为 (zy7)， 则 

人 一 久 术 一 2。 
因此 曲线 y=ax2 移动 到 和 它 关 于 直线 4 一 2 
对 称 的 位 置 时 ，. 该 曲线 的 方程 就 是 把 承 方 程 
中 和 4 互 换 所 得 到 的 方程 z 一 82 即 


op= 二 mw。 


3659。 求 把 抛物 线 g= 一 az? 十 有 网 移动 
到 和 它 关 于 直线 
% 一 一 2 的 对 称 位 
置 时 该 曲线 的 方 
程 。 

解 设 抛物 线 
4 一 a02 十 b 十 上 
的 任意 点 P(w, 切 
关于 直线 % 一 一 2 的 对 称 点 书 的 坐标 为 
(zy)， 则 和 一 一 % 9 一 一 0。 因 此 把 方程 

4 一 ax2 二 pz 二 c 中 的 2 改写 成 一 思 4 改写 成 

一 2 就 得 所 求 方程 为 

” my=Q( 一 幼 2 十 D( 一 轨 十 o 
2 一 一 002 十 D9 一 c。 

3668.， 把 抛物 线 9g 一 az? 十 8X 二 ce 分 别 作 
关于 直线 zx 一 六 和 % 一 & 的 对 称 移 动 时 ， 求 曲 
线 的 方程 。 

- 解 设 抛物 线 大 上 的 任意 点 
已 (z, 幼 关 于 直线 & 一 有 的 对 称 点 书 的 坐标 
为 (2 2) 则 
Z 二 2 一 2，2/ 一 2 
2 一 21 一 0 2 一 g 


gg 二 amToz+ec 
旦 


3 一 一 了 


， 
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因此 所 求 曲线 方程 是 把 原 方 程 中 了 换 成 
名 一 和 所 得 到 的 方程 , 即 
2 一 G(2 一 和 )2 十 0( 叶 一 十 c。 
同样 , 关于 直线 9 一 和 对 称 的 曲线 方程 为 
2 一 9 一 4002 十 DZ 十 
4 一 一 202 一 20 上 20 一 C。 
3661。 求 把 抛物 线 g 一 3x3 一 7x 一 5; 分 别 


即 


| 作 关 于 直线 z=&4 和 2%= 一 5 的 对 称 移 动 时 所 


得 曲线 的 方程 。 

解 ”由 上 题 知 ,， 求 抛物 线 ga 一 7z 一 5 
作 关于 直线 "一 4 对称 移动 时 所 得 曲线 的 方 
程 ， 只 须 把 原 方程 中 的 z 改写 成 8 一 光 于 是 


4 一 3(8 一 四 2 一 7(8 一 轨 一 5 
2% 一 3x2 一 412 十 131。 
由 上 题 知 , 求 抛物 线 作 关于 直线 一 一 5 对 
称 移动 所 得 曲线 的 方程 ， 只 须 把 原 方 程 中 的 
4 改写 成 一 切 ~- 罗 于 是 得 
一 10 一 4 一 322 一 7Z 一 5， 
4 一 一 322 小 7X 一 55。 
3662. 把 抛物 线 yy=axz2? 二 pz 十 c 作 关于 
点 4o,， B) 的 对 称 移 动 , 求 所 得 曲线 的 方程 。 
解 ” 设 点 了 (oz, 切 关 于 点 (o B) 的 对 称 点 
忆 的 坐标 为 (z,， 2)， 则 
0 二 2 一 2c，% 二 9 一 20。 
即 ZX 一 26 一 7，0 一 326 一 /。 
因此 , 曲线 % 一 az? 十 bz 十 ce 关于 点 (xc，B) 对称 
移动 时 所 得 曲线 的 方程 是 把 原 方 程 中 的 纪 Y 
分 别 改 写成 gg 一 z、326 一 所 得 的 方程 ,于 是 ， 


28 一 4 一 (2 一 办? 十 D(2c 一 她 十 C， 

4 一 一 4(2w 一 2)2 一 5(2c 一 人 廿 28 一 c， 
3663。 把 抛物 线 y 一 3x2 一 2 上 5 移动 到 
和 它 关 于 点 3， 一 纪 的 对 称 位 置 ， 求 所 得 曲 
线 的 方程 。 

解 由 上 题 知 ,分 别 把 2x3- 一 z 和 2x(-2 
-- 乡 即 6 一 汶 一 4 一 9。 代 换 原 方程 中 的 了 


即 


即 


即 


二 有 第 三 章 抛 物 线 847 
就 可 得 所 求 方程 为 网 
一 4 一 儿 3(6 一 妨 2 一 2(6 一 切 十 5， 也 
蓝 、  %- 一 3z? 十 34z 一 105。 0 
3664. 把 曲线 y 一 az2 二 DBzTe 移 动 到 和 ee 422 
它 关 于 原点 的 对 称 位 置 , 求 所 得 曲线 的 方程 。 设 此 方 径 的 两 个 报 
为 2, 则 该 弦 中 
点 的 织 坐 标 为 ， 


解 设 曲 线 y 一 cz?Tazf+c 上 任意 一 点 
一 (2 幼 关 于 原点 的 对 称 点 书 的 坐标 为 (z， 
2， 则 
好 一 一 2 1 一 一 外 。 
因此 ， 所 求 曲 线 方程 是 把 9 一 az? 十 0z 十 c 中 
的 y 分 别 换 成 一 和 一 所 得 的 方程 , 即 
一 9 一 Q( 一 轨 2? 干 D( 一 0 十 C， 
oo 2 一 一 G02 十 DX 一 C。 

扎 。 轨 迹 本 

3665. 求 过 抛物 线 儿 一 42z 顶点 的 弦 中 
点 的 轨迹 ， 并 作出 其 图 
形 。 

解 ” 设 过 抛物 线 多 一 
42x 顶点 O 的 任意 弦 
OP 中 点 到 的 坐标 为 
人 卫 ) , 则 点 王 的 坐标 

是 (2X，2Y)。 因 点 巴 
在 抛物 线 名 一 4o2 上 ， 
所 以 民 、 了 之 间 有 4Z?-spX， 即 了 一 


22 式 ， 
这 就 是 点 友 的 轨迹 方程 。 如 果 把 ( 民 , 卫 ) 用 


(4z, 幼 表 示 就 是 多 一 20z。 它 的 图 象 与 原 抛 
物 线 的 顶点 和 对 称 轴 相 同 ， 且 焦点 到 顶点 的 


距离 是 瑟 , 准 线 方程 是 z 一 一 伍 的 抛物 线 . 


3666 ， 求 抛物 线 多 一 425 的 方向 一 定 的 
弦 4 一 miz 二 D( 寺 0 2 是 任意 数 )， 它 的 中 点 
的 轨迹 。 

解 ”抛物线 儿 一 422 和 了 弦 4 一 MTD (2 是 
参数 ) 的 交点 坐标 是 其 方程 的 公共 解 。 所 以 
”交点 的 纵 坐 标 满足 


一 互 ( 力 十 略 )= 


此 式 说 明 , 虽 3 取 不 同 的 值 ， 平行 下 的 位 加 
以 改变 ， 但 是 这 些 弦 的 中 点 的 纵 坐标 总 是 定 
值 。 因 此 平行 弦 中 点 的 轨迹 是 平行 轴 的 直 


线 g 一 凶 . 


注 “平行 驴 中 点 加 这 的 直线 叫做 含有 这 些 
平行 弦 的 抛物 线 的 通 径 - 

3667. 作 抛物 线 妨 一 4pz 的 相互 垂直 的 
两 切线 , 求 这 两 条 切线 交点 的 轨迹 - 

解 ” 由 问题 3646 知 ,抛物线 P 一 4 的 相 


互生 直 的 两 切线 方程 分 别 为 


me O 
网 
要 求 @、@ 交点 的 轨迹 , 就 要 从 @、 @@ 中 消 
去 似 。 为 此 @@-- 四 ，, 得 ， 


(nr 芭 rr(w 光 me 


2 


。 2 十 2 一 0. 区 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方 程 ， 是 该 抽 物 线 的 准 线 - - 

32668. 已 知 2Z 轴 上 的 动 点 马 人 

z 一 0 上 的 动 点 9. 运 各 
动 开 始 时 尼 、 忠 分别 
在 (0, 0)，(z, 0) . 当 
瑟 向 右 方 、 向 上 方 
同时 以 等 速 -运动 时 ， 
过 台 的 垂 线 和 COQ@ 的 
交点 三 的 轨迹 是 什 
人 委 ? 

解 设 忆 .@ 的 运动 速度 都 是 钨 : 
在 (0, 0)、(&，0) 时 的 时 刻 记 为 0， 则 卢 时 后 
了 BR、9 的 坐标 爷 别 是 (w 人 鸭 。098 的 
方程 为 1 


和 
Rob0) 


瑟 .9 分别: 


848 
V 王 全 直 
过 五 且 垂 直 于 xz 轴 的 直线 方程 为 
Z 一 Mt。 


从 O、@ 消去 地 , 得 g 所 ,这 就 是 点 卫 的 
轨迹 方程 , 它 是 一 条 抛物 线 。 

3669， 从 焦点 下 引 抛 物 线 上 点 王 处 的 切 
线 的 垂 线 , 过 盖 引 
乎 行 于 > 轴 的 直 
线 ， 求 此 二 直线 的 
交点 @@ 的 轨迹 。 

解 抛物线 妨 = 
42Z 上 点 一 (2 21) 
处 的 切线 方程 为 

2 一 20(zT2ZD)， 
从 焦点 五 (p, 0) 作 这 条 切线 的 垂 线 的 方程 为 


-~ 荔 C-g9)， @ 


过 点 己 且 平行 于 xz 省 生生 
2 一 zi。 
故 直 线 国 、@@ 的 交点 缚 的 轨迹 方程 就 是 从 方 
程 @、 四 中 消去 妨 所 得 的 方程 
22 一 一 (% 一 2)， 即 z 一 一 2。 
它 表 示 该 抛物 线 的 准 线 。 

3670. 已 知 点 妖 是 抛物 线 太一 42Z 的 焦 
点 , 过 作 弦 P9， 来 De 中 点 戏 的 轨迹 并 
作 图 。 2 

. 解 ” 设 过 拓 物 线 | 站 
妨 一 427 能 点 玉 D;0) 

的 弦 的 方程 为 
2 一 色 (Z 一 2)， 
则 已 、@ 的 坐标 是 
下 列 联 立方 程 的 
媚 。 

2 一 422D 全 

3 一 M% (一 2 . 四 
从 @@ 把 zx 代入 @@,， 得 


2 \ 
yi( 生 -号 


久久 一 403 一 4 也 一 0。 
设 其 两 根 为 4、 22， 则 


42 
扩 十 bo 一 


即 


pngeererraeereeeeee 一 


一 一 一 一 一 
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因此 PO 中 点 于 的 纵 坐 标 为 
一 .22 
2 本 
又 从 加 把 /代入 @, 得 
02 一 人 ?一 420， 
IN202 一 20 (7 十 2)2 二 023222 一 0。 


设 其 两 根 为 wz 则 
22 (92 十 2) 
2  “ 


| 


2Z1 十 23 一 


因此 点 到 的 横 坐 标 为 
2 上 2 
z 一 2 》 @@ 
从 轿 、.@ 消去 和 ,得 
纺 一 20 (一 2) 。 @@ 
加 就 是 P9 中 点 戏 的 轨迹 方程 。 所 以 点 下 
的 轨迹 是 顶点 在 原 抛物 线 的 焦点 、 与 原 抛 物 


线 共 对 称 轴 、 从 焦点 到 顶点 的 距离 是 刀 、 焦 
点 为 ( p， 0 小 准 线 方程 是 zx 一 多 的 抛 怕 线 ， 


3671. 正方 形 的 四 个 顶点 分 别 为 0(0, 0)， 
4 0)，D(a ad，0(0，GaJ ， 在 边 O4 和 
BO 上 分 别 取 M、.W, 使 DM=BN。 设 ON 和 
COM 的 交点 为 一 (了 )， 当 点 允 从 CO 向 4 
运动 时 ， 求 点 卫 的 轨 
迹 方程 并 作出 其 格 
图 . 

解 ” 设 OU=BN= 
1 则 由 2(，0)、 
N(cC 一 1 0) 知 CH 的 
方程 为 


世 
0(00)M(50)A(a0) 


9 


必 久 一 
尼 站 CQ l 
ON 的 方程 为 
加 
人 @ 


因 忆 是 CU 和 ON 的 交点 ， 所 以 联 立 方程 
申 、@ 的 解 是 环 、 工 
ZX-2C- 全 ,7=-ko 


消去 & 得 所 求 轨迹 方程 为 


C 一 了 (C 一 了 )， 
部 (了 -号 ) =- 人) 
| 它 表 示 顶 点 为 ( 季 ， 科 的 抛物 线 ， 所 求 轨 秋 
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就 是 这 条 掀 物 线 在 正方 形 内 的 部 分 . 
3672， 已 知 一 点 也 和 直线 q 在 直线 a 上 
含有 点 刀 的 一 便 ， 一 
求 与 点 交 及 直线 4 

的 距离 之 和 等 于 4 

的 点 的 轨迹 . 


解 ” 设 适合 条 件 
的 点 为 己 , 过 书 作 直线 4 的 垂 线 P9,9 为 重 
足 , 则 站 PTZO=d. 在 直线 ac 上 含有 五 的 一 
侧 ， 作 和 直线 4 平行 卫 和 直线 4 的 距离 为 Q 
的 直线 办 。 设 OP 的 延长 线 和 名 的 交点 为 
五 册 

PRB=QR-P9=d 一 PO=PF。 
这 就 是 说 ， 从 一 到 直线 勾 的 距离 BZ 和 到 定 
点 五 的 距离 BZ 相等 ,所 多 点 三 在 以 环 为 焦 
点 ， 和 为 准 线 的 抛物 线 上 。 因此 所 求 的 轨迹 
就 是 这 条 抛物 线 。 

3673.。 如 下 图 。 内 切 于 半圆 4OBZ 的 图 
的 圆心 的 轨迹 是 什么 ?〈 不 用 坐标 法 时 可 
考虑 在 . 纹 的 中 点 工 处 作 切 线 ) 

解 ” 设 园 0O 的 


直径 4B .的 平行 
线 了 XZ。 从 三 向 
4B、XZ 引 重 线 ， . 
其 垂 足 分 别 为 、N, 则 OP 一 PN. 故 己 在 
以 0 为 焦点 以 和 为 准 线 的 抛物 线 夹 在 平 
行 直线 4 刀 和 以 Z 之 间 的 弧 4PPB 上 。 

反 过 来 ， 取 这 条 红 上 的 任 章 点 卫 ， 画 以 书 
为 圆心 且 切 平 4 的 图 , 设 切 点 为 到 , 则 OP 
一 一 PM, 因而 圆 己 也 内 切 于 圆 0。 即 圆 卫 
内 切 于 半圆 4OBZ。 

久 此 所 求 的 轨迹 是 以 O 为 焦点 、 了 了 为 准 
线 的 抛 物 线 夹 在 4 娓 和 了 和 Y 之 间 的 弧 。 


G. 大 惠 帮 于、 无 理 不 等 式 的 应 
局 

3674。 对 于 函数 va 和 42+a(a 
为 定数 )， 

(GD) 作出 它们 的 图 象 ; 

(2) 指出 这 些 图 象 的 名 矿 ; 

(8) 说 明 : 当 a 值 变化 时 两 图 象 交点 个 数 
的 变化 。 
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解 人、(2) %=vz+L 的 图 象 是 顶点 
在 (一 怀 0)， 对 称 轴 
是 z 轴 ， 开 口 向 右 的 
抛物 线 弦 =z+I 的 
上 半 部 分 . y 一 zTa 
的 图 象 是 和 2 轴 的 交 
点 为 (一 ‰ 0) ， 倾 角 
为 45"” 的 直线 。 

(3) 求 曲 线 4 一 V2z+IL 和 4 一 zz 交点 的 
坐标 , 解 此 两 联 立 方程 。 从 两 式 消 去 罗 得 

2 十 4 一 wz 十 IL， 
其 中 z 二 1 储 0 即 xz 储 - 也 且 x 储 一 gx。 两 边 平 
方 ， 


2 十 30 十 a2 一 2 十 1， 
部 22 十 (36 一 1)Z 十 a2 一 I 一 0。 
此 方程 有 实数 解 的 条 件 是 


(2 一 1)? 一 4(a2 一 了 三 0， 
解 之 得 "三 革 由 于 直线 J 一 x+G 和 2 轴 的 
交点 是 (一 a 0), 如 图 讨论 于 下 : 
如 果 -< -- 科 即 a> 习 ， 则 直线 和 抛物 
线 上 半 部 没有 公共 点 ; 如 果 一 6 一 一 开 即 
a 一 于， 则 直线 与 抛物 线 上 半 部 相 切 ; 如 果 


-< _a<-1 即 1<a<， 则 直线 和 抛物 


线 上 半 部 有 两 个 交点 ; 如 果 -> 一 [ 即 4< 
也 则 直线 和 抛物 线 上 半 部 交 于 一 点 。 
这 些 关 系 可 用 下 表 列 出 : 


3675. (1) 作 画 数 3 一 9-2zZ 一 3 及 4 一 
w\/ 史 一 双 的 图 象 。 


(2) 从 图 象 观察 方程 
太一 0 一 2 一 /5 二 克 人 
的 根 , 其 个 数 是 
TSe<3 2Sa 
[了 个 | [5 了 从 | 下 


(3) 特别 地 , 当 4 一 2 时 ,方程 四 变形 为 


0<a<LL 
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C-~3) (+D 一 VCG 厅 人 二 厅 . 
满足 此 方程 的 实 报 是 z 一 [ ]。 
(4)》 适合 不 等 式 
22 一 7 一 2 之 4 一 大 
的 2 值 的 范围 是 [E ]<2z<[ ]。 
解 ”(1) 把 函数 y 一 好 一 z 一 3 变形 为 
dt 9 
(到 2 


它 的 图 象 是 顶点 为 ( 于, 一 全 直线 or- 忌 为 


本 

对 称 轴 ， 开口 “村 克 2) 区 
向 上 的 抛物 
绥 。 它 和 2 轴 
的 交点 是 (2， 
0)， (一 1L,.0)。 

把 方程 y 一 (- 
^/o 一 双 的 两 
边 平方 ,得 


人 急 一 a2 一 太 划 


(1,0) 


2 十 02 一 02. 
因此 3% 一 va 一 巡 的 图 象 是 以 原点 为 圆心， 
G 为 半径 的 园 在 2 轴 的 上 半 部 分 。 该 半圆 积 
2 办 的 交点 是 (c，0) 和 (一 0 0)。 
(2) 从 图 象 可 以 看 出 方程 
好 一 0 一 32 一/ 克 一 o2 


的 实 根 个 数 : 
当 0<c< 工 时 ,是 0 个 ; 当 工 各 <3 时 , 是 
工 个 ; 当 4 人 兰 2 时 ,是 2 个 。 如 下 表 : 


0<a<i | 1sa<3 .3<C 
0 个 | 浊 光 2 个 
(3) 当 a 一 2 时 ， 


好 一 2 一 2 一 4 一 于。 
邑 (zx 一 2) (z 二 思 一 (2 二 四 (2 一 六， 
(z 一 2)2(z 十 1)2 一 (2 十 0) (2 一 )， 
(Z 一 2) [(zZ 一 2) (上 1 2 十 (2 上 Z)] 一 0， 
整理 ,得 Z(Z 一 2) (22 一 2) 一 0。 
*“。 2 一 0，2 一 2; z 一 /3， z 一 一 /3 
经 检验 , zx 一 0、z 一 V 3 是 增 根 ， 因 此 方程 的 
根 是 zz 一 3， ax 一 一 3 。 如 图 。 它 们 是 点 卫 、 
@ 的 横 坐 标 。 
(和 适合 不 等 式 好 一 0 一 2>V4 一 形 的 z 
值 的 范 于 是 使 半 网 y 一 V4- 池 在 抛物 线 


.第 八 编 解析 几何 


4 一 太一 2 一 2 下 面 的 2 信 。 所 以 
一 323<z< 一 w 3. 


3676. (1》 在 同一 坐标 系 里 ， 作 出 两 个 
函数 
4 一 wzZ 一 工 
及 
4 一 以 丈 二 2 
的 图 象 ， 
(2) 解 
\/ 一 世 
>/Z- 工 。 
解 设 9 一 7 一 2， OO 
2 一 wZ 一 工 
(G) 把 @ 两 边 平方 ， 多 一 字 一 2, 二 
| 
(V2)2 (V2)2 “ 


所 以 @ 的 图 象 是 顶点 为 (WV3,0)、( 一 V 2， 
0 ,以 2 轴 为 实 轴 的 双 曲 线 %0 的 部 分 。 
又 g 一 ZI 即 2 一 z 一 1 
所 以 加 的 图 象 是 顶点 在 (1，0)， 对称 轴 是 2 
轴 的 抛物 线 9 兰 0 的 部 分 。 
(2) 在 @、@ 同 时 成 立 的 范围 , 即 Z>v 3， 
解 不 等 式 
/六 一 2 > 二 1 
02 一 2>Z--TI， 即 i2 一 7 一 1>0， 
, (ec- 之 本 革 )(o+ 之 开 )>0. 


刀 十 >0， 


\/ 一 1 
23 

二 全 汪 

3677. 用 图 象 法 解 下 列 不 筹 式 。 


(1 wz 一 <2， (2) AZ 一 3>2， 
(3) wz3< 一 2， (人 wz 一 3> 一 2。 


仍旧 y=wz 一 8 的 图 象 是 以 (3，0) 为 
顶点 ,2z 轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 的 上 半 部 分 . 观 
察 图 象 可 知 它 和 直线 % 一 3 交 点 卫 的 横 坐 标 
是 zx=7。 故 适合 不 等 式 (1 的 “ 值 在 3 和 7 了 
之 间 ， 即 3SZ< 7。 

(2) 同样 可 得 z>?。 

(8) 捐 据 算术 很 概 念 VZ 一 3 兰 0 无论 z 取 
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何 值 VZ 一 3< 一 2 不 能 成 立 , 所 以 它 无 解 . 
(和 wz-3> 一 2, 当 x 人 3 时 总 是 成 立 的 ， 
所 以 它 的 解 是 zx 宕 3。 
3678。 作 函数 y=wz 士 z 的 图 象 ， 并 用 
它 解 不 等 式 


V53S<23 
解 所 V58 
的 图 象 是 抛物 线 
区 一 2 二 3 的 上 半 
部 分 。 这 条 抛物 
线 和 直线 %= 
< 的 交点 的 寞 坐标 满足 方程 
vV5T5= 235。 
两 边 平方 


4 二 3 一 地 (o2 十 10z 十 35)，， 


”9z 二 27 一 xz2 十 100 十 25， 
?十 和 一 2 一 0， 
(2 十 2) (Z 一 1) 一 0 
“"、 2 一 1，2 一 一 2 


故 卫 9 的 横 坐 标 分 别 是 1、 一 2， 因而 不 等 式 


的 钟 为 
>1 和 一 3Sz< 一 2。 
3679. 为 了 使 锰 物 线 力 一 wz+8 和 直线 


4 一 3 一 2 之 间 有 i< 妨 的 关系 ，Z 的 取 值 范 : 


息 怎 样 ? 
解 《〈i) 用 计算 的 方法 。 
在 Vz 二 3< 3 一 中, 因 xz 十 8 是 实数 , 须 
Z 二 3 人 兰 0 即 x 衬 一 3。 又 因 v2ZT3 是 非 负 数 ， 
可 知 3 一 2 兰 0 即 zx 笃 3。 因此 这 个 不 等 式 在 
一 3<z 夺 3 的 范围 内 讨论 。 
两 边 平 方 ， 
2 十 3<9 一 6z 十 22， 双 一 7z 二 6>0， 
(z-1T) (CC-6)>0， 
六 VO<JT 或 Z>6。 


把 它 和 一 3 友 Z 
笃 3 组 合 ， 可 
知 不 等 式 的 解 
是 一 3SZ<1. 

( 边 图 象 法 。 
了 一 wz 的 
图 象 是 抛物 线 
好 一 2 十 3 的 上 半 部 分 ， 络 一 3 一 的 图 象 是 过 
两 点 (3, 0) 和 (0, 3) 的 直线 。 设 Wi 的 交 
点 BC 2) 在 zx 轴 上 的 射影 为 ， 则 对 于 在 
抛物 线 顶点 (一 3 0) 和 一 个 , 0) 之 间 的 z 值 ， 
名 从 << 罗 。 故 所 求 不 等 式 的 解 是 一 3 至 5<< 


3680、 〈L) 用 计算 法 解 方程 
z 十 Wi 十 下 =8。 


(2) 作 2 一 V 有 5 十 10 和 38 一 2 的 图 象 ， 
并 指出 方程 (1) 的 根 的 几何 意义 。 

解 人 ) 已 知 方程 可 变形 为 

wV55TI0=8 一 力 

两 边 平方 ， 
5z 上 10 一 64 一 16z 和 za， 

好 一 217 十 54 一 0)- 
《zZ 一 3) (2 一 18) 一 0，…。 2 一 3，X 一 13。 
《(i 当 ZX 一 3 时 ， 

Z 十 5 二 10 一 3 二 5 一 8。， 

(i 记 当 一 18 时 ， 

z 十 V5z 十 10:8， 

。…。 2% 一 3 是 方程 的 根 ,z 一 13 是 增 根 。 

(2) 4 一 V5x 二 IO 的 融和 象 是 顶点 在 (一 2， 
0)， 以 2 轴 为 对 
称 轴 的 抛物 线 

氏 一 5(Z 十 2) 
的 9 兰 0 的 部 分 ; 
4 一 8 一 2 的 图 象 
是 经 过 两 点 (8, 0) 
和 (0, 8) 的 直线 ， 
它们 的 交点 (3，5) 的 横 坐 标 3 就 是 方程 x 十 
w 弘 十 10=8 的 根 。 

3681. 图 示 具 标 满足 下 面 不 等 式 的 点 的 
奉 在 范 转 。 


(一 轧 ? 十 < 1 > 人 碎 。 
解 (一 已? 二 曙 到 的 图 象 是 以 人 ，0) 为 
圆心 , 半径 为 工 的 加 ， 因 此 坐标 满足 不 等 式 


才 


一 
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(一 已 ?2<1 的 点 的 存在 范围 , 是 贺 
(一 蕊 ?十 2 一 工 
的 内 部 。 同样 ,坐标 
满足 不 等 式 Vy> 巡 的 
点 的 范围 是 抛物 线 
2 一 好 的 内 部 。 因此 
坐标 同时 满足 这 两 个 
不 等 式 的 点 的 存在 范围 ， 就 是 图 中 斜 线 所 示 

的 部 分 (不 包括 边界 ) 。 


7。 杂 题 

3682. 本 数 y 一 az2? 十 pz 十 c(a0)， 当 > 
取 什 么 值 时 ,2 的 值 最 大 或 最 小 。 

解 把 %=az? 二 22 十 ce 变形 为 


=a(s+ 辽 ) 所 一 2 


_ 它 的 图 象 是 顶点 在 (一 辫 ， 一刀 二 sc) 对 


称 轴 为 直线 z= -也 的 拢 物 线 。a>0 时 开 - 


总 向 上 ,4<<0 时 开口 向 下 . 因此 ,如 果 4>0， 
则 当 x= 一 六 时 , 儿 有 最 小 值 一 -全 二 2ac ; 


如 果 a<0， 则 当 Yz 一 -之 时 ，29 有 最 大 值 
25 一 4oc 


4 ” 

注 a>0 时 ,因为 上 述 抛物 线 开口 向 上 ， 
随 着 |z| 的 增 大 ,的 值 也 随 着 无 限 增 大 .wa< 
0 时 ， 因 为 上 述 抛物 线 开口 向 下 ， 随 着 |z| 的 
增 大 ，2% 值 随 着 无 限 变 小 .。 这 里 不 把 无 萎 增 
. 大 的 值 和 无 限 减 少 的 值 称 为 y 的 最 大 值 和 最 
小 值 ， 我 们 所 说 的 最 大 值 和 最 小 值 都 是 指 有 
限 的 值 。 

3683. (1) 求 4 一 双 一 42 一 5 的 最 小 值 . 

(3) 求 9 一 一 2z2 十 127 一 13 的 最 大 值 。 

解 (1 一 人 一 2)2 一 9， 

当 Y 一 2 时 ,9 的 最 小 值 是 一 9。 

(23) % 一 一 3(z 一 3)2 十 5. 

当 Z=3 时 ,2% 的 最 大 值 是 5。 

3684. 求 下 列 二 次 函数 的 最 大 值 和 最 小 
值 ， 

(1 4 一 一 2x2 一 67 二 3， 

(2) % 一 3(Z 十 3)2 一 10， 

(3) 4y 一 8 十 4 一 5x2， 
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(和 9 一 (Z 十 4) (十 6) 。 


各 四 和- 吃 - 吕 * 本 


因为 邓 的 系数 是 负 值 ,所 以 当 x= 己 时 ,% 有 
最 大 值 于. 
(2) % 一 2(z 士 3)2 一 10。 


因为 op 的 系数 是 正 值 , 所 以 当 z 一 一 3 时 , 9 
有 最 小 值 一 10. 


《3) % 一 -5(c 一 了) + 人 笃 . 
当 z 一 喜 时 ，4y 有 最 大 值 仅 


(4 2 一 (2 十 5)2 一 荆 


| 当 z 一 一 5 时 ,2 有 最 小 值 一 


3685, 当 Z2 从 0 变 到 2 时 ， 求 关于 2 的 
函数 Z(2c 一 2) 的 最 大 值 和 最 小 值 。 

解 3 一 xz(20 一 切 一 一 到 十 2az 

一 一 (0 一 2c2 十 a2) 十 02 

一 一 (ZX 一 0)2 十 02。 9 
在 四 中 ， 因 为 克 的 系数 是 负 值 ， 一 般 地 当 
Z 一 56 村， 有 最 大 值 02。 但 是 在 本 题 中 ， Z 是 
从 0 变化 到 2, 所 以 把 & 的 值 作 如 下 划分 进 
行 讨 论 。 

(1) ca 宇 2。 

4 一 2(23a 一 切 的 贺 象 过 原点 O, 以 直线 % 一 % 
为 对 称 轴 , 顶点 为 (4, 2) 的 抛物 线 。 当 0 硅 z 
至 2 时 ， 它 是 图 (1) 中 的 实 线 部 分 。 所 以 当 
2 一 0 时 ， 2 有 最 小 值 0; 当 一 3 了 时 ， 2 有 最 大 


值 y 一 一 22 十 2c.2 一 一 和 小 40。 如 贺 (已 四 


(23) TIEo<2. 

与 (1) 一 样 ， 当 z 一 0 时 ，% 有 最 小 值 0; 当 
2Z 一 4 时 ,yy 有 最 大 值 a2。 如 图 (II) 。 

(3) 0 硅 a 夺 1. 

如 图 (ID 所 示 ，z 一 4 时 9 有 最 大 值 2; 
z 一 2 时 4 有 最 小 值 一 4 二 4， 
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(4) a<0。 

如 图 GV) 所 示 ， 在 0 竺 z 竺 2 的 范围 里 y 笃 
0, 当 x 一 0 时 , 4 有 最 大 值 0 xz 一 2 时 有 最 
小 值 一 和 4 十 40。 

3686, 求 1y 一 zi g 一 过 的 反 函 数 。 

解 把 4% 一 空 的 zx 交换, 则 得 zx 一 多 。 这 
是 以 原点 为 顶点 ，2Z 轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 , 它 
的 方程 可 以 写成 g= 土 VZ ， 因 而 9 一 叉 的 
反 冰 数 混 y= 土 VZ. yy 一 2 的 反 函 数 是 
z 一 V 9 ， 即 % 一 好 (其 中 xz 兰 0). 

注 在 4 一 人 巡 中 ,x 的 定义 域 是 全 体 实数 ， 
4 的 值 域 是 % 兰 0， 因 此 其 反 函 数 % 一 土 Vz 
中 , %“ 的 定义 域 是 zx 储 0，4 的 值 域 是 全 体 实 
数 。 同样 ， 在 4 一 wW 7 中 ， 2 的 定义 域 是 0X 
0, % 的 值 域 是 2% 储 0, 因此 其 反 函 数 g 一 22 中 ， 
2 的 定义 域 也 是 zx 兰 0，2% 的 值 咸 也 是 % 估 0。 

3687. 抛物 线 4=az2 与 直线 4 一 MO 二 D 
的 交点 为 4、 刀 , 求 线 人 
段 4 刀 中 点 双 的 模 
坐标 ， 证 明 它 与 己 无 
关 . 当 勾 的 值 一 定 
时 ， 与 定 直线 平行 的 
抛物 线 驴 的 中 点 ， 在 
与 抛物 线 对 称 轴 平行 的 直线 上 。 

解 直线 9g=mz+D 和 抛物 线 %g=ao2 的 
交点 4(zo 罗 )、 互 (za bo)， 它 的 中 点 好 的 坐 


二 刀 1 十 沁 坟 1 十 0/ : 
标 是 ( 瑟 寺 所 ， 扫 寺 络 由 于 方程 

C22 一 MX 十 D， 
即 a22 一 MX 十 D 一 0 
的 两 根 是 wz2 所 以 十 m 一 人 3 空 一 
总 ， 即 知 点 2 的 横 坐 标 与 2 元 关 。 当 的 
值 一 定时 ,无论 刀 取 怎样 的 值 , 4 孔 的 中 点 2 


多 一 42 
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必 在 与 4 轴 平 行 的 定 直线 ?一 和 5 上 。 
3688.。 (1) 如 园 , 已 知 抛物 线 人 一 02 十 a7 
寸 2 和 直线 gp 一 互 “十 相交 。 
《oo) 求 交 点 王 的 横 坐 标 ; 
(2) 求 直 线 和 zx 轴 的 交点 @ 的 横 坐 标 允 
《c) 把 斜 线 所 示范 围 用 不 等 式 表 示 。 
《2) 要 使 直线 委 =zz+az+5|y 
工 
2 一 了 2 十 G 
和 抛物 线 
功 一 婉 十 az 十 D 
相 切 ， 试 求 忆 的 
值 。 
解 (4 〈c) 
交点 的 横 坐 标 可 从 纹 一 办 求 得 。 


于 zc 一 m2+az 十 思 
2z2? 十 (25 一 1)Z 十 2(0 一 中 一 0， 


区 (一 2o) 士 (2a 一 1)2 一 16(0 一 c) 
日 上 7 权 全 
因此 ， 


2 =- 卫 [于 -ao-V(c- 王 ) -4@-o)|. 
(2) 22 一 一 2c。 


《c) 艰 十 az 十 D<9 < 二 2+e。 


《23) 到 5 十 9 一 oz 十 az 十 思 


即 2xz2 十 (32c 一 1)z 十 2(0 一 G) 一 0。 
由 于 直线 与 抛物 线 相 切 , 此 方程 具有 等 根 , 因 
而 


(25 一 1)2 一 I6(2 一 0) 一 0， 
志方 二 :这 _1T\3 
。。 0 一 D 若 Cc 2。 


3689. 过 抛物 线 的 顶点 作 互 相 垂 直 的 两 
弦 , 连结 两 弦 和 执 物 线 交 点 的 直线 , 必 过 抛物 
绥 对 称 轴 上 某 定点 。 

解 ” 设 霓 物 线 的 方程 为 

2 一 4x。 
过 项 点 互 根 重 直 的 两 直线 方程 分 别 为 
2 一 770) 人 
工 
2 一 一 人 @ 


@、@ 交点 了 的 坐标 为 
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( 妈 , 望 ) 
II02 7 
@、@ 交点 名 的 坐标 
(dz2， 一 2 人 双 )。 
故 Re 的 方程 为 


1 和 
整理 得 9( 代 一 2) 一 M (Z 一 42) 一 0， 
即 3412 十 (2 一 4D) 台 一 9 一 0。 
为 使 这 个 等 式 对 于 任意 的 双 都 成 立 ， 其 条 件 
是 


4 一 0 X 一 秒 。 
所 以 P9 必 过 定点 (42，0)， 该 点 在 抛物 线 对 
称 轴 上 。 
3690. 在 下 列 >、9 的 关系 中 ， 以 二 作 中 
间 变 数 ， 试 消去 力 等 出 亿 、 2U/ 的 关系 。 
2 
(GD xz 一 务 ，y 一 全; 
(2) 7 一 1 十 加 y 一 1 十 刀 。 
解 (1) 由 第 二 式 - 浊 代入 第 一 式 , 得 
zx 一 2. 攻 ， “， 4 一 42z。 
它 表 示 一 条 抛物 线 ， 
(3)》 由 第 一 式 三 zx 一 1 代入 第 二 式 ,得 
4 一 1 十 (2 一 12， 即 2 一 革 一 (ZX 一 1)2。 
它 表 示 把 抛物 线 双 =4 向 右 平移 二 再 向 上 
平移 工 所 得 的 抛物 线 。 
3691. 把 直 殴 锥 用 与 其 母线 平行 的 平面 
截 开 ,证明 截 口 是 抛 物 线 。 
解 ” 如 图 。 设 平面 z 平行 于 母线 7GIP，， 


作 切 于 圆锥 且 切 于 平面 的 球 O。 设 含有 球 . 


O 和 圆锥 的 公共 圆 的 平面 为 gw”， 设 圆锥 的 高 
为 7 五 , 则 中-L7 瑟 。 设 含有 FEPi 和 7 玉 的 
平面 为 gc, 则 ao 且 aw_Lz， 所 以 w 也 垂直 
于 两 平面 zx 和 史 的 交 线 Q， 因 而 平 协 上 的 
直线 Pxgs 和 4 垂直 。 

设 平 面 w 和 直 圆 锥 交 线 上 的 任意 点 为 忆 ,m 
和 了 球 的 切 点 为 吾 ， 从 已 向 4& 作 垂 线 了 号 ， 则 
ZP5、P9 都 是 从 书 向 球 所 作 的 切线 所 以 
ZE 一 PP 但 是 PE= Pi 一 Pa 且 


一 er 
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0 


因为 是 定点 ,@ 是 定 直线 , 根据 抽 物 线 的 定 
义 , 点 己 的 轨迹 ( 即 截 口 ) 为 抛物 线 。 

3692， 把 抢 形 各 边 等 分 ， 如 图 引 直 线 ， 
则 其 对 应 直线 的 交点 都 在 一 条 抛物 线 上 ， 


0 下 文 人 
解 如 图 。 设 和 矩形 的 两 边 O04、OB 分 别 在 
坐标 轴 上 , 点 4 五 的 坐标 分 别 为 (wx, 0)，(0， 
蕊 。 设 第 双 条 对 应 直线 的 交点 为 P(w 0 
则 有 
AOF 有 coACO9E， 


印 


这 就 是 说 ， 卫 无 论 是 第 几 条 对 应 直线 的 交 
点 ; 它 都 在 以 0 为 顶点 ,04 为 对 称 轴 , 顶点 和 


焦点 的 距离 为 的 拓 物 线 上 。， 


CT phpas ver re 一 
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了 。 图 象 
3693， 作 方程 配 + 和 
解 解 关于 的 方程 ,得 


一 的 图 象 。 


3 一 土 之 V 一 瑟 中 


解 关于 4 的 图 的 方 各 
妇 十 多 一 42 得 
y 一 上 VZ 砚 @ 

比较 O、@ 可 知 , 把 
@ 的 加 中 垂直 于 m 
灿 的 纺 缩 小 到 之 倍 
(或 扩大 ) 所 得 到 的 图 象 , 就 是 @ 的 图 象 ， 即 
图 中 的 椭 吏 。 其 中 44 电 做 粒 圆 的 长 轴 ， 
BB' 叫做 酉 贺 的 短 办 。 

3694. 作 方 程 十 4 一 4 的 图 象 。 

解 就 ! 解 之 ,得 


9 一 土豆 V3 枉 。 Q@ 


又 把 圆 的 方程 

2 十 办 一 人 
就 y 解 之 ,得 
3 一 十 V4 允 .加 
比较 个、 四 可知 ， 
@ 的 图 象 就 是 把 
四 的 圆 中 垂直 于 2 
轴 的 弦 缩 小 到 一 半 
所 得 到 的 图 形 , 它 就 是 图 中 的 横 加 。 

3695， 指出 下 列 各 方程 的 图 象 的 位 置 关 
系 。 即 怎样 平移 曲线 (a) 就 得 到 曲线 ( 切 、 
《c)、(G) 。 

(人 @) 全 二 刀 一 1 


(2Z 一 32)? 
9 


十 委 =l 
咏 一 3)2 
全 本 + 人 21 
(十 5)2 ， (0 十 4)2 
(办 人 
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解 〈a) 方程 (o) 的 加 象 是 长 帮 为 6, 短 轴 . 
为 乡 且 长 轴 在 z 轴 上 , 中 心 为 原点 的 椭圆。 

(2) 曲线 (0) 是 把 杠 圆 (a) 洪 2 轴 正 向 平行 
移动 3 所 得 到 的 棋 圆 。 

《2) 曲线 (c) 是 把 椭圆 (ca) 洛 Y 办 正 向 平行 
移动 3 所 得 到 的 椭圆 。 

《ca) 曲线 (@) 是 把 棋 圆 (o) 沿 < 轴 正 向 平行 
移动 一 甩 再 沿 y 轴 正 向 平行 移动 一 4 所 得 
到 的 棋 现 。 

3696. 作 方 程 422 二 
一 0 的 图 象 。 

解 ”把 方程 变形 为 

(4z2 一 405 十 口 ) 十 (9y2-18y 寸 人) 
十 73 一 口 一 人 A 人 = 一 0 
的 形式 , 即 
〈《 )? 二 ( )? 一 ( )?。: 


922 一 40z 十 184% 十 73 


可 得 
&(22 一 I0Z 十 52) 十 9(z2 十 2y 十 1) 
定 73 一 4.52 一 9 一 0， 
即 4(Z 一 5)2 二 9(2V 十 了 2 一 36。 
两 边 同 除 以 36, 得 
一 上 3 2 
2 平 他 二 9 一 工 


这 是 中 心 为 (5， 一 D)， 长 轴 为 6, 短 轴 为 4 的 
杭 回 . 
3697， 作 函 数 % 一 号 5 二 态 的 图 象 
解 ， 考 虑 函数 饼 一 5 一 丈 的 图 象 是 以 点 
(0, 0) 为 圆心 \3 为 半径 的 男 oz 十 旭 一 32 在 
轴 的 上 方 部 分 。 对 于 二 的 同一 值 ， 所 对 应 的 
和 题 设 函数 的 值 之 间 有 一 总 轨 。 因 此 
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所 求 图 象 就 是 把 四 上 各 点 的 纵 坐 标 缩小 到 
评 倍 所 得 到 的 枉 加 。 
别 解 “把 题 设 方程 的 两 边 平方 , 则 
op2=( 呈 ) (9 一 号 ， 


即 生 于 所 -1 
它 的 图 象 是 以 (0，0) 为 中 心 ， 长 短 轴 分 别 为 
6、4 的 桶 锅 。 因 此 所 求 函数 的 图 象 是 该 棋 贺 
在 2 畏 上 方 的 部 分 。 

3698. 作 下 列 函 数 的 图 象 。 

(TD 9 一 VIT8z 一 30 ， 


(2 9 一 一 (1+V4 克 ) 


解 (两 边 平方 ， 
2(422 一 4 十 4 


它 的 图 象 是 以 (3，0) 为 中 心 的 檐 男 。 因此 所 
求 函 数 的 图 象 是 这 个 椭圆 在 z 轴 人 
分 , 即 区 中 的 实 线 部 分 . 
(2) 把 题 设 方程 变形 
g+I 一 一 号 VE 三 


22 1 十 蕊 > 
即 更 + 


这 个 图 象 是 以 点 (0，-- 了 为 中 心 的 椭圆 。 在 
题 设 函 数 中 4 十 1 笃 0, 因此 它 的 图 象 是 酉 加 
在 直线 9TIL 一 0 下 侧 的 部 分 。 

3699， 设 把 点 卫 (z,， 从 所 在 的 坐标 系 绕 
其 原点 O 旋转 角 2 得 新 的 坐标 系 , 点 书 在 新 
坐标 系 里 的 坐标 为 ( 蕊 , 袜 )， 证 明 : 

2 一 和 cosb 一 了 sing， 
y 一 开 sinp 十 了 cos6。 
解 设 人 XOz=2, 人 POZR=6) 则 
2 一 POcos(6 十 9 
2 一 POgin (6 上 6 ， 
怀 一 POcosg/， 
YY=POsing'， 


日 


由 于 
由 @ 可 得 
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一 POcosgcosb' 
一 POsinbsing，,， 
"。 2 一 六 cos0 
一 了 sin Oo。 
“由 四 可 得 
2V 一 PPOsingcosbl' 
十 POcosgasing'， 
。…。，1 一 总 sipoO 二 TYcos6。 
3700 ” 作 方 程 2 十 友 十 多 一 ! 的 图 象 。 
解 ” 设 把 坐标 轴 旋 转 全 时 ， 这 条 曲线 上 
的 点 乙 (2, 幼 成 为 一 ( 屋 , 了 )， 由 上 题 知 


ER 
VE 天 
二、 

2 

把 它 代 入 方程 
刀 十 人 十 雪 一 工 
得 ， 

( 忆 一 了 )3 ，( 开 一 功 (与 十 忆 
2 2 
+ 区 ~1 

3X2? 十 了 2 一 2.。 

2 Ja 
TYZEP 75 
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它 的 轿 象 就 是 上 图 中 的 椭 贺 。 因 此 该 构 圆 就 
是 所 求 方程 的 图 象 。 


他 。 轨迹 


3701.， 求 到 两 个 定点 妃 、 允 ' 的 距离 之 和 
等 于 定 长 2 的 了 
点 书 的 轨迹 。 

解 取 喜 线 
万 万 ' 为 了 轴 ， 线 
段 ZE' 的 垂直 
平分 线 为 g 轴 ， 
点 忆 、 丈 ' 的 坐标 分 别 是 (c, O、《 一 c 0)。 设 
点 五 的 坐标 为 (z，2， 则 

厂 8 一 (2 一 C)2 十 P， 
了 1 一 (ZX 十 c)3 十 2。 
@-@， PP 一 PT 一 一 4oz， 
(P 妈 十 BO (PP 太一 PH) 一 一 4oz。 
4 由 于 BF 十 PT 一 20 所 以 


了 (一 c0) 


中 
@ 


第 四 章 梢 加 


PZF 一 PZ' 一 一 
把 它 和 P8 十 P8 一 2c 相 加 ,得 
PP =a 一 人 zx 
站 
把 它 代入 中 ， 
C Ya 
(c-、 z 一 (2 一 c)3 十 2， 


2 
整理 ， 人- 邱 )2 二 o=o2 一 o 


即 2 一 全 Top 一 aa 一 co 
由 于 a>c， 以 4 一 02 除 两 边 ， 
设 oz~ c3 一 态 , 则 得 
瑟 二 妇 =1。 
这 就 是 所 求 轨迹 的 方程 。 


注 人 它 的 图 象 是 两 畏 为 xz、22 的 酉 
园 ， 

(ii) 由 前 述 知 o 一 一 殉 设 全 一 6 则 
CC 一 CI。 


“.。 e 一 > 全 (0<e< 巧 . 


(iiiy :方程 号 + 禾 ~1G>0 五 >0) 说 明 


到 两 定点 三 、 到 的 距离 和 为 定 人 2 的 点 的 
轨迹 是 机 圆 。 其 中 己 (ce，0)， 交 (一 ae 0) 岂 


做 燃 加 的 焦点 。 e 一 六 和 一 人 


心率 。 
3702. 求 以 两 点 wW3,0)、 了 (一 3， 


0) 为 焦点 且 过 点 (1，x ) 的 棋 加 方程， 
解 ” 设 所 求 可 加 方程 为 
人 
柬 + 广 = O 


其 焦点 的 坐标 是 ( 士 V 吧 一 好 ,0). 当 焦点 在 
( 土 W3，0) 时 可 知 vd 一 刀 一 V3， 即 
a2 一 122 一 3. @ 


0 所 以 在 @ 中 
可 设 Y 一 十 和 >， 得 


| 的 方程 为 


一 一 一 叫做 椭圆 的 离 
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1 ， 3 
束 +5 一 1 Le 
解 @@ 和 国 求 c、2: 人 把 它 
代入 @， 
工 3 
ER 
422 十 3(3 二 2) 一 422(3 十 29)， 
4204 十 5202 一 9 一 0，( 思 一 1) (402 二 9) 一 0。 
到 一 1， 从 而 o2 一 4. 


故 所 求 酉 圆 方程 是 妆 十 %p 一 1 


3703， 求 与 5 国 44B- 工 定 直 径 C@ 
平行 的 纺 的 中 点 的 
轨迹 。 

解 如 图 。 设 4 
为 定 直径 ， 与 它 平 
行 弦 的 斜率 是 定 
值 。 设 这 组 平行 弦 


2 一 0 十 B。 巴 
从 四 和 
4z2? 十 Bo 一 1， @ 

消去 % 得 
42 十 妃 (aX 十 B)2 一 1 ， 
即 

(4 十 Bi2)2 十 2B3pBzpZ 十 (8 一 1) 一 0. 轩 
弦 的 两 端点 CXl, 90 ，(Z2，%2) 的 横 坐 标 是 轿 
的 两 个 根 , 由 根 与 系数 的 关系 知 


一 25pB6m1 
1 十 02 本 TB 二 Bi 3? 
从 而 弦 的 中 点 的 横 坐 标 为 
一 妇 十 如 26 
2 4 十 2I12 


从 此 式 和 Y%=”z 二 Ap 中 宵 去 B, 得 
(4 十 Bop2)0 一 一 刀 (0-I22)) 

上 即 . LV 一 一 Dozit。 
这 是 一 条 过 椭 辆 中 心 的 直线 。 因 此 所 求 平 行 
弦 中 点 的 轨迹 ， 就 是 这 条 直线 在 本 加 内 部 的 
线段 。 

注 设 表 示 上 述 轨 迹 的 线段 为 &d， 类 似 地 
可 以 知道 ,与 9% 平行 的 弦 的 中 点 轨迹 为 @ 这 
两 条 直径 @、2' 叫做 互 为 共 白 的 直径 ， 


3704. 求 在 本 加 - 气 十 - 近 一 :中 方向 一 
定 的 纺 的 中 点 轨迹 。 
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- 角 由 上 题 知 ,在 椭圆 422 二 By2 一 中 平 
人 已 知 


4 一 访 、B- 古 , 所 以 有 -至 = 一 盆 9 即 


3 0 
别 解 设 柄 网 


和 基 有 确定 方向 的 直线 
2 一 2 十 B 人 
的 交点 为 忆 、@9;, 其 坐 
标 分 别 为 (zu 幼 》， 
(z2， 2) 。 从 人 直 、 辐 
消去 4 所 得 方程 


即 《〈a222 十 Z2)22 十 270C287 十 a262 一 0203 一 0， 
21、% 是 这 个 方程 的 两 个 根 。 设 P9 的 让 所 
为 MG 人 ), 风 
2 
5 
同 理 ， 2312 是 从 DG@ 错 去 z 所 得 方 吉 
《a2702 十 32) 4 一 20289 十 282 一 c2202m12 一 0 
的 两 个 根 ,所 以 点 戏 的 纵 坐标 


一 殷 十 几 - 02 
4 一 3 TOT 歼 。 有 
从 @、.@ 消去 得 
4 一 一 2 2 国 
@ 就 是 梢 圆 -5 十- 伤 一 中 诗 率 为 定 值 台 
的 平行 弦 的 中 点 轨迹 方程 。 


注 椭圆 的 斜率 是 多 的 平行 弦 中 点 的 轨迹 
是 该 
的 直径 y 一 一 -2 入 叫做 直径 2 一 mx 的 共 
斩 直 径 。 设 Y= 王 2 的 共 斩 直径 的 斜率 为 7 


2 
则 20 。 


设 精 贺 互 为 共 白 的 两 直径 和 2 轴 正 向 所 成 
的 角 分 别 为 64 bo 则 谍 21 好 92<0, 所 以 在 
bb 中 一 个 是 锐角 、 一 个 是 钝 角 。 


3705. 设 构 四 -25 十 - 红 = 与 % 轴 的 交 
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点 为 4、 允 ， 从 横 圆 上 的 点 三 作 : 2 轴 的 垂 线 ， 
垂 足 为 必 , 在 直线 
PU 上 取 一 点 9， 
使 雪 
MM4.MG=PM2， 
当 点 己 在 桶 较 上 
运动 时 ， 求 点 @ 的 
轨迹 。 
解 设 点 Po, 人 ,点 8(z， 2)， 则 

2I4 一 aa 一 2，17@ 一 太 。 

因 Me 是 有 向 线 眉 ,由 题 设 条 件 知 
士 4& 一 轨 91 一 妨 . 中 

邑 点 尸 在 2 


a 一 %>0。 因 点 卫 在 酉 贺 -5 所 - 上 ,所 
以 全 一 人 2) 。 ie 人 入 @ 则 


士 -人 mg 一 与 (lp- 四 ， 


4 一 土 与 (十 O 四 
在 上 式 中 把 皮 换 成 少 则 
4 一 士 世 (+ 由 


因为 一 <2Z<w, 故 所 求 轨 迹 是 两 条 线段 y 一 


世 (e+ 由 及 g 一 一 女 (c+9， 其 中 一 Q<2 
<Q。 

3706， 已 知 梢 圆 的 一 个 焦点 冯 。 连结 台 
和 这 个 椭 较 上 任意 点 书证 明 线 段 邓 P 中 
点 驴 的 轨迹 是 一 个 椭 
网 . 

解 ” 设 本 圆 的 中 心 为 
O, 另 一 焦点 为 连结 
@O, 则 


一 工 Pr 
QO 一 本 了 BF'。 
从 而 ”92+9O 一 


由 于 也、 厂 ' 是 已 知 椭圆 的 焦点 ,所 以 
了 下 十 下 也 一 区 一定 )， 


从 而 97+GO= 二 (一 定 )。， 


因此 点 久 在 以 0 也 为 焦点 的 燃 加 上 。 
反之 也 成 立 。 故 所 求 轨 迹 是 以 、O 为 焦 


亏 (PT 二 PF)。 
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点 ， 90-+GPE=- 玫 的 凯 贺 . 


3707. 过 加 0 的 定 直径 4 有 上 的 任意 点 
了 P， 作 与 4 和 恒 
直 的 直线 和 图 相 
交 于 9， 证 明 : 把 
Z@ 内 分 为 奶 : 肥 
的 点 玉 的 轨迹 ， 
是 以 4 至 为 长 轴 
的 一 个 业 圆 。 

解 取 直 线 

482 为 % 轴 ， 过 圆心 0 及 重 直 于 4B 的 直线 
为 2 轴 。 设 圆 的 半径 为 0)8(2 1)， 卫 (z，0)， 
羽 (Z， 五 )， 则 

2 。 ，_ (和 十 人 ) 辫 
人 
已 知 太 十 包 一 2 所 以 - 
oo( 2tm 一 


好 7Y2? 
邑 Ca 
7 十 多 
把 其 中 的 了 用 % 表示 ， 则 
2 人 
机 


这 就 是 所 求 雪 迹 方 程 ， 它 表示 长 轴 为 ae 即 


4 了 8 的 椭 砚 。 
3708. 求 过 实 贺 焦点 的 弦 中 点 的 殷 迹 


二 靖国 有 意 二 加 
外 “ 求 过 精 图 - 宁 二 -一 1 焦点 了 了 (ae 0) 


的 弦 中 点 的 轨迹 。 设 PQ 的 方程 为 9 一 m(z 


一 ce), 则 PP 的 坐标 为 方程 


22 ， 信 
而 十 页 -了 
与 
3 一 锣 (% 一 208》 四 


的 解 ， 把 国 代 入 @@ 得 
《27222 十 D2)22 一 0 C202 


一 0. @@ 


设 了 9 的 坐标 分 别 为 (2 人 (zz， 纺 )， De 
中 点 1 的 坐标 为 ( 瑟 , 了 ), 册 
1 十 io。 02z7222 
ZTE 


再 把 由 @@ 解 得 的 < 代入 〇 ， 


| 轩 、 回 消去 双重 


.的 中 心 作 真 线 重 


CD227N 
C21122 十 D2“ @ 


T0 十 加 
立 和 


因此 P9@ 中 点 戏 
轨迹 方程 可 从 


得 到 。 四 二 国 ， 


把 四 代入 图 ， 
y= CD2e 22 己 ， 
国 W 2 】 0 


整理 ,得 z 太 和 2 十 ao2Y2~ab26 和 一 0。 
用 mw 分别 代 换 开 , 了 ， 生生 
为 


52z2 十 ao212 一 GD2ew 一 0 


工 
即 . bz 一 举 ) 十 咱 凡 一 襄 0P?ep 


(<- 地 ) 信 
人 

(2 

它 表 示 中 心 在 ( 千 ，0)， 长 灿 为 ooy 短 轴 为 
ie 的 酉 圆 。 

3709， 过 和 加 上 一 点 卫 作 平行 于 短 的 
直线 ， 再 过 本 


直 于 点 了 处 的 
切线 ， 证 明 此 两 
直线 交点 @ 的 软 
迹 是 一 个 枯 莱 。 
解 由 问 是 


3718 知 , 稀 加 本 + 条 一 人 全 有 用 全 
方程 为 


_Oa0 十 -22 二 
十 - 祈 》 


过 中 心 O 且 与 此 切线 垂 吉 的 直线 方程 为 
y 一 5 仑 )》 个 
又 过 世 和 的 训 扩 和 全 


人 一 2017 
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已 知 P(zo 4) 是 椭圆 上 的 点 ,所 以 
二 
号 + 茹 =1 四 


故 所 求 轨迹 方程 可 从 中 、,@、@@ 消去 OU 而 
得 到 . 从 @、 四 求 z yo 把 它 代 入 图 ,得 


好 2 


这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 , 它 表 示 风 圆 。 

3710 ”已 知 从 原点 出 发 ， 以 每 秒 bem 的 
速度 向 上 方 运动 的 
点 9, 另外 由 点 Ce 
(一 0 2 出 发 ， 以 
每 秒 ccm 的 速度 
向 右 运动 的 点 了， 
求 连 结 点 4(a 0)、 
@ 的 直线 与 连结 点 B( 一 a，0)、 忆 的 直线 的 
交点 卫 的 轨迹 。 

解 9. 卫 开 始 运动 二 秒 后 ,点 @ 在 (0,26)， 
玉 在 (一 a 十 o 人 臣 , 改 直线 49、BB 的 方程 分 
别 为 

艺 2 
人 人 
%g= 志 (z+ 由 ， @ 


从 包 、@@ 消去 忆 就 可 得 到 49、B 忆 的 交点 王 
的 轨迹 方程 。 从 @@、 四 分 别 得 


必 @) 得 ” 双 = 玫 一作 
D'=@', 得 和 贡 - 吉 


即 C202 一 0202 一 D222， 


故 点 书 的 轨迹 是 棋 园 。 

3711. 证 明 : 
从 焦点 了 (或 五 ) 
向 椭 加 


的 任意 切线 作 垂 
线 ， 其 垂 足 的 轨 
迹 是 以 栅 圆 长 轴 为 直径 的 加 
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解 ” 设 椭圆 方 程 为 - 
区 十 妇 一 (ec>D>0)， 
C 六 3 


则 其 焦点 为 叉 (ae，0), 巡 '( 一 ae, 0)， 由 问题 


3717 知 , 其 斜率 为 色 的 切线 方程 为 
2 一 MO 士 A/aax72 十 732， 
邑 (一 MO) 2 一 027702 十 D2。 @ 


从 五、 五 ' 向 此 切线 所 引 的 垂 线 方程 为 
4 一 一 工人 c 士 oo)， 


员 
(0 于 2)2 一 42 一 2 全 
@@ 二 四 ，(172) (02 二 和) 一代 十 MG2， 


和 02 十 儿 一 9。 四 
四 就 是 @、@ 交点 的 轨迹 方程 , 它 表 示 以 栅 
圆 长 轴 为 直径 的 圆 . 

注 《i》 以 桶 贺 长 轴 为 直径 的 圆 叫 做 酉 贺 
的 辅助 国 。 

(ii 从 椭圆 外 一 点 一 向 椭圆 引 切 线 时 ,可 
以 先 求 以 Pz 为 直径 的 四 和 辅助 图 的 交点 
妃 , 然后 连结 R 即 是 所 求 切线 。 


3712. 已 
知 连结 zx 轴 上 
的 点 4 和 2 轴 
上 的 点 的 线 
段 是 定 长 < 十 
2， 求 在 线 眉 
4 万 上 距 如 为 
ca 的 点 三 的 轨迹 . 
解 设 4(w 0), 下 (0 6)， 忆 0， 则 
一 _Q0 __ pp 
“一 TD 2 一 TD， 
必 十 了 C 十 D 
， 0 一 -一 幼 8 一 一 2 


由 于 o2 二 B2 一 (Ga 十 20)2 所 以 


( 史 中 (由 -et 


22 2 
即 全 十 攻 = 
这 就 是 所 求 点 三 的 轨迹 方程 。 


3713. 已 知 从 焦点 妞 作 直线 垂直 柚 贺 


号 + 斤 -1 上 点 Zkzu 2) 处 的 切线 ， 和 过 


结 07 的 直线 相交 
于 已 求 点 王 的 轨 
迹 。 

解 由 问题 3718 
知 ， 点 Txt， 2) 处 
的 切线 方程 为 


好 V1V 
一 一 十 -一 一 布 一 1 


其 斜率 为 一 。 所 以 从 焦点 豆 (ce, 0) 所 作 
此 切 戌 的 研 线 方程 为 
和 -和 (oo)， @ 
又 连结 中 心 0 和 允 的 直线 方程 为 
9 一 - 妈 殷 @ 
从 @、Q@ 消去 w、2% 得 


2 
xz 一 -页 (zc 一 oo)， 


os 


即 (a2 一 D2)0 一 G3e。 
。。 C2620 一 de， 即 xz 一 地 . 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 。 它 表示 这 个 实 圆 对 


应 于 焦点 忆 的 准 线 ， 

注 “ 关 于 准 线 , 参照 问题 3728。 

3714. 已 知 平面 上 的 点 4 和 不 过 点 4 的 
直线 9。 如 果 在 这 个 pg 
平面 上 取 点 P， 从 点 
己 向 9 引 垂 线 ， 垂 足 
为 @， 且 4P:4L9 为 
定 值 (>1)， 求 点 己 
的 轨迹 并 画 出 其 

解 如 图 . 取 过 4 y 
且 与 9 平行 的 直线 为 
2 轴 , 过 4 是 垂直 于 9 的 直线 为 9 轴 。 设 直 
线 g 的 方程 为 近 一 0 适合 条 件 的 点 为 已 (w 
2 力 , 则 


4P:49 一 1:7 (>T， 


印 4 一 5.4P。 
因为 42 一 她 十，492 一 她 十 02) 
所 以 太 二 o2 一 及 人 2 二 0， 


《 妇 2 一 了 2 十 12V02 一 02。 


(1 一 1) 吕 jz 
@ 史 十 一 5 05 一 工 。 
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这 就是 所 求 的 轴 这 方程 , 它 示 中 心 为 如 长 
轴 是 -六 2- 开 ， 短 灿 是 -入 的 铺 加 . 


注 1=I1I 时 4P=49， 人 忆 的 轨迹 是 让 
线 9 关 于 z 轴 对 称 的 直线 9 一 o; 当 8<I 时 


方程 
(2 一 二 )22 十 1202 一 C2 
可 写成 一 (一 Na 十 Na 一 a2， 它 表示 以 
轴 为 实 轴 的 双 曲 线 。 其 渐 近 线 方程 为 
1202 一 (一 12)z2 一 0， 


即 jy 一 十 VI 到 
3715. 定 长 线 
段 的 两 端点 分 别 在 
互相 垂直 的 两 直线 
允 ZZ' 上 , 求 把 
4 马 内 分 为 定 比 
M3 久 的 点 一 的 轨 
迹 。 
解 取 愉 互 、ZZ/ 
为 坐标 轴 。 设 点 己 5 2 如 图 , 有 
.04 _ ?2 十 锣 
Oq 912 
。 04 一 思 - 作 2 Q 
O8B 名 十 多 
8 
OB 一 -也 -和 2。 四 | 


因为 O42?TOPB2=452 设 4 一 7 则 
入 十 多 2 十 名 
攻 一 双 ) 人 ) Y 一 轧 


22 4 
IN 十 名 匀 十 包 

这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 , 它 表 示 中 心 在 原点 、 

长 短 轴 分 别 在 两 坐标 轴 上 的 本 圆 。 长 轴 为 

2 一 一 一 ， 短 轴 为 


7 中 多 7 十 隐 “ 
3716. 已 知 以 4B 

为 斜 边 的 直角 人 ACO4PB， 

过 其 内 部 的 点 也 且 平 0 

行 于 04 的 直线 和 边 

0B、4 的 交点 分 别 为 双 、 忆 


一 1。 


过 三 且 平 行 于 


862 


02 的 直线 和 边 04、4 刀 的 交点 分 别 为 工 .9， 
求 使 矩形 OZPM 的 面积 和 三 角形 29OB 的 面 
积 相 等 的 点 己  y% 


的 轨迹 ， 并 画 出 (0 6 
.其 图 形 。. SR 

解 如 图 取 M 四 | 
O4、OB 分 别 1 
ne 中 上 上 P(z Ac0) = 


4(a0)，B(0D)， 已 (2 0， 了)， 无 (六 
幼 , 则 4 的 方程 为 


也 ? 
厂 有 有 开工 -TIT 也- 上 工 一 
因而 有 元 十 二 工 ， 本 十 囊 J， 
of1_ 2 一 zf 一代 
和 只 1 多 了 zt = 
从 而 PQ@= 了 -一 35 一 也 z 一 蕊 


PR 一 开 一 7 一 4 一 0- 们 2/。 
又 办 OF.PLT= 误 P@.PR, 所 以 
mr (oa 全 o2-<s- 钞 
之 op 十 人 op 一 20x 一 2ay 十 0 一 0， 
即 Ce +-@ -1 
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它 表 示 中 心 在 〈% 2， 两 轴 长 分 别 是 20, 20 


的 铺 贺 。 它 和 zy 轴 分 别 切 于 4 五 。 因 此 ，. 


所 求 的 轨迹 是 该 棋 圆 在 人 AO423 内 部 的 部 
全 


困 。 


3. 切线 、 切 点 


3717. 求 顶 况 瑟 十 穆 =1 的 斜率 为 双 
的 切线 方程。 


2 有 
设 国 的 斜率 为 双 的 切线 方程 为 
4 一 M0 十 B。 [0 
把 @@ 代 入 @, 得 
2 (nx 十 6D)2” -1 
G 0 


第 八 编 解析 几何 


《c2m23 十 D2)223 十 27202Bx 守 0282 一 0202 一 0 四 
团 是 团 的 切线 , 四 须 有 等 根 , 所 以 四 的 判 
别 式 为 零 : 
71220463 一 (aa722 十 D2) (a262 一 0223) 一 0。 

整理 ,得 p2 一 da02 十 D2， 

有 一 主 Vain3 十 友 。 
故 所 求 切 线 方程 为 、 

4 一 MnO 十 /az2z2 十 2 。 


.3718. 证 明 ， 棋 圆 所 十 基 = 上 点 
PR(zi， 的) 处 的 切线 方程 为 


Xi0 0 一 
0 


解 “过 题 设 本 加 上 两 点 Po g)，g(z 


4) 的 直线 方程 为 
一 纪 ，_ 
32 一作 人 幼 )， 人 
| 因 点 Geo 风 ，(oo 网 在 精 加 区 十 - 拓 一 1 
上 ,所 以 ， 。 
化 
呈 二 全 = @ 
下 + 八 =1. @ 
@@-@， 2 十 区 一 0， 
。 2 一 由 人 (2 十 20 
” 罗 一 Co 十 90 @ 
把 图 代入 中 ， 
一 一 人工 信 rr-- 
Y 一 罗 一 一 环 tp 十 的 他 2 和。 


如 点 鲜 在 曲线 上 无 限 地 接近 点 已 〈zo， 纺 ) 
就 无 限 地 接近 于 (xi，2)， 从 而 割 线 PQ 就 无 
限 地 接近 在 点 书 处 的 切线 。 故 切线 方程 为 


Do 
一作 一 一 (Z 一 0)， 
2 zz 十 a2g2 一 a208 十 12c3。 
由 加， 上 式 可 写成 


D2212 十 C2010 一 02D3 


Zi 2 一 
本 本 


3719. 来 过 醋 图 - 巧 十 拓 ~-1 上 的 两 点 
P,.g 所 过 线段 FG 中 点 的 直径 方程 并 由 此 


证 明 在 P、@ 两 点 处 的 切线 的 交点 在 这 条 直 
径 上 ， | 人 


,emaseeverenereire 一 -一 一 


第 四 辜 椭 凤 


解 棋 贺 - 写 十 扫 -1 上 的 两 点 Pa 
2 (22) 所 
连 线段 的 中 点 
妇 的 坐标 是 

2 十 22 
35 
十 
2 二 旨 )， | 


P(z,y) 


所 以 过 点 x 的 直径 方程 为 


一 2 二 加 v 
2 一 4 十 好 8 中 


由 于 了、@ 是 棋 贺 上 的 点 ,所 以 


Re 
去 志 - 友 ) + 天地- 一 雹 ) 一 0， 


2 二 加 


一 一 一 一 一 一 
委 自 全 


把 它 代 入 @, 得 过 点 双 的 直径 方 和 为 
2 (4 一 22) 
(0 一 22) 


即 
广 人 -oz 十 于 Go yz)% 一 0. 四 


由 上 题 知 椭圆 在 P.@ 处 的 切线 方程 分 别 为 
zO 0 1 00 
En 


二 (xi 一 oz 二 矶 押 - 一 22)% 一 0。 


这 就 是 说 , P,9' 两 点 处 的 切线 的 交点 在 过 到 
的 直径 上 。 - 
3720- 证 明 : 柳 贺 写 十 电 


上 的 一 点 己 和 焦 
点 瑟 所 连 线 段 为 
直径 的 圆 与 以 棋 贺 
中 心 为 区 心 ， 2 为 
半径 的 贺 相 切 。 

解 ” 设 椭 帮 


鳃 一 la>b>0) 


上 的 点 为 P(zt 40， 焦 点 为 了 (ae，0)， 


到 (-ae 0)，FP 的 中 点 为 在 0M 的 延 


863 
长 线 上 圆 戏 的 半径 为 MTN; 则 
OMx= 卫 F'P 一 到 (aezD， 
MKN 一 瑟 PP 一 于 (4 一 ez0)， 
,ON=OM 二 MAN 一 a。 
故 以 PP 为 直径 的 加 与 以 0 为 圆心 , a 为 半 
径 的 辆 ( 酉 贺 的 铺 助 圆 ) 相 切 . 
注 “ 丈 'Pa= (zi 十 ae)2 十 咀 
一 好 十 2aezi--a2c2 十 他， 
2 2 
又 巡 + 如 = 
狂 . 
即 ， 兴 =2P 一 刀 允 ， 


把 它 代 入 上 式 , 且 注 意 到 ae 一 0 一 22 则 
了 Pa 一 ea 十 20eoi 二 02 
w。 卫 忆 一 G 十 eol。 


同 理 ， 了 一 4 一 2e0t 
其 中 0 
3721， 求 本 圆号 十 -名 一 上 互相 垂直 的 
切线 交点 的 轨迹 
解 ” 设 棋 加 双 + 各 -1 的 一 条 切线 的 针 
率 为 mw 另 一 条 切线 的 斜率 为 ~ 元， 由 问题 
3717 知 这 两 条 切线 方程 分 别 为 
2 一 00 土 Wa273 十 刘 ， . Q@ 
g-- 寺 oV/ 瑟 +。 人 @ 
从 @， 
一 no?=azm2dtz2 全 
从 四 ， 
(ny 士 力 3 一 o2 十 Do 四 
@+@， 


(1 十 2) (22 十 4) 一 代 十 ou2 (az 十 P)， 
.十 久 一 0 十 防 。 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ， 它 表示 以 原点 为 图 
心 ，V ao: 十 纺 为 半径 的 圆 。 这 个 圆 叫 做 粒 回 
邱 十 托 的 准 园 . 

3722. 设 以 了 了 为 焦点 的 权 圆 上 任意 
点 为 忆 则 AZPB' 的 顶点 了 的 外 角 平 分 线 
是 这 个 椭圆 的 切线 。 

解 设 人 FEPZ' 顶 点 己 的 外 角 平 分 线 BT 


864 
上 的 任意 点 为 中 ， 
连结 OZ、G5 在 
2 的 延长 线 上 取 
等 于 2 的 线段 
2R, 则 可 证 明 点 
不 在 桶 圆 上 。 

事实 上 ， 


也 妈 ' 十 一 万 一 开矿 ' 十 PR 
一 万 已 <Q@B 十 9R 一 OF 二 OP， 
因而 忆 1 十 PP <Q@R 上 GZ， 
故 点 4 不 在 椭圆 上 . 

这 就 是 说 , 在 ~FPFB' 的 外 角 平 分 线 PT 
上 除 卫 以 外 的 任意 点 昌都 不 在 椭圆 上 ， 邵 
ZP7Z 和 椭 融 只 有 一 个 公共 点 ,所 以 PT7 是 机 贺 
上 点 书 处 的 切线 。 

注 “从 这 个 性 质 可 知 , 在 点 三 处 的 切线 和 
了 PB，P78" 成 等 角 . 

3723. 求 垂直 于 直线 y+4=0， 且 切 于 
椭 较 必 十 402 一 5 的 直线 方程 , 并 求 切 点 的 坐 
标 。 

解 人 与 直线 4y 十 42=0 垂直 的 直线 斜 


率 是 工 互 ， 故 设 所 求 切线 方程 为 
下 
2 一 2 十 10。 


由 它 积 好 二 42 一 5 消去 罗 得 
5xz23 十 8M12Z 十 (167j2 一 20) 一 0 中 
@ 具有 等 根 的 条 件 是 


5 
吧 一 土坯。 


故 所 求 切线 方程 为 多 一 % 士 5， 切 点 坐标 分 别 


为 人 4， 一 已 ，( 一 三 2 
3724. 设 椭圆 写 + 乱 ~1(o>b>0) 上 


点 王 处 的 切线 和 2 0 宙 过， 长 轴 的 两 
端点 分 别 为 4\4, 过 了 作 2 轴 的 垂 线 和 24、 
P4' 的 交点 分 别 
为 纪 、 由 

工 BR 一 7TQ。 

解 由 问题 
3718 知 ， 在 点 
已 (zl， 急 ) 处 的 
切线 方程 为 


O12 1 
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了 的 横 坐 标 为 -所 ， 所 以 过 了 且 与 了 轴 垩 直 
的 直线 方程 为 

zx- 纪 ， ， 中 
P4 的 方程 为 


4 一 细 一 刷 三 人 一 一 21) 。 @@ 


ee 全 
又 了 P4' 的 方程 为 
2 一 幼 一 元 


把 O 代入 因 得 点 z RE < 
"， @97 一 。 


人 冬 . 轴 、 项 点 、 焦 点 、 敲 心率 


3725 极 据 椭圆 的 定义 求 精 可 的 方程 ， 
并 说 明 椭 贺 的 

轴 、 顶 点 、 焦 点 和 
离心 床 的 意义 。 

解 ， 距 两 定点 
的 距离 之 和 为 定 
值 的 点 的 轨迹 叫 
做 椭圆 。 这 两 个 
定点 叫做 袜 圆 的 焦点 。 

取 连 结 焦点 万、 五 ' 线段 的 中 点 0 为 原点 ， 
直线 82 为 了 2 轴 ， 过 0 且 与 了 Br 和 王 直 的 直 
线 为 g 轴 。 设 羡 7' 的 坐标 分 别 为 (c, 0)， 
(一 0) ,好 下 丈 ' 一 2c。 设 适合 条 件 的 任意 点 
为 卫 (z, 急 ， 且 了 Rd 二 RPR 一 20， 则 遇 三 角形 
的 性 质 知 


(一 0)， 9 


也 玉 ' 一 民有 十 三 有 
即 2c<24，c<<a。 
根据 忆 B 十 PN 一 2c 可 得 
V 语 -TH+VGTOT-20 0 
(2 一 C)2 十 一 (2 十 c)2 十 2 
-4aV 本 +55 划 +40， @ 


即 aA/ (2 十 C)2 十 仿 一 G3 十 CZ。 
两 边 乎 方 ， 
Ca2z3 十 20200 十 02C3 十 42 
一 0 十 2a2coz 十 c222， 


取 《2 人 C2) 2 小 Q242=- C2 (Q? 一 Co 
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器 wa>c, 设 2 一 c2 一 态 (b>0) ,于 是 
Dax2 十 a202 一 0222， 
， 
。 二 十 刺 =1 
这 就 是 酉 贺 方 程 的 标准 式 。 这 个 椭圆 和 YZ 轴 
的 交点 是 4(o, 0) 和 4(-a, 0)， 和 4% 轴 的 
交点 是 互 (0, 芒 和 了 (0,， 一 芒 。 因 此 得 
44 一 20，BB' 一 22。 
44' 叫做 实 贺 的 长 轴 , BB' 叫做 柱 圆 的 短 轴 。 
把 长 轴 和 短 轴 总 称 为 椭 加 的 轴 。 两 轴 的 端点 
4、4'， 了 B、B' 叫做 棋 圆 的 顶点 . 长 轴 和 短 轴 
的 交点 O 叫做 椭圆 的 中 心 。 过 中 心 且 两 端 
在 椭 区 上 的 线段 叫做 椭圆 的 直径 。 
李 圆 的 中 心 O 到 焦点 的 距离 是 由 吧 一 纪 
一 态 可 知 ec 一 wa 一 玉 。 


15 丈 /一 人 
和 VS- 
叫做 椭圆 的 离心 率 ， 把 它 用 。 表示 , 即 
c- 作 一 乙 ，0<e<1， 
如 用 。 表示 粒 圆 的 焦点 , 则 环 (ae)0) ,一 ae， 


0). 在 z 轴 上 取 满 足 条 件 OP.O 妇 一 042 一 0 
的 点 , 则 


我 们 把 直线 “一 一 2 和 xz 一 一 二 叫做 椭圆 的 


准 线 。 
3726， 求 桶 四 -只 + 所 -1 的 通 径 ( 通 


过 焦点 且 垂直 于 . 长 加 的 纺 长 的 长 . 
解 ” 设 过 构 圆 的 焦点 叉 (aes 0) 通 径 的 上 
端 为 一 (ae， 则 : 


2 + 即 ec 十- 厅 一 了 
?2=02(1 一 c) . 中 
e 是 酉 加 的 离心 率 。e 一 < ， 把 它 代 入 


9， 人 ab、 及 
P 玉 (1 一 一) 一 全 
三 巡 
。 因而 所 求 通 径 的 长 是 
2 2 
人 


3727。 (1) 证 明 : 过 桶 贺 中 心 2 的 所 有 
驴 , 都 被 点 O 所 平分 ; 
《2) 证 明 过 点 O 的 纺 中 , 以 垂直 于 8 克 "的 
弦 最 短 ， 
解 (1) 设 过 点 
9 的 任意 弦 为 P9， 
在 OP 上 取 点 忆 ， 
使 09 一 OP'。 设 
忆 、 丈 为 焦点 ， 则 
卫 卫 介 有 8 成 平行 四 边 形 ， 
了 1 十 BF 一 QH' 十 9. 
由 于 @ 是 棋 圆 上 的 点 ， 妃 、 丈 ' 是 焦点 ， 所 以 
9 Te8' 是 一 定 的 , 设 它 为 9, 则 
@8F 二 91 一 20)， 
即 点 P' 在 精 画 上 ,从 而 PP' 与 乙 重 合 。 
…，PO=O09. 
(2) 设 古 一 站 PPZ 一 沁 则 
2 十 一己 十 疡 5 一 20。 


但 是 
(二 3 二 一 力 ? 一 30 十 扩 ) 
一 4PO02 十 4F7O2， 
即 
4PO2 一 (Z 十 y)3 十 (2 一 幼 2 一 人 57O3 
一 4a2 十 (z 一 2)2 一 4BO3。 
此 式 中 四 < 及 80 都 是 定 值 ,所 以 当 zx=y 时 
4PO2 的 值 最 小 , 即 PO 最 小 。 这 就 是 说 ， 当 
PO_LPF' 时 弦 P@ 最 小 。 即 垂直 于 了 到 的 
弦 最 短 . 


3728， 氢 述 本 圆 准 线 的 定义 ， 并 指出 其 ， 
性 质 。 

解 对 于 梢 加 全 十 执 =1 (>b>0)， 
在 2 轴 二 取 点 


吾 ,， 使 
O5 .OPR=-O043 


O8.O 万 ' 一 0a2， 
过 卫 \ 吾 ' 分 别 作 2 轴 的 垂 线 卫 、 瑟 TD 则 它 
们 的 方程 分 别 为 2 一 了 0 一 一 号 - 此 两 直 线 
叫做 棋 欧 的 准 线 。 


866 


设 椭 画 上 的 仔 意 点 为 一 (dz bi)， 从 书 分 别 
作 两 准 线 的 垂 线 , 设 其 垂 足 分 别 为 互 , 瑟 '. 由 
于 点 忆 p 幼 ) 在 棋 吏 上 ， 所 以 

本 
C2 加 2 


2 9 
邮 - 记 (2 一 史 一 代 一 e) (o2 一 至 ) 


一 02 一 吗 一 02c2 二 ce20ji。 
由 于 “了 P2 一 (mi 一 ae)? 十 只 
一 媒 一 2aexzl 十 02e2 十 02 一 从 
一 C263 十 ce223 
一 42 一 2gex1 十 6203 一 (一 ezi) 3。 
同 理 ， 瑟 'P2 一 (zi 十 ae)3 十 多 一 (z 十 oz0)2. 
PP 一 0 一 el， 万 古 一 C 十 col 
(|2[<a，0<e<1) 。 


_QG_， 4 一 eXt 
又 = 2X1 < ? 
BFP:P 万 一 0 一 人 zl -于 
一 1: 工 一 e:1， 
全 


个 
PP 太一 十 和 一 4 二 -em ， 


了 PPB' 一 0 十 ezl:-2 em 
=1: 工 一 e:1。 
如 


故 从 椭圆 上 的 任意 点 媚 到 焦点 的 距离 和 到 
准 线 的 距离 之 比 是 一 定 的 , 即 e:1(40<e< 卫 。 
即 卫 到 焦点 的 距离 较 小 . 

如 取 短 轴 在 轴 上 , 长 轴 在 y 轴 上 , 则 栏 
的 方程 是 


宁 + 质 =1 (>a>0)， 
其 焦点 的 坐标 是 (0， 士 ze)， 准 线 的 方程 是 
一 土 之 其 中 e=\ 涪 -所 
4 一 三 ?二 贡 “ 
3729. 求 枉 园 分 十 婚 的 长 轴 、 短 
轴 、 焦 点 、 准 线 和 离心 率 。 
解 在 精 贺 方程 全 -十 等 = 工 中 , 令 2-0， 


则 xz 一 土 V5; 令 Z=0 则 y= 土 VS。 设 长 
轴 为 20， 短 轴 为 22, 则 
20= 3/ 5， 22=2V3S。 
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高 i 率 
-下 


中 心 到 焦点 的 距离 de 一 Y 3 ， 故 焦点 的 坐标 ， 
分 别 为 (V 83，0)，( 一 V 3 ，0) .。 准 线 的 方程 


3730， 已 知 椭圆 中 心 和 焦点 的 距离 是 2， 
e 一 忌 , 求 其 长 轴 和 短 灿 。 
解 “ 设 长 轴 、 短 轴 分 别 为 ax、32, 则 有 


ae 一 2， 2 一 了， 0 一 6。 

又 e=- 必 II- 邱 - 工 
于 _1 SS 
四 工 36 9)， 0 32， 


从 而 ?=4/ 3 。 因 此 ， 
.2c 一 12，20 一 8 3. 

3731. 求 下 列 椭圆 的 长 轴 、 短 轴 、 离 心率 、 
焦点 坐标 和 准 线 方程 。 

(1) 4z3- 二 99%2 一 3， 

(2) 35z2?--36% 一 100， 

(3) ze 十 25%2 一 27 一 24 一 0， 

(4 42 十 名 一 16z。 

解 ”长 轴 和 短 轴 分 别 用 2c、22 表示 ， 离 心 
率 用 。 表示 。 
， (GD) 42 十 9%2= 工 即 

2 人 肠 


全 出 本 症 。 


故 2c、22 分 别 是 1 号 . 


户 _V5 

离心 率 *-V 1 一气 -> 
因 ae 一 于 .六 瑟 -5， 故 焦点 从 标 为 
汪 

( 汪 -9) 
因 开 -- 二 .8 一 2 改 准 线 方程 县 

3/ 避 
2 一 士 末 0 一 。 
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(2) 2522-36 2 100 即 


机 + 和 


侮 


故 2a.20 分 别 是 4 了 0 


3 
离心 率 6 一 从 
因 oo 一 > 故 焦点 为 (十 亚 人 
因 和 一 -7 故 准 线 方程 是 zx 一 土 寺 . 
(3) 2 2x 一 24 一 0 
邵 (Z 一 1)2 二 25%2 一 25， 
Sa 十 久 一 寺 
故 它 的 图 象 是 把 燃 加 质 二 和 一 工 向 右 平移 


1 所 得 的 椭圆 。 共 长 因 灿 》 别 为 10, 罗 离 
心率 


-e= 几 - 矶 六 -2 oo-3V5. 


所 以 焦点 坐标 为 ( 土 2v/ 6 十 1 0) 。 
G_ 25\/6 


- 6 412 ， 
所 以 准 线 方 程 为 
25、/ 6 
ZX 一 土 也 


(@ 4z2 上 =16z 即 
(2 一 327? 
乡 2 
故 它 的 图 象 是 把 梢 贺 妃 十 全 向 右 平移 2 


所 得 到 的 棋 圆 。 它 的 长 灿 在 ; 2 轴 上 , 短 轴 和 
2 轴 平 行 。 其 长 轴 、 短 轴 即 24&、22 分 别 为 8， 
4. 


离心 率 e 一 MI 一 一 瑟瑟 3 。 
ae 一 2v/ 3 ;所 以 焦点 坐标 是 (2, 土 士 2/ 3). 
二 人 日 

, 因而 准 线 方程 是 


十 工 。 


从 
乞 一 了 


一 一 一 一 = 


5 一 二 


3732， 证 明 ， 过 梢 加 


=J1LC>D) 


的 焦 点 且 与 长 轴 生 让 的 长 是 2c( 一 o) ， 
解 在 瑟 十 攻 = 工 中 , 令 


《一 0e 则 


人 


区 ， 。。 一 土 pv/I 一 o。 


故 所 求 纺 长 是 


和] 
一 20( 工 一 6?) 。 


20w/I 太 一 .222 
人 


注 把 这 条 纺 
叫做 构 圆 的 通 
径 。 

设 刀 为 准 线 ， 
由 问题 3728 知 
0D= 了 


一 20， 


且 O 厅 一 ae 


Dad-e) 
C 者 


因而 DF.e=ad-o=ZZ 
即 也 万 :了 太一 T:e。 
3733,， 求 以 (，3) 为 焦点 ， 准 线 方 程 为 
z 十 9 一 一 卫 离 心 束 为 云 的 手 图 方程。 
解 ” 设 椭圆 上 的 任意 点 为 P(w, 力 , 则 点 卫 
和 焦点 已, 2) 的 距离 为 
CTU5FO355 
又 点 己 和 准 线 z 二 9% 二 1 一 0 的 距离 为 
1z-+y 二 TI] 
3 ) 
因此 , 由 问题 3728 知 
VCDT5 于 93 一 鞋 . 1231 
CTT@- 王 一 于 -全 拓 二 
-十 妥 一 20 一 缴 十 5 
一 襄 (o2 十 急 二 20 十 25 十 9 十] 


即 72z2 一 200 芽 7%2 一 182 一 3449 二 39 一 0。 


局 。 杂 题 

3734， 已 知 本 团 的 焦点 为 蕊 了 w 精 圆 上 
一 点 @， 证 明 由 焦 s 
点 作 人 FagZ。 顶 sc 
点 9 的 外 角 平 线 AAA 
的 三线 ， 其 垂 尼 卫 2 
在 一 定 加 上 ，- 


解 在 Pi@ 的 延 
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长 线 上 取 @S 等 于 97a， 设 顶点 @ 的 外 角 平 
分 线 和 SN 的 交点 为 P， 则 书 是 SF? 的 中 
点 ， 
如 设 BaiB。 的 中 点 为 0, 则 

OP1FIS， 


且 OP=- 于 PS 一 于 (OPiTgZo)。 


因 点 @ 在 棋 较 上 ,所 以 971 二 @5a3 一 定 ,从 而 
OF 也 一 定 。O 是 椭圆 的 中 心 , 它 是 定点 ,， 故 
也 在 以 O 为 圆心 , 定 值 于 (9Fi 十 @Zs) 为 半 
径 的 圆 上 . 

3735， 在 中 心 为 0, 长 轴 为 44， 短 轴 为 
3 刀 的 棋 圆 弧 4 下 上 求 一 点 M， 民 介 人 
M4OB 的 面 
积 最 大 。 

解 【分 析 ] 
要 四 边 形 
3M4OB 的 面 
积 最 大 ， 只 须 
AM4B 的 面积 最 大 。 如 果 3 的 面积 
最 大 , 则 过 到 且 与 4 如 平行 的 直线 和 燃 圆 除 
险 人 即 该 直线 是 椭圆 的 切线， 
因此 ， 允 一 定 是 与 4 已 平行 的 切线 的 切 点 。 
这 时 ， 可 利用 与 4B 平行 的 弦 的 中 点 轨迹 是 
直径 的 道理 , 作出 点 验 。 

[作法 ] 取 4B 的 中 点 W， ON 的 延长 线 
和 椭圆 交 于 交 ， 则 2 就 是 所 求 的 点 。 

[证 明 ]J] 由 问题 3704, 与 4 平行 的 弦 中 
点 的 轨迹 是 过 4B 中 点 的 直径 , 所 以 点 M 处 
的 切线 了 了 平行 于 48. 

设 弧 4B 上 点 了 以 外 的 任意 一 点 1"， 则 
2 在 两 平行 线 4B 和 和 了 之 间 , 因此 

NAa'hB<< SAar4B) 

从 而 四边形 M'4OB 面积 
< 四 边 形 戏 40B 面积 ， 

即 四 边 形 民 L4OB 的 面积 最 大 . 


2 2 
3736， 设 过 棋 图 二 十 新 =1 上 点 Pr 


2 的 直径 的 共 恩 直径 和 椭圆 的 交点 为 
站 (mo， 4)， 则 


2 一 土豆 21， 的 二 第 二 二 
@ 


解 已 知 了 (xi， 010) 为 椭圆 


aa 
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唤 


上 的 一 点 ， 让 茎 0 OP 的 闪 久 直径 的 一 端 为 
D(co 欧 . 直径 OP 的 方程 是 % 一 如 2 由 
问题 3704 知 ，OP 的 共 斩 直 径 0D 的 方程 为 


从 @， 2 


两 边 平方 并 加 上 二 得 
C202 十 D2z2 DZ2z3 二 co @@ 
D2z2 < 
由 @， Q22 于 D2x2 一 0202) 
又 因 (2 21) 在 @ 二 5 所 以 
2224 十 Ca23 一 G202， 
故 由 图 得 


D202 一 G21 0 一 土豆 JJ/1》 


忆 
从 而 2 二 志和 。 


， mo 一 父 世 ， z< 一 一 号 1 
42 一 一 过 mo 9 一 之 加。 
这 就 是 直径 OP 的 共 柜 直径 端点 也 了 D' 的 坐 
标 。 


3737， 设 椭圆 邱 十 续 


的 交点 为 4， 和 2 
轴 正 向 的 交点 为 
B,， 在 弧 4B 上 求 
一 点 己 ， 使 四 边 形 
O4P 的 面积 最 
大 . 


-1 和 2 轴 正 


解 ” 设 适合 条 件 的 点 为 王 人 力 ， 则 
四 边 形 O4P5 而 积 一 SaAops 十 Saop4 


一 总 (oz+ag)。 


又 由 -号 二 区 苞 一 工 知 bzz2 十 a2y2 一 a202。， 
因 
(DZ 十 ao)3 十 (20 一 00) 
一 2(2222 十 02y3) 一 20202， 


一 


故 当 2z 一 ay 一 0 时 pz 十 ay 最 大 , 其 最 大 值 为 


VB。 因而 四 边 形 O4PB 的 面积 的 最 大 | 


</ 3 
值 为 “3 吧 有 
注 _ 当 四 边 形 O4P 刀 的 面积 最 大 时 ,点 三 
的 坐标 满足 zr=ay, 即 SAopa 一 Saop4。 因 此 
OP 把 4 娓 二 等 分 (参照 问题 3735) . 


人 2. 
3738. 过 梢 贺 宛 十 荔 于 的 两 个 焦 。 5 


分 别 作 这 个 精 吏 上 点 有 
己 处 的 切线 的 垂 线 ， 其 cf AAA 
重 足 分 别 为 G、G“, 如 果 7 
ATFP8 一 2 则 梯形 

万 BIGIG 的 面积 是 
o2sing。. 

解 GG' 把 BFPZB 的 外 角 平 分 。 设 了 三 
和 开 6G 的 交点 为 4 了 BP 和 卫 'G 的 交点 为 刀 ， 
则 互 、4, 万 妇 关 于 GG' 对 称 。 

“。 了 4 一 忆 媚 ) 卫 好 一 厂 /， 
从 而 到 4 一 万 B 一 P-LPD 一 3c。 
设 梯 形 BFGG'Z 的 面积 为 8, 由 于 
梯形 太 ZGLG 面积 一 梯形 GG'B4 面 积 ， 
.…。 28 一 梯形 BF'B4 面积 


= 子 古 4 .万 刀 sin6 


汪 
一 -一 2 .2 
亏 C.2aSin O)， 


故 人 一 02sSinb。 
注 > 的 条 件 是 必要 的 。 


3739. 从 中 心 是 0 的 精 贺 妈 + 匠 了 
C 4 “ 


上 一 点 三 向 
《 轴 所 作 垂 线 
的 足 为 1， 又 
点 书 处 的 切 
线 和 '`z 轴 的 
交点 为 工 ， 则 
OM .07 是 一 定 的 。 


解 棋 园 刀 + 妨 -I 上 点 也 处 的 世 
QG2 0 E 已 
线 方程 为 


oO00 ，3240 
0 开机 


在 此 式 中 ， 令 g 一 0 则 za 全 竹 


(问题 3718) .. 
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DT 一 开 ， 又 OMo 
01 
OM.O7 一 oa ( 定 值 )， 


3740. 把 符 形 的 各 边 等 分 ， 如 图 连接 
直 丝 ,证 明 对 应 直线 的 交点 都 在 一 个 椭 四 上 。 


1 
故 


解 ” 设 矩形 两 邻 边 的 长 分 别 为 2&\20， 取 
其 -~- 边 44' 为 2 轴 ， 44' 的 重 直 平分 线 为 2 
轴 -。 设 第 双 条 对 应 直线 的 交点 为 P(z, y)， 
则 


-，。 PP Fo 
4 忆 厅 机 
全 全 人 A44E 五 有 一 到 4， 
20 多 六 
上 4 .20 二 2 
4 一 0。 20. 纪 II20QG“ 9 
刀 
六 4R 
44! 疡 万 /六 这 5 ze 
又 人 coAd'n4，， 0 
2 
2 _ 了 II 
吕 CG 十 2 2a IC “ @ 
上 412 22 
个 X 因 消去 和 机 - 证 ， 
2 712 


此 式 说 明 对 应 直线 的 交点 三 都 在 以 3a、22 为 
两 轴 的 椭圆 上 ， 

3741， 下 面 2 都 是 上 的 函数 ， 消 去 芭 
求 %y 间 的 关系 。 

人) wx 一 acos 记 0 一 5sint 

2ct 2 人 一 妇 
人 ER 
解 (人 Z 一 acos 访 g 一 5sint 


即 


) 2 一 


一 cos 坟 


和 ob 基 m 


0 


8S870 
邱 + 和 = Cos 好 十 Simn 2 一 1 
1 2  . 
即 2 了 -4 一 1 


CC 02 


它 的 图 象 是 棋 圆 。 


2 2 .31- 世 
TI 十 把 ” 方 工 二 妇 ” 


2 2 1 
和 工 七 到 和 +( 司 机 人 
即 - 邱 十 禾 一 I。 
它 的 图 象 是 精 加 ， 
注 :(D、(2) 都 是 烟 贺 写 + 秘 =1 的 
参数 方程 , 可 作 公式 使 用 。 

_3742. 在 桶 圆 巧 十 攻 =1(>b>0) 上 
取 一 点 也 ,如果 0 是 原点 , 4 的 坐标 是 (&， 0) 
且 COP4 为 直角 , &\b 间 有 什么 关系 。 

解 设 点 卫 的 
坐标 为 一 (2 轨 , 则 
本 

OP3 二 P4? 一 043 

知 


信 十 信 十 (ca24 罗 do 


即 的 
把 它 代入 瑟 和 ~4 则 


2(C 一 0 
人 
22z2 十 c22(a 一 2) 亚 0202， 

22(z3 一 a2) 十 a2z(a 一 切 一 0， 
(2 一 a)5(22 一 a2)z 十 GD 人 一 0。 

由 于 Z<a 所 以 z 一 a 寺 0, 因此 

apBe 

下 


再 出 Z<0 得 -和 殉 <， 
,aa2>212， 即 ao>w 了 2， 
3743， 中 心 是 90 的 酉 圆 上 的 一 点 和 短 轴 
两 端点 所 连结 的 两 直线 和 长 轴 ( 或 其 延长 线 ) 
分 别 交 于 BR 则 09.0R 一 定 。 
解 ” 设 精 殴 的 六 程 为 
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- 别 求 出 其 余 两 顶点 


一 一 一 一 


2 2 
广 + 厅 = (ec>D>0)， 


椭圆 上 的 一 点 为 
P(zl，2)， 短 轴 
的 两 端点 分 别 
为 也 (0, 芒 、 好 (0 
一 切 ，BP、B'P 和 
长 轴 ( 或 其 延长 线 ) 
分 别 交 于 点 @、 了 BR 号 2EPqQ 的 方程 为 
2 一 2 一 攻 2 0 
|__ zxi 
全 O9 信 一 2 刍 
又 BRP 的 方程 为 
2 了 TD 一 -20 十 2 z 
21 
一 |_zxzl 
8 | 
DP_ | -22 
本 页。 00.08-|- 交 2|. 
但 知 耻 寺 扯 =2 
即 2203 一 02(22 一 0) 。 


.09.0RB=a2( 定 值 ) 。 

3744. 在 人 4Z50 中 ， 顶 点 B、C 是 定点 ， 
顶点 4 是 动 点 。 过 召 作 顶点 4 的 外 角 平 分 
线 的 垂 线 , 垂 足 为 已 , BC 的 中 点 为 O。 当 OP 
是 定 长 时 ， 问 顶点 cc 
4 在 什么 曲线 上 。 改 、 


解 设 BP 延 长 六 
线 和 0O4 延 长 线 避 
的 交点 为 C) 则 | 
4 刀 一 .40 8 外 G 
瑟 忆 一 PO1， 


4BT40O=40' 4L4O=20P 一 定 值 ， 
故 顶 点 4 在 以 了 3、C 为 焦点 ， 长 抽 为 20P 的 
兢 圆 上 。 

3745. 已 知 4 
为 定点 ， 召 为 在 椭 
圆 上 运动 的 点 ， 如 
以 4B 为 正方 形 
4BOD 的 一 边 ， 分 


C 了 了 的 雪 过 (只 公 述 形状 及 位 置 ,不 加 证 明 )， 


一人 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 -- -一 . 
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解 4BOD 是 正方 形 , 所 以 4B=4D， 
2B4D 一 90"。 因 此 当 点 至 在 酉 加 0 上 运 
动 时 ， 则 了 在 以 4 为 旋转 中 心 把 椭 较 〇 旋 
转 90“ 所 得 的 椭 狗 0 上 运动 。 又 
BF40O= 第 *，4B:40O0=1:v 23， 
所 以 C 在 以 4 为 旋转 中 心 把 棋 画 Q 旋 转 
45”， 并 以 4 为 位 似 中 心 ， 扩大 wVW 2 倍 所 得 的 
椭 锅 0 上 运动 。 如 果 正 方形 4BOD 的 顶点 
C、 呈 的 取 法 与 前 述 的 取 法 关于 483 对 称 时 ， 
则 作为 C、 呈 Ca 加 
关于 轴 O4 对 称 。 
3746. 如 右 图 。 
已 知 椭圆 的 焦点 为 
卫 下 O 为 中 心 ， 
44' 为 长 轴 ，BB; 
， 为 短 轴 。 证 明 
0O4 一 有 DBP，0DPBa 一 4 万 .4 怒 。 
解 设 04=a, 0OB=2 呈 是 椭圆 的 焦点 ， 


友 


则 
2 一 D2 
， OZ ae， CE ?7 
因而 O7 一 /0 一 天 。 
。。 BFH2 一 53 十 (Vo2 一 态 )2 一 02 
了 8 一 a=O4。 
又 4=O4 一 0O7 一 4 一 0 


B4 一 -40 二 OF 一 CC 二 OP ， 

414 一 只 一 OF3 
(w 恋 一 琴 ?= 加 =0B2. 

“3747. 在 直 圆锥 顶点 的 一 便 作 与 其 内 切 
的 两 个 球 0.0 在 这 两 个 球 之 间作 切 于 这 两 
个 球 的 平面 z， 则 这 个 平面 截 圆锥 的 切口 是 
棋 贺 或 四。 

解 ” 设 圆锥 的 顶点 为 了, 两 个 球 O、O' 与 平 
面 = 的 切 点 为 也 "平面 一 蕉 圆锥 的 切口 上 
的 任意 点 为 己 。 母线 7 己 和 两 个 球 O、O' 的 


一 a2 一 


切 点 分 别 为 @.R 则 2F、P@ 都 是 球 〇 的 切 


线 , 所 以 
PH 一 P9.S 
了 Pr 一 PR， 
…，PF+PZ' 一 PT PR 一 OP， 
由 于 @BR 的 长 是 一 定 的 , 设 它 为 2w 则 
也 十 PP 一 2a。 


同 理 ， 


因而 点 己 的 轨迹 是 以 王 、 五 "为 焦点 的 术 贺 . 
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当 切 点 互 、 丈 ' 在 平面 上 重合 时 , 则 点 忆 的 
轨迹 为 辐 。 

注 98BR 是 过 好 、.F7、O' 的 平面 截 两 球 时 所 
得 两 吏 的 外 公 切 线 的 长 ,所 以 是 一 定 的 。 

3748. 底 画 半 
径 为 > 的 直 圆 柱 ， 
用 与 其 轴 不 牌 直 的 
平面 截 时 ， 则 其 截 
只 为 精 殴 。 

解 ” 设 与 直 圆 柱 
的 轴 ? 不 垂直 的 平 
面 为 % 刀 是 平面 
7 截 这 个 直 圆柱 的 
截 口上 任意 一 点 ， | 
过 > 和 ? 的 交点 0 
且 垂 直 于 ! 的 平 而 
为 6。 从 一作 平面 6 的 垂 线 PP'， 再 从 书 向 
两 平面 8 和 7 的 交 线 4B 作 重 线 P 克 ， 则 由 
三 垂 线 定理 知 已 所 4B。 

-， 设 ADPERP = PO 万 = 一 0。 

取 4B 在 zx 轴 上 ,4 的 垂直 平分 线 OD 在 4 
轴 上 ， 建 立 坐标 系 , 设 点 卫 的 坐标 为 (z, 幼 ， 
则 


2 
ee 上 时 ， 


2 一 0O=ODP'cos0 一 cos0， 
4 一 妃 忆 = 卫 万 seeas=rSingseca)， 
。 过 =coeb6，-- 人 一 sing。 
人 YRecaw 
从 两 式 消 去 9， 
02 全 
了 一 
这 就 是 截 口 曲线 的 方程 ， 它 表示 长 轴 为 
27secoa), 短 轴 为 27 的 构 圆 。 
” 注 “是 了 面 有 和 ?的 交角 , 当 了 而 ? 确 
定时 , gc 是 一 定 的 。 
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第 五 章 双 曲 线 


1. 图 象 


3749， 分 别 作出 方程 一 16 和 2 一 一 16 
的 图 象 . 
解 把 2 9 的 对 应 值 列 表 如 下 : 


以 表 中 各 组 对 应 信 为 坐标 描 点 ,用 平滑 的 
曲线 连结 ， 就 得 到 


所 求 的 图 形 ， 它 就 
是 双 曲 线 。 其 顶点 
4 了 的 坐标 是 ( 包 
4)，( 一 汪 一 色 ， 渐 
近 线 方程 是 zx 一 0， 
% 一 0, 即 两 坐标 轴 . 
两 条 渐 近 线 互 相 垂 
列 各 分 式 函 数 的 图 
象 ， 并 指出 它们 相 
. 互 的 位 置 关 系 和 渐 近 线 方程 : 
GD y= 辽 ， 2- 
(3) 5 十 4. 


直 的 双 曲 线 巴 做 等 
轴 双 曲线 。 

解 “(1) 求 适合 () 的 点 (z， 急 的 坐标 得 
下 表 : 


同 理 ， 方 程 2% 关 
一 16 的 图 象 是 双 曲 
线 zy=16 关于 9 
轴 对 称 的 双 曲 线 .。 

3750. 作出 下 


二， 


.由 此 可 得 (1 的 图 象 . 


它 是 以 两 直线 zx 一 0， 
g 一 0 为 浙 近 线 的 等 轴 双 曲线 (图 1) 


G) 9 一 -二 即 (x 一 3)% 一 12， 它 的 图 象 


是 把 双 曲 线 岂 一 12 沿 2 轴 方 向 平行 移动 3 
(向 右 移 3) 所 得 的 双 曲 线 , 其 渐 近 线 是 zx 一 3， 
9% 一 0， 双 曲线 中 心 渐 近 线 的 交点 ) 的 坐标 是 
(Ga, 0) (图 允 . 

G) 一- 十 生 即 CX 一 3) (一 多 一 12， 


它 的 图 象 是 把 双 曲 线 =123 沿 Y 轴 正 向 平 
行 移动 3, 再 沿 Y 轴 正 向 平行 移动 4( 向 上 移动 
绿 所 得 的 双 昌 线 , 其 渐 近 线 方程 是 < 一 3，% 一 
4, 中 心 的 坐标 是 (3，4) (图 3) 。 

从 本 题 的 研究 可 知 下 列 问 题 : 

分 子 2)(2 一 9) 
一 0 它 的 图 象 是 把 等 轴 双 则 线 太一 4 没 2 轴 
正 向 平行 移动 b， 再 没 % 轴 正 向 平行 移动 
所 得 到 的 双 曲 线 。 其 浙 近 比 是 两 直线 Z 一 2， 
2 一 小 中 心 坐标 是 (2， 9) 。 


(1) (2) 


3751. 对 于 下 列 分 式 函数 : 
GD) 作 图 象 。 。 (2》 求 渐 近 线 方程 
(G8》 娜 些 平行 移动 能 重合 ， 应 作 怎 样 的 移 
(i) 9 二 有 GD 9 一 一 工 十 2 


Gi) y= -一 3， 
(7) y=- 二 所 ， 
解 “上 ) 八条 咯 )， 


(2) 〈iD 2 一 5 的 加 条 是 刀 双 网 线 4 一 


0 
6 


(vi) 0 


二 沿 z 轴 向 左 平行 移动 3 所 得 的 图 象 ， 它 的 
渐 近 线 是 zx 一 一 2， 4 一 0、 

( 匡 ) g 一 一 二 二 3 即 x(% 一 信 一 -也 它 的 
贺 象 是 把 双 曲 线 zy=- - 沿 4 轴 正 向 平行 移 
动 3( 向 上 平移 ) 所 得 的 图 象 , 渐 近 线 是 zx 一 0， 
4 一 2.。 

Gib % 一 一 二 本 即 (一 2)9 一 一 1 的 图 银 
是 把 双 曲 线 = 向 右 平 行 移动 3 所 得 的 
图 象 , 源 近 线 是 z 一 2，% 一 0， 

Gv) (xc 一 D Gy 一 切 =1 的 图 象 是 把 双 曲 线 
= 并 向 右 平行 移动 1， 再 向 上 平行 移动 了 所 
得 的 图 条 放 近 线 是 al 一 


母 ,得 


即 (一 1 (% 二 2 一 一 也 它 的 图 象 是 把 双 曲 线 


y 一 -- 工 向 右 平行 移动 , 再 向 下 平行 移动 3 


OO 2 一 一 2. 
《vb % 十 寺 二 II 一 0， 即 %+I 一 一 工 ， 亦 即 


2(9 十 J) 一 -于 . 它 的 图 象 是 把 双 曲 线 zg 一 
于 向 下 平行 移动 了 所 得 的 图 象 , 渐 近 线 的 
方程 是 z 一 0,， ”一 一 

(3》 人 和 (iv) 平 行 移动 能 重合 , 即 把 人 ) 平 
行 移动 1 就 成 为 iwy 。(i 、(Giii) 、(w》、(v 
平行 移动 能 重合 ， 即 把 (i) 的 图 象 向 右 平行 
移动 2, 再 向 下 平行 移动 2 即 和 (ii) 重合. 把 
Giii) 向 堪 平行 移动 1， 再 向 下 平行 移动 2 就 
和 (v) 重 合 . 把 (y) 向 左 平行 移动 也 再 向 上 平 
行 移动 就 和 (vi) 重合。 

3752. 作 | 中 一 二 -的 图 象 


|z| 
解 两 边 平方 ， 
得 


re 


它 的 图 象 是 两 条 双 曲 线 : 
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1 
到 二 人 和 -9 六 
3753. 作 /= 一 一 一 站 的 图 象 。 
解 如 zZ>0 时 ， 
则 
1 
“ITz 
三 二- 
荆 十 2“ 
它 的 图 象 是 以 4 一 1 
0，2z 二 1 一 0 为 渐 近 | 
线 的 双 曲 线 。 和 
当 z>0 时 ,>0 所 以 y>0. 0 
当 5<0 时 , 则 4 一 于 一 工序 它 的 
图 象 是 以 % 一 0， 为 渐 近 线 的 双 曲 线 。 
当 z<0 时 ， 1 >0, …g>0.。 四 


由 @、@ 的 条 件 可 知 所 求 图 象 是 图 中 实 线 部 
3754. 作 员 =m 罗 一 二 的 图 象 。 并 利 
用 谈 图 象 作 9 一 z 二 二 的 图 象 

解 or 的 轿 杀 是 过 原点 0 和 2 二 成 45” 
角 的 直线 。 %= 工 是 以 原点 O 为 中 心 , 2 轴 、 
4 轴 为 浙 近 线 的 等 轴 双 曲线 ， 


如 图 ,在 z 轴 上 取 任意 点 4, 过 点 4 作 z 轴 
的 重 线 与 双 曲 线 幼 一 二 、 直 线 执 一 4 分 别 交 


于 BO. 在 40 的 延长 线 上 取 CP 等 于 4B， 
设 04= 罗 则 40 一 0 4 一 OP 一 多 。、 所 以 
4 忆 一 40C 上 4 万 一 内 十 轨 。 


如 74 


因此 % 一 急 十 力 一 2 十 工 地 的 图 象 , 是 把 对 应 于 
2 加 上 所 有 的 点 4 的 己 点 所 连 成 的 光滑 曲 
三 


注 zj 无 限 大 时 ,所 求 曲线 无 限 接近 于 直 
线 4=0 |z( 无 限 趋 近 于 0 时 ， 这 条 曲线 无 限 
接近 于 4 轴 。 因而 曲线 y 一 z 十 寺 的 渐 近 线 
是 7y=2 和 2 一 0 
( 即 y 哲 ) 。 

3755， 作 
妈 十 2 一 2 一 6 
的 图 象 。 

解 ”把 上 式 变 
形 为 
《Z 一 0) (9 一 b) 一 
的 形式 : 

站 2 七 2 一 2 一 2 一 4， 

即 zt 十 1I) 一 320 十 1) 一 和 

(Z 一 2) (9 十 1) 一人。 
它 的 图 象 是 把 双 曲 线 芭 一 和 的 中 心平 行 移动 
到 点 (2， 一 蕊 ， 两 直线 z 一 2， 2 一 一 工 为 渐 近 
线 的 等 轴 双 曲 
线 。 
3758， 作 


的 锅 象 。 

解 去 分 母 ， 
37 十 2x 一 2 … 
即 地 一 2 一 3 一 0， 

。 (2 一 3) (9 一 2) 一 6。 
因而 它 的 图 象 是 以 z=-3 ，2 一 2 为 渐 近 线 的 
等 轴 双 曲线 , 但 应 除去 原点 。 

3757。 作 下 列 方程 的 图 象 。 

(HT 丸 一 太一 和 


解 (D 就 y 解 之 ,得 
4 一 土 Vx2 一 和 
由 于 9 是 实数 ， 所 以 只 一 笠 0， 即 x 衬 2 或 
2 研一 2. 计算 xy 的 对 应 值 , 列表 如 下 : 


所 
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描 点 作 图 可 得 下 左 图 的 双 曲 线 。 
示 渐 近 线 。 
(2)》 就 y 解 之 ,得 
% 一 土 V3(x2 一 3) 。 
由 于 4 是 实数 , 所 以 z2~-2 兰 0 即 z 兰 V 了 3 或 
计算 wz\g 的 对 应 值 , 列表 如 下 : 


图 中 虚线 表 


2 邱 一 3 ， 


渐 近 线 。 


注 在 (TD 中 ， 取 一 名 =0 时 ,gg 一 十 2 为 


渐 近 线 方程 ; 在 (2 中 , 取 全 一 所 一 0 时 
4 一 土 V 3z 为 渐 近 线 方程 。 参 照 问题 3773. 
3758. 指出 双 曲 线 好 一 妇 -=1 与 下 列 双 
曲线 的 位 置 关 系 。 
() (1)2 一 妇 一 了 
(2) 太一 - 岂 
(3) (z 一 3)2 一 -9 
- 蟹 2 一 所 =1。 中 


人) 的 图 象 是 把 双 曲 线 @ 的 中 心平 移 到 
〈-1， 0) 所 得 的 双 曲 线 。 

(3》 (2 的 图 象 是 把 双 曲 线 @@ 的 中 心平 移 
到 (0,，3)? 所 得 的 双 了 曲线。 

(3) 〈3) 的 图 象 是 把 双 曲 线 @ 的 中 心平 移 
到 (3， 一 乡 所 得 的 双 井 线 。 

3759.， 作 下 列 函数 的 图 象 。 

(1) 92z2? 一 4 一 18z 一 16y 一 4 一 0， 

(2) 322 一 202 一 412 十 127 一 1I2 一 0， 

解 人 把 9 一 20) 一 4 的) 一 43 变 
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形 ,得 . 
9(o2 一 2x 十 1) 一 402 十 4 十 4 
一 和 十 9 一 工 6， 
9(zZ 一 巧 2 一 和 0 十 2)2 一 36， 
(Z 一 1)2 十 2)? 
妈 -1 
X 一 土 。 2 十 2 
0 


即 % 一 世 及 % 一 一 > 了 2 为 渐 近 线 的 双 
曲线 。 
(2) 与 GD 一 样 ,得 
3(o2 一 4z 十 4) 一 3(02 一 6 二 9) 
一 12 巧 13 一 18， 
3(z 一 2)? 一 2(y 一 3)2 一 6。 
两 边 同 除 以 6, 得 
(z 一 2)3 地 一 3)? 
(V3)3  (V3)2 
因而 它 的 图 象 是 以 点 (2，3) 为 中 心 , 以 
人 
7 


即 两 直线 g 汪 co (8 一 V) 


一 二 。 


及 y 一 -小 z+3 十 V6 


为 渐 近 线 的 双 曲 线 。 
3760. 作 下 列 函 数 的 图 象 。 
(2) % 一 一 太一 工 ， 


(GD) gg 一 v 忆 一 1 


解 
(1 22 一 1 兰 0 


即 
(一 JI) 人 兰 0. 
因而 


2Z 一 ，VZ 伍 1。 
在 上 述 范 围 内 ， 
取 z\% 的 对 应 值 
并 作 锅 , 可 得 上 图 的 实 线 部 分 。， 

如 果 把 两 边 平方 , 变形 , 得 

久 一 太一 1 即 玉 一 多 一 1 

这 是 以 原点 为 中 心 ， 直 线 9 一 2 及 2 一 一 2 为 
渐 近 线 的 等 轴 双 曲线 .因此 所 求 的 图 象 是 这 
条 双 赐 线 在 z 轴 上 方 的 部 分 。 


本 
LA 


双 曲 线 


子 V 可 于 开 


(8) 它 与 (TD 
仅 右 边 的 符号 不 
亲 ， 所 以 它 的 图 
象 是 双 曲 线 

太一 妨 一 荆 


在 2 轴 的 下 方 部 
分 。、 


3761. 作 


的 图 象 。 
解 把 函数 
变 形 为 % 一 


即 


.+3)2 2 思 _-1 
85 2 


这 是 以 点 (一 3，0) 为 中 心 , g= 土 可 (z 二 3) 为 
渐 近 线 的 双 偶 线 。 由 于 9g>0 故 所 求 的 图 象 
是 双 曲 线 在 > 轴 上 方 的 部 分 。 

3762. 作 下 列 函 数 的 图 象 。 

(TD) 2 一 2 一 人 / 殉 一 本 

(2) 4 一 十 /区 十 东西 5 

解 (1) 因 
、 ”人 汉 一 4 伴 4 
所 以 zx 位 2 或 , 5 至 
一 2. 在 这 个 范围 内 
取 2z 的 值 ， 计 算 对 
应 的 4 值 , 作 几 象 ， 
得 右 图 的 实 线 部 分 。 . 
如 果 把 题 设 函数 变形 ， 得 

4%~2 一 一 以 到 ~ 好。 

两 边 平方 并 整理 ,得 


2 =-22 .1 
2 2 2 


这 是 以 点 (0,，2) 为 中 心 , 9 一 土 z 十 2 为 渐 近 线 
的 等 轴 双 曲线 , 它 的 图 象 就 是 在 直线 % 一 2 的 
下 方 部 分 。 

(2) 因 2 十 4x 十 3 一 (2 十 3) (2 了 于 1) 兰 0， 所 
以 zy 至 一 3 或 % 伴 -1， 在 这 个 范围 内 取 2Z 的 
值 , 计算 对 应 的 9 值 , 可 得 所 求 函 数 的 图 象 是 
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， 图 中 的 实 线 部 分 。 

把 题 设 函 数 变形 为 
(Z 十 2)2 一 (9 一 功 ? 

一 1 

这 是 以 点 〈 一 2, 红 ) 
为 中 心 ， 以 4 一 开 一 
士 (十 3) 即 :% 一 2X 士 3, 4 一 一 2 一 1 为 渐 近 线 
的 等 轴 双 曲线 。 所 求 图 象 是 这 条 双 曲 线 在 直 
线 2 一 的 上 方 部 分 。 


.轨迹 
3763. 求 坐标 平面 上 到 两 定点 (c，0)、 
姜 '( 一 6 0) 距 3IB 
离 的 差 是 定 值 
2a(a<o) 的 点 了 (zy) 
2 的 轨迹 ， 第 友 厅 及 二 
解 取 过 也、 
五 " 的 直线 为 2 B 
轴 ， 线段 8" 的 垂直 平分 线 为 y 轴 . 设 适 合 
条 件 的 点 己 的 坐标 为 (zw， 2， 则 
也 及 一 VC 十 9 十 估 ， 
PF 一 VEG 一 5 丁克 ， 
P' 一 P 一 20。 
所 以 0 
VTS 节 -VE5PT 90. 
移 项 ,得 
VCTo 填 印 一 24 十 VC 一 2)2 十 信 。 
将 两 边 平方 , 化 简 , 得 
aw (CC 一 5)2 十 喝 一 cx 一 a2。 
-两 边 再 平方 , 得 
”ax[ 人 Ge 一 c)3 士 妇 ] 一 czz2- 一 2ca2z 十 gt。 
整理 , 得 
(c? 一 02)02 一 a2p2 一 a2(c2 一 02) . O 
令 c2--03 一 妇 代入 加 ,得 
DZ2z2 一 aat2 一 2202。 


两 边 除 以 a222, 得 
妈妈 -1 
7 
这 就 是 双 曲 绥 方 程 的 标准 形式 。 


注 关于 双 曲线 应 注意 以 下 几 点 

(i) 也 万 称 为 双 曲 线 的 焦点 (EROGUS)， 
坐标 是 (c， 0)、 五 (一 2 0) . 由 C2 一 0 一 妇 
知 c 一 Va2 二 了 绽 ， 故 焦点 坐标 亦 可 写成 
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五 ( /0 十 刺 ， 0)， .本 (一 /页 0)。 

《ii) 到 丈 的 中 点 9 称 为 双 曲 线 的 中 心 , 曲 
线 截 ” 轴 上 两 点 间 的 线段 44' 一 26， 称 为 主 
轴 ( 或 实 轴 )， 截 9 轴 上 两 点 间 的 线段 BB' 一 
22, 称 为 虚 轴 , 主轴 的 两 端点 4\4' 称 为 顶点 。 

4iiiy 从 中 心 C 到 焦点 的 距离 c 


C 一 wm 十 友 ， 
所 以 VC 十 计 

G Ga “ 
/二 于 
设 e 一 二 和 全 ， 则 e 称 为 双 曲 线 的 离心 率 。 


因而 焦点 还 可 用 (oe, 0)， 歹 (-ae, 0) 表 
丰 。 ， 

Giy) 定 规 妃 忆 可 绕 定 点 马 ' 自 由 旋转 ， 取 
比 歹 尺 短 2a 的 
细 线 ， 一 端 连结 
了 另 一 端 连结 
R、 如 图 ， 用 铅 
笔尖 己 把 线 缠 
紧 并 且 紧 靠 定 规 
的 边 , 当 定 规 转动 时 , 铅笔 也 就 画 出 以 到 . 闷 
为 焦点 的 双 曲 线 的 一 枝 。 这 是 因为 ， 线 的 长 
度 了 P 士 PR' 比 规定 的 长 度 互 刁 短 2o, 所 以 

(ERP 二 PF 一 (BRP 十 P8) 一 20， 
即 一 / 一 忆 F 一 20。 

交换 五 和 歹 的 
位 置 ， 就 可 画 出 双 
曲线 的 另 一 村 

(Cr) 设 过 中 心 的 
直线 和 双 曲 线 的 交 
点 为 P\9, 则 线段 
2G@ 叫做 双 曲 线 的 直径 。 

2 2 

3764， 设 双 曲 线 乞 一 包 = 工 的 顶点 为 
4、4， 王 为 双 
曲线 上 任意 
一 点 。 求 过 4 
且 与 4 刀 垂直 
的 直线 和 直线 
4 的 交点 @ 
的 轨迹 。 

解 顶点 4、 十 的 从 标 分 别 是 (o, 0) 和 
〈 一 沁 0) 设 点 书 的 坐标 为 (wy 有 )， 则 4 
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的 方程 为 g 一 一 ec 一 中 其 作 率 为 -&_. 
所 以 过 4 且 与 4P 垂直 的 直线 方程 为 

9 一 一 一 (一 a) ， @ 
又 直线 4'P 的 方程 为 


8 
4 人 (Z 十 CD) 。 四 


人 @=Q@, 得 
.1 C2 一 02 ,ZX 一 C 
2 ZTC 
因 点 三 在 双 赐 线 上 ， 


CQ2 C2 一 C2 CQ2 
2 


二 一 ~ 一 一 。 


即 《ao2 士 刀 )Z 一 a(a2 一 22)， 


与 4 轴 垂 直 的 有 ， 
和 B(-50) 共 人 0) 
3765。 在 巳 B(-% AN %， 
知 著 形 4BCD 
所 在 的 平面 上 取 
点 卫 ， 连 结 P4、PB、PO、PD, 使 P4.PB 

一 PC.PD,， 求 点 卫 的 轨迹 。 

解 如 图 . 取 4OB、COD 分 别 为 2 办 和 2 
胃 , 则 可 取 4 CT 的 坐标 分 别 为 (ac, 0)， 
(~ 0)，(0 0)，(0， 一 2 。 设 点 达 的 坐标 
为 P(z, 办, 则 由 了 P4.PB 一 PCO.PD 知 ， 

VC 一 7 十 鲍 .VGZ 十 0)2 十 鹃 
一 wz 十 (9 二 32 .十 (十 的 2 ， 


即 
[(z 一 9? 十 鸭 [G 十 0)? 十 欠 ] 
一 [z2 十 (9 一 荔 [z2 十 (9 十 切 习 ， 
(o2 十 包 十 02)2 一 40202 
一 (22 十 急 十 到 )2 一 42202， 
《2 十 22 十 0 为 2 一 (22 十 2 寸 02) 
一 4(csz2 一 2 
一 好 一 (a2 一 2)， 


这 就 是 所 求 轨迹 方程 ， 如 4 中 b， 它 表示 等 
轴 双 曲线 。 如 a 一 2%， 它 表示 两 条 相交 直线 


本 


2 一 士 X。 

3766. 在 人 4ZBC 中 底 边 4 的 长 和 
积 馆 /B4C. 霹 ~CB4 都 是 定 值 , 求 顶点 C 
的 轨迹 。 

解 取 A 人 4BC 
的 底 边 在 z 轴 
上 ， 边 4B 的 生 
直 平 分 线 为 Y 
轴 , 设 4(a, 0)， 
也 (一 0 0)， CGo， 2)， 则 直线 LC 的 方程 为 


4 一 一 谨 L 人 B4O CCZ 一 0 人; 人 
直线 BC 的 方程 为 
4 一 友 ACB4.(zTa)。 @ 
设 襄 人 B4C. 锐 ZCB4= 思 由 四 x 国 得 
久 一 一 5(22 一 02) 
即 Ko2 十 只 一 a21， 


这 就 是 顶点 C 的 轨迹 方程 。 如 5> 0, 它 表 示 
椭圆 ; 如 8&<0, 它 表 示 双 曲线 。 


3767. 求 双 
曲线 
22 4 
人 = 


定向 弦 中 点 的 轨 了 
迹 。 


艇 ” 设 双 曲线 
2 2 
积 定 向 直线 
2 一 0 十 B 外 


的 交点 分 别 为 卫 (zl， 2) 、\@(Z2， 22) ? 则 从 亿 、 
加 消去 Y 得 方程 
2 (0 十 B)3 =1 
02 人 
即 《ac2m2 一 D2) 好 十 23720287 十 w202 十 0202 
一 0， 
zl 22 是 这 个 方程 的 两 个 根 。 故 2PQ 的 中 点 
《2 幼 的 模 坐 标 为 
0 十 轨 INL2B 
5 
同样 ,We 是 从 @、@@ 消去 2 所 得 方程 
(da2z22 一 D2) 92 十 23222869 一 2282 二 da2222 一 0 
的 两 个 根 , 故 P@ 的 中 点 (zz, 幼 的 维 坐 标 为 


从 四 、@ 消去 B, 得 


878 


六 
这 就 是 双 曲 线 斜率 为 定 值 和 的 弦 中 点 的 轨迹 
方程 , 它 表 示 通 过 双 曲 线 中 心 的 直线 。 
注 设 具 有 确定 方向 的 直径 为 P8@， 点 三 
的 坐标 为 《21， 纺 )， 则 直径 Do 的 方程 为 4 
2Z。 由 本 题 可 知 与 这 条 直径 平行 的 弦 中 


点 的 加 迹 是 言 线 9 一 2 


一 一 一 0。 
2 一 7 


3768. 在 定 圆 中 , 设 与 定 走 线 平行 的 弦 为 


Re, 在 弦 P@ 上 取 
点 允 使 

PT2 二 QI72 一 了 
( 定 值 )， 求 点 卫 的 
轨迹 方程 。 

解 ” 设 与 定 直线 
平行 的 直径 在 > 轴 
上 ， 与 此 直径 垂直 
的 直径 在 y 轴 上 ， 定 加 的 半径 为 ， 7，P9 与 y 
轴 的 交点 为 丈 , 则 

PIT2 上 GZ3a 一 (PR 一 玉 7)2-(@ 尼 十 已 Z)2 

”一 2(PR2-RT2) 
一 2(0P2? 一 OFR2RT2)。 
设 点 工 的 坐标 为 (2 力 , 则 得 所 求 轨 迹 方程 为 
2(72 一 %2 十 22) 一 1， 


。 z2-o= 人 2 (jz 7) 。 


它 的 图 象 为 等 轴 双 曲线 ， 人 
双 曲 线 在 圆 内 
”的 部 分 。 

3769， 已 
知 点 纺 从 原点 
OO 出 发 ,在 2 
略 上 以 秒 速 ， 
2cm 向 下 运动 。 同时 点 召 从 点 《一 0 0D) 出 
发 ,以 秒 速 wem 向 右 运动 。 设 点 4(, 0) 和 
的 连 线 与 点 4(-- 0) 和 互 的 连 线 相交 于 
点 卫 , 求 点 己 的 轨迹 。 

解 设 点 咏 \ 卫 运动 才 秒 后 , 急 在 (0， 一 2 办 、 
忆 在 (x 十 吃 切 的 位 置 , 这 时 直线 49、4 写 
的 方程 分 别 为 . 


人 44 
人 9 


ov 


ED 


9 一 志 (c+a). @ 
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从 这 两 式 消去 妨 就 可 得 到 直线 49、4 屯 的 
交点 书 的 轨迹 方程 。 从 @、@ 分 别 得 


四 ' 汪 加 ,得 


人 


故 所 求 点 卫 的 轨迹 是 双 曲 线 。 
3770. 设 本 加 写 十 攻 一 在 x 轴 上 的 


顶点 为 4、4, 与 4 轴 平 行 的 任意 弦 为 PP'. 
证 明 4 和 4P' 的 交点 名 的 轨迹 是 双 曲 线 


雪人 久 
五 -证 有 
Q 
(一 a0)A 


P(c 一 0) 
名 设 忆 ww 6 已 (一 B)， 则 直线 4 也 
的 方程 为 
一 二 4Z 十 轨 ， @ 
直线 4P ' 的 方程 为 
= 二 -aq)， @ 


@x@:, 得 


2 
_ 2 一 一 - 闪 人 一) 


即 ” 级 = 
CC 


2 四 
由 于 点 刀 (c，B) 在 柄 上 ， 
1 


0 一 oo 


2 
2 一 三 (2- 2)， 


这 就 是 直线 4'P、 4P: 的 交点 多 的 轨迹 方程 ， 
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它 表示 以 椭圆 长 轴 为 实 轴 的 双 昌 线 。 
3771. 在 定 圆 0 

中 ，PP "为 与 定 直径 
44' 垂直 的 任意 弦 ， 
求 两 直线 4P 和 4P/ 
的 交点 8 的 轨迹 . 

解 ” 取 定 直 径 44 7 
在 2 办 上 。 它 的 垂直 
平分 线 为 4 轴 ， 定 贺 方 程 为 只 汪 罗 一 人 2。 设 
也、 三 的 坐标 分 别 为 (cr 9 ，(zb :一 9)， 则 
直线 4 和 4 呈 的 方程 分 别 为 


纪 (zZ 一 0)， 全 


一 一 - 饥 
! 2 十 CG 
xxQ@ 得 


纹 一 一 元 
喧 


x+。  ， @ 


好 这 
四 (22 一 QG2) 。 


由 于 点 P(zt 罗 ) 在 定 加 上 ， 邓 十 好 一 a2， 
组-_ -1 
雪 一 下 


把 它 代 入 上 式 , 得 

分 一 0 一 02， 
这 就 是 所 求 点 & 的 轨迹 方程 ， 
2c 的 等 铀 双 曲 线 。 

3772. 证 明 : 到 两 定 直线 /7 的 距离 之 积 
是 定 值 的 点 的 轨迹 ， 是 把 这 两 条 定 直 线 作 为 
浙 近 线 的 双 了 曲线 。 

解 取 两 定 直线 7 和 了 来 角 的 两 条 角 平 分 
线 分 别 为 2Z 轴 和 2 轴 ， 设 ?2 和 ?7 的 方程 为 
3 一 MO 和 2 一 一 MO。 


区 一 从 一 0 


它 表示 实 轴 为 


了 
生 
『 
上 
3 
和 
和 
上 


噬 


设 适 合 条 件 的 点 为 PP(z, )， 则 点 己 到 两 
直线 ! 和 的 距离 分 别 为 
[一 mxz| 
一 V 


879 


[十 zaz| 
你 二 TO 
如 设 2 互 .P 妃 ' 一 5(>0, 定 值 ), 则 
4 一 0 2 十 ?0 _ZT0 一 廿 2 
v 了 7 了 /开元 7 
即 乡 
so。 人 一 Ma02 一 土 8(1TM2) 。 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 。 它 开 示 以 直线 y 一 
土 mb 为 渐 这 线 的 两 组 双 曲 线 。 因 此 所 求 轨 
迹 是 以 两 定 直线 7 和 ?为 渐 近 线 的 两 组 双 昌 
线 。 

注 双 曲 线 的 另 一 定义 : 到 两 定 直线 的 距 
离 ( 有 正 负 符 号 ) 的 积 为 定 值 的 点 的 轨迹 叫做 
双 曲 线 。 这 两 条 定 直 线 叫做 双 曲 线 的 渐 近 
线 。 由 此 可 见 , 到 2% 轴 和 4 轴 的 距离 (有 正 负 
符号 ) .的 积 为 定 值 的 点 的 轨迹 方程 为 zy 一 加 
它 是 以 2 轴 和 9 斐 为 渐 近 线 的 等 轴 双 曲线 。 


已 。 渐 近 线 、 

3773. 氢 述 双 曲 线 和 写 一 殷 = 一 I (c>0， 
2>0) 的 渐 近 线 的 意义 。 

2 

解 在 双 曲 线 气 一 殷 一 

中 , 把 y 用 2 表示 为 
9 一 土 之 V/ 玩 = 矶 ， 

可 知 随 着 12z| 的 增 大 , 1z| 也 逐渐 增 大 .再 把 它 


改写 为 
% 一 土 2zMI- 写 ， 


可 知 随 着 {z| 的 逐 浙 增 大 ,- 邱 逐渐 减 小 而 越 、 
来 越 接近 于 0， AM 1 一 -号 逐渐 减 小 而 越 来 赵 


接近 于 了 因而 | 超越 接 近 于 瑟 。 由 此 
可 知 : 
在 第 DTIIT 象 
限 中 ,和 的 符号 . 
相同 ， 双 曲线 中 
|[ 越 大 ,上 | 也 越 
大 ， 并 无 限 接近 


于 直线 g 一 之 z, 


一 (cC>0，D>0) 


380 


在 第 II\IV 象限 中 ,Z 2 的 符号 相反 , 双 
曲线 中 |z| 越 大 , 14 也 越 大 , 并 且 无 限 接近 于 


直线 2 一 一 之 2- 

这 两 条 直线 g 一 之 < 和 2 一 一 
曲线 气 一 区 一 ! 的 浙 近 线 。 两 条 渐 近 线 
的 方程 也 可 写成 一 其 =0。 

3774. 求 下 列 双 曲线 的 渐 近 线 方程， 
人 要 -号 -1 他) oo-2 


(3) 422 一 2 十 8z 十 2 十 4 一 0， 
(和 8x2 一 42 十 8z 二 12 二 3 一 0。 
2 
解 (0 千 一 分 = 工 它 的 渐 近 线 方程 为 


22 


二 了 一 土 2 
楂 9 0， 即 4 土豆 纪 


(2)》 多 一 旬 一 27 即 
(2 一 功 2? 一 多 一 ]， 
它 的 渐 近 线 方 程 为 
(z-1)?-y2=0 
部 4 一 土 (ZX 一 蕊 ， 
"。 4 一 0 一 及 4 一 一 2 十 1 
(3) 4z2 一 a2 二 8z 二 20 十 4 一 0) 
1 
牙 多 -1 全， 
全) 
它 的 渐 近 线 方程 为 
( 
二 


“， 3 一 20 十 3 及 4 一 一 20 一 工 。 
( 爷 so 一 40 二 8z 十 120g 十 3 一 0， 
1 3\ 
即 sf 二 羡 ) -中 ) 一 _10， 
它 的 渐 近 线 方程 是 


2(c+ 亏 ) > (ez- 3 一 0 


即 0 


及 38 一 


3775， 求 双 曲 线 一 3 纺 一 3 的 渐 近 线 方 
程 和 两 渐 近 线 的 夹 角 。 


之 x 叫 做 双 


第 八 编 解析 几何 . 


解 ” 原 方程 可 以 写成 . 


9 
文本- 
它 的 交 近 线 方程 是 
2 1 
C 瑟 一 多 一 0 即 3 一 土 7 村 人 


这 两 尔 渐 近 线 的 斜率 分 别 是 土 - 启 , 所 以 它 


们 和 弥 轴 的 夹 角 分 别 是 土 30*。 因而 两 渐 近 
线 的 夹 角 是 60。。 有 

3776. 证 明 ， 双 曲线 证 - 务 -1 上 任 
意 点 乙 到 该 双 曲 线 的 两 条 渐 近 线 的 距离 之 
积 一定 , 即 它 和 点 也 在 双 曲 线 上 的 位 置 无 
关 。 


角 双 则 线 -信条 的 源 近 线 是 
g 一 土 之 或 zz 土 oy=0， 


所 以 从 双 曲 线 上 一 点 己 (2， 幼 ) 到 渐 近 线 的 
距离 分 别 是 


|pozr-Frayt 12zzi 一 ai| 
wow+ 事 ” VGeT 贡 “， 
因此 , 其 积 是 、 
| Ca 多 3 一 2 1 _ 10 一 ao 
2 十 C2 十 2 


_ aa 了 
本 十 克 每 
因为 点 P(zt oaaaat, 喧 - 莉 -5 
所 以 上 式 可 写成 -5 它 是 一 个 证 什 
3777. 已 知 从 双 曲 线 - 志 号 一 鳃 一 上 的 
点 王 向 4 轴 所 作 的 垂 线 和 两 渐 近 线 的 交点 
分 别 为 9、 豆 , 证 明 PQ 和 BR 的 积 与 点 三 的 
位 置 无 关 , 且 是 一 个 定 值 。 设 从 三 向 zx 轴 所 
作 的 三线 和 两 渐 近 线 的 交点 分 别 为 9 丈 ; 证 
明 P9@' 和 PR' 的 积 也 是 一 定 的 。 
解 ” 双 曲线 的 渐 近 线 方程 为 
4 一 之 2o， 2 一 一 己 ZX. 
设 点 己 的 坐标 为 (zo 约 )， 则 已 的 模 坐 标 
分 别 是 于 纪 一 豆 纪 。 所 以 


由 于 点 忆 (c 2) 
在 双 曲 线 上 ， 


地 -加 


遍 芭 PO.PBE=a2. 
又 9\ 束 的 织 坐 标 分 别 是 和 mo 一 人 mi 所 
以 

FO'-PE'- 6 一 ee 


一 1 

3778. 已 知 从 点 卫 到 两 定 直 线 处 加 的 
距离 之 积 是 定 值 的 氮 的 轨迹 是 ， 以 仆 22 为 渐 
近 线 的 双 曲 线 。 试 求 以 两 直线 az 十 ng 十 cl 
一 0，a22 十 2og 十 2 一 0 为 渐 近 线 的 双 曲 线 方 
程 。 

解 从 点 Po J) 到 两 直线 QZ 十 D2 十 ci 
一 0，a2z 十 bog 十 cz 一 0 的 距离 分 别 是 


jc:z 十 Doy 二 cd “jaz 十 Da 十 cz| 
V 史 十 好 VqH 培 “ 


因为 以 这 两 条 直线 为 渐 近 线 的 双 曲 线 是 ， 到 
这 两 条 直线 的 距离 之 积 为 定 值 的 点 乙 的 轨 
迹 , 设 这 个 定 人 为 


SEE 
V 本 页 .vv 珊 而” ， 
则 方程 
(oa 十 b12 十 ct) (co 十 Doy 士 co) 一 士 思 
就 是 所 求 的 两 组 双 
曲线 方程 
3779. 如 右 图 ， 
已 知己 为 双 曲 线 
22 
号 - 蔓 =1 上 的 
一 点 ,4 为 顶点 ， O 
为 原点 , 直线 PPO 
和 过 点 4 且 与 渐 近 线 平行 的 两 直线 的 交点 
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分 别 为 4.R 证 明 OQ.9R 一 OP2. 
解 ” 设 点 书 的 坐标 为 (zz 20， 则 直线 OP 
的 方程 为 


区 验 志 
21 


与 渐 近 线 9 一 过“ 平行 的 直线 49 的 方程 为 


% 一 之 (cz 一 @)， 
解 这 两 个 方程 可 得 直线 O 忆 和 48 的 交点 名 
的 坐标 为 
zam ,一 
bo 一 001 
所 以 线段 09 的 长 为 
5 动 二 
|ewi 一 a 妨 | 雪 十 镜 ” 
同 理 , 线段 O 尺 的 长 为 
ORR 一 


Do 
221 一 0 


CD 和 
ee 4 二 者， 


， aa 


一 Te (好 十 他 ) 


因 点 了 (oo 多 在 双 曲 线 上 ,全 - =I. 因 
此 ， 
O9.OR 一 好 十 欠 一 OP2。 

3780， 已 知 一 条 直线 和 双 曲 全 的 交 点 为 
P、@,， 和 两 条 渐 近 交 
线 的 交点 分 别 为 
已 、@ ,证 明 

P 一 40. 

解 ” 设 双 曲 线 的 
为 可 为 


设 和 双 曲 线 相交 的 直线 方程 为 
g 一 MiC 十 7 四 
则 @ 和 图 交点 的 横 坐 标 就 是 从 这 两 个 方程 
中 请 去 Y 所 得 方程 
(22 一 aa2m2)a2 一 2a2ymiz 一 a2(72 十 2) 一 0 
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的 两 根 ， 设 此 两 根 分 别 为 mv\wa 线段 P@ 的 
中 点 为 M (ac,， B)， 则 
01 十 2 -Ge 

2 而 一 Co 


你 王 一 一 一 一 一 


D2% 
代入 @, 得 8- 忆 2 . - 


又 从 加、 图 中 消去 % 所 得 方程 
(23 一 0272) 02 一 2020200 一 02702 一 0， 
这 个 方程 的 两 个 根 就 是 @ 和 轿 交点 的 横 坐 
标 . 设 此 两 根 分 别 为 必 、 必 ,线段 已 9 的 中 
点 为 Ma，p6), 则 


7 坊 十 豫 一 Q2111 
2 如 一 C272022 
贡 1 02 
代入 加 得 ”B 一 世 生 2 本 ， 


由 上 可 见 , 线段 P9 的 中 点 克 和 线段 PQ@ 的 
中 点 戏 " 是 重合 的 , 所 以 人 


3781， 求 双 曲线 -97 一 -所 ~ 工 上 点 Pot 
21) 处 的 切线 方 
程 。 Q( 全 内 
解 在 双 曲 线 区 
上 了 到 点 忆 附 近 


的 点 4%， 则 过 两 
点 局 4zt oa) 和 
(xz 2%o) 的 直线 方程 为 


y 一 委 一 区 一 作 (z 一 20。 @ 


由 于 点 了 (cr 2 的 )，@ (za，%) 在 双 曲 线 上 ， 
号 - 妆 - @ 


~ 


0 好 
22 芭 212 
古 - 认 开 @ 


2 __ 2 -4 
四 -@ 得 开 - 竹 -多 如 -0 
二 人 D2(zo 十 Z1) 四 
02 一 1 02(yo 十 1)“ 
把 四 代入 @ 得 
_，_ 2(oaToz0D 
C2(V2 十 2/ ce 
如 点 纺 在 双 曲 线 上 无 限 地 接近 于 点 卫 ，(z， 
2s) 就 无 限 地 接近 于 (zi，%)， 割 线 P9 就 无 限 
地 接近 于 点 一 处 的 切线 。 改 点 书 处 的 切线 
方程 为 


21) 。 


第 作 编 解析 几何 


2 一 0 一 (一 021) 


即 aa2019 一 G20 一 5 一 D2232， 
“2200 一 02010 一 2 太一 2 


好 _ 从 
由 @ 入 和 喇 - 营 ~ 
即 0223 一 G20 一 G2202， 


故 切 线 方 程 可 以 写成 


2D2717 一 02010 一 02D3 


240 0 
邯 -一 于。 


的 斜率 为 双 的 切 
线 方 程 . 
解 人 
2 
本 广 开 9 


的 斜率 为 多 的 切线 方程 为 
2 一 0 十 B。 四 


即 
(《a272 一 02)22 十 2700267 十 a263 十 0203 一 0。 国 
办 为 直线 四 是 四 的 切线 , 则 方程 @@ 必 有 两 
等 椒 , 它 的 判别 式 必 为 0, 所 以 
712C4D2 (Ga27722 一 Z2》 0 一 0。 
整理 得 82 一 a2722 一 
.6 一 上 
故 得 所 求 切线 方程 为 
2 一 MO 土 Wa2I73 一 矶 ， 
2 2 
3783. 设 双 曲 线 元 一 芭 --- 扫 =1T 上 点 王 处 
的 切线 和 两 条 渐 近 
线 的 交点 分 别 为 
9 BR 则 PO 一 2 
解 由 问题 3781 
知 , 在 双 曲 线 


上 点 乙 Gxo 0) 处 的 切线 方程 为 


第 五 章 双 曲 线 


一 一 一 一 一 一 


化] 人 3 
Oo 


CQ2 


的 交点 9 总 的 横 坐 标 ， 就 是 从 这 两 个 方程 中 
消去 4 所 得 方程 

妇 _ 工 .Maz-a2 0 

02 0 Q4 
即 〈22x2 一 a2o09) 22 一 20202717 二 04252 一 0 
的 两 个 根 。 由 于 点 一 (ct g0 在 双 曲 线 上 ， 
2303 一 a2%3 一 a222, 上 耐 方程 又 可 写成 

过 一 2010 二 02 一 0. 
设 它 的 两 据 为 Oo 则 线段 98 中 点 的 横 坐 
标 为 
人 
同 理 ， 线 段 98 中 点 的 织 坐 标 为 轨 。 加 比 


线段 9 及 的 中 点 和 点 王 重 合 。 即 
ZEQ 一 PR. 
3784。 求 双 曲 线 务 - 氛 = 上 相 记 三 
直 的 切线 交点 的 轨迹 . 
解 由 问题 3782 知 ,， 双 曲线 写 一 斤 一 1 
的 斜率 为 加 的 切线 方程 为 
则 与 它 垂 直 的 切线 方程 为 
4 一 -一生 士 W/ 芭 一 2p。 四 
中 变形 为 
(一 M20]) 2 一 02722 一 D2 -四 
@@ 变形 为 
(2g 十 分 2 一 02 一 22722。 人 


从 加、 图 消去 双 可 得 两 切线 交点 的 轨迹 方 
程 。@@ 十 人 ,得 
(十 72) (2 十 p) 一 代 十 oa) (a2 一 22) ， 
十 只 一 2 一 六 
由 此 可 知 ， 当 wa>2 了 时， 所 求 轨 迹 是 实 圆 ; 当 
4 一 2 时 , 所 求 轨迹 是 点 圆 (原点 六 当 a<z2 时 ， 
所 求 轨迹 是 上 庶 圆 , 即 无 轨迹 。 


注 “这 个 圆 吗 做 双 了 曲线 瑟 - 黎 =~1 的 准 


3785。 设 王 为 以 有 五 ' 为 焦点 双 曲 线 上 ， 


| 则 
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的 一 点 ， 证 明 人 BFPZ' 的 平分 线 是 该 双 赐 线 
的 切线 。 

解 设 点 9 为 AFPF 中 Re 平分 线 
上 不 在 刀 处 的 
任意 一 点 ， 连 结 
9F、.G7"， 在 Pz 
上 取 PR 一 PP， 


克 "~ 成 太 
一 尼克 一己 尼 
一 闻 ' 尼 > 四 下 一 外 玫 一 名 太一 人 玉 
(… APRFES2APFO)， 
即 PFrP>GRw QZ， 


. 故 点 纺 不 在 双 曲 线 上 。 即 <FPF 的 平分 线 


PT 上 除 点 王 外 的 任意 点 都 不 在 双 曲 线 上 ， 

因此 直线 P7 和 双 蝎 线 仅 有 一 点 书 是 公共 

的 , 即 EX 是 双 曲 线 上 点 己 处 的 切线 . 
3786. 设 双 曲 


线 上 点 了 处 的 切 
线 和 主轴 的 交点 为 
8， 点 忆 和 双 昌 线 
中 心 的 连 线 OP 与 
顶点 4 处 切线 的 
交点 为 了 证 明 
8Z 1 Pa4。 
解 ” 设 双 曲 线 为 
2 人防 
环 - 丰 - 
则 其 上 点 已 (cu 约 ) 处 的 切线 方程 为 


在 此 式 中 令 g 一 0, 则 z 一 
纳 的 交点 为 8( 4 0) 
又 顶点 4 处 的 切线 方程 为 Z 一 a， 直 线 OP 
的 方程 为 9 一 绎 wm 它们 的 交点 为 za, 
纪 a )， 因 而 直线 37 的 饼 率 是 
本 
人 


C2 2Z1 一 必 
21 


- 罗 , 故 切线 @ 和 主 
2 


2 
馆 一 


直线 4P 的 斜率 是 元 三 所 以 STV 4P。 


884 


3787. 已 知 从 原点 O 向 双 曲 线 台 一 凡 一 
吧 上 点 卫 (wi 9 处 的 切线 作 垂 线 , 其 垂 足 为 
万 。 又 OZ 的 延长 线 
和 双 曲 线 的 交点 为 
到 ， 证 明 积 O.0M 
与 点 也 的 位 置 无 关 . 
解 ” 双 曲 线 双 一 久 
一 达 上 点 P(ca 32) 
间作 信人 人 
210 一 0V 一 02) 
a2 
/三 T 克 “ 


又 直线 O5 的 方程 是 二 它 和 双 曲 


线 的 交点 1 的 坐标 为 (ob 一 态 ) (一 仿 )， 
因而 


所 以 O0 刀 一 一 二 


ON 一 /好 十 过 ， 
2 一 

起 巡 . 一 一 -一 一。 2 
OOM 了 以 邓 十 姑 


一 42 《〈 定 值 ) . 
即 OZ.OM 与 点 卫 的 位 置 无 关 。 
3788. 求 双 曲 线 zy 一 5 上 点 一 (oi, 2) 处 
的 切线 方程 。 
解 ” 设 双 曲 线 
2 一 8 中 
上 点 已 (zu 纹 ) 处 的 切线 方程 为 
9 一 细 一 M (7 一 地) 。 


@ 
为 求 四 、@ 交点 的 横 坐 标 , 从 @、@ 消去 
得 


2202 十 ( 力 一 001)Z 一 大 一 0。 Le 
因为 @@、@ 相 切 ，@@ 必 有 等 根 , 所 以 
( 凡 一 mol) 2 十 4 一 0 “ 
2 一 30200091 二 4706 十 只 一 
因为 点 已 (zi，g%D 在 双 曲 线 2 一 2Z101 一 
刀 所 以 上 式 可 以 写成 
(Oo 2 一 0 即 0 十 力 一 0， 


本 
0 
故 所 求 切线 方程 为 
2 一 i= 一 如 GoD， 
工 


即 Vi 二 一 2000 一 275。 
直 昌 321 于 2 一 2 
3789， 已 知 椭圆 的 两 条 切线 和 2Y 轴 正 向 
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夹 角 的 正切 之 积 一 定 ， 证 明 这 两 条 切线 交点 
的 轨迹 是 燃 圆 或 双 曲 线 。 

解 梢 加 乞 寸 基 一 1 的 斜率 为 四 的 切线 
方程 是 


一 一 一 一 一 一 


4 一 MXZ 士 /aaz72 十 72， 

即 (9 一 70)2 一 G20722 十 22， 
《2 一 2)712 十 2zV12 十 (22 一 包 ) 一 0。 
设 含 双 的 二 次 方程 的 两 个 根 为 mt、 则 


77217722 一 2 二 纺 ， 
已 知 ozxzz2 一 X(% 是 定 值 ), 上 式 可 写成 - 
ZD2 一 oh 
5 性 一 K， .…。 jao2 一 多 一 Na2 一 芒 ， 
这 就 是 所 求 的 轨迹 方程 ， 随 着 《的 符号 不 辣 
它 可 以 表示 燃 虽 或 双 曲 线 。 
3790. 已 知 双 曲线 气 -和 换 =1 上 点 忆 
. 处 的 切线 和 渐 近 
线 的 交点 分 别 
为 9、 互 , 证 明 
Agez2 的 面积 
与 点 一 的 位 置 
个 定 值 。 
解 在 双 曲 线 于 一 甘 1 上 点 了 (oo 名 
处 的 切线 
-22 _ .20 -1 
C2 2 
与 渐 近 线 9 一 士 过 z 的 交点 分 别 为 
CQ2D CD2 
《人 二 
a2D CD3 
张 [sn 村 二 年 
因而 0O9= 2 j as 十 砚 ， 
CD 六 
OR 一 Tv 出 7 二 52 ， 
.09.0R 一 (a? 十 22) 


[1 
工 
一 一 一， (2 十 53) 。 
哥 -如 | 
C2 2 


由 于 点 P(zb 2 约 ) 是 双 曲 线 上 的 点 ， 


第 五 章 双 曲 线 


所 以 09.0R 一 0 十 2， 


Seoop 一 总 0@.0OBsin “GOR 


二 了 (da2 十 22)Sin GO 了 


因为 CD、QOR 都 与 点 卫 在 双 曲 线 上 的 位 
贸 无 关 , 所 以 Seoen 也 与 点 一 的 位 置 无 关 , 它 


人 准 线 、 焦 点 、 离 心率 、 共 辆 双 
曲线 、 共 斩 直 径 


3791. 叙述 双 曲 线 的 定义 , 并 说 明 双 曲线 
药 主轴 、 虚 轴 、 直 
径 、 焦 点 、 淮 线 、 
离心 率 、 共 斩 双 
曲线 、 共 斩 直 径 
的 意义 。 

解 ”平面 内 到 
两 定点 距离 的 差 
为 定 长 的 点 的 轨迹 叫做 双 曲 线 ， 这 两 个 定点 
叫做 双 曲 线 的 焦点 。 关 于 主轴 \ 盛 抽 直径 和 
离心 率 的 具体 说 明 可 参照 问题 3763. 这 里 只 
说 明 准 线 、 共 录 双 曲线 和 共 斩 直 径 的 意义 。 

设 双 曲 线 


7 3 
的 焦点 为 厂 . 媚 , 则 有 五 (co 0)， 丈 〈 一 as;0)， 


其 中 se 一 立 E 二 >1. 在 % 轴 上 取 点 盏 使 


08 .0B 一 ao, 则 
OP 到 -4 
ae 6 
我 们 把 直线 * 一 全 和 2 一 一 号 叫做 双 曲 线 
的 准 线 。 
设 从 双 曲 线 上 的 点 己 (z 分 作 准 线 的 重 线 ， 
垂 中 为 9, 如 图 , 则 
。 G 
了 8- 一 <“ 
PH VC- 一 as)3 十 久 - 
由 轨 一 竹 = 了 可 得 %=o( 写 一 功 拒 它 
代入 上 式 并 整理 , 得 
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这 是 准 线 的 重要 性 质 . 
2 
双 曲 线 切 -- 写 一 1 叫做 双 曲 线 艺 一 系 


妃 2 
一 I 的 共 斩 双 曲 
线 。 设 过 双 曲 线 
@ 上 的 点 己 (4zp 
4) 的 直径 为 
P9, 如 图 ， 则 与 
2P9 平行 的 弦 中 
点 的 轨迹 ， 由 亲 


题 3767 知 为 直线 一 2 


2 2 
频 双 曲线 殷 =1 的 交点 为 了 (到 go 


它 和 加 的 共 


也 加 )， 8( 一 全 的 ， 一 之 加)， 则 线段 B8 电 
做 直径 PQ 的 共 示 直 径 ， 

3792. 求 双 曲 线 8za 一 4 一 32 的 焦点 坐 
标 、 焦 点 间 的 距离 和 离心 率 ， 

解 “方程 两 边 同 除 以 32, 得 


2Z2 4 
印 责 一 (9V32 
把 它 和 双 曲 线 宽 一 芗 =- 工 比 较 ， 后 者 的 焦 
点 坐标 为 
《v G2 十 2 9 0)， (一 人 /Ga2 十 态 0) 。 
所 以 前 者 的 焦点 坐标 为 
(V4 二 8, 0)，( 一 4 十 8， 0) 
即 (2 了 3, 0)，(- 323, 0)。 
从 而 焦点 间 的 距离 为 4 3， 

N _AVq3 十 好 本 2/ 3 天 7 
离心 率 一 一 一 3 有 
3793. 求 下 列 双 曲线 的 主轴 、 虚 、 离 心 

率 、 焦 点 坐标 和 准 线 方程 。 


2 六] 
《1) 第 -每 = (2) 22 一 2 一 2 


(3) 4x2 一 包 十 8 二 290 十 4 一 0 
解 主轴 、 虐 轴 分 别 用 320、2D, 离心 率 用 e， 
焦点 用 及 书 , 准 线 用 也、 了 表示 。 


o2 
@) 第 - 术 - 


上 
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即 五 -部 - 
故 26、22 分 别 是 8，6; 
23 5 
Ge 一 5， 卫 (5, 0)， 丸 (一 5 0) . 
他 科 二 和 了 6. 
ee 化 忆 必 是 2 一 吾 1 
(2)》 雪 一 多 一 2 
即 (一世 2 一色 一 1， 


这 是 把 双 曲 线 好 一 %P 一 (向 右 平移 1 所 得 的 
双 曲 线 。 故 2g、22 都 是 2。 


6 一 1 十- 写 一 V/ 王 。 
as 一 W3， 
-。 了 (3T1L 0)， 到 (一 WV3T1L 0)。 
四 QQ _ II 
3 
了 j 1 
"， . 5 刀 : 人 


(3) 4z2 一 % 二 8z 十 2 十 4 一 0， 
即 4 人 2 十 切 2 一 (9 一 芒 2 一 一 二 
一 1 一 -Ca 一 一 1。 


2 
3 


人 向 左 平移 1, 再 


2 


向 上 平移 工 所 得 的 双 曲 线 。 它 的 主轴 和 2 轴 
平行 , 虚 轴 和 2z 铀 平行 。 故 主轴 和 姑 轴 分 别 


是 3、 工 。 

ee 
闻 +3) 
B( 2 


C 


一 一 一 一 ) 


e VS5 


仿 
“。 必 ， 吃 一 -一 工 
2 下 》 
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六 : y=- 一 -入 +1， 
3794. 证 明 : 过 双 曲 线 气 一 攻 =-! 的 
焦点 且 与 主轴 垂直 的 弦 长 为 2a (ez 一 1) 。 
解 在 写 一 竹 -1 中 , 令 z-ao 则 
络 =e 一 1 .一 土 DVe 一 ] 。 


因此 所 求 弦 长 为 3 


了 
20VET= 2 


一 20, 友 、 OO D 上 
C2 ， 


一 2c(e2 一 世 。 

尘 这 条 弦 叫 做 
双 曲 线 的 通 径 。 由 问题 3791 知 ， 如 刀 为 焦 
点 ，9 为 准 线 , 则 


OO 一 ae， OD--2， 


-. DB= 2C -了 即 “DZ.e 一 PT。 


3795. 设 忆 是 
中 心 为 0、 焦 点 为 
了 五 、 允 的 等 轴 双 曲 
明 王 刺 . 忆 一 OP3. 

解 ” 取 等 轴 双 曲 
线 为 2 一 2 一 a2， 
则 它 的 离心 率 e 一 V 3 ,焦点 为 了 (~ 3a0)， 
互 (--V3a, 0). 设 双 曲线 上 的 点 为 到 (za 1)， 
则 

PB,P 防 一 w (四 一 3a)2 二 地 
xV mr 十 /3J 2 十 吸 
一 人 (本 十 旭 寺 3 一 50 

因为 点 忆 (zi，4) 是 双 有 曲线 允 一 多 一 a2 上 的 
点 ， 


只 一 旨 一 o2 一 0， 
所 以 
了 PP 到 一 人 ( 妈 十 二 5 一 好- 二 夫 
一 OP2. 
3796, 求 以 (9 2) 为 焦点 ， 直线 Z 二 2 一 上 


为 准 线 ， 离 心率 
为 V3 的 双 曲 
线 。 

解 焦点 (0， 
2) 到 所 求 双 曲线 
上 点 己 (2 2) 的 、 
滤 离 为 

Vi 二 3)3 . 
从 点 己 到 准 线 82Y= 工 的 距离 是 
1z 十 2y 一 | 
</ 3 

且 知 离心 率 为 3 , 故 由 问题 3791 知 


VBFTG-5 一 V5.t 对， 


平方 ,得 2 十 (y 一 2)3 一 (z+g 一 了 3 
整理 , 得 2x0 一 2z 十 2 一 3 一 0， 


CAT (一 攻 =- 亏 ， 
这 就 是 所 求 双 曲线 方程 。 


的 焦点 为 多、 也， 
杞 点 为 4 4 证 
明 以 这 条 双 曲 线 
上 的 任意 点 呈 和 焦点 如 所 连 线段 为 直径 的 
玛 ， 切 于 这 条 双 曲 线 的 辅助 圆 (以 44' 为 直 
径 的 加 ) 。 

. 解 ” 取 焦点 为 如 (Ge，0) 五 '( 一 06，0)， 万 书 
的 中 点 为 好 线段 KO 和 以 线段 7P 为 直径 
的 圆 相交 于 六, 则 参照 注 可 知 

OM 到 FFP= 玛 (ez+a)， 


2 
MXN= 可 FTP= 豆 (cz 一 中 ， 


.…，ON=0OM-MN 一 0 
故 以 72 为 直径 的 圆 和 双 曲 线 的 辅助 圆 相 


切 。 


注 设 忆 (zx 幼 为 双 曲 线 - 写 一 殷 =1 上 


的 点 ,区 
一 人 一 ao)2 二 扩 。 


同样 ， 
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2 
= 总 23 一 52， 


五 PP2 一 (2 一 ao)3 十 -三 00 一切 


一 于 02 一 2ceZ 二 GaG262 一 D3。 


又 因 a2e? 一 0 十 D2, 所 以 万 已 ?一 (ez 一 a2， 
“PRP 一 ex 一 0 〈…” e>I， 2Z>G) 。 
万 PP 一 co 十 C。 
3798,， 设 双 曲 线 的 渐 近 线 夹 角 为 22， 证 
明 cosb=- 二 ,其 中 6 为 离心 率 。 


解 双 曲 线 -全 一 入 一 工 的 渐 近 线 为 
三 
三 光 4 一 呈 0 


所 以 怒 9= 忆 ,因而 
态 
Cos2 0 


3799, 过 双 曲 线 的 焦点 向 其 切线 引 垂 线 ， 
则 垂 足 的 轨迹 
是 以 双 曲 线 的 
主轴 为 直径 的 
加 . 


工 的 焦点 为 下 (de, 0), 互 ( 一 ae, 0) 。 又 由 问 
题 3782 知 , 双 曲 线 斜 率 为 的 切线 方程 为 
2 一 IO 十 a27722 一 D2 
即 
(一 MO 2 一 027112 一 D2) @O 
则 从 点 五 五" 向 切线 所 引 垂 线 的 方程 为 


2 一 一 二 (z 士 ao)， 


(2 十 切 2 一 ape2 一 02 十 2 @@ 
从 @、@ 消去 zz 得 到 所 求 轨 迹 方程 为 
(2 十 1 《22 十 2P) 一 代 十 22)02; 
0 十 角 一 03 


. 它 表 示 以 题 设 双 曲 线 主 轴 为 直径 的 加 。 


注 这 个 圆 叫做 原 双 曲 线 的 辅助 部 。 
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扎 . 不 等 式 和 区 域 
3800. 用 图 象 表示 坐标 分 别 满足 不 等 式 


23 二 人 22 坟 
本 


的 点 的 存在 范围 。 


解 方程 世 一 所 =1 的 图 象 是 以 直线 ， 


g 一 土工 z 为 渐 近 线 的 双 曲 线 。 所 以 坐标 
满足 不 等 式 - 写 一 - 殷 < 的 点 ,在 双 曲 线 把 
坐标 平面 划 成 三 个 部 分 中 包括 原点 的 部 分 
( 即 横 线 部 分 ) .坐标 满足 不 等 式 写 一 区 >1 
的 点 , 在 不 包括 原点 的 部 分 ( 即 斜 线 部 分 ). 注 
意 , 它们 都 不 包括 边界 。 


8 
了 全 


3801. 用 斜 线 表 示 坐 标 满 足下 列 不 等 式 


的 点 的 存在 范围: 
(a) 矶 > 也 (b) 2b<<1， 
(@) > 地， G) y< 二 . 


解 《a) 方程 由 = 工 的 图 象 是 以 原点 O 为 
原点 的 坐标 (0, 0) 代 入 不 等 式 >1L 中 ,得 
0>1 它 不 成 立 , 所 以 坐标 满足 不 等 式 大 > 工 
的 点 ， 在 双 曲 线 把 坐标 平面 划 成 三 个 部 分 中 
不 包括 原点 的 部 分 (不 包括 边界 ) 。 

(b) 对 于 如 <1 ， 同 (a) 一 样 讨论 ,， 可知 坐 
标 满足 zy< 工 的 点 的 存在 范围 ， 是 双 曲 线 
友 一 把 坐标 平面 划分 的 三 个 部 分 中 含有 原 
点 的 部 分 (不 包括 边界 )。 


(o) y> 二 . 

的 当 z>0 时 , g> 寺 可 写成 区 > 了 所 以 
在 第 IIV 象限 内 , 坐标 满足 %> 过 的 点 的 存 
在 范围 和 (a) 一 样 
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Gi) 当 z<0 时 , y> 二 可 写成 功 <1， 所 
以 在 第 II、III 象限 内 ,坐标 满足 %g> 过 的 
点 的 存在 范围 和 (b) 一 样 

(dq) y< 亏 . 

GD 当 z>0 时 , 9< 二 可 以 写成 灵 < 了 所 
以 在 TIVY 第 象限 内 , 坐标 满足 y< 寺 的 点 的 


存在 范围 和 (b) 一 样 . 


(ii) 当 z<0 时 ， %< 工 可 以 写成 吧 > 了 ， 
所 以 在 第 II、III 象限 内 ， 坐 标 满足 4< 过 


的 点 的 存在 范围 和 (a) 一 样 。 


3802. 用 图 表示 坐标 同时 满足 下 列 不 等 
式 的 点 的 存在 范 


医 : 
4z2-9x%2<36， 
20 > 


解 .把 4z? 十 
9y3<36 写成 
22 人 本 
到 + 黎 -1<0， 
可 知 坐标 满足 不 等 式 4x2+982<36 的 点 的 
存在 范围 屋 在 本 加 4 十 - 扫 一 1 的 内 部 。 
对 于 不 等 式 由 >]，, 可 分 以 下 情况 讨论 : 
当 z>0 时 , 不 等 式 可 写成 g> 世 


当 “<0 时 , 不 等 式 可 写成 4< 过 . 
-由 此 可 知 , 坐标 满足 > 工 的 点 的 存在 范围 
在 Y 轴 的 右 便 时 在 双 曲 线 几 = 工 的 上 方 ， 在 
4 轴 的 左 侧 时 在 双 曲 线 的 下 方 . 

综 上 所 述 , 坐标 满足 4x2+982<36 和 好 >1 
的 点 的 存在 范围 是 图 中 斜 线 部 分 (不 包括 边 
界 )。 

3803. 用 图 表示 坐标 同时 满足 下 列 不 等 
式 的 点 的 存在 范围 : 

2 一 办 >4，20<< 一 下. 


解 坐标 满足 只 一 只 >4 即 香 - 和 >1 


的 点 的 存在 范围 是 ， 双 旧 线 . 生 一 尧 -=1 把 


坐标 平面 划分 成 三 个 部 分 中 不 包括 原点 的 两 
部 分 (不 包括 边界 ) 。 


又 不 等 式 切 二 一 即 


| 当 Z>0 时 ， sy< 一 巧 


当 Z<0 时 ，2> 一. 


因此 ， 坐 标 满 足 不 等 式 忆 < 一 的 点 的 存在 
范围 ， 在 y 轴 的 右 侧 是 双 曲 线 友 一 一 的 下 
方 ;在 2 畏 的 左 侧 是 双 曲 线 羽 一 一 的 上 方 . 
综 上 所 述 ， 所 求 点 的 存在 范围 就 是 贺 中 斜 
线 部 分 (不 包括 边 舞 ). 
3804。 图 示 坐 标 满足 不 等 式 
妇 十 2 一 2x<0， 


| 
供 一 归 十 2y<<2 四 
的 点 (2 幼 的 存在 范围 。 
解 从 @， 
(2 一 20 十 1 十 办 一 革 
人 (z 一 1)3 二 <I1， @ 
从 四 022 一 (02 一 20 十 1 一 工 
好 


| OP 的 共 令 直径 和 


. 22 一 (4y 一 1)23<<1， 起 
故 坐 标 满足 @@ 的 
点 在 贺 
《2Z 一 二 3 十 g2 一 
的 内 部 ， 坐 标 满 
足 四 的 点 在 双 曲 
线 
好 一 (一 1)2 一 1 
外 包含 原点 的 部 
分 。 因 此 ,所 求 的 范围 就 是 图 中 斜 线 部 分 , 但 
不 包括 边界 。 1 


G。 杂 是 
己 。 -你 环 0 
805. 设 过 双 沿 线 -证 页 开 上 点 


卫 (2， 幼 的 直径 的 共 拒 直径 ， 和 双 曲 线 的 共 
开 双 曲线 的 交点 为 (z，%) ,证 明 


一 十 二 2 % 一 土 XIa 
解 设 忆 ct, bi) 为 双 曲 线 
多 2 引 1 


CQ2 


上 的 一 点 ， 设 直径 


国 的 共 斩 双 暴 线 


~ 多 上 + 多 _ 
而 士 访 @ 


的 交点 为 @(m， 2%), 则 直径 OP 的 方程 为 


由 问题 3767 知 , 直径 OP 的 共 斩 直 径 09 的 
方程 为 ， 


一 box 

2 Cr 2。 @@ 

解 人 @、@ 可 得 交点 纺 的 坐标 .把 图 代入 @， 
得 


22o4 一 aa 
《 Cd 2 @ 
因为 P(2 2 在 @ 上 ， 
2 一 020 一 022， 
所 以 图 可 以 写成 
Do 一 0 砷 z 一 士 百 2u。 


把 它 代入 @, 得 9 一 土 之 al 所 以 点 及 的 坐标 
为 
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央 交 本 一 如 


2 ， _ 7 
一 二 和; “ 纺 一 一 二 。 


3806。 对 于 椭圆 邱 + 鼻 =1 或 双 曲 线 


2 2 。 
-条 - 区 =1 上 的 任意 点 PC, 幼 , 证 明 


Dj 
过 是 定 值 。 
凡 
解 已 知 写 十 所 = 即 


吧 十 “ 扩 一 03) 


0 一 oo= 纪 人， 
只 扩 
而 -两 一 而。 
因此 对 于 燃 圆 上 的 点 Pto, 倪 ，- 芝 六 是 定 
值 网 奖 
又 知 友 ” 入 一 了 
即 02 < 一 02， 
o-o- 咖 ， 
0 
”一 
因此 对 于 双 曲 线 上 的 点 P(z, 仿 ，- 共 二 是 
定 值 。 
3807 。 两 个 变数 和 4 有 如 下 关系 : 
一 二 ，2 一 Dtt。 
求 点 己 (, 轨 的 轨迹 。 
二 一 他 一 
解 z 一 2 2t 刀 
所 = 一 二 地 村 1 区 ， 
3 2 
Am 芝 - 莉 - 
故 所 求 点 卫 (@, 细 的 轨迹 是 双 昌 线 。 


沪 这 是 双 曲 线 的 参数 方程 ， 可 作 公式 使 
用 


38o8. 如 下 图 。 在 矩形 4BB'L4' 中 , 把 边 
4 刀 分 成 % 等 分 记 为 也 3 3, … 等 。 在 边 吾 2 


_ 第 人 编 解析 儿 何 


的 延长 线 上 ， 以 2BB 的 和 分 之 一 为 单位 长 
度 , 记 为 1 2，3,，… 等 . 设 把 边 4 号 上 各 分 点 
和 点 44 连 结 ， 把 召 召 延长 线 上 的 对 应 分 点 
和 点 妈 连 结 ， 这 两 条 直线 的 交点 为 P， 问 忆 
在 什么 曲线 上 ? 

解 设 44、4 的 长 分 别 为 2g、22， 取 
44' 在 z 轴 上 , 边 44 的 垂直 平分 线 为 4 轴 。 
设 第 又 条 对 应 直线 的 交点 为 卫 (w 力 ， 则 由 
图 可 知 


SS > 


7) 
ERA 


人 
A4'PEcA4'IB4， 
五 P 4 
孔 克 一 了 4 
人 2 
2Z 十 C 204 2G “ 
又 A4PHcoA4QE， 
妃 P Kg 
4 互 4 玫 ” 
既 
4 2D 旬 媚 
化 一 色 2 20. 色 三 T1C 思 
人 
2 DC2 
Q@ 了 人 
23 22 
“下 


这 就 是 点 己 的 轨迹 方程 , 它 表 示 双 曲线 。 

3809, 设 两 加 4、 妃 的 半径 分 别 为 Q、2 
(C>D)， 

(1)》 图 示 两 圆 的 位 置 关 系 。 

(2) 有 一 圆 与 两 圆 4、 殖 相 切 , 求 该 圆心 的 
轨迹 ， 指 出 它 的 名 称 并 画图 ， 简 单 叙 述 其 理 
由 。 
解 (1) 有 外 离 \ 外 切 、 相 交 \ 内 切 、 内 离 等 
五 种 情况 。 图 省 略 。 . 

(2) 设 适合 轨迹 条 件 的 圆心 为 已， 讨论 如 


下 : 
4 两 加 外 离 。 


.第 五 章 双 曲 线 


(a) 贺 书 与 两 圆 4 了 同时 外 切 (或 内 切 )， 
则 P4~ PE 一 a 一 2) 所 以 点 三 的 轨迹 是 双 了 曲 
线 。 如 图 (a) . 

(b) 圆 书 外 切 于 一 图 且 内 切 于 另 一 圆 ， 则 
P4~PB=cTb 所 以 点 卫 的 轨迹 是 双 井 线 。 
如 图 (b) . 


(这 两 圆 外 切 。 
(Ga) 圆 己 与 两 珊 4、 忆 同时 外 切 (或 内 切 )， 
则 P4~PB 一 ac 一 D) 所 以 点 一 的 轨迹 是 双 曲 
线 。 如 图 (o) 。 

(b) 贺 互 外 切 于 一 圆 且 内 切 于 另 一 圆 ， 点 
卫 的 轨迹 是 连结 圆心 4、 互 的 直线 , 但 应 除去 
两 圆 4 了 3 的 切 点 和 点 4 B。 图 省 略 ， 

(iiiy 两 贺 相 交 。 

(a) 圆 己 与 两 奖 4、 吕 同时 外 切 或 内 切 ， 
则 24~PB 一 ax 一 饭 所 以 点 己 的 轨迹 是 双 曲 
线 。 如 图 ( 忆 .。 

(b) 圆 三 内 切 于 一 圆 且 外 切 于 另 一 圆 ， 则 
P4 二 PP 一 x+4D 所 以 点 己 的 轨迹 是 燃 圆 . 如 
图 (d) . 

(iv) 两 焉 内 切 。 

(a) 圆 己 内 切 于 圆 4 有 外 切 于 圆 刀 ， 则 
P4TPB=aTbp， 所 以 点 乙 的 轨迹 是 椭圆. 
如 图 (e) . 

\b) 贺 己 同时 内 切 或 外 切 于 圆 4、 刀 ， 点 
三 的 轨迹 是 连结 说 心 4 好 的 直线 , 但 须 除 去 
4 了 两 点 和 两 圆 4 到 的 切 点 。 图 省 略 。 

(v) 两 圆 内 离 . 

4a) 园 王 内 切 于 园 4 且 外 切 于 圆 了 3， 则 


昌 
， / 
凤 m=. 了 人 
了 
、* 了 Y 区 
AR NS 1 和 _ 
-- 和 S , we- 
8 
AN 1 SD 
这 > 
”mwne. 
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) 
(e) 


P4T+PB=ac 寺 bp， 所 以 点 王 的 轨迹 是 椭圆。 
如 图 (:) . 
(b) 圆 盖 同时 内 切 于 两 圆 4、D,， 则 P4 二 
了 FEB 一 4 一 p， 所 以 点 卫 的 轨迹 是 义 殉 。 如 图 

(f) 。 
(vi》 两 贺 是 同心 圆 。 
(a) 圆 三 内 切 于 圆 4 旦 外 切 于 贺 互 , 则 


P4= 瑟 (af+ 候 ， 


所 以 点 卫 的 轨迹 是 以 去 (x 十 幼 为 半径 的 同 
心 男 。 图 略 . 
(b》 圆 卫 同时 内 切 于 圆 4、B, 则 


2 
ZE4= 于 (@ D)， 


所 以 点 忆 的 轨迹 是 半径 为 却 (a- 纺 的 同心 
殴 。 贺 格 ， 
3810. 二 次 方程 
axp 十 28zb 十 op 十 20z 十 21y 二 ce<s0 
的 图 象 是 一 点 或 两 直线 的 情况 除外 , 则 
8 一 叱 <0 之 攀 (包括 圆 )， 
jl 一 0 一 0 之 抛物 线 ， 
2 一 必 >0 巡 双 曲 线 。 
解 ” 设 把 原点 平移 到 (xzo，%) 时 , 曲线 上 点 
了 的 坐标 人 幼 变 为 ( 民 , 卫 )， 则 
2 一 六 十 m， 2 一 了 十 加 。 
则 把 它 代 入 所 给 方程 并 整理 , 得 
CQ 人 2 二 22 并 十 DZ2 二 3(cxo 十 joyo 十 9g) 开 
十 2(hzo 十 5%0 十 廊 卫 
十 (cotH2jzoboTD3BA29zo 二 270 二 c) 
一 0， @ 
如 设 axo 二 Mo 十 9 一 0，hio 十 bo 十 一 0 以 决 
定 20、20， 且 设 
Go 十 2jooyo 二 08 十 29xo 十 21%0 十 c 一 一 罗 
则 @ 可 写成 
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CR2? 十 27 大 了 十 DZ2 一 7。 
再 把 坐标 办 绕 (xzo，%o) 旋 转角 2, 设 点 三 的 坐 
标 (X, 了 ) 又 变 为 (ww 切 ) 则 
王 一 Vco8g 一 08ing, 了 一 录 Sin bg 十 cos6， 
把 它 代 入 @ 并 整理 ,得 
《cos36 十 28pSing cos0 二 Dsin326) 雪 
十 [3pzcos22 一 (c 一 sin 36]wv 
十 (csin36 一 22 Sinpgcos6 十 Dcos36) 友 
一 。 四 
设 
21cog20 一 (一 5)sin 20 人 
求 2 值 , 代 入 四 并 计算 人 妈妈 的 系数 . 设 
CCcos30 十 2hsingcosOpsin20 一 4， 
xsin20 一 228ingocosg 十 Dcos20 一 万 ， 
则 @@ 可 写成 
.412 十 v2 一 7 。 鲜 
又 
4 十 万 
一 4(cos306 十 sin20) 十 D(sin20 十 cos20) 
一 4 十 0， 
4 一 了 一 4C0s26 十 2j simn20 一 Dcos20 
一 (一 beos 306 十 2b sin 20， 
44 刀 一 (4 十 好 ) 2 一 (4 一 如 )3 
一 (十 切 3 一 (一 0)2cos220 
一 全 (a-- 切 cos2gsin26 一 4j2sina26 
一 (c 十 轨 2 一 (C 一 站 2 人 ~-sin220) 
一 航 (C 一 bcos20sin26 
一 私 3 代 一 cos20) 
一 (C 十 D)2 一 (C 一 站) 2 一 472 
十 FE(c 一 sgin26 一 2pcos239]2， 
由 轩 知 上 式 [”] 中 的 值 为 0, 所 以 
.4 万 一 GD 一 /2。 
因此 在 @@ 中 , 如 4 刀 >0 且 .41>0, 则 轩 表 
示 椭 圆 或 圆 ; 如 4B<0, 则 加 屎 示 双 曲 线 ; 
如 4B=0. 则 加 表示 抛物 线 (参照 问题 
3829) . 这 个 结果 也 可 另外 叙述 如 下 ， 
如 太一 9<0 则 @ 表示 椭圆 或 圆 ; 
如 好 一 力 一 0 则 @ 表示 抛物 线 ; 
如 及 一 >0, 则 @ 表示 双 曲 线 。- 
， 注 如 果 二 次 方程 
02 十 2302g 十 Do2 十 29z 十 321 十 < 一 0 
的 左边 能 分 解 为 两 个 关于 w_ 的 一 次 因 式 ， 
则 它 表示 两 条 直线 。 当 吃 >0， 甩 方程 能 变 
形 为 cz 十 切 ? 革 D(9 二 9)3 一 0, 则 它 表 示 一 个 


第 八 编 解析 几何 
加 | 点 . 


3811. 证 明 : 以 原点 为 焦点 , 以 直线 
2 十 24/ 一 2 一 0 
为 准 线 , 且 过 点 ( 3) 的 二 次 曲线 为 双 曲 线 ， 
并 求 它 的 方程 。 
解 已 知 焦 点 是 刀 (0，0)， 准 线 卫 : 
2 十 2 一 2 一 0。 
设 离心 率 为 6， 二 次 曲线 上 的 任意 一 点 为 
了 PP 久 , 则 由 问题 3728、3790 知 ， 所 求 二 次 
曲线 方程 为 ， 
|]z 十 2y 一 3| 


w/ 形 十 全 一 6. /1 十 23 自 
又 因 点 心 3) 在 该 二 次 曲线 上 ， 


E 6 一 
vi5-o 上 二 中 ， 


即 v 王 =- 六 。 


e 一 23>1， 


因此 , 所 求 二 次 曲线 为 双 曲 线 。 
把 双 曲 线 方程 
2 1z 干 2 一 2 


2 /Id 十 奖 
的 两 边 平方 ,得 
l 十 名 一 中 (02 十 22 二 4 十 42 一 全 一 8 殷 ， 


异 322 一 8zy 一 3 上 85TTL6y 一 8 一 人 
这 就 是 所 求 的 双 曲 线 方程 。 

3812. 把 直 
圆锥 用 在 其 顶点 
的 两 侧 和 母线 相 
交 的 平面 截 开 ， 
证 明 该 截 口 是 双 
曲线 。 

解 ” 如 图 。 作 
内 切 于 直 圆 锥 目 
和 含有 截 口 的 平 
面相 切 的 两 个 
球 O、O" 它们 和 
平面 的 切 点 分 
别 为 环 ， 厂 ' < 

设 铅 锥 的 顶点 为 8， 平 面 w 和 圆锥 交 线 上 
任意 一 点 为 P，&SP 切 于 两 个 球 O、CO' 的 切 点 
为 @、 忆 , 则 PE 都 是 球 0 的 切线 ,所 以 


坐标 轴 的 平移 和 旋转 


因此 点 三 的 轨迹 是 以 刀 、 厂 "为 焦点 的 双 曲 
线 。 

注 以 包含 两 相交 直线 9SR 和 08O' 的 平 
面 截 两 个 球 O、O'， 则 SR 为 两 个 截 口 画 的 
内 公 雪 线 ,所 以 9R 是 定 人 。 


第 六 章 “坐标 轴 的 平移 和 旋转 


也 太一 PP， 
同 理 PF' 一 PR. 
了 FF~PH 一 POPR 一 0R。 
但 是 8 是 定 值 , 设 它 为 2 则 
也有 一 忆 中 一 20， 


3813. 把 坐标 轴 平 移 ， 使 直线 az 十 2 十 < 
呈 0 上 的 点 4(zt 幼 ) 成 为 新 的 原点 ， 那 么 这 
条 直线 的 方程 怎样 ? 

， 解 把 坐标 轴 平 移 使 44zt 24) 成 为 新 的 

原点 , 就 是 把 坐标 轴 沿 < 办 正 向 平移 zz 再 沿 
4 轴 正 向 平移 纺 。 这 种 情况 与 坐标 轴 不 变 ， 
而 把 贺 象 沿 z 轴 正 向 平移 -办 ， 再 沿 y 轴 正 
向 平移 一 如 ,所 得 的 结果 完全 一 样 。 因 此 , 把 
坐标 轴 平 移 使 4(zit，2%0 成 为 新 的 原点 时 , 设 
点 (2 幼 用 (到 卫 ) 表示 , 则 有 

2 一 瑟 十 21，4 一 了 二 人。 
把 它 代 入 cz 二 2 十 c 一 0, 得 
a( 民 十 轨 ) 十 (了 二 加) 十 C 一 0 
即 caXTIZ+ (cxziTDATc) 一 0 
由 于 点 4(2a, Vip) 在 直线 az 十 py 十 c=0 上 ， 
所 以 
C21 十 DU1 十 C 一 0， 
故 所 求 直 线 方程 为 g 上 35Z 一 0。 把 和 了 改 
写 为 外 则 得 az 十 到 一 0。 

注 把 图 象 沿 z 轴 正 向 平移 wc， 可 用 z 一 a 
代 换 zx. 把 图 象 治 9 轴 正 向 平移 B, 可 用 4%-B 
代 换 y。 由 于 坐标 轴 平 移 和 把 图 象 沿 其 相反 
方向 平移 所 得 的 结果 一 样 ， 所 以 常 着 限于 图 
象 的 平移 。 

3814. 以 点 (2， 一 了 为 新 的 原点 平移 坐 
标 轴 , 把 下 列 方 程 变换 成 平移 后 的 方程 。 

(人 翁 一 4 二 24 十 9 一 0 

(2) 2x2 十 3%2 一 80 十 6 十 5 一 0。 

解 (GD 用 zT3 代 换 z,， y 开 代 换 2 则 
所 给 方程 变 为 

(一 巧 3 一 4 二 2) 2 -1) 二 9 一 0 
芳 2 一 4 
(2) 用 xzT3 代 换 .z， 9 一 奔 代 换 y， 则 所 给 


方程 变 为 - 
2(Z 十 3)2? 十 3 人 (一 1) 2 一 8(z 十 2) 
十 6(y 一 1 十 5 一 0， 
即 2xz2 十 3z2 一 6， 
2 从 
(8755 
3815.， 把 坐标 轴 适 当地 乎 移 ， 使 下 列 方 
程 变 成 克 一 的 形式 ， 
(IL) 020 二 32x 一 3 十 4 一 0， 
2z 二 3 
(2) 2 一 ZL 。 
解 《〈1) 把 所 给 方程 变形 为 
(zZ 一 3) (9 十 2) 十 10 一 0。 


设 2 一 3 一 人 ,4 十 2 一 了 ， 
则 得 ”ZI0=0， 民工 一 一 10. 
这 就 是 说 ， 以 (3， 一 2) 为 新 的 夯 点 平移 坐标 _ 


轴 , 则 所 给 方程 变 成 zy 一 一 10。 
《2) 把 所 给 方程 变形 ， 


ge 3 于 二 


工 
2 十 工 “ 2 十 工 ” 
设 Z 二 一 全 ,2 一 32 一 了 , 则 上 式 写 成 

并 二 
了 一 去 即 和 XZ 一 I. 


这 就 是 说 ,以 (一 贡 ，3) 为 新 原点 平移 坐标 轴 ， 
则 所 给 方程 变 成 必 一 1。 

3816.， 已 知 把 坐标 轴 平 移 使 新 的 原点 为 
4(q, 幼 时 ,两 定点 Pi (zt 1)，Pa(zo，o) 的 
新 坐标 分 别 为 Pl(X1， 了) ，Pa(X2，Zo)， 证 
明 差 互 ? 一 民 1, 了 ?一 和 点 《2) 的 位 置 无 
关 。 

解 ”由 平移 公式 

下 1 一 4 一 0 一 一 信 一 Z; 
了 2 一 2 一 0 了 2 一 罗 一 2 

-又 3 一 开 1 一 妇 一 ， 了 2 一 一 办 一 纹 。 

这 些 结果 中 不 含有 .2, 因此 和 点 (@， 2 的 位 


“， 3 一 2 一 一 一 一 
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置 无 关 .。 
3817， 如 果 太一 尼 关 0， 则 二 次 曲线 
az2 二 2200 十 22 十 390 二 21 十 c 一 0 
的 中 心 坐 标 ， 是 联 立方 程 wz 十 jy 十 9 一 0，jx 
十 2 十 j 一 0 的 解 . 

解 设 J(C， 切 一 ao2 十 220 十 PK2 十 29z 十 
2j+c， 把 坐标 轴 平 移 到 新 原点 4(zo, yo) . 
以 Y 一 到 十 20， 2 一 了 十 加 代入 7 人， 则 

J( 瑟 二 xzo, 了 十 yo) 

一 QG( 开 十 zo)2 十 2 ( 闷 十 zp) (了 十 go) 
十 2 了 十 yo0)2 十 20( 工 十 加 ) 
十 27( 了 十 加 ) 十 c 
一 0XX2 十 28 和 立 十 D72 
十 2(axzo 十 hyo 十 9 斑 
十 2(hxo 十 bb% 十 访 了 七 7(xo, 加 ) . 
令 。 axzo 于 RodTg 一 0，jpoo 十 pyo 二 7 一 0， 
则 原 方程 可 写成 

”GZX2 十 2 与 十 DZ2 十 F(zo，o) 一 0。 

这 条 曲线 关于 新 原点 对 称 ， 所 以 新 原点 〈zo， 

4o) 是 这 条 岗 线 的 中 心 。 但 是 联 立 方程 
a20 填 jbo 十 9g 一 0，joo 十 pyo 二 7 一 0 

当 且 仅 当 外 一 吧 地 0 时 才 有 了 唯一 解 。 所 以 当 


太一 2 关 0 时 所 给 曲线 .Fo, 9 一 0 的 中 心 坐 


标 是 方程 
az 十 0 十 9 一 0，PRZ 二 2 十 f=0 
的 解 , 其 中 驴 一 08 地 0。 


3818。 求 曲线 好 十 4xg 十 3y3 十 6z 二 87 二 7 | 


一 0 的 中 心 坐 标 ， 把 原点 平移 到 该 曲线 的 中 
心 , 求 这 条 曲线 的 方程 。 
解 ” 设 中 心 坐标 为 (xzo, gm), 由 上 题 知 
2Z0 十 2% 十 3 一 0，2xzo 十 3%o 十 4 一 0。 . 
解 之 ,得 “xzo 一 1， y% 一 一 2， 
因此 所 给 暴 线 的 中 心 坐标 是 (L， 一 3) 。 
把 坐标 和 轴 平 移 到 新 原点 (1， 一 分 ， 以 z 十 1 
代 2 -3 代 2 则 所 给 方程 变 为 
(十 12 十 4(Z 于 II) (9 一 细 十 3(y 一 2)3 
十 6(z 二 TD) 十 8( 一 3) 十 7 一 0， 
“， 42 十 302 十 3 一 0. 
这 就 是 说 , 把 坐标 轴 平 移 到 曲线 中 心 ( 仙 一 3 
时 , 该 曲线 的 方程 为 2 十 4xg 十 3 二 2 一 0。 


乙 . 坐标 轴 的 旋转 


3819， 把 坐标 轴 Ozy 绕 原点 O 旋转 角 久 
得 新 坐标 轴 OXT， 如 果 点 PP(z, 9) 变 成 点 


use -~ 一 ~ 一 一 一 一 


上 | 从 而 


第 八 编 解析 几何 
| PC ZD) 则 xy 和 斑 、 


了 之 间 有 下 列 关系 : 
2 一 交 c080 一 SsinO， 
1 sinaO 十 工 cos6; 
六 一 Zcosb 二 Vsinb， 
人 
22 十 /一 和 2 十 了 3。 
解 设 人 XOP=o 则 对 (, 了 ) 有 
怀 王 OPcosac， 了 一 OPasina。 
又 ,对 忆 , 轨 有 
2=OPcos(c 十 0)，2 一 OPsin(w 十 0) 。 
。 0X=OP(coeacosg 一 sinawsin0) 
< (OPcosa) cos6-- (OPsina)sinb 
一 屋 cosb 一 了 sinO)， 
zy=OP(sinawcos6 十 cosawsin 9 
一 (OPasina)cos6 十 (OPcoswysing 
一 及 sin0g 十 Z cosO。 
再 设 CoOP 一 B, 则 对 王 (z, 殷 有 
Z 一 OPcosp, 2 一 OPsinp; 
又 ,对 己 (X, 了 工 ) 有 
并 一 OPcos(6-6)， 了 一 OPgsin(8 一 90)， 
"。 屋 一 OP(cosBcos6 十 sinpBsin6) 
一 (OPcos p)cos6 十 (OPsin B)sing 
一 00080 十 I8imnO， 
了 一 OP(sin pcos6 一 cospsinD) 
一 (OPainpb)cos6 一 (OPcos 8B)sing 


一 一 Z8imnb 十 ycos6。 
因为 “22 十 一 OP2， 基 3 十 袜 2 一 OP2， 
-所 以 妇 2 十 坊 一 区 2 十 3?。 


3820. 如 果 把 坐标 灿 绕 原点 旅 转 45。, 求 
下 列 曲 线 的 方程。 
(GD 四 =2 (2) 3xz2 一 2my 十 802 一 5. 
解 “ 把 6 一 45。 代入 上 题 中 的 转轴 公式 , 则 
2 一 及 cog45?” 一 了 sin45” 
-一 工 一 一 
=-- 方 @- 了 )， 
4 一 六 sin 45? 十 了 cos45。 
工 
= -7 记 灾 +I)， 


工 I 
2xzy 一 2._ 一 (和 ~- 了). 二 (十 台 
001 于 ) 十 卫 ) 
一 并 2 一 了 2， 


又 22 十 仿 一 - 驳 2 十 了 2 
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(1L) 2 一 5 即 22y 一 21， 
一 了 3 一 26。 
这 就 是 曲线 刀 一 & 在 新 坐标 系 里 的 方程 。 
(2) 3z2 一 22y 寺 32 一 3(z2 十 22) 一 2z1 
一 38(23 二 了 2) 一 ( 瑟 2 一 了 2) 
一 2 和 2 十 4 六 2， 
故 曲 线 3z3 一 22%g 十 3%2 一 5 在 新 坐标 系 的 方 
程 为 2X2- 二 472 一 5。 
”8821. 证 明 : 曲线 2 十 4 十 多 一 3 是 双 
曲线 , 并 求 它 的 焦点 坐标 。 
解 ” 绕 原点 把 坐标 轴 旋 转 伍 "， 由 上 题 得 
人 2 十 内 一 往 ? 十 2，200 一 并 2 一 了 3。 


把 它 代入 方程 好 十 %2 士 42% 一 3 中 ,得 
2 十 72 十 3(X2-72) 一 3 
即 -32 一 了 3 一 3， 
3 了 3 
ee 1 (VS3)a 一 上 。 


它 表 示 一 条 双 曲 线 。 其 焦点 在 新 坐标 系 的 坐 
标 为 民 一 土 2 工 二 0。 由 此 ， 它 在 原 坐 标 系 
里 焦点 的 坐标 是 
1 上 
2 一 4 一 -太太 人士 9 一 土 V 3， 
即 (2， \3)， (一 V 23， 一 3)。 
3822。 绕 原点 把 坐标 轴 旋 转 30"， 变换 椭 
轴 2x2 十 6%2 一 7 的 方程 。 
解 2z2 了 6%2 一 2(022 二 02) 十 402 一 了， 
由 于 2(x2 十 02) 一 2(X2 二 了 2 ， 
422 一 4( 和 Sin 30? 十 了 cos 380")3 
一 (和 十 /3 了 )3 
一 丈 2 十 2 ~/ 3 和 YY 十 3Z2， 
把 它们 代入 原 方 程 ， 就 得 到 新 坐标 系 的 椭圆 
方程 为 
3(X3 二 Z2) 十 和 2 十 3/ 3 了 了 十 372? 一 7， 
即 3Z3 十 3 3XZY7 十 5Z2 一 7。 

3823- 证 明 : 如 果 把 坐标 轴 绕 原点 任意 旋 
转 ， 人 42B0C 各 顶点 的 横 坐 标 之 和 一 定 , 则 原 
点 必 为 A4BOC 的 重心 。 

解 取 4、. BC 的 坐标 分 别 为 (zz g)，(zo 
%)，(ze，%)。 设 把 坐标 轴 绕 原 点 旋转 角 6 
时 , 各 顶点 的 横 坐 标 分 别 为 屋 1、 怀 ?、 和 3。 由 

问题 3819 知 
XI 一 4co8g 十 力 sing， 
工 2 一 02cosg 十 加 sinb， 


坐标 轴 的 平移 和 旋转 
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到 3 一 0c080 十 9%asing， 
宛 1 十 六 3 十 民 3 一 (2 十 如 十 28)Gos2 
十 ( 信 十 %p 十 si)sing。 


如 果 屋 1 十 人 ?十 福 3 与 9 无 关 , 则 须 
2 十 和 十 Zo 一 0 2 十 旬 十 加 一 0。 
但 是 A4Po 重心 的 坐标 是 
(2 全 一 生 久 二 加 2 十 四 )， 
3 3 
所 以 A4BC 的 重心 必 是 原点 。 

3824. 已 知 把 坐标 轴 绕 原点 旋转 角 9 时 ， 
两 点 坐标 分 别 从 (zt 40) YN 《22， 22) 变 为 (XD 
了 1) 《入 工 2)， 证 了 明 下 列 两 式 与 0 无 关 : 

(1L) 4Z2 一 令 2Z1，〈2) 民 1 到 ?十 了 了 2。 

解 由 问题 3819 知 

了 1 一 01 cos 十 ti sing， 
Z 一 一 2isin6 十 轴 cosb; 
六 2 一 2o co80 二 zesinpg， 
了 2 一 一 sinbg 二 oacos0， 

(1) 把 和 1、 了 了 1、 福 2、 了 2 的 值 代 入 了 1Z3? 一 
了 Zi 中 ， 可 以 算出 cos3g、sin29 的 系数 都 是 
21ba 一 Ootbiy sinbcosbg 的 系数 是 0 所 以 

了 屋 志 2 一 人 2Z1 
一 (Za 一 2201) (cos20 十 sin20) 
”一 0 一 02 加 一 定 值 . 

(2) 把 和 It、YZ1, 仅 *、 了 2? 的 值 代入 瑟 122 十 
YY 中 ， 可 以 算出 cos2g、sin29 的 系数 都 是 
Z122 十 %102， Simngcosb 的 系数 是 0， 所 以 

一 (%izo 十 Wig2) (cos30 十 sin20) 
一 0 十 9g2 一 定 值 ， 
3825,， 绕 原 点 把 坐标 轴 旋 转角 9 有 时， 二 


次 曲线 
a22 十 2820 二 Do 十 一 0 
变 为 % 民 ?十 2 了 2 一 0 的 形状 , 求 9. 
解 ” 绕 原点 把 坐标 轴 旋 转角 则 由 问题 


9 知 2 一 屋 cos0 一 了 sing， 


4 一 开 sinbg 十 三 cosb。 
把 它 代 入 ax2 十 2kz2 十 Do2， 
C22 十 2820 十 D02 一 (和 co8g 一 了 Sinb)3 
十 员 ( 和 cosg 一 Ysing)(Xsing 十 了 cosg) 
十 3( 玉 sin bg 十 忆 cos6)a。 @ 
@ 式 右边 习 7 的 系数 为 
一 2(a 一 2)Singcos6 十 2 (cos20 一 Sin26)》 
一 一 (一 5)sin 20 十 328 cos20。 轩 ， 
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令 加 的 值 为 0 则 可 求 得 9 值 : 
当 Q 一 咏 时 ， 
cos 29 一 0， 
当 & 二 已 时 ， 


，6 一 土 45"; 


3826。 把 坐标 轴 绕 原点 旋转 30"*， 变 换 
方程 
3z2-3wV 3 zy 十 pz 一 39 一 0. 
解 ”把 坐标 轴 绕 原点 旋转 30"， 则 有 
2 一 六 cao830" 一 了 sina 30” 
工 下 
= 3 七 一 了 )， 
4 一 sin30?* 七 ZYcos 30” 
一 了 ZXHVS3Y)。 


把 所 给 曲线 方程 变形 为 
(3z- 上 02 十 (Z 一 3 人 一 0， 
则 由 ~ 3z 十 y=2X, 7Z- 9 一 一 27,， 可 得 
4X2 一 2 关 一 0. 
这 就 是 在 新 坐标 系 里 的 题 设 曲 线 方程 

3827. 先 把 原点 移 到 4(1，0), 再 把 坐标 

负 绕 4 旋转 45", 变换 曲线 方程 
区 十 6zgy 十 多 一 2 一 6y 一 2 一 0. 
解 ” 设 把 原点 平移 到 4(L,， 0) ,点 (w， 变 
2 Z)， 则 由 平移 公式 知 一 式 十 1 
给 昌 线 方程 变 成 
2 
一 6 袜 一 2 一 0 
即 琶 ? 十 6 了 7 十 了 2 一 3 一 0 

.再 把 坐标 轴 绕 4 旋转 45*， 设 旋转 前 的 点 
卫 ( 民 ,了 ) 变 为 旋转 后 的 Po y)， 则 由 问题 
Z821 知 

六 3? 十 了 2 一 一 好 十 2 ZX 了 一 一 2 一 
所 给 昌 线 方程 又 变 为 
2%2 十 2 十 3 (22 一 22) 一 3 一 0， 
2 一 2 一 3 一 0. 

3828.， 已 知 把 坐标 轴 绕 原点 旋转 角 6， 
az2- 二 2hzgy 寺 Do2 变 为 of 屋 2 十 28: 王 有 十 2 六 3， 
证 明 

(1) 0 十 1 一 十 b; 

(2 7 一 0 一 j2 一 08。 

解 把 2z 一 和 cosg 一 了 sin0， 

4 一 习 sinb6 十 YoosO， 


第 八 编 解析 几何 


代入 az2 十 2h22 二 002 中 则 
(1) 求 瑟 2 ， 了 2 的 系数 : 
0 一 50009208 十 2 cosgSing 十 DasSin20， 
2 一 sin20 一 30 cos2sing 十 Dcos20， 
“。 g 十 2 一 4(cos20 十 Sin320) 
士 D(sin2g 十 cos20) 一 G 十 D。 
〈2) 把 1) 求 得 的 两 式 相 城 ， 
0 一 0 一 (4 一 0)cos22 十 2bsin 20。 
又 求 慑 了 的 系数 为 
2j 一 一 (ca 一 D)sin20 十 28cos26。， 
把 此 两 式 分 别 平 方 后 要 加 , 得 

(c' 一 2) 3 十 482 一 (4 一 D)2 二 4523。 
又 由 (1 得 〈c' 十 0)2 一 (十 六 3。 

上 夯 两 式 相 减 ， : 
太一 62 一) 一 GD。 
3329. 关于 人 y% 的 二 次 方程 
ax 十 2j20 宁 2 十 297 十 21y 上 +c 一 0 

的 图 象 ,证 明 

(1) 当 也 一 吃 一 0 时 ，@ 表示 抛物 线 或 两 
平行 直线 ; 

(2) 当 忆 一 2>0 时 ，@ 人 
相交 直线 ; 

(3) 当 邓 一 a<0 时 ，@ 表示 梯 圆 。 

解 ”把 坐标 加 绕 原点 旋转 角 9, 设 @ 变 成 

Q' 人 2 十 22' 了 十 DY 十 2g' 王 十 21 了 十 c/ 

一 0.。 四 
适当 地 选择 旋转 角 2, 使 互 Y 的 系数 因为 0， 
则 az? 十 2hxo 十 022 变 成 

G' 交 2 十 2j 忆 也 十 73( 一 0 和 3 十 2 区 3)， 
由 上 题 知 ”加 一 0 一 Na 一 一 GO 
() 当 妇 一 0 一 0 财 ,ai2 一 0 
"。 0 一 0 或 0 一 0。 
分 别 讨 论 如 下 : 
(2 当 必 一 0 w% 站 0 时 ， 如 几 0，@ 可 写 
成 
2 
一 一 -2 2 一 纪 2 
即 了 一 下 之 广 六 一 
如 jj] 一 0 @ 可 写成 
a'Z2 二 20 和 二 co 一 0， 
此 式 如 有 图 象 , 则 是 与 y 轴 平 行 的 两 直线 。 
《ii) 当世 寺 0, 0 一 0 时 ,如 9 尖 0, @ 可 写成 
07Z?-29 王 十 2177 二 co 一 0 


冰 这 


第 六 这 
即 了 -~ 一世 Yo 万 了 一 总 
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久 297” 
此 式 表示 一 条 抛物 线 。 
如 9 一 0, @@ 可 写成 
2'Y2 十 21 了 十 co 一 0， 
式 如 有 图 象 , 则 是 与 % 轴 平 行 的 两 直线 。 

因此 , 当 加 一 2g 一 0 时 , @ 表示 抛物 线 或 两 
平行 直线 。 

(2) 当 7 一 >0 时 ， 因 为 入 一 0 寺 0， 所 
以 @ 有 中 心 (问题 3817)， 设 其 中 心 为 4(zo， 
2%o), 把 原点 平移 到 4(zo, yo , 则 外 变 成 

a22 十 2h20 十 003 十 c 一 0. 四 
再 把 坐标 轴 绕 4(zo, 2%o) 旋 转角 6, 使 和 了 的 


系数 为 0 则 图 又 可 变 为 
a'32 十 DZ2- 二 co 一 0。 四 
由 问题 3828 知 
jp 2 一 00' 一 12 一 力 >0， 
国 入 一 0 所 以 一 02'>>0 即 ao2'<0。 这 就 是 


说 ,a' 与 异 号 。 当 扩 关 0 时 , 图 ' 开 示 双 曲 
线 ; 当 扩 一 0 时 ,图 ' 表示 两 相交 直线 。 

因此 ， 当 j2 一 0D 0 时 ， 四 表示 双 曲 线 或 两 
相交 直线 。 

(3) 当 j2 一 2<0 时 ， 与 (2 一 样 , 因 j 一 
a2 寺 0 所 以 @ 有 中 心 , 设 中 心 为 4(zo,， 2%o) 
把 坐标 埋 乎 移 ， 使 中 心 4(zo，%o) 为 新 原点 ， 
则 @ 变 成 四 . 再 把 坐标 轴 绕 4 旋转 角 9, 使 
习 了 的 系数 为 0， 则 可 得 到 图 '， 由 于 jz 一 

0 及 :一 好 一 0 天 0 且 因 一 0， 所 以 一 a2<0 即 
a' 凡 >0. 这 就 是 说 ,q' 2 同 号 。 因 此 ,如 ac 
2 与 ”不同 号 , 则 @@' 表示 椭圆 ， 如 go/ 以 与 

c” 同 号 ， 则 @@' 无 图 象 ， 

故 当 义 一 <0 时 ，@ 如 有 图 象 ， 即 为 椭 
亢 。 

3830， 下 列 曲线 如 是 椭圆 ， 试 求 其 长 轴 
午 短 轴 ; 如 是 双 曲 线 , 试 求 其 渐 近 线 方程 。 

(1) 5z2 十 42y 二 82 一 36 一 0， 

(2) 7x2 一 62V 一 只 一 8 一 0。 

解 (人 由 一 ap 一 22 一 
以 (了 如 有 图 象 , 则 是 椭 辆 .在 坐标 轴 绕 原点 
旋转 角 9 后 ,所 得 新 方程 的 系数 w、N、2' 中 ， 
使 8 一 0， 则 有 

4' 十 b 一 4 十 D 一 5 十 8 一 13， 
QI 一 一 (pa3 一 diD1) 一 一 (2 一 09) 
一 一 (323 一 5X8) 一 36， 


坐标 轴 的 平移 和 旋转 


5x8= 一 36<0, 所 
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因而 wz 是 方程 如 -131 二 36 一 0 的 两 个 
根 . 
0' 一 9，D' 一 和 或 of 一 和 0 一 9。 
故 旋转 后 所 得 新 方程 为 
9 了 2 二 4Y23 一 36 或 ”4X2? 十 972 一 36， 
3 轩 3 5 
即 每 + 瑟 -1 或 有 + 卫 =1 
所 以 其 长 辅 为 6, 短 轴 为 4。 

(2) R 一 2 一 (一 3)2 一 7( 一 切 一 16>0,， 所 
以 (2 的 图 象 是 双 曲 线 或 两 相交 直线 。 把 曲 
线 方 程 变形 为 

(一 力 72 十 轨 一 8， 
所 以 它 是 双 曲 线 , 其 渐 近 线 方程 为 

(Z 一 外) (7z 十 人 一 0。 
即 2Vy=2 及 1 一 一 70。 

3831. 证 明 方 程 

地 -400 十 2 一 18x 十 16% 二 10 一 0 
的 图 多 是 抛物 线 , 并 求 其 对 称 轴 方 程 。 

解 外 一 ‰ 一 (一 2)3 一 夺 X4 一 0， 所 以 原 方 
程 的 图 象 是 抛物 线 或 平行 于 坐标 轴 的 两 平行 
直线 。 把 原 方程 变形 为 

(z 一 29g) 2 一 18z-+16y10=0。 ” @ 


考虑 曲线 @ 和 直线 
2 一 20 一 0 四 
的 交点 ,把 图 代入 @@ 消去 妃 得 
一 10x 十 10=0 即 zx 一 IL。 外 


因此 侠 和 国 即 由 和 力 仅 交 于 一 点 ， 所 以 
台 不 是 平行 于 坐标 狗 的 两 平行 直线 ， 而 是 抛 


物 线 , 具 其 对 称 轴 平 行 于 直线 @. 
如 取 与 直线 @@ (〈 即 对 称 轴 ) 垂直 的 直线 为 
2 一 一 20 @@ 


由 于 直线 国 垂直 于 抛物 线 @@ 的 对 称 轴 ， 所 
以 四 和 四 如 时 有 交点 ， 则 两 交点 所 连 线段 
的 中 点 凤 必 在 对 称 办 上 . 把 @@ 代入 @, 得 
25xz3 一 50z 士 10 一 0 即 5o3 一 10z 十 2 一 0， 
_5 士 /15 
四 ia 


从 而 点 双 的 横 坐 标 为 
115 十 V15 ,5~wI15\_ ，. 
卫 人 ) 

点 到 的 纵 坐 标 为 一 2， 因 此 所 求 抛物 线 的 对 
称 轴 是 过 女人 1t， 一 劝 且 与 加 平行 的 站 线 。 即 
(zz 一 1) 一 2(Vy 二 2) 一 0， 

9 一 2 一 5 一 0，. 


898 
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3832。. 求 参数 方程 
(人 2 一 022 
4 一 2208 
所 表示 的 曲线 ， 并 讨论 
参数 # 的 几何 意义 。 
解 ”在 参数 方程 中 消 
去 忆 则 得 
人 一 420， 
它 表 示 以 原点 为 顶点 ,2 
轴 为 对 称 轴 的 抛物 线 。 
在 抛物 线 上 点 忆 记 2pt) 处 的 切线 方 程 
是 


《一 co<t< 十 co) 


P(ptz22DD 
se 


22 思 一 20(Z 二 2 的 
即 % 一 子 (e+2B。 


所 以 参数 上 表示 抛物 线 在 点 书 (282， 228) 处 
切线 斜率 的 倒数 。 设 点 三 处 的 切线 和 2 轴 
正 向 的 夹 角 为 ww 则 # 一 ctg ca。 
3833， 求 以 9 为 参数 的 参数 方程 
人 (>D>0) 
2 一 0smnO 
所 表示 的 曲线 ; 并 讨论 参数 g 的 几何 意义 。 
解 ” 由 参数 方程 消去 4， 
人 


二 一 csb， 着 一 sinb， 


一 os2g-sin26 一 1 
ad 

它 所 表示 的 曲线 是 
以 原点 O 为 中 心 的 
椭 罗 。 取 这 个 椭 
吏 上 的 任意 一 点 
PC, g) ,从 王 商 7 
轴 引 垂 线 ， 垂 足 为 
互 ， 再 作 以 原点 O 
为 圆心 、 4 为 半径 
的 圆 . 设 这 个 圆 和 五 己 的 延长 线 的 交点 为 中 
用 0 表示 ZLz098， 则 @ 的 坐标 为 (gcos6， 
sin0)) 点 忆 (2 轨 和 和 久 的 横 坐 标 是 相同 的 ， 
所 以 


Z-Qco6g。 


Le 
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数 方 程 


由 于 点 三 在 棋 圆 上 , 因而 


7 


一 Wasinzg 一 |sinb|， 
从 而 2 一 ?sing。 
参数 2 叫做 椭圆 的 离心 
角 。 

注 当 0<a<2o 时 ， 
所 给 参数 方程 仍 表示 梢 
贺 。 这 财 以 原点 为 贺 
心 、 半 径 为 4 的 可 在 梯 
贺 的 内 部 且 和 椭 吏 相 
切 。 央 而 点 仿 不 在 卫 豆 
的 延长 线 而 在 线段 2 呈 上。 离心 角 9 如 
所 示 。 

3834、 求 以 6 为 参数 的 参数 方程 


| 2 一 GSecD) 
一 0 索 2 

所 表示 的 曲线 , 并 讨论 参数 9 的 几何 意义 。 
解 过 一 secg， 芝 一 志 0， 


妇 
二 扰 =sec26-- tpg20 一 1， 
它 表 示 以 原点 O 为 中 心 的 双 曲 线 。 

从 双 赐 线 上 任 
意 一 点 忆 GC，2/) 
向 2 再 引 垂 线 ， 
垂 足 为 工 。 再 作 
以 O 为 圆心 、 CC 
为 半径 的 圆 ， 从 . 
Z 引 这 个 贺 的 切 
线 7@, 切 点 为 g(P、9 都 在 2 辅 的 同 侧 ), 设 
AITO8=2, 则 

2 一 0O7 一 4seecb. 
因 点 P(w, 力 在 双 曲 线 上 , 所 以 


人 太 
复 = 环 一 1=sec20 一 1 一 一 刀 20， 
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二 


1 2 | 一 
因而 民 |=Heeh 
2 一 Dtg2， 
参数 9 叫做 双 曲 线 的 离心 角 。 


3835， 设 抛物 线 多 一 427 上 点 己 处 的 法 
线 和 2z 轴 的 交点 为 W， 从 一 引 z 轴 的 垂 线 ， 
垂 足 为 政 , 证 明 2XN 的 长 度 一 定 。 

解 ” 把 抛物 线 名 一 42z 用 参数 方程 表示 ， 

和 
2 一 205. 
设 抛物 线 上 点 书 处 
的 切线 和 2z 轴 的 
交点 为 Z， 并 设 
AIO7P=X， 则 1 一 
ctgw( 问 题 3832) . 
因此 点 三 处 的 法 线 
斜 这 为 一 力 法 线 方 
程 为 2 一 2p 一 一 上 cz 一 21) 
在 此 式 中 , 令 V 一 0, 则 z 一 2 十 Pb2 所 以 点 六 
的 横 坐 标 为 2p 二 pp。. 点 到 和 点 王 的 横 坐 
标 相同 ,都 是 22。 因 此 
一 (2D 上 Dj) 一 (p 当 一 2p 一 3.07， 
其 中 五 为 抛物 线 的 焦点 ， 改 MAN 的 长 为 定 
值 。 
3836. 如 图 .在 


2 2 
戎 桓 - 末 十 功 1 
中 ,4、4 为 顶点 ， 
PP' 是 垂直 于 44 


的 弦 。 试 求 直 线 4P 和 4 的 交点 9 的 轨 
迹 。 


解 棋 贺 -5 十 基 一 1 的 参数 方程 为 


人 
4 一 5 SinO0。 
设 点 已 已 的 坐标 分 别 为 必 acosb， 
一 psin6)，2'(Gcos0， Dsing)， 则 直线 4 初 
4 的 方程 分 别 为 
4P，，d(cosbg 一 蕊 y 一 一 Dsin bg. (2 一 2 
4P' cc(cosg 二 1)2 一 Dsing. (2 十 ) 。 
两 式 相 辑 , 得 
2c cos 0.y 一 2xDsinO， 
2=Dtg9， 从 而 Z= 一 asec0。 


参数 方程 899 
故 由 问题 3834 知 , 所 求 点 名 的 轨迹 为 双 曲 线 
Q 2 


3837. 下 面 的 参数 方程 表示 什么 曲线 : 
2 一 c0SO 十 Snb， 
人 
解 z2 一 cos20 上 sin36 十 32sing.cosb 
一 荆 十 22， 
。 荆 荆 
e 3 一 可 允 一 可， ， 
它 的 图 象 是 一 条 抛物 
线 。 但 由 已 给 参数 方程 


知 
2 一 Sn 十 cogsC 
一 w 3sin(9 十 45*)， 
一 2SXSA 2 。 
] I 工 
一 .一 二 < 友 1 三 二 
又 3/=sn 20， 球 人 9 全 误 。 


故 参 数 方程 所 表示 的 曲线 是 上 图 中 的 实 线 部 
分 。 

3838.。z 一 cos30, 9 一 sin20 表示 什么 则 
线 ? 

解 ” 从 参数 方程 中 消 je 
去 2， 

ZX 十 9 一 sin20 十 co820 

一 并 

即 zy%=1。 
但 由 wx 一 cos?9 知 0SxSEJ， 所 以 参数 方程 表 
示 线 段 43 (如 图 )。 

3839， 


工 


1 人 
1 一 妇 一 加 @ 
束 示 什么 曲线 ? 
外 全 下 ， 
2 一 % 一 2 人 @ 
@Tg@， 2 十 % 一 212) @@ 
从 国 、@ 消 去 所 
(2 一 功 2 一 4 一 2 二 力 ， 
即 
(人 一 切 2 一 2 人 2 十 幼 ， @ 
“太一 220 十 妇 一 22 一 27 一 0。 @)' 
把 紫 式 与 方程 
ER 
比较 ,可知 


ee 


7 思 2 一 CD 
一 (一 XI 
一 0。 
又 直线 2 一 9 一 0 和 其 
@@ 的 交点 只 有 一 点 
《0, 0), 所 以 @@ 不 是 
两 平行 直线 而 是 抛 
物 线 (问题 3829) 。 
. 将 坐标 轴 绕 原点 旋转 45"， 则 
2 一 琶 Co8 外 " 一 了 sin 45。， 
4 一 六 Sin4 伯 "十 六 cos45“"( 问 题 3819)， 


t 一 一 2 


dg 一 V3X，z-g 一 一 V 了 7， 
7Z2? 一 /3 了。 
故 题 设 参数 方程 的 图 象 是 图 中 的 抛物 线 . 
3840。 半径 为 c 的 圆 C 沿 z 轴 滚动 时 ， 
求 该 圆 上 定点 也 的 轨迹 :( 旋 轮 线 或 摆 线 ) 方 
程 。 设 当 开 始 滚动 时 ， 点 王 在 原点 的 位 置 。 


和 解 如 土 图 。 当 贺 C 旋转 角 9 时 ,该 弹 与 
由 于 加 0 滚动 前 进 ,所 以 
04= 年 =op. 
从 点 一 引 z 轴 的 平行 线 和 4C( 或 其 延长 线 ) 
的 交点 为 C， 则 
2PO' 一 aaing，00: 一 acosl6。 
2 一 4O~asinb=:4(0 一 Sin0)， 
人 cosb0 一 4 一 cos6) 。 
0 《2 为 参数 ) 。 
引 841。 如 右 图 . 
有 缠 在 以 原 六 国 认 
4 为 半径 的 圆 上 的 细 
线 ， 其 一 端 为 一 .如 
果 执 端点 卫 ， 一 边 拉 
紧 线 、 一 边 解 开 时 ， 求 
点 己 的 轨迹 ( 圆 的 渐 
伸 线 ) 的 方程 。 设 点 忆 开 始 时 在 点 4(a, 0) 
的 位 置 。 
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解 ”如 图 。 设 张 紧 的 线 与 圆 0 的 切 点 @ 在 
圆 上 旋转 。 设 :408=26， 点 卫 的 坐标 为 
(z，2)， 则 机 

9P=- .49 的 长 =ab， 
从 而 @ 方 在 两 坐标 轴 上 的 分 最 是 (agsinb， 
一 ab0 cosg) . 
09 在 两 坐标 轴 上 的 分 量 是 (acosg,asing)， 
-CPP-09 本 
一 Cocosg, 55ing)HCosin6, 一 ccoso。 
由 此 可 知 OP 在 两 坐标 轴 上 的 分 量 分 别 是 


人 
2 一 csing 一 gcos0) 。 
这 就 是 所 求 轨迹 的 参数 方程 , 其 中 9 为 参数 
3842， 求 内 接 于 横 贺 -5 十- 切 -的 三 
角形 的 面积 的 最 大 值 
解 ” 设 酉 加 -G 十 - 殷 = 的 内 接 三 角形 的 


顶点 为 Pt、Po、Ps， 各 顶点 的 离心 角 分 别 为 
ov6 罗 则 它们 的 坐标 为 
Pi， (Gcoga， pgsinoa)， 
了 2 (ceosp， 2psinp)， 
Pa (cosy 5Dsin7y)。 
再 设 以 原点 为 圆心 、 a 为 半径 的 圆 的 内 接 
三 角形 bl@s9as, 各 顶点 坐标 为 
91* (ccos ay CSsina)， 
9 (ccosB, asinp)， 
93: (&cos 思 asin7)， 


可 以 看 出 : PI、Po、P3s 和 91、9。、93 的 横 坐 


标 分 别 相等 , 纵 坐 标 分 别 成 定 比 , 因此 
8 2 8 
4PiPDPo 一 区 AQaeQxQs。 


这 就 是 说 SApPaP, 和 Saoex。 同时 取得 最 大 
值 ， 

今 知 人 919x@s 是 定 圆 的 内 接 三 角形 , 当 且 
仅 当 此 三 角形 为 正三 角形 时 其 面积 最 大 . 设 
Aq9ie%x9s: 为 正三 角形 , 则 

9109= 9a093 一 9309:=120*。 

。， aq, 一 Agl0gs 十 Sea:0os 十 S Asx0e: 


1 3 可 
38Ssooo3( 亏 aasin120*)=3 


2 人 
因此 ， SesPiPPs 的 最 大 值 是 
(5 汪 《ER 
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1. 直线 的 极 坐标 方程 人 G@) 招 cosb 一 人 sing 一 站 代入 原 方程 


s843. 把 下 列 曲线 用 极 坐标 方程 表示 : 。 | 则 得 所 东方 程 为 

(人 z 二 34 一 2; (2) o2 十 2 一 20x 一 0; 2xzgy 一 2- 二， 即 “yz 一 恺 一 0。 

(3) (22 二 02 一 202(z8 一 久 ) ， 下 本 2 

解 (1) 以 zx 一 rcos0, y=rsinbg 代 入 原 它 表 示 三 条 直线 y 一 0，z 一 二 z 一 一 ! 
方程 , 则 得 3845. 已 知 从 


5 极点 作 某 直 线 生 

yeosbO-、/3ysinb 一 2. 、 线 的 短 足 为 巨 (p， 

因为 cos6 十 8sing=3sin(9 十 于) | .四 ， 求 这 条 直线 的 
所 以 所 求 的 极 坐 标 方程 为 极 坐 标 方程 ， 


解 设 Pr，9) 
ysin(9 十 于 ) 一 1。 | 为 这 条 直线 上 的 任 
(e) 和 (D) 同 理 可 得 ,所 求 极 内 标 方程 为 “| 总 ee Se 
7y23 一 2ar cosb 一 0， 即 7 一 2ccosb。 ne 
此 式 包括 + 一 0 的 情况 。 | 
(3) 把 9 十 内 一 ?2，22 一 办 一 和 23cos 320 代入 3846,. 求 通过 
人 极 轴 上 的 点 4(e， 
诛 方 程 , 则 得 
%4 一 2c272cos 20， 即 “72 一 2c2cos 29。 0) 且 和 极 轴 夹 角 为 
此 式 包括 一 0 的 情况 。 的 
3844， 把 下 列 极 和 坐标 方程 用 直角 举 标 方 | 方 各 Pt 有 
程 表示 , 并 指出 它们 各 表示 什么 曲线 。 
人 yo 的 共 D 为 这 条 直线 上 的 任 


(3) y 一 2a(cosg 十 sin6); 意 一 点 , 则 在 人 A40BP 中 , 应 用 正弦 定理 , 得 


(3) y2sin 20 一 2tg6b. 人 
解 (1) 把 原 方程 写成 We 
ycosgcoga 二 ysingsinw 一 0. 9Ssintax 一 0) 一 Csin cy 
以 x=rcos6, g=rsing 代入 上 式 , 则 得 所 求 | 这 就 是 所 求 的 极 
方程 为 坐标 方程 。 
2608a 十 ysinw 一 0。 3847. 求 经 
它 玫 示 一 条 经 过 原点 的 直线 。 过 两 点 4(a, o、 
(2) 因为 此 式 不 包括 *=0 的 情况 ,以 > 乘 | 瑟 (2，B) 的 直线 
方程 的 两 边 , 得 | 的 极 坐标 方程 。 
I2 一 2a (cos6 十 rsin3) 。 解 设 如 ,9) 


因 光一 29-HoP ycosg 一 7sing 一 轧 故 所 求 | 为 这 条 直线 上 的 任意 一 点 , 则 
方程 为 人 

2 十 色 一 20 (xz 十 从 ， SeoaP 一 了 oa7sin(9 一 o)， 
即 -95 二 Cg- 由 ?一 2a2. 


人 工 3 
它 表 示 圆 心 为 (w, a) ,半径 为 v 3c 的 加 。 1 aops 一 可 2D7sin(6 一 2)， 


3S02 


Seois 一 可 obsin(B 一 oa。 


因为 Saohp 十 SopB 一 Sso4B， 
所 以 所 求 的 极 坐 标 方程 为 
ay sin(6 一 ca) 十 7 sin(B 一 9) 
一 4D Sin(8 一 a) 。 


特别 地 , 当 a 一 0，p 一 亏 时 , 则 有 
J(csinoTDcos0) 一 0D。 


乙 . 二 次 曲线 的 极 坐 标 方 程 
3848， 求 以 极点 为 圆心 .6 为 半径 的 圆 的 


解 设 Pr, 6) Rn 有 
为 阅 上 任意 一 点 ， Ala0) 
则 

P4 一 C。 


用 极 坐 标 表示 , 则 得 所 求 极 坐 宗方 程 为 
7 一 Co。 

3849， 求 圆心 为 C(c, a)， 半 径 为 上 的 贺 
的 极 坐标 方程 。 

解 设 书 ("，9) 
为 圆 上 的 任意 一 点 ， 
把 CP=C 用 7>、0b 
表示 .在 AOCP 中 
了 为 


P( 六 


COP=0 一 oa， 
应 用 余弦 定理 , 则 得 所 求 的 极 坐标 方程 为 
” 92 十 c3 一 2c7 cos(0 一 a) 一 CG3。 
3850. 已 知 极 
轴 上 的 定点 4(c;0)， 
求 以 04 为 直径 的 
圆 的 极 坐标 方程 . 
解 设 书 CC，9) 
是 已 知 圆 上 任意 一 
点 ， 那么 0O 已 可 以 看 作 是 0O4 的 正 投影 ,所 以 
OP=O4cos06， 即 7>=wcosb. 


别 解 在 直角 坐标 系 中 , 中 心 为 (全 , 0 )， 
半径 为 瑟 的 圆 的 方程 是 
CC \2 2 
(中 +-( 肥 ， 
即 22 十 一 00 一 0。 
把 它 变 换 为 极 坐标 方程 , 则 得 
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7 一 0C0sO. 

3851. 设 辆 心 为 C4c, 0)， 半 径 为 “的 定 
加 上 的 动 点 为 忆 , 在 连结 己 和 极点 0 的 直线 
上 取 点 @, 使 09 一 z.OP, 求 点 @ 的 轨迹 的 极 
坐标 方程 

解 设 动 点 己 的 极 坐标 为 (r, 6)， 那 么 加 
心 为 C(c, 0)， 半 径 为 6 的 圆 的 极 坐标 方程 
为 

Y2 十 C2 一 27c cos6g 一 22 起 

设 点 @@ 的 坐标 为 rz, 6)， 则 点 也 的 坐标 为 

(到 ,9 ). 所 以 ,为 了 求 点 @ 的 极 坐标 方程 ， 


可 以 在 方程 @ 中 以 元 代 换 光 由 此 可 得 ,点 
纺 的 极 坐 标 方程 为 
(二 ) 十 C3 一 人 全 ) Cocosg 一 02 
即 ”和 十 (pc)3 一 27(zc)cosg 一 (60)2。 
它 表 示 圆 心 为 (ze， 0)、 半 径 是 Ka 的 圆 . 
3852.， 已 知 0 为 极点 ，44x，0) 为 极 轴 上 上 
的 定点 ， 己 为 动 点 且 ， 
/OP4 一 ac 是 定 
角 )， 求 点 己 的 轨迹 。 
解 设 点 己 0 细 
为 适合 条 件 的 点 ， 则 
在 AO4 中 用 正 纺 
定理 , 得 


RM 

snpO4P Sn-OP4 
0 

sin(O 二 ao) Sinaw” 


即 y 一 一 人 
SIDD CQ 
3853. 说 明 二 次 曲线 的 焦点 、 准 线 、 离 心 
率 的 关系 。 
解 已 知 定 直线 
2 和 了 不 在 Q 上 的 定 
点 卫 。 设 从 动 点 忆 
向 定 直线 所 作 垂 线 
的 垂 足 为 9 且 
| 环 1PQI 一 cd 
则 点 达 的 轨迹 是 
当 0<e< 工 时 ,点 古 的 轨迹 为 椭 贺 ; 
当 e 一 时, 点 书 的 轨迹 为 抛物 线 ; 
当 e> 工 时 ,点 己 的 轨迹 为 双 曲 线 。 


sin(98 十 c) 。 


已 L 


忆 


(e 为 定 值 ) 
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兹 证 明 如 下 : 

设 过 邓 作 4 的 垂 线 的 重 足 为 也 ,内 分 环 
比 是 1:e 的 点 为 0, 取 它 为 原点 ，OB 为 卫 负 
的 正 向 , 过 O 作 OZ 的 垂 线 为 y 轴 , 则 由 

RHO:OB=1:e， 得 |0B|:|OB1=e:1. 
故 O 是 轨迹 上 的 点 . 

设 刁 的 坐标 为 (2, 0)， 则 OF 一 2， 从 而 得 
出 


2:|O 瑟 | 一 e:1， IOBI= 生 . 


因为 也 和 艾 分 别 在 点 0 的 两 侧 , 所 以 于 的 
坐标 为 ( 一 公 , 0 ) 直线 4 的 方程 为 


分 
人 一 一 -一 。 人 
八 


设 动 点 己 的 坐标 为 (z, 分 ， 则 
1PF|I 一 VE 可 于 态 1P91-|+ 和 |. 
由 题 设 条 件 | 有 81:1Pe@|=e:1), 得 

AAA (7Z 一 切 2 十 2 |+ 和 | -<1. 

(Z 一 切 2 士 02; (+ 卫 ) 一 62: 工 ， 
区 
272 一 隐 平 
(一 功 2? 十 2 ez 十 2 ) ) 
人 一 2 2 十 22 一 (ez 十 D)2。 

(1 一 62)22 一 20 (1 -He)xz 十 色 =0。 四 
当 0<e< 工 时，@@ 可 写成 
320 多 

工 一 6 “” 工 一 绽 
力 2 22 到 从 2 
即 te- 记 + 下 ( 了 2 
7] \? 
(<- 1 ?2 
-一 -1. @ 
2 3 :十 2 
2 CWV 了 了 
这 就 是 点 己 的 轨迹 方程 , 它 表 示 一 个 酉 疝 . 
当 e 一 上 时，@ 可 写成 
久 一 4D2， @@ 
这 就 是 点 一 的 轨迹 ， 它 表 示 一 条 抛物 线 。 
当 e> 工 时 ，@ 可 写成 


2 色 17l 
(e+ 和 ai=(5T) 


一 0， 
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2 \ 
(c+ 这 二 人 号 一 LI。 加 
几 \ e+1T  “ 
六 
这 就 是 点 乙 的 轨迹 , 它 表 示 一 双 曲 线 . 

不 论 何 种 情况 ，e 都 是 点 书 的 轨迹 ， 这 条 
曲线 的 离心 率 , 定点 五 叫做 这 条 曲线 的 焦 
点 , 定 直 线 @G 叫做 这 条 曲线 的 准 线 。 

3854.， 取 焦点 为 极点 , 主轴 为 极 轴 , 则 二 
次 曲线 (椭圆 、 双 曲线 抛物线 ) 的 极 坐标 方程 
为 


7 1 
7 一 了 一 2069 或 7 一 TT5c059) 


其 中 6 为 离心 率 ( 在 权 贺 中 0<e<1; 在 双 曲 
线 中 e> 习 在 抛物 线 中 e 一 蕊 ，? 为 通 径 ( 过 焦 
点 县 与 主轴 垂直 的 弦 ) 的 一 半 . 

解 ”过 焦点 尺 作 准 线 @ 的 垂 线 ， 设 垂 足 为 
互 ， 从 曲线 上 的 点 己 (,， 细作 准 线 @ 的 垂 线 ， 
设 垂 足 为 8， 从 书 作 极 轴 的 研 线 ， 设 垂 足 为 
戏 。 经 过 怀 且 垂直 于 主 轴 的 弦 的 一 端 为 乙 ， 
设 12 下 | 一， 过 工作 准 线 @ 的 垂 线 ， 设 垂 足 
为 厂 , 则 
Y 一 | 一 <|P8|。 (参照 上 题 ) 

但 是 
1Pe@l=132I= 1ZZ| 土 Pad 
一 | 瓦 下 | 士 >cosb。 
.了 一 6 (| 五 丈 | 十 rcos6) 。 
训 


MY (1 于 ecosb) 一 e| 刀 不 | 一 引 工 三 
一 | 互 二 | 一 1。 


3855. 到 两 定点 的 距离 的 和 一 定 的 点 的 


轨迹 叫做 椭 呵 ， 到 两 定点 的 距离 的 差 一 定 的 
点 的 轨迹 叫做 双 虎 线 .根据 定义 , 求 酉 呵 和 双 
| 曲线 的 极 坐标 方程 


解 ” 设 两 定点 为 已 . 五 〈 焦 点 ) 则 


904 第 八 编 解析 几何 


也 玉 ' 一 2c。 锥 曲线 的 极 坐标 方程 是 (由 问题 3854) 
以 万 为 极点 ,也 为 Ptzb NE 
极 轴 , 建立 极 坐标 系 。 / 、 士 co08 人 
设 己 是 横 听 上 的 点 ， 设 点 已 的 极 角 为 % 则 点 纺 的 极 角 为 ws 
它 的 极 坐 标 是 (2) 则 7 
厂 忆 十 有 了 PP 一 2 (一 定 ). 入 Emo 名 当 7 一 二 5859 5 时 ， 
在 AzB 玉 P 中 (2c0) 7 
到 Pa~ 她 P? 十 太太 42 一 2 厂 己 - 矶 1cosg Er 
王 922 十 (2c)2 一 27(2c)cosb 7 
一 72 二 dca 一 4recos6。 @ | 
又 由 了 P 十 闻 'P 一 2, 知 7 
交 卫 一 20 一 万 已 二 20 一 7。 0 
万 'P3 一 (20 一 人)2 一 4a2 一 4o7 十 72。 
把 它 代 入 @ 式 , 则 … 施 + 闹 
0 十 4C23 一 49C Cos 一 403 一 407 十 72) 
4a7 一 41ccosg 一 403 一 4c2， 一 一 ecosw | 工 凸 ecos 必 
中 9(Q 一 Cc080) 一 02 一 C2。 
但 是 ec 一 ae，a2 一 C2 一 07) 所 以 2 
Y( 一 ascosg) 一 0 ? 
Z 卫 全 
邯 7 一 了 685。 二 当 和 1 十 ecosb 时 ， 
这 就 是 所 求 酉 圆 的 极 坐标 方程 。 万 已 一 1 
其 次 ， 设 两 定点 为 玉 、R， BFB' 一 206. 以 环 | Tecoea 
为 极点 ,ZX ' 为 极 轴 , 建立 极 坐标 系 . 设 乙 (， Fo= 7 
6) 为 双 曲 线 上 任意 一 点 ， 则 了 已 一 57P 一 24 】 十 ccos(Q 士 Z) 
(一 定 ). 在 人 ZE 中 ， 7 
到 Po 一 屯 Pa 十 古 态 9. 万 书 . 友 有 cos8 
一 42 十 (2c)2 一 27(2c)cos6 
一 和 2 十 402 一 47C cos0。 2 旋 证 5 十 南 7 两 
由 五 ' 忆 -7TP 一 2a, 知 万 王 2c-7。 
(2a 十 7)2 一 ?3 十 403 一 47C Co0sO) 一 -2 十 一 08 马 
407 十 495co88 一 43 一 4a2， 
名 Ya 十 ccos6) 一 C3 一 02。 -2. 
但 是 c 一 ae，c2 一 62 一 0 所 以 
7 十 aecos6) 一 q。 -十 - 工 - 
。 因此 FF5ETTTO 总 有 定 值 了 
2 ITecosg 。 3857. 求 直 角 双 曲线 


， 受 2724 一 工 起 
3856. 椭圆 、 双 曲线 和 抛物 线 统称 为 加 风 局 三 、 
锥 曲线 ， 设 圆锥 曲线 。 的 极 坐 标 方程 ， 并 利用 这 个 极 坐标 方程 证 明 


卫 
上 上 方程 : 
经 过 焦 ， KCl 人 \ 工 ~acos2g 上 5sin26 @ 
9 风向 


具有 定 值 . 也 表示 直角 双 曲 线 。 
解 ” 取 焦点 卫 为 极点 ， 主 轴 为 极 轴 , 则 圆 ' 解 ” 设 在 直角 坐标 系 里 的 点 (2 2 在 以 
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原点 为 极点 、2 轴 的 正 向 为 极 轴 的 极 坐 标 系 
里 的 坐标 是 (>，2) ， 则 
2 一 全 Co8D， 
2 一 和 Sinb， 
2xy 一 2(cos6) (rsinb) 
一 "2(28sin bcos6) 
一 738Sin 20， 
改 有 (22%) 一 工 的 极 坐标 方程 为 
R73Sin 20 一 1。 


， 
ee -二 一 si 20。 人 @ 


其 次 ,因为 @ 的 右边 可 写成 
w/a3 十 22 sn 2(9 十 c)， 
所 以 @@ 可 写成 
二 =VFTEsin2(9+g。 


在 此 式 中 以 6 一 xc 代 换 9《〈 即 把 极 轴 绕 极点 旋 
转角 w)， 则 得 


三 一 do 二 Da sin 29。 @ 


这 样 @@ 和 图, 即 和 @ 的 形式 完全 相同 。 故 
@@ 示 示 直角 双 曲 线 。 
3858. 设 在 梢 圆 cz? 十 K2 一 中 相互 牌 
直 的 半径 分 别 为 CO4、.OB, 求证 : 
-二 
OO44 OOB2 
是 定 信 . 
解 ”把 机 园 cz? 十 by? 一 1 用 极 坐标 方程 表 
示 。 以 
ZX 一 Cos0， 
2 一 和 Sinb 
代入 原 方程 , 则 得 
Zyz2cos29 十 by2sin20 一 工 。 


，， - 污 一 acos20+B sin26。 
2 


设 04.OB 的 极 角 分 别 为 w “十 可 , 则 


一 QC G08? 0 


工 
CO43 
工 


-acos (w+ 全 )+bsina (af 三 ) 


一 CSin2w 二 DCcos2w。 


| 妆 6- 芝 
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| 工 
0 了 TD 
一 0(cos3w 十 Sin2a) -TD(sin3aw 十 cos3c) “ 
一 4 十 0 一 定 值 。 


3. 极 坐标 方程 的 对 称 性 和 其 
他 

3859. 证 明 点 已 (*，965) 关于 过 极点 的 
定 真 线 6 一 x 的 对 称 点 的 坐标 可 用 (r，2c 一 
62)，( 一 "，3a 二 oz 一 9) ，〔〈 一 ”2a 一 一 9) 中 
的 任何 一 个 表示 . 本 

解 设 Por, 0) 关 
于 定 直 线 0 一 ax 的 对 
称 点 为 Pi(r1i 00)， 
如 右 图 , 则 

0 于 0 一 2a. 

。…，6I 一 2c 一 6。 0 学 
故 点 也 人 ,9) 关于 直线 9 一 w 的 对 称 点 已; 的 
坐标 是 (7，2c 一 9) 。 

如 凡 设 忆 (", 9) 关 于 直线 9 一 wx 的 对 称 点 
P1 的 坐标 为 《一 7 
bo)， 则 点 PI、 极 点 
和 Po(r，b2) 三 点 
极点 为 中 点 ， 所 以 

2 一 21 十 7 
一 2 一 0 土 z。 
因此 所 求 对 称 点 的 坐标 为 (一 *，2a 十 zr 一 0) 
或 (一 2c 一 z 一 9 。 

3860. 在 极 坐 标 系 中 ， 如 果 以 (7， 一 9) 或 
(一 罗 4 一 外 或 (一 7， 一 % 一 信 代 换 (7 9)， 曲 
线 的 方程 不 变 , 则 这 条 曲线 关于 极 轴 对 称 。 

解 ”在 上 题 中 , 令 w 一 0, 则 定 直 线 2=a 为 
极 轴 6 一 9， 县 点 卫 (r，6) 关 于 极 轴 的 对 称 点 
为 (7， 一 9) 或 (一 力 2 一 0) 或 (一 7y 一 % 一 0)。 
因此 ,如 用 (人 ， 一 中 或 《一 ， 一 ) 或 《一 
一 % 一 分 代 换 (7, 2 时 , 曲线 的 方程 不 变 , 则 这 
条 曲线 关于 极 轴 2 一 0 对 称 。 

3861. 在 曲线 的 极 坐 标 方 程 中 ， 如 月 


(和 -车 -(-n-- 
人 时 方程 不 变 ， 则 这 个 曲线 关于 直 
对 称 。 


Pi(r,2:) 
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解 ”在 问题 3859 中 , 令 a 一 也 ， 则 点 古人 


人 关于 直线 9 一 示 的 对 称 点 的 坐标 可 用 
(和 -人 =)a( -和 
表示 。 因 此 如 用 这 些 值 代 换 曲线 方程 中 的 
《, 9 时 方程 不 变 , 则 这 条 间 线 是 关于 2= 一 
对 称 的 . 

3862， 已 知 贺 的 圆心 为 4(c，0)、 半 径 为 
Ga; 过 极点 O 作 该 加 
上 点 工 处 的 切线 的 
垂 线 , 其 竹中 为 书 ， 
求 点 书 的 轨迹 〈 心 
脏 线 ) 的 极 坐 标 方 
程 . 

解 如 图 . 从 4 . 
作 OP 的 垂 线 ， 设 重 足 为 @9， 切 点 为 了 ， 划 
4TP9 为 扰 形 , 所 以 

Y 一 OP 一 09 二 9P 
一 CCosO 二 0 
wo。 7 一 0(cos 0 十 工 ) 。 

3863. 在 极 坐标 系 里 ， 求 到 两 定点 4(a， 
0) 、4'(c, z) 的 距 
离 的 积 等 于 0 的 
点 一 的 轨迹 〈 双 组 
线 ) 方程 。 并 讨论 
其 对 称 性 . 

解 ” 设 满足 条 件 

4 忆 .4 书 一 03 
多 点 为 忆 (r， 6)， 则 
.42 一 a3 十 I2 一 2a7 cosg) 
4P2 一 0 二 72 十 2c7 cosg， 
o。 4P2.4P32 
一 (3 十 72 一 207cos0) 
x (a2 十 72 十 32az cosO) 
呈 (Q2? 十 ?2)3 一 4C273cos30 
一 04 十 20272 二 4 一 40272cos20。 
从 4Pa.4'P3 一 地 得 
Y2 一 202(2cos26 一 1)， 


或 
7 一 0。 
ev 42 一 2C? COS 20， 


人 一 0 包括 在 此 式 中 ) 


| 吕 


四 所 得 的 二 次 方程 
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其 次 ,再 来 讨论 @ 的 对 称 性 。 
把 一 9 一 2 十 9 代 换 方程 中 的 2 方程 
不 变 , 所 以 由 问题 3859, 3869 可 知 , 该 曲线 关 


于 极 轴 ， 直线 0 一 匀 和 极点 是 对 称 的 、 


3864. 已 知 拓 物 线 
7 一 Ts5 9 
上 的 动 点 为 卫 , 在 连结 极点 O 汪 点 书 的 直线 


上 取 点 @, 使 09.OP 一 加 求 点 人 的 轨迹 的 极 
华 标 方程 

解 设 9 的 坐标 为 (ru 60)， 则 己 的 坐标 
为 (二 ,6 为 了 来 的 轨迹 的 极 坐标 
方 导 ,可 以 在 四 中 以 过 代 换 


过 二 
” 9 Lecos6- 


即 
y 一 至 (二 cos 0)。 


它 表 示 问 题 3862 所 示 的 心脏 线 。 
3865. 求 原 点 O 关于 双 曲 线 
00 一 工 O@ 
的 动 切线 的 对 称 点 己 的 轨迹 的 极 耸 标 方 程 。 
解 ” 设 点 卫 的 极 坐 标 为 (r,， 9) ， 则 它 的 直 
角 坐 标 为 (cos2, sin 02) 。 OP 的 垂直 平分 
线 是 到 两 端点 CO、 了 距离 相等 的 点 的 康 迹 ,所 
以 它 的 方程 为 
22 十 针 一 (Z 一 ?Co0s0) 2 十 (9 一 人 sin 072。 


8zrzcos 十 27ysin OO 一 72 
20cosb 寺 2ysin 0 一 7。 @ 
如 此 直线 与 双 曲 线 相 切 , 则 从 @@、 四 消去 2 


2o2cos6 一 "0 十 23sin0=0 
具有 等 相 ， 所 以 其 判别 式 等 于 堆 。 

站 人 92 一 I6 cosgsinb。 
即 


72 一 8sin 20。 


@ 这 是 把 问题 3863 中 的 双 纽 线 旋转 拖 所 得 的 
| 曲 


线 方程 , 即 所 求 的 轨迹 方程 。 


第 九 章 空间 坐标 907 
DZ 下 一 
第 九 章 空间 坐标 
(点 、 直 线 , 平面 、 球 面 ) 
做 OP 的 方向 余弦 . 

卫 。 点 、 方向 余弦 、 两 直线 的 夹 角 COS CQ、COs B cos7 通常 分 别 用 7 表示 。 

3866， 求 空间 两 点 4(wi， Wi 2)， 瑟 (22 下 人生 设 方向 余弦 为 cog w、cos B、cos7 
sp, 2) 闻 的 距 时 , 证 明 
离 。 cos3w-cosaB 十 cos27 一 寺 。 

解 从 点 4、 人 人 守 Ba | 。 解 如 上 题 的 团 ， 取 点 了 (o, bb, @， 由 于 
了 分 别 作 中 -- 0O4P, 人 0OBP, ~OCP 都 是 直角 ,所 以 
面 的 垂 线 ， 其 Q=OPcosaw, pp 一 OPcosB, c 一 OPeos7， 
重 足 分 别 为 县 、 OPooTpzHo2. 
4 如 。 设 过 OP3 一 OP2(cos3w-Hcos26 十 cos27)， 

4 作 2% 轴 的 平行 线 , 过 互 ' 作 y 轴 的 平行 线 ， 故 cossa 二 cos28 十 cos27 一 1 
它们 相交 于 点 D, 则 或 22 十 Mm2 十 22 一 工 。 
A4DB'= BR， 3869. 求 把 连结 两 点 4(zi We)、 


且 。 4D=]z 一 zz ，BD 一 | 外 一 罗 1 
再 设 过 4 县 与 2b 面 平行 的 平面 和 BE 的 
交点 为 C, 则 
BO 一 1% 一 221， 
且 402.4'B'，A 40CB 一 人 忆 R. 
4B2 一 403 十 BC2 一 4B'2- BC2 
一 4D2 十 刀 B'2 二 BO? 
一 (21 一 2) 2 二 (1 一 0o) 2 十 (ea 一 222， 
故 
4B 一 人 ( 一 弛 )5 ( 纹 一 加 )2 十 (2 一 22)。 
注 原点 9 和 点 忆 (a, 2，c2) 间 的 距离 为 
OP 一 VE 二 区 十 忆 
3867 ， 人 
解 ” 设 过 一 点 
卫 (a, 2D，c) 作 29 
面 的 息 线 PP， 
其 垂 足 为 已 ， 过 
P' 引 2 怨 的 平 
行 线 ， 交 2 轴 于 
4, 过 忆 引 2 办 
的 平行 线 , 交 2 轴 于 歼 , 过 书 作 zy 面 的 平行 
平面 与 2 轴 相 交 于 C。 设 
人 PO4 一 a， POP 一 8B，POC 一 力 
则 c，B8,， 7 分 别 为 OP 和 >z 轴 、2 轴 、2 轴 的 
正方 向 的 夹 角 .。 我 们 就 把 cos wscosB、 cos7y 叫 


了 (za tso) 的 线段 内 分 为 双 闷 的 点 王 的 
坐标 及 外 分 为 双 : 
的 点 久 的 坐标 . 

解 从 4、 己 、 忆 
分 别 作 2 面 的 垂 
线 ， 其 垂 足 分 别 为 
4、P'B'. 这 些 点 
都 在 包含 4 有 旦 与 
2 轴 和 平行 的 平面 和 
2 商 的 交 线 上 . 过 4 作 4'B' 的 平行 线 4P， 
它 和 PP 人 8 的 交点 分 别 为 妃 正 .。 设 书 的 
坐标 为 (, 工 ，2) , 则 

P 刀 4P 各 
证 一 胞 十 让 
吉 了 一 2L 二 纪 22 
2 一刀 7 十 了 2 
和 ， GZ 一 Il21 十 12 
久 十 多 

其 次 ,点 书 ' 的 坐标 是 ( 改 , 了 O)， 但 作为 
2 平面 上 的 点 , 则 它 的 储 标 是 ( 民 , 艺 ) . 因为 
2 (Co 9) 和 Dozo， 多 ) 所 连 线段 内 

玫 和 二 
xz 和 ma， 人 

同 理 , 设 把 4 外 分 为 包 交 的 点 为 入 的 坐 

标 为 (了 了 '。20) , 则 


M 红 二 Mg9 


ee 


@ 
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生 /一 二 ZXCLETaa ， 了 一 一 2 十 la ， 
?1 一 多 


?2 一 名 
心 ,一 一 92 十 7222 ， 
?2 一 名 
1 01 一 90o 
了 
了 /一 .22 一 122 
一 和 十 名“ 

3870. 已 知 两 条 
直线 的 方向 余弦 分 别 
为 作 M、 芭 及 人 7 人、 
2 求 这 两 直线 夹 角 
的 余弦 。 

解 ” 经 过 原点 作 与 已 知 两 直线 平行 的 直线 
OP.O98, 并 在 OP.O9 上 分 别 取 任意 点 一 (zt， 
si 0) 及 @( om, sz)。 设 OP 的 方向 余弦 
为 1 2 O9g 的 方向 余弦 为 信 、2 已 知 
两 直线 的 夹 角 为 6， 则 ZPO9=2. 因而 在 
人 AOPe 中 ， 

P92 一 OP2-O92 一 20P.O8cos0， 
OP2? 二 092 一 P92 
”3.0P.09  ” 
"OP2 一 地 十 凶 二 好， 
O682 一 戏 十 大 十 如 

PQ2=- ( 妇 一 巡 )2? 十 (一 bo)2 十 《2 一 2)2) 

且 轨 一 OP 人 一 OP.M1，21 一 OP .7 
妨 一 0 一 09.72 2 一 09 
.。 0C08D 一 2 十 人 02 十 2 。 

3871， 已 知 两 条 直线 的 方向 余弦 分 别 为 
1M 及 了 mo 如 果 它 们 的 夹 角 是 直角 , 则 
7 7 十 7 十 了 一 0. 

解 ” 设 两 直线 夹 角 为 2, 则 由 上 题 可 知 

co36 一 11 十 77200227 二 了 了 2。 

如 果 6 一 90", 则 cosb 一 0。 

“7 二 了 02 十 00 一 0。 

3872， 已 知 一 条 直线 的 方向 余弦 的 比 是 
2:3:6, 求 它 的 方向 余弦 。 

解 ” 设 已 知 直线 的 方向 余弦 为 !、 双 、 和 则 
可 设 


a Co8 0 一 


.一 21,， 7 一 38， 包 一 67。 
但 是 由 问题 3868 知 
72 十 MM2 十 02 一 荆 。 


ev、 和 -eneeree eeemrrv ve 
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自 4 一 土 子 ， 


故 这 条 直线 的 方向 余弦 为 
2 


3873. 已 知 两 直 缚 的 方向 余弦 的 比分 别 
是 1:3:3 及 5: 一 4:I 求 它们 的 夹 角 。 
解 ” 设 两 直线 的 方向 余弦 分 别 为 人 mm 及 
7 则 可 设 
(一 N， 亿 一 21， 色 一 37) 


因而 有 12 十 473 十 92 一 卫 。 


轴 也 王 一 


14“ 
同样 设 “一 5 ml 一 4 呈 区 


六 而 有 351'2 十 167 名 十 XN02 一 工 。 
4 工 
0 
二 


Cos 8 一 20 十 M M200 十 隐 72/ 
一 5NN 一 861 二 3861 一 0X 1 一 0。 
。。 0 一 90?。 . 


乙 。 直 线 、 平 面 、 球 

3874. 求 过 原点 且 方 向 余弦 是 人 和 2 、% 的 
直线 的 方程 。 

解 在 过 原点 
且 方 向 余弦 是 入 
人 2% 的 直线 上 , 任 
意 取 一 点 也 (2， 2/， 
2, 设 OBR 一 六 则 由 
问题 3868 可 知 


0 一 ?4 一 7 710，2 一 外" 了 2。 


这 就 是 所 求 的 直 
线 方程 。 

3875. 求 过 
点 4(q D, 9) 且 
方向 余弦 是 入 
妈 必 的 直线 的 方 
程 。 
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解 过 4 作 直 线 4T、 4M、4N， 分 别 平行 
于 2 轴 、2% 轴 、2? 轴 , 则 题 设 直线 和 4 六 4M、 
4 所 成 的 方向 余弦 为 人 \w、 在 题 设 直线 


上 到 任 意 点 已 4 2 纺 ， 并 设 
4P 一 7 
中 和 上 题 一 样 可 知 
儿 一 0 一 7 0 一 已 一 2 2，2 一 0 一 和 了 
0-4 _ 2 一 5 2 一 人 
7 2 “ 
这 就 是 所 求 的 直线 方程 
3876， 求 过 两 点 (ob yb 20D 、(o2, 加 ，2) 
的 直线 方程 。 
解 内 上 题 可 知 ， 过 点 (zl， 211y 21) 且 方 向 
佘 弦 是 纹 、 2 的 直线 的 方程 为 
2 一 和 -4 一 几 一 一刀 Q@ 
7 7 名 
因为 该 直线 过 点 (oo 仿 ，s2) ,所 以 
风 一 志 一 多 一 由 一 经 一 和 g@ 
1 2 多 
由 四 .@ 可 得 
一 记 4 一 狼 ，.2 一 纪 
纺 一 粘 区 一 幼 和 一 红 ” 
这 就 是 所 求 的 直线 方程 


3877. 过 原点 作 一 平面 的 垂 线 ， 其 方向 
ee Mi、%， 其 长 度 是 2， 求 该 平面 的 方 


本 设 从 原点 作 题 设 平面 的 垂 线 ， 其 垂 足 

为 己 , 则 
OP 一 2， 

又 知 该 垂 线 的 方向 

余弦 是 、 My 所 

以 点 三 的 坐标 是 

(1，pgm，2z) 〈 问 

题 3868) 。 

设 平面 上 的 任意 
点 @ 的 坐标 为 (z， 
4 ,9 的 方 商 
余弦 为 1 9 一 则 

0 一 焙 一 人，4 一 21 一 7900 2 一 2 一 7I0 
“，7G 一 2 一 97 
(9 一 202) 一 9972012 3 
%(2 一 217 一 ZI 
各 式 相 加 , 得 
zz 十 20 十 02 一 2 (82 十 M2 十 72) 


一 7 (2 二 202 十 22) 。 中 
OPL9OP- 

"， 2 十 00 十 NM 一 0。 
又 2 二 7002 七 02 一 IT 
所 以 @ 式 可 写成 

1X 十 I10 十 92 一 0 一 0)， 

即 2 十 200 十 Mt 一 2。 
这 就 是 所 求 的 平面 方程 。 

3878.、 求 从 原点 所 作 平 面 4z 七 Boy 上 十 Cz 
一 忆 的 三线 的 长 度 及 其 方向 余弦 。 

解 ”由 上 题 可 知 ， 如 从 原点 作 一 平面 的 垂 
线 的 长 度 为 2 方向 余弦 为 人 My 则 这 个 平 
面 的 方程 是 


但 已 知 


六 和 友 二 同志 记 we 
因为 此 式 和 4z 二 By 十 Cs 一 一 致 , 所 以 


设 这 个 比值 为 Z 由 
(一 41， 和 一 DB 0 一 00，0 一 DDN。 
由 2 十 mm2- 二 mn2 一 , 可 知 本 计 
12(42? 十 B2 二 CO2) 一 1。 


二 了 
因此 , 垂 线 长 为 
2 一 一 |L21 
V .45 十 形 十 8 
垂 线 的 方向 余弦 为 
士 4 土 了 


C 忆 
7 〈 符 号 闻 顺 序 ) 。 
3879. 求 点 4 D 0) 到 平面 4z 十 By 十 
Ce 一 刀 的 距离 。 
解 设 把 原点 移 到 点 (w， 2，c) 时 ， 点 (wz 2 
2 变 成 点 (全 了 ， 分 》 则 
0 一 4 十 琶 ，2 一 2 十 了 ，2 一 十。 
轴 而 在 新 坐标 系 里 , 平面 方程 
4z 十 By 上 Cs 一 D。 
可 号 成 
4(oT 玖 二 BOGHZ) +CCHL2) 一 D， 
即 4ZX+TBF+OZ=D-4a-BD 一 0Cc. 
ee 由 上 题 知 从 新 原 ， 信访 了 而 的 枯 统 
长 
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pp 一 -14a 土 卫 十 Ce 一 了 十 4 土 刀 
大 V .43 十 及 十 0 ” V/ 4 十 太 十 0 
这 就 是 点 (c, b, c) 到 平面 4z 十 By+Ce 一 0 号 = 十 人 -> 
的 距离 . 本 AAA42 十 玉 十 Co 
3880.， 求 直线 和 平面 平行 的 条 件 . 和 
解 ” 设 直线 的 方程 为 __ ds4  _  B 
Za 一 8_ 2 了 g@ | vv4 守 束 T05”VA 二 克 于 57 
丈 G 2 十 CO 
则 4:B:C 一 11237。 AAA 十 万 2 十 0 
设 平面 的 方程 为 由 问题 3871 可 知 , 这 两 条 垂 线 的 夹 角 9 的 余 
4 十 BOeD) 图 | 纺 为 
列 击 问题 3878 知 ogg 土 (44 十 BB' 十 CC) 
LDO 一 71012200 本 TCD 
其 中 ”7 是 从 原点 所 作 这 个 平面 的 垂 线 | 这 就 是 书 知 两 平面 夹 角 的 余弦 


的 方向 余弦 .如 果 直 线 @ 和 平面 四 平行 , 则 注 “两 平面 、@ 互相 垂直 时 ， 
44' 二 BBCC' 一 0. 


3883， 求 从 一 点 到 一 直线 的 距离 . 


从 原点 所 作 平 面 四 的 垂 线 , 一 定 和 直线 @ 
垂直 .因此 , 根据 问题 3871 可 知 
人 二 7200 十 0 一 0。 


解 设 已 知 
44 十 DB' 二 CO 一 0 @ 点 为 已 (o B， 
图 就 是 直线 外 和 平面 四 平行 的 条 件 。 力 ， 已 知 直线 
3881， 求 直线 和 平面 垂直 的 条 件 。 的 冯 全 关 
解 设 直线 方程 为 人 
人 四 | 本 亡 
了 ”五 se 
平面 的 方程 为 = 
4 二 BA 二 Ce 一 也 ， @@ . 
则 由 上 题 可 知 ，4': 瑟 :0 为 从 原点 所 引 这 个 | 、 交 o 世 0 二 人 O 卫 而 方 各 为 
也 面 的 重 线 的 各 方向 余弦 的 比 . 


1 
0 (参照 问题 3881) . 
因此 如 果 直 线 @ 垂直 于 平面 @, 则 直线 设 这 个 平面 和 已 知 直线 的 交点 为 @, 则 P@ 的 


也 和 从 原点 作 平 面 @ 的 垂 线 平行 . 长 就 是 所 求 垂 线 的 长 度 . 
二 。 :1B:C 一 4B0OC 》 Gy 在 已 知 直 线 上 取 不 在 点 儿 处 的 点 (av 
名 0 | B， 7)， 则 
到 = 副 = 方 . @' 本 (4 一 ca0)2 十 《48 一 8) 2 十 一 722。 
国 或 国 ' 就 是 直线 四 和 平面 国 垂 直 的 条 Poa 
件 。. 4(o' 一 o) 十 召 (8 一 CC -2 也 
3882. . 求 两 个 平面 的 夹 角 的 余弦 。 = 全 人 人 人 2 
解 ” 设 两 个 平面 方程 分 别 为 《参照 问题 3879) 
4Z 十 By 十 Cg-= 也 ， @ 2 PP PP4 - 
0 因此 , 由 P@: 一 PP2-- Pa2 可 求 出 PQ， 


因为 两 平面 @、@ 的 夹 角 ,就 是 从 原点 所 作 | 。 3884， 求 直线 一 一 一 2 上 = 二 Y 在 
这 两 个 平面 的 垂 线 间 的 夹 角 。 由 问题 3878 】 平面 4iz 十 Bo 十 C 一 刀 上 的 条 件 . 


知 ,从 原点 所 作 两 平面 @、@ 的 垂 线 的 方向 5 
余弦 分 别 是 | 解 设 一 一 汪 一 一 一 一 为 则 


1 
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2 一 416 二 oa 1 一 BN 二 B，2 一 CN 十 7。 
要 使 点 (z, 2% 作 在 平面 上 , 则 必须 使 
4(41Ta) 十 BCBNT 有 十 CCCN 二 7 
xD 
“8 (44' 于 BBCCO) 
于 (da 于 BBC 一 站 一 0. 
此 式 对 于 所 有 的 到 值 成 立 的 充 要 条 件 是 
44' 二 BBCO' 一 0， @O 
4 二 B'B8TCO0 一 了 。 四 
这 就 是 使 直线 包含 于 平面 的 条 件 .其 中 @ 是 
直线 平行 于 平面 的 条 件 , @ 是 点 (cx 8, 7) 在 
平面 上 的 条 件 。 
3885。 求 含有 直线 2 


瓦 

和 点 (cC~B'、y/) 的 平面 方程 。 

解 ” 设 过 点 (%，8", ?) 的 平面 方程 为 

4(z 一 ao) 十 刀 (0 一 B) 十 C(z 一 2 四) 一 0， 
因为 所 给 直线 在 这 个 平面 上 , 则 由 上 题 可 知 

44' 十 BB' TOC' 一 0， 人 

(一 ca) 4 二 (8 一 8D) 瑟 十 (7 一 7 7)C 一 0 四 

从 @ 和 图, 得 
4 
女 (? 一 Y) 一 C5 一 睛 ) 


”Co)-40=7) 
EC 
4(6 一 有 b) 一 ECc 一 oa 
故 所 求 平面 的 方程 为 
[BO 一 ?7) 一 C(8 一 87](z 一 0 
十 LO(a-a) 一 4407 一 >)](y 一 67) 
二 [4(6 一 8) 一 吾 (c 一 ca] 一 7 ) 
一 0。 
3886. 求 三 点 也 (2 21)， 昌 (2，2o， 
22) 及 互 (za 23) 所 决定 的 平面 的 方程 。 
解 直线 PQ 的 方程 是 (问题 3876) 
0 一 位 加 22 一 纺 一 
由 上 题 可 知 , 包含 这 条 直线 和 点 鼠 (xay ya，2) 
的 平面 的 方程 为 
[(% 一 9 (2 一 39) 
一 (se 一 3) ( 轴 一 的)] (2 一 2) 
十 [za 一 20)〈 寻 一 29) 
一 (zz 一 妇 ) (5 一 为 ) ] (一 类 ) 
十 [2 一 240) C1 一 关 ) 
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一 (b 一 80 (oa 一 ze)] (2 一 23) 一 0， 
此 式 是 在 上 题 的 平面 方程 中 以 
4 一 轨 一 条， 呈 一 久 一 4，C 一 因 一 久 
一 21，8 一 加，7?7 一 21， Cl' 一 20y 
B' 一 %s， 7 一 2 
代 换 后 所 得 的 方程 . 
注 “用 下 列 行列 式 来 记忆 这 个 乎 面 方程 的 
公式 是 很 方便 的 , 就 是 
Z 4/ 
Z1 WU 小 工 -0 
加 2 3 工 
23 3 33 


及 


2 工 


二 

3887. 求 过 两 点 (L, 2, 3)、(2，3, 了 的 
直线 的 方程 ， 

解 “ 由 问题 3876 可 知 , 所 求 方程 是 


3 一 3 
1 5 
“"。 2 一 I 一 /一 2 一 一 于 人 一 2) 。 


3888， 求 经 过 两 点 (1，2,，3) 、(3，2, 11) 
的 直线 方程 。 

解 ”这 两 点 在 4 轴 上 的 截 距 都 是 2, 所 以 
连结 这 两 点 的 直线 在 VY 一 2 的 平面 上 。 


及 了 


因而 所 求 直线 的 方程 ,就 是 平面 y 一 2 和 平面 
2 十 2 一 么 的 交 线 的 方程 。 

3889. 求 以 4(L， 23，3)、 瑟 (3，2,，1T)、 
C(23，3, 1J) 为 顶点 的 三 角形 的 各 边 方程 和 各 
内 角 的 值 。 

解 由 上 题 可 知 直线 4 的 方程 为 

2 一 2，2 十 2 一 人 4. 

同 理 可 得 ， 直 线 BC 的 方程 为 

《一 革 ， 2 十 1 一 5。 
由 问题 3876 可 知 , 直线 4C 的 方程 为 


4 一 & 


2 一 二 一 一 2 一 一 5。 
设 34 的 方向 余弦 为 mm 它们 所 成 的 比 
为 一 3:0:2, 所 以 


1 一 一 28， 加 一 0, 0 一 27。 


工 
1 十 M23 十 03 一 1， 得 8 一 一 二 一 。 
又 由 ， 得 人 
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同样 , 设 G 瑟 的 方向 余弦 为 ml'、 ‰; 它们 所 | 由 问题 3881 可 知 ，4:B:C=I:2:3。 故 所 求 


， 工 /一 荆 
。7 一 -一 ， 一 二 =， MX 一 0。 
-7 3 -7 /一 0 


又 设 C4 的 方向 余弦 为 mms 它们 所 | 即 


成 的 比 为 一 工 : 一 工 :十 2， 


7 __ 一 工 1 十 2 
1 一 一 一 ， MI 一 一 一 ， 一 一 一 。 
6 了 7 
因而 
7 1 了 AAS 
cos AL4PBO 一 了 1 十 Mol 十 200 一 -也 


《 咏 的 补 角 的 余弦 ) 
Co BO4 一 1 7 十 220712 十 000 一 0) 
。 LA4=30"，B=60*，O 一 90". 
注 在 这 里 A 


“所 求 的 方向 余 
弦 的 方向 如 图 
所 示 。 


4 了 是 也 4，BO 是 G 方 40 是 5 本 的 方向 . 
因而 所 求 的 内 角 为 4、~C, 外 角 为 全 . 

3890. 求 经 过 三 点 ( 作 2 3)、(3,， 2, 了 、 
(2,，3, 了 的 平面 的 方程 ， 并 求 原 点 到 这 个 平 
面 的 距离 


解 ” 设 所 求 平面 的 方程 为 4z 芽 By+Cs 一 


D, 则 
4+2B4+30=D， 
34 二 2B 二 0O=D， 
324 上 +3BTO=D。 
解 @.@、@, 得 


四 @ 晶 


故 所 求 平面 的 方程 是 
2 十 二 2 一 6， 
有 
-6 _ _ 
rp 
(参照 问题 3879) 
3891. 求 过 点 (1，3，3) 且 与 平面 z+22 十 
32 一 6 垂直 的 直线 的 方程 。 
解 ” 设 所 求 直 线 的 方程 为 
0- 2 一 23 2 一 3 


妈 刀 0 


直线 的 方程 为 
- 了 _4-2_ 2 一 3 
人 
一 包 一 和 
多 今 一 本。 


3892， 求 过 两 点 (zt， 2/1， 21)(Z2， 22， 2o); 
与 已 知 平面 4 By 十 0 一 站 每 直 的 平面 
的 方程 。 网 
解 ” 设 过 点 (2 9 2 的 平面 的 方程 为 
4 (5 一 妇 ) 十 ' (0 一 轨 ) 十 0 (2 一 人 0) 一 0， 
因为 这 个 平面 经 过 点 (2 %， sa) 所 以 
4 一 0) 十 好 (的 一 久 ) 十 O(z2 一 2 
一 0 巴 
又 这 个 平面 垂直 于 已 知 平面 
47z 十 By 十 DOz 一 也 
所 以 , 由 问题 3882 可 知 
44 十 媚 .BTC.O=0， @ 
出 @、.@, 可 得 
44 
Co 一 0 一 必 (z2 一 24) 
一 也 罗 aa 
妈 (s2 一 5) 一 C 23 一 他 ) 
> C 
五 (oz 一 O) 一 人 (的 一 芒 六 
故 所 求 平面 的 方程 是 
[C (% 一 加 ) 一 妾 (sa 一 2 ] (Z 一 功 ) 
十 [4(zo 一 弛 一 0(z 一 0)] (一 力 ) 
十 [Bop 一 21) 一 4(b 一 切 )](z 一 21) 
一 0 
3893， 求 过 一 点 (4 2, 3)， 上 有 同时 平行 
于 zy 面 和 平面 2 十 y 十 2 一 6 的 直线 的 方程 。 
解 ” 设 所 求 直 线 的 方程 为 


因为 这 直线 乎 行 于 2 平面 , 所 以 
名 一 0。 
从 而 得 出 ， 
2 一 3 一 0。 个 
又 这 直线 平行 于 平面 2 十 Y 十 2 一 6,， 由 问题 
3880 可 知 
ZXI 工 十 92 X 工 十 2 X 工 一 0。 
又 1 一 0, 所 以 ?十 驴 一 0。 
罗 Z :7 一 了 : 一 工 ， 


第 十 章 ”复数 矢量 在 初等 几何 里 的 应 用 


由 此 可 得 xz--I 一 3 一 y。 即 
2 十 y 一 3。 四 
因而 所 求 直线 的 方程 是 
2 一 3，2 十 /一 3。 
3894.， 求 以 原点 为 球 心 ， 半 径 为 > 的 球 


面 的 方程 . 
解 ” 设 到 原点 的 距离 为 "的 点 的 坐标 为 
(w， 2 2 则 
02 十 仿 十 2 一 72 
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这 就 是 所 求 球面 的 方程 . 

3895， 求 以 点 (GD，c) 为 球 心 ,半径 为 了 
的 球面 的 方程 。 

解 ” 设 到 点 (wo 2 6) 的 距离 为 "的 任意 点 
的 坐标 为 (z， 妨 纺 ) 则 

(2 一 从 ?十 (一 站 2 十 (z 一 C)3 一 "2。 . 

这 就 是 以 (ca, 2，0) 为 球 心 , 半径 为 了 的 球面 
方程 。 
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。 应 用 复数 的 解法 

3896. 已 知 两 个 复数 2、s2， 求 匀 二 22、 
引 一 22、 寻 22、 3 二 加 在 复 平面 上 所 表示 的 

解 在 普通 平面 直角 坐标 系 里 ， 模 坐标 是 
q\ 维 坐标 是 六 的 点 , 即 坐 标 是 (c, 切 的 点 . 但 
在 表示 复数 的 平 奋 ， 即 复 平面 里 ,点 书 表示 
4 十 2%， 即 横 坐 标 仍 表示 实数 G， 纵 坐标 闷 表 
示 ?2 的 ? 倍 的 妈 。 在 复 平面 上 ， 把 横 轴 称 实 
扫 , 纵 独 称 虚 轴 。 

现 取 O 为 原点 ， 点 
之 表示 妈 一 1 十 Di 
点 四 坟 示 2 一 02 十 2 
设 从 怀 . 和 作 实 轴 的 
垂 线 ， 设 垂 足 分 别 为 
P'\、9'， 从 了 .9 作 虑 
轴 的 垂 线 , 设 垂 足 分 别 为 天 9， 则 

OP' 一 al OP 一 0 09 一 02，09 “一 D2。 
再 作 以 OP、Og 为 两 邻 边 的 平行 四 边 形 
OPFE9。， 设 从 五 作 实 轴 的 垂 线 ， 设 垂 足 为 
刀 ， 从 五 作 炭 轴 的 垂 线 ， 设 重 足 为 '， 因 
卫 有 过 OO， 则 
也 靖 ' 一 09' 一 ao 了 一 09 一 2 

OR' 一 OP 十 PR 一 0 十 ao 

OR 一 OP 十 PPR 一 51 十 Do 
故 如 在 普通 直角 坐标 平面 里 ， 五 是 表示 举 标 
为 (ai 十 ab1 十 Do) 的 点 ,那么 在 复 平 面 , 马 就 
表示 

Cl 十 Ga 十 ( 红 十 Do 一 (CGI 十 D1) 十 (az 十 2D20 

二 条 十 22。 


因而 


因此 ， 设 表示 2、 so 的 人 忆 、 久 ， 则 表 
示 引 T 纪 的 点 是 以 R 
OP、O9 为 两 邻 边 所 人 Ca 
作 平 行 四 边 形 OPRGO 闷 

的 顶点 五 。 

纪 一 和 和 51 十 (一 29) 最 
是 一 样 的 。 设 尽 示 缮 交 
的 点 为 忆 ， 和 表示 一 2 本 
即 一 co 一 pi 的 点 为 Qt， 则 以 OP、Oq91 为 两 
邻 边 所 作 平 行 四 边 形 OPRI9I 的 顶点 忌 : 为 
表示 纪 一 2 的 点 。 因为 原点 0 为 491 的 中 
点 ,有 OPRIG91 是 平行 四 边 形 ,所 以 O9PRI 也 
是 平行 四 边 形 (由 2RI 之 091 得 刀 F1 之 9O) 。 
因此 ， 在 平行 四 边 形 O9P8B 中 取 Ri 则 已 
也 是 表示 弓 一 纪 的 点 。 这 样 ,从 原点 到 表示 
绿 一 为 的 点 环 ; 的 距离 OPB1 等 于 表示 两 复 
数 zi 2 的 两 点 了 P、94 闻 的 距离 P9 (因为 
CO9PRi 是 平行 四 边 形 ) 。 

在 复 平 面 上 ， 设 点 卫 表 示 复 数 zx 一 二 22 
从 原点 到 王 的 距离 ( 届 距 离 为 ", 则 ? 与 其 方 
庙 无 关 , y 兰 0) 称 为 复数 * 一 0 十 2 的 绝对 值 ， 
胃 12{ 表示 。 邵 

| 一 |c 十 2 一 ww2 于 死 一 0G 玉 一 y。 
而 实 轴 的 正方 向 和 
OP 的 夹 角 CzOP 称 
为 这 个 复数 的 幅 角 ， 
用 arg(taTD2) 表示 。 
设 这 个 幅 角 为 2 则 

一 CoSO， 

2 一 ”SinC. 

,， C 十 06=7(cosg-isinb)， 
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这 样 复数 5 十 好 可 表示 为 7(cos6 十 jsin9)， 
它 叫做 复数 的 极 形式 表示 或 三 角 函 数 式 。 
设 j 补 |[ 王 mi azg2 一 21 |zo| 一 yo arg 2 一 


bo 则 轨 
2 一 zti(cosO1 十 ising)， 


2 一 Ia2(cos0a 十 ising2)， 
所 以 
21.20 一 i(cosbi 二 isSingi).ya(cosgo 二 isinbo2) 
一 71*.yokcosbltcosgo 十 Singtcosgo 
十 ycos6lsin 9 十 记 gin gtsin 62) 
一 "1.9zo[(cosglcosgo 一 s 了 EROlsinbo) 
二 isinbicos0o 十 cosgisin 0?)] 
一 7 -72a[cos(2 十 ba) 十 isin(9l 十 02)] . 

由 此 可 得 ， 两 个 
复数 的 积 ， 是 以 其 
绝对 值 的 积 为 绝对 
值 ， 其 幅 角 的 和 为 
刀 角 的 复数 。 

设 在 复 平 面 上 ， 
点 王 表示 复数 4 一 
Cd 十 D12 则 

12 一 0 一 和，arg3 一 人 zxOP 一 bl。 
又 设 点 @ 表 示 复 数 2 一 0 十 oz， 则 

|s| 王 59 一 mo，args 一 人 z09=0. 
在 实 轴 上 取 点 4 使 04=]， 作 AO@8& 相似 
于 AO4P， 得 到 点 闻 (也 可 以 说 取 点 也 使 
AOPRwwAO49)， 可 知 

GR:OPB=59:024， 

.DRB:zi 一 2:1， 即 0OBRR 一 ri.7o。 
而 ZAzOR 一 和 1 十 0 一 aTg4 十 arg2o， 故 六 是 
表示 24"zz 的 点 。 

又 


R{tzi'zz) 


2 It(cosO1 上 isin61) 
1 2 为 (co085o 十 1D5o) 
_ Il(cosgl 十 zsing1) (cos9? 一 ?sin92) 
ya2(co862? 十 4S 记 ga) (cos2a 一 ?8inbo) 
| (cos61i 十 ?Sin 01) (cosa 一 4sin 02) 
72(cos302 十 Sin20o) 
一 - 茎 [Ceosblcosbo 二 sinblsin go) 
b 
十 1(sin 01 cos 6 一 cosglsin 22)] 
Re 


2 


本 节 一 bo 2 一 
| 72 ”ai 
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而 arTg(2t 二 32) 一 91 一 92 一 arg21 一 3T 名 2o9 
因而 复数 除 以 复数 所 得 的 商 是 以 被 除数 的 绝 
对 值 除 以 除数 的 绝对 值 为 其 绝对 值 ， 从 被 除 
数 的 幅 角 减 去 除数 幅 角 所 得 的 差 为 其 幅 角 所 
得 的 复数 。 


R(zi- 二 zz) 
(2》 
设 点 己 表 示 2 点 入 表示 2zo, 在 实 轴 上 了 到 
4 使 O4=JT， 再 取 允 ， 使 
.4408 一 -OP=0 一 9 
则 GZ8:OP=-O4:00. 
.…。08.09=05F.04， 
邵 O 忆 .yo 一 71. 工 ， 
57=- 亏 . 
， MY2 
而 人 AxOB 一 -zzOP 一 POP 
一 xzOP 一 4O9 
一 01 一 92 一 azTg 人 一 27g 20。 
所 以 ,点 瑟 表 示 复 数 2 二 22( 图 (1) 表 示 64>b2 
的 情形 ， 图 (32) 表示 2 <b 即 01 一 923<0 的 情 
形 ) 。 

3897,， 在 复 平面 上 ， 设 表示 复数 si 的 点 
为 书 , 表示 复数 sa 的 点 为 @), 点 五 在 直线 P9 
上 ,并 表示 复数 2 则 2 一 te 十 堪 一 力 3a( 其 中 
# 是 实数 )。 反 过 来 
也 成 立 。 

解 ”如 上 题 所 示 ， 
设 O 为 原点 ， 瓦 ! 是 
平行 四 边 形 OPR 
的 顶点 ， 则 表示 忌 : 
的 复数 是 科 一 22. 在 
直线 2EQ 上 任 取 一 
点 瓦 ， 丸 表示 的 复数 是 3。 


设 过 豆 且 平行 于 
PR 的 直线 和 直线 OZ 的 交点 为 瑟 ， 则 
O9BRP2 是 平行 四 边 形 ， 因 玉 表 示 2 幼 表 示 
2 所 以 瑟 表 示 2? 一 %%。 因 比 ， 人 
OHI 一 去 工 则 
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OFR2 一 1OR。 
wo。 2 一 2 一 帮 2 一 22) 。 
从 而 得 出 
2 一 22 十 1(21 一 22) 一 龙 1 十 ( 代 一 力 2o。 
这 就 是 说 ， 对 于 直线 PO 上 任意 一 点 五所 表 
示 的 复数 2 等 式 ?一 好 十 代 一 切 纪 总 是 成 立 
的 。 

反 过 来 , 对 满足 关系 式 2 一 t+ 代 一 力 s 的 
复数 ?， 作 平行 四 边 形 OPRBi， 则 已: 表示 的 
复数 是 红 一 纪 。 再 在 直线 ORI 上 取 素 ， 使 
OP:ORBI 一 大 LI， 则 0OR2 一 九 OR。 过 玉 2 作 
如 中 的 平行 线 ， 和 直线 Pe 的 交点 为 咏 ， 设 
Rs 表示 的 复数 为 aa， 则 因为 O98HsRs 是 平行 
四 边 形 ,所 以 届 表示 zs 一 22。 

故 2 一 2 一 大 纪 一 22) 。 

"， 2 一 纪 二 121 一 bo) 一 12el 十 ( 工 一 轨 22。 
。。 2 一 23。 
这 就 是 说 、28 就 是 在 直线 PQ 上 的 点 Ra 所 表 
示 的 复数 gg。 因此 复数 * 如 满足 关系 式 ?一 
te 十 代 一 力 s2, 则 表示 2 的 点 一 定 在 直线 P@ 
虽 

3898， 以 三 角形 4BC 的 边 4B、4C 分 
别 为 一 边 , 在 三 角形 的 外 便 作 正方 形 4BD 刀 
和 4CFG, 设 线段 互 G 的 中 点 为 则 24M 
一 BO 旦 4M_ LSC。 

解 在 复 平面 上 ， 以 4 为 原点 ， 建 立 坐 标 
系 。 设 妃 表示 的 复数 为 ma， C 表示 的 复数 为 
zt2; 马 表示 的 复数 为 zw，G 表示 的 复数 为 2 
则 由 问题 3896， 得 

2 一 21[cos( 一 90?) 十 和 Sin( 一 90?) 
一 一 纺 人 
2o 一 2o(co890" -isin 90") 一 2X。 

设 线段 2G 的 中 点 凡 表示 的 复数 为 gm 

则 
2 


2o 十 go 一 24 二 22 
2 2 


一 于 (一 2 

过 4 作 .20 的 平行 线 , 并 在 其 上 取 4XN 等 
于 BO, 设 六 表示 的 复数 为 z， 则 由 4BCN 
是 平行 四 边 形 可 知 


< 


、 B(zi) C(zz) 


915 
《参照 上 题 ) 


。， so 一 于 2ot 一 末 an(cos90" 十 ising909)。 


2 一 2 一刀。 


因而 


]2>z>| 一 到 lan| 相 
即 4M= 斑 4 


从 而 得 出 ， 
4M= 王 BO， 目 4U1BO， 


3899. 以 三 角形 4BC 的 各 边 为 对 应 边 ， 
在 三 角形 的 外 侧 作 人 4BDeo 人 BOB co 
AcCc47, 则 人 A4BC 和 人 DB7 的 重心 重合 . 

解 以 A48B0 所 在 的 平面 为 复 平 耐 ， 了 到 
原点 为 0, 作 实 轴 、 pu) A(a) 
虚 轿 ,建立 坐标 系 。 了 
设 各 点 表示 的 复数 
是 : 又 为 Q， 如 为 吨 
BC 为 六 也 为 2 网 
五 为 2o2， 万 为 23。 下 (z2?)》 
取 灵 使 0B44' 为 平行 四 边 形 ， 取 也 使 
OBD7D' 为 平行 四 边 形 ， 则 4 表示 w 一 B, 以 
表示 为 一 8B。 设 人 4DBTD 一 0 则 .407 一 4， 
071:04' 一 BDIDB4。 如 设 BD:B4 一 7:1 则 

4 一 B 一 (&% 一 有 .ycos6 二 isin6)。 
又 设 7(cos6 十 jsing) 一 Z， 财 
4 一 8 一 (c 一 DB)7。 外 

同 理 可 得 ， 即 人 4BD 一 BO 一 -04 太 . 
一 0, DBD:BP4=0OBPICPB 一 48:40 一 7:1， 并 
设 ?>(cos6-Hising) 一 0 


且 4M 4N。 


F(z) 


C( 力 


2 一 ?一 (B 一 7)7 @ 
一 0 一 (一 oO)7 加 
@+TQ@+@@, 得 


(24 一 8B) 十 (2 一 芒 十 (zs 一 0) 一 0。 

。…。 2 十 22 十 323 一 0 十 B 十 7 

21 二 22 十 53 CX% 十 B 十 
了 3 。 6 了 @ 
此 式 的 左边 表示 ADZ 交 的 重心 ， 右 边 表示 
和 人 A4BG 的 重心 所 以 A4BC 的 重心 积 
ADBE8 的 重心 是 重合 的 。 

3900. 在 四 边 形 4BOD 的 外 侧 ， 以 各 边 
为 斜 边 作 等 腰 直 角 三 角形 A4BP, 人 BCe， 
| AD48, 证 明 产 忆 一 S9, 旦 

RSO。，- 
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解 ” 设 各 点 表示 的 复数 是 :4 为 了 为 P， 
CO 为 作 已 为 2 卫 为 2 入 为 2o2， 忆 为 zs， & 
为 妈 。 


S(z) 


AL4DBP= BO9= -CDR 
一 AD48:-=45。， 
-， 了 3P:B4 一 09:03 一 DER:DO 
一 .48S:4D=L:V3。 
又 设 


工 Oo yo e 发 工 2 
(os 全 十 tsin 45") 可 (十 多 一 名。 
和 上 题 同样 道理 , 可 知 
纪 一 有 = (ax 一 D)7， po 一 ?一 (8 一 7)]2 
28 一 0 一 (7.-3)78，2% 一 2 一 (一 0)7。 
.， 4 一 8 一 (一 同 , 计 (二 人 
即 ap+(w 一 居 . 末 (二 
CQ 4，。 BA AN 
一 区 (二 人 十 各 人 寺 一 仿 。 
同 理 可 得 ， 
2 一 身 企 十 人 十 当代 一 加 
oo 一 世人 二 榴 十 妃 GL 一 人 


4 一 忆 (L 十 避 十 笃 亿 一 瑟 。 


aa 一 Q49+ 全 >- 人， 


5 

2 一 2 一 0 二 b+ 7 人 (一念 。 
因而 
(ga 一 oo) 一 “了 (一 忆 十 (43 


一 2 一 7? 站 上 .8 一 SC; 
2 (1 人 十 二 人 一 


咯 细 一 23。 
好 (sj 一 2) (cos90。 十 isin 90。) 一 为 一 3。 
四 zi 一 ss 一 [zs 一 22|， 


or 
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ce 


即 PR=S9， 且 DZRSq9. 

3901. 以 三 角形 4BO 的 边 4B、4C 分 
别 为 一 边 ， 在 三 角形 4BC 的 外 侧 作 两 个 正 
方形 4BDEB, 4OFG。 设 它们 的 中 心 分 别 为 
有 BR。 又 BC 的 中 点 为 8@，ZBG 的 中 点 为 
&S， 证 明 四 边 形 开 
POPBS 是 正方 
形 . ， 

解 以 4 为 原 
点 ， 作 实 轴 、 虚 
轴 , 设 已 表示 的 
复数 为 2 0 表示 的 复数 为 2， 于 是 马 表 示 
的 复数 是 

sifcos( 一 90*) 十 isin (一 90*)] 
一 路 (一切 一 一 9 
G 表示 的 复数 是 
gav (cos90" 十 ?sin 90") 一 2ot。 

因为 书 是 五 如 的 中 点 ,所 以 三 表示 的 复数 

是 


纪 十 (一 2 人 工 一 了 
2 一 2 


又 忌 是 CG 的 中 点 ,所 以 已 表示 的 复数 是 
bo 十 gog “ 工 十 1 

本 

从 而 得 出 ,PR 的 中 点 表示 的 复数 是 


了 荆 一? 信 十 工 七 ao) 


22 。 


乡 2 乡 
一 ! 二? 
一 


又 由 于 BC 中 点 @ 表 示 的 复数 是 包 7 饶 ， 


BG 中 点 8 表示 的 复数 是 二 纪 二 2， 所 以 


9S 中 点 表示 的 复数 是 
1172 十 za ， 一 244 十 220 
Eee 


22。 


么 


因此 ，ZB 邓 的 中 点 和 68 的 中 点 是 同一 点 ， 即 
ER 和 8 互相 平分 。 从 而 得 出 ，PORS 是 平 
行 四 边 形 。 


其 次 ,因为 P( 


DO 一 2 二 


中 2 十 十 十? 


工 


守 吉 (2)a 
了 一 ? 


,区 工 
一 5 2 可 条 十 豆 知 。 
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0 全) ma 
PS 一 二 2 二 一 工 二 了 同 


-和 人 
一 Pt 一 PG(cos90" 十 fsin90") . 
因此 ， ZP9=PS， 且 POOLPS. 
因 两 邻 边 相等 且 相 互 垂直 的 平行 四 边 形 是 正 
方形 ,所 以 PEORS 是 正方 形 。 
.3902. 在 人民 O7 的 平分 线 上 ， 取 定点 
4 过 4 的 任意 直线 和 边 O、OZ 分 别 交 于 
5 革 工 
开 、 9， 证 明 + 是 定 值 。 

解 ”平面 (0X,， OZ) 为 复 平面 ，O 为 原点 ， 
在 0X 上 取 一 点 M,， 使 戏 表 示 的 复数 为 
红 (|o| 一 1)， 在 OF 上 取 点 六 使 W 表示 的 
复数 为 (j 姑 | 一 蕊 。 作 点 至 使 OMBN 为 
平行 四 边 形 , 则 怪 在 


玉 OF 的 平分 线 上 ， P(z,) 

从 而 得 出 互 表示 的 M(z) A 
复数 是 嫉 十 zz。 已 知 0 Ne 
4 为 ZXOT 的 平分 2 外 


线 上 的 定点 ， 设 0O4:OB=8:1;, 7 是 定数 ， 则 
04=8N.OB， 所 以 双 表 示 的 复数 是 1(si 填 
82) 。 又 知 过 4 的 直线 和 0OX、O7 分 别 交 于 
2、4, 所 以 4 在 直线 P@ 上 。 设 忆 表示 的 复 
数 为 ?8, @9 表示 的 复数 为 g%， 则 
Up(2 十 22) 一 1zs 十 江 一 办 24。《〈 问 题 3897) 
设 OP、Og 表示 其 长 度 , 则 
23221 一 OP:1L， ”。 Za 一 1.OP， 
又 2:2za 一 09:1， 即 2 一 09。 
“。 8(21 十 2o) 
一 121.OP) 十 (一 切 (zaOQ)， 
( 估 一 志 OP)2 一 [上代 一念 08 一 了 22. 
因为 el 一 lz|， 但 2 大 co 
所 以 8-#4OP=0 和 ( 代 ~ 轨 09 一 5 一 0. 


_ _ 
由 此 可 得 ， OF= 了 了 和 09 了 


1 4 1 1-# 
从 而 得 出 ， T 巨 1 -09 - 大 ”~e@ 
汪汪 1 二 (证 值 )、 


… + 一 天 + 一 天 
在 复 平 面 上 , 设 交大 的 顶点 4 


3903. 


则 2 王 
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点 C 表示 的 复数 为 图 证 明 人 A4BC 是 正三 角 


形 的 充 要 条 件 是 

c& 二 8woT7ywo2 一 0 或 wx 十 Buw2 二 yw 一 0。 
其 中 心 为 芍 虚 立方 根 二 3 二 2 

解 首先 , 看 以 下 命题 ， 设 在 复 平面 上 , 原 
点 为 0， 点 M、P、9 表示 的 复数 分 别 为 zw、 
sz、 辐 。 车 把 点 一 和 点 @ 在 0O 芝 的 方向 上 
分 别 平行 移动 电 
OM 的 长 度 ， 这 

时 也 移 到 P09 移 

到 8 则 OPP' AM 

是 平行 四 边 形 ， 区 Cn) 中 
2 表示 的 复 

数 是 az 十 so 2 
098MK 也 是 平 “ 网 


行 四 边 形 ，98' 表示 的 复数 是 十 因 。 因此 ， 
线 眉 妃 g 表示 的 复数 是 
卫 亿 ' 一 《ea 十 sr) 一 (sp 十 gop) 一 2 一 2 
但 线段 P9 表示 的 复数 也 是 
OO 一 5 一 22。 
一 Pe 一 2 一 5。 
由 此 可 知 ,无 论 把 线段 沿 什么 方向 , 平行 移 
动 多 少 长 度 (线段 的 方向 、 长 度 都 不 变 ) 这 条 
线段 表示 的 复数 不 变 。 
其 次 ， 看 另 一 命题 : 设 点 瓦 表示 的 复数 为 
2 点 &8 表示 的 复数 为 zs 则 ES=a 一 2r。 
现在 考虑 “了 人 一 和 二 全 
设 ”名 一 妈 一 让 (cosg9i 二 ising) 
2 一 brmmI2(co8go 十 2sing2)， 


一 0 一 93(cosgs 十 ?sin Oo)， 
一 2 


2 
_ icos6l 十 isinbl) 
ES 一 7(CR2 二 5 Singbo) 

o=y3(cos gs 二 ?sin 2) 。 


。 了 [cos(gl 一 bo) 十 isin(bi 一 6o)] 
“2 
cy3 《cos 03 十 Sin bs) se 
由 此 可 得 ， -天 一 rz， 一 9 一 bo 


邑 和 一 02098，D 一 092 十 0， 


这 就 是 说 ， 要 把 |38| ( 即 复数 RS 的 绝对 


表示 的 复数 为 .ww 顶点 召 表示 的 复数 为 包 顶 上 值 , 线段 B8 的 长 度 ) 乘 以 一 个 数 〈( 即 扩大 若 


ye 
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二 谷 ) 使 等 于 | .291( 这 里 的 倍数 是 ys)， 并 且 


把 BA8 旋转 一 角度 使 和 ZB@ 的 方向 相同 《这 


里 旋转 角 是 60)， 这 时 可 用 P@ 除 以 ES 来 解 
决 。 
现在 来 看 工 的 立方 报 在 复 平 面 上 的 几何 表 
志 。 
设 一 1 则 加 一 1 一 0， 
(Z 一 1 (z2 十 Z 十 1 一 0， . 
于 是 7Z 一 1 一 0， 或 她 十 2 十 1L=0。 


一 1 二 [37 

从 而 得 出 。 z=1 或 xz 一 一 = 

一 /37A 
设 o= 二 一 ， 则 

二 wwW3te 1-2wv 3 一 3 

-人 


人 


一 1 一人/ 35 
二 
也 可 写成 “ww=eos120* 十 fsin 120。， 
人 2 一 cos( 一 120?) 十 sin( 一 了 20")， 
1 一 cos0" 十 isin0"。 

设 表 示 工 的 点 为 工 ， 表 示 吃 的 点 为 ， 表 
示 吧 的 点 为 W, 则 AZUAN 是 正三 角形 。 

要 使 A4BC 是 (w) 3 
正三 角形 的 必要 
充分 条 件 是 ( 见 
注 ) 

4 DO 


ZL 六 


一 一 一 一 一 一 -一 一 一 


设 @@ 的 比值 等 于 z， 可 得 
8 一 ca 一 Ko 一 蕊 ， 
7 一 8 一 NA 一 0)， 
C 一 ?一 大 (一 〇 2) 。 
把 前 两 个 等 式 的 两 边 分 别 相 加 , 得 
7 一 a 一 8(w2 一 蕊 ， 
CQ 一 7 一 有 CE 一 CO2) 。 
这 就 是 说 ,在 巴 中 车 


邹 
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QI” wo @ 
则 这 个 等 式 两 边 的 值 都 等 于 - 世 二 私 。 从 而 
得 出 @ 式 成 立 。 


同样 , 再 设 @' 的 比值 等 于 2, 得 
B 一 w 一 大 (2 一 工 )， 
7 一 B 一 1 (一 02)， 
CQ 一 ?一 1 人 一 人 ) 。 
把 前 两 个 等 式 的 两 边 分 别 想 加 , 得 


7 一 C 一 大 (一 蕊 ， 即 ww 一 7 一 巡 代 一 o 。 
这 就 是 说 ,在 @' 中 车 
8 一 wx __ ?一 B 
@2 一 工 包 一 02” 


四 / 


风 这 个 等 式 两 边 的 值 都 等 于 了 之。 从 而 得 
出 , @O" 式 成 立 。 
因此 , A450 是 正三 角形 的 充 要 条 件 又 可 
写成 四 或 @@. 
我 们 再 来 把 四 和 国 变形。 如 回 成 立 ， 
则 
《a 一 有 ) 一 ao) 一 (8 一 访 (1 一 四 ， 
即 〈c 一 B)w 民 一 屿 一 (6 一 7) 代 一 当 。 
. 但 是 1 一 0 六 0，… (一 8)w 一 8 一 7。 
co 一 B(w 二 1) 十 7 一 0. 
而 ww? 十 ww 十 革 一 0，w? 一 工 。 
0 十 1 一 一 2 1 一 〇 ?。 
所 以 上 式 又 可 写成 
aw 一 B 一 0 十 yw 一 0.。 
"， Cw 十 Ew 十 yu? 一 0。 
如 四 ' 成 立 ， 则 
Ma 一 B) wo2 一 四 一 (8 一 力 人 (一 2)， 


@ 


人 一 B)w(w 一 二 一 (8 一 7) 江 士 w) 圭一 避 ) 。 
Do 一 一 (8 一 力 G+w)， 
\ 一 有 w+ (8- 力 (一 0 = 一 0， 
oaw 一 565(wO 十 w2) 十 ?2 一 0， 
caw 一 有 一 1 十 ?2 一 0。 (wo2 十 0 十 荆 一 0) 
两边 同 乘 以 wo2 
caw3 十 Buw2 十 yw4 一 0。 

“， Ca 十 Buw? 十 7 一 0。 图 / 
这 就 是 说 , 如 四 成 立 , 则 四 成 立 ; 如 加 成 
立 , 则 @@' 成 立 。 
| 相反 , 设 @@ 成 立 , 则 


ao 十 Pu? 二 73 一 0。 
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“"、 aw 十 B( 一 0 一 十 7 一 0 
即 (ca 一 6)o 一 8 一 
(zc 一 BJod- 由 = (8 一 2 人 -由 。 
C 一 B 
王 一 包 
设 图 ' 成立, 则 
caw3 十 Eu2 十 ?04 一 0。 
。 cu 十 8 十 ?02 一 0 
即 ”ac 一 pw 十 80 十 8 十 ?7( 一 和 一 了 一 0) 
(一 6)wo 十 (6-- 力 (w 十 妨 一 0. 
《一 B)Ow (一 工 ) 
一 (> 一 B) (了 oO 一 巧 . 
《8 一 a) (一 ap) 一 (7 一 8) (2 一 芒 。 
由 此 可 得 ， 
8-w ?7-8 人 @@: 


L2 一 工 一 

这 就 是 说 , 如 果 轿 成 立 , 则 @ 成 立 ; 如 果 
图 ' 成 立 , 则 四 成 立 。 

综 上 所 述 可 知 , 人 4BOC 是 正三 角形 的 充分 
必要 条 件 是 国 或 回 ' 成 立 。 

注 人 4EC 和 人 A 人 ZU 的 顶点 的 旋转 项 
序 相同 , 则 A4ZBC 是 正三 角形 的 充分 必要 条 
件 是 国 . 如 人 A4BHC 和 人 AZaMTN 的 顶点 族 转 
顺序 相反 , 则 A4BC 是 正三 角形 的 充分 必要 
条 件 是 轿 '- 

3904. 如 在 A4ZB0 的 外 侧 ， 以 4B、4C 
为 边 分 别 作 正 三 角形 4BC、4CB'。 在 关于 
BC 和 4 的 同 侧 ， 作 以 BC 为 边 的 正三 角形 
BCd4 则 .404B; 
是 平行 四 边 形 。 (多 

解 设 以 BC 的 
中 点 O 为 原点 ,各 
顶点 4、D、C、4、 
BC' 表示 的 复数 
分 别 为 C、 一 1、 < p、 2 则 A 人 CDP4， 
人 AB'40, A 人 4'BC 都 是 各 顶点 的 旋转 顺序 相 
网 的 正三 角形 , 所 以 由 上 题 可 知 , 


B 一 ? @ 


已 一 2 


A'(c) 
Afa) 
B“ (87) 


B 
(--1) 8 全 


7?' 十 (一 也 w 十 acw? 一 0， 个 
B' 二 ao-IL.w2? 一 0， 四 
2/' 十 (一 工 ) 包 十 1L.02 一 0) [@) 
?十 (一 了 2 十 oaw 一 0， @)' 
Bf 十 auw2-1.o 一 0， @' 
ao" 十 (-JoaTL w=0。， @' 


当 @、@、@ 成 立时 ， 
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轩 -@, 得 c% 一 7 十 圭一 0)w2 一 0. 
0 一 一 (一 二 人 @ 
从 加 ,得 6 一 一 ao 一 9. 
so。 有 一 一 一 w 一 CO 一 0 
王 尼 (一 工 一 纪 ) 一 2 一 CO3 一 0 
一 (xc 一 切 w2. @@ 
从 全 、 写 可 知 ， Q 一 7 一 B 一 ao 
“"。 04 之 4DB0 
故 4C4B' 为 平行 四 边 形 。 
当 @、@-、 人 @' 成 立时 ， 
四 一 @ ,得 c 一 ?十 ( 代 一 oo 一 0. 
0 一 7 一 (一 了 Oo。 团 ' 
从 图 ,得 6 一 一 acw2 一 0 
“， 8 一 X 一 一 X 一 CO2 一 包 
一 Q( 一 工 一 002) 一 史 一 CO 一 包 
一 (a 一 1)w。 图 / 
从 人 图 ' 可 知 ， 2' 一 一 8 一 C。 
和 04 之 4DP1， 

故 这 时 4 4 为 平行 四 边 形 。 

注 正三 角形 C/B4L, 玉 40, 4BC 如 向 左 
旋转 (与 时 针 旋 转 方向 相反 , 即 逆 时 针 方 向 旋 
转 ), 则 @、 四 、@@ 成 立 . 向 右 旋转 (与 时 针 旋 
转 方向 相同 , 即 按 顺 时 针 方向 旋转 ), 则 @/、 
@'`、@' 成 立 。 (如 图 所 示 , 是 向 左旋 转 , @、 
@、@ 式 成 立 .) 

3905, 在 人 4BC 的 外 侧 ， 以 A4BC 的 
各 边 为 边 分别 作 正三 角形 4BFD、BO、 
C4 了 。 又 和 上 题 一 样 , 撤 右 和 五 了 为 
边 的 正三 角形 也 DG 
证 明 点 G、4、 马 共 
线 , 旦 G4L 一 4 刀 。 

解 设 人 4B5C 所 
决定 的 平面 为 复 平 
面 ， 各 顶点 表示 的 复 
数 分 别 是 : 4 为 wy 刀 
为 B, C 为 败 姜 为 只 
如 为 e, 丈 为 J，G 为 
9。 因 为 A4BD、 
ABCB、AC4H、A 人 TDG 都 是 右 旋转 的 正 
三 角形 ,所 以 

a 十 Bu2 十 do 一 0， Bo2eo 一 0， 

?十 aa 十 fo 一 0， 十 do2 十 go 一 0。 
在 这 些 式 子 的 两 边 同 生 以 w2?， 则 得 
Co3 十 Bo4 二 Go3 一 0，Po2 二 Xe 一 0 
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?wo2 十 au4 十 1o3 一 0，1o3-dws 十 0w3 一 0. 
因为 ws 一 1， 所 以 这 些 式 子 又 可 写成 


Gd 十 6 二 ao? 一 0， 中 
e 二 yo 十 pop 一 0， @ 


9 二 do 十 fop 一 0. @ 
如 果 ADB4, 人 ECOB, Ap4O，A 人 GDB 都 
是 左旋 转 的 人 从 3903: 可 直接 得 @、 
@、@、 外 . 
从 图 , 得 9 一 一 Co 一 轧 P 
从 @, 得 一 0 一 8w 十 at?2， 
从 图 , 得 ， 一 7 一 ao 十 yn。 
9 一 (二 ac2) 包 十 (ao 十 372 
号 Bo2 二 ac 十 ao3 十 704 
呈 20 寺 ?7 思 十 Bo2。 
从 @, 得 
一 一 和 一 Po 
9 十 e 一 2a， 
十 6 
< 一 邱 “. 


@@T+@， 


站 全 全- 


由 此 可 知 ,4 是 GZB 的 中 点 , 因而 G、4、 
共 线 , 且 G4= 4 万 。 

3906. 在 四 边 形 4BCD 的 外 侧 ， 以 四 边 
形 的 各 边 为 一 边 作 正三 角形 4B 刀 BEBO， 
CDG, D4 亲 。 如果 了 HG 为 正方 形 ， 则 原 
来 的 四 边 形 4BCD 也 是 正方 形 。 


Wi) 


解 ” 设 四 边 形 4BCD 所 在 的 平面 为 复 平 
面 ， 各 顶点 表示 的 复数 分 别 是 : 4 为 c, 瑟 为 
D, 0 为 和 呈 为 册 妃 为 e 了 为 户 G 为 g 
妃 为 jh。 因为 ABB4、AFTCB、AGDO、 
人 克 4D 都 是 左旋 转 的 正三 角形 , 所 以 

e 十 bw 十 aow2 一 0， 
了 十 cu 十 zo2 一 0， 四 
89 十 do 十 cow2 一 0， @@ 
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叉 十 ao 十 Ga 一 0。 人 @ 
6 二 g 王 一 200 一 ao2 一 Go 一 co2， 
”二 一 一 0 和 一 Ko 一 ao 一 Gu?。 
设 五 5G 万 .是 正方 形 , 则 瑟 G 的 中 点 和 卫 瓦 
的 中 点 是 同一 个 点 。 
-6 了 _ 7 
2 2 ” 
即 2 十 9 一 不。 
从 而 得 出 ， 
一 zo 一 au2 一 0 一 cop 
一 一 0C 比 一 2 一 CO 一 Ge 
如 (〈c 十 oO (@ 一 09) 一 (十 G) (一 02) 。 
因为 史 一 只 地 0,， 所 以 gc 十 c 一 2 十 Q。 
.Ge .0 
2- 
这 就 是 说 ，4C 的 中 点 和 刀 的 中 点 是 同一 
个 点 ,所 以 4PCD 是 平行 四 边 形 , 
因为 了 8CZ 是 正方 形 ，BG 一 23 再, 且 
BCG 上 万 万 ， 
， 9 一 6 一 (以 一 户 1。 


9 一 6 一 (一 0 一 002) 一 (一 520 一 ao2) 
一 0002 十 CO 一 0202 一 Go 
克 一 太一 《一 CD 一 Go3) 一 《一 COw 一 xp) 
一 一 0 十 Do? 十 co 一 Go2 
Co3 十 Zo 一 Co3 一 0 
一 (一 Ga 二 po? 十 co 一 Go2) 力 
即 (〈C 一 0) (2 十 ob) 一 (一 四 (2 一 。 
(一 0) (02 一 (@ 一 D) (Oo2i 十 oo 和 2》， 
C 一 0 一 (G 一 六 1 
由 此 可 得 , 40 一 DBD， 且 4CLBDP， 
所 以 ,平行 四 边 形 4BCD 是 正方 形 。 
3907, 在 复 平 
面 上 有 两 定点 邓 、 
N, 设 政 表示 的 复 
数 为 四， 表示 的 
复数 为 %， 在 连结 
两 点 了、 的 直线 
上 , 任 取 一 点 忆 ， 忆 表示 的 伐 数 为 2 证 明 下 
列 关系 成 立 : 
2 一 刀 一 一 纹 
2 一 为 加 一 2 


解 GO、22 在 一 条 直线 上 ， 所 以 


而 
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心 一 2 


-一 一 0 或 十 z。 
2 一 2 区 训 


2 


arg 


由 此 可 知 ， 是 实数 。 
。 & 一 红 一 24 32 
”一 寻 (2 2 一 2 


注 _ 连 结 表示 复数 si、2o 的 两 点 的 直线 方 
程 是 


2 一 和 1 一列 
Za 一 2 2 一 2 “ 
3908. 以 三 角形 各 边 为 一 边 ， 在 人 4BC 
的 外 侧 分 别 作 正 三 角 人 
形 4BD、HBCB、C4F，b A FU/) 
证 明 三 直线 4 互 、BFE、 地 
CD 共 点 。 也 CCc) 
解 设 以 A4BCO 所 季 


在 的 平面 为 复 平面 ， 各 
顶点 表示 的 复数 是 : 4 FE 人 
为 刀 为 bbC 为 c， 也 为 9 吾 为 e 吾 为 
太 .人 ADB4, ANCB, AZ4C 都 是 左旋 转 的 
正三 角形 , 则 
QG 二 ZXo 十 aw2 一 0， 
6 十 co 十 2 一 0， 
JJ 十 aw 十 cw? 一 0。 


@ 
因 
人 @ 


Z 一 久 . 
2 一 忌 “ 
"6 一 0 一 (一 0W 一 Zoo3) 一 0 
一 一 4 一 Do2 一 Cw， 
-。 6 一 0 一 一 0 一 502 一 cu 
一 一 5 一 2 一 zuz。 


由 此 可 得 ， 
2 一 4 
一 忆 一 以 2 一 CO 


5 一 0 
3 一 @ 
0 二 DO 二 DO2 
(一 a) (十 go 十 cow2) 
一 (z 一 0) (Ga 十 bo2 十 co) 。 
ef(3 二 Do 十 co3) 一 5(Q 十 Bus 十 cow) 
一 Q(G 十 zw 十 co2) 十 CQ 十 zu2 十 cuw) 
一 0. 
。。 2(C 十 Zoo 十 co2) --5(a 十 Do3 十 cw) 
十 (92 一 acC)w2 二 (aqc~ oaD)aw 
一 0。 、 
同 理 可 得 , 直线 B8 的 方程 为 


2 


b 一 C 


即 CQ 十 2 十 Cw 和 


旬 
9 


二 
0 十 Cow2 十 aw 十 co 十 aco2“ 

“， 23(2 十 CO 十 ao2) 一 (十 cwu2 十 do) 
十 (ze 一 80)w2 二 (pa 一 5C)o 


一 0. 加 
直线 CD 的 方程 为 
.2 一 6 __Z 一 人 
CC 
"， 2(C 十 ao 十 Ba2) 一 5(c 二 au3 十 Do) 
十 (ca 一 CB)w2 十 (到 一 co 
一 0. 


| 设 力 、 回 、 轿 的 左边 分 别 为 说 (7、7a(2)、 
(ce)，@、@、@ 就 是 直线 4 五 、BF、OD 的 
方程 记 (2) 一 0， Joa(e) 一 0， Ja) 一 0。 
因为 
六 (es) 十 户 (2) 十 fs(z) 
一 2 十 D 十 O) (wo2 十 ww 十 工 ) 
一 45(C 十 0 士 c) (2 十 w 十 1)， 
且 az+o- 上 1 一 0, 所 以 
00 十 fa(2) 十 ae) 一 0。 
这 个 等 式 为 恒等式 (lz 无论 取 什 么 值 等 式 
总 成 立 )。 由 此 可 知 ， 对 于 使 i(z) 一 0 及 
Ja 一 0 成 立 的 2 fs(2) 一 0 也 成 立 。 所 以 
三 直线 4 妃 ，B 下 ，CD 共 点 。 

3909. 证 明 在 复 平面 上 ， 若 一 直线 阜 直 
于 原点 O 和 表示 定 复数 w 的 点 妈 的 连结 线 
O4, 是 经 过 表示 定 复 数 4 的 定点 殖 , 则 它 的 
方程 为 

Z 一 红 ，Z 一 

人 

二 0、 

| 解 ” 设 经 过 定 
点 五 (21) 与 定 直 
线 O4 垂直 的 直 
线 上 任 取 一 点 忆 , 已 表 示 的 复数 为 约 则 
BP 10O4。 


1 


| “，。 8 一 放 一 jat (从 是 实数 ) 
必 一 2 je 
即 ok 一 必 (实数 ) 
得 册 2 一 弛 _ 12 一 看 2 一 2 
| 从 而 得 出 ， 2 2 全 
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即 & 一 纪 。 多 一 红 
加 己 -一 本 
ad 一 0 
YY 一 2 Z 一 他 
CI 一 和“” 
妈 40。 
C O 


3910. 在 和 揽 平 面 上 , 以 原点 为 圆心 作 单 位 
圆 .在 该 吏 上 取 三 点 4、B、C， 它 们 表示 的 
复数 分 别 为 w、B、7。 证 明 0 的 甜心 羡 


所 卖 示 的 复数 是 c 十 
ZN AAA 直 汪 一 


有 十 7。 

解 从 原点 O 引 
O7， 使 O 友 人 BO, 了 日 
是 定点 ， 忆 表示 的 复 
数 为 ?~-B。 因为 从 4 引 ZC 的 垂 线 4 的 
方程 ， 就 是 经 过 定点 4 且 与 直线 OZ 垂直 的 
直线 的 方程 。 设 4ZP 上 的 任意 一 点 表示 的 复 
数 为 > 则 由 上 题 知 4 忆 的 方程 为 
夕 一 包 .2 一 0 一 0_ 
7 一 4 ?7 一 8 
C&_cpy(C 一 0) 

ap8y(7-- 有 ) 
_ apyz 一 By apB75 一 Pry 

CB 一 ao0 CC 一 旋 “ 
(…- 本 77 一 

一 CCBTyZ 一 B7 py72 一 By 0， 

7 二 08 一 力 
吓 zpyz 一 py 0. 

亿 


上 
但 是 ， 守 2 


忆 一 CQ 


人 c2 一 02 一 0872 十 By 一 0。 全 
同 理 ， 从 原点 0 引 OM， 使 OMMLC4,， 民 
是 定点 ， 旭 表示 的 复数 为 % 一 7Y。 因为 过 如 
作 与 C4 的 垂直 的 直线 刀 的 方程 ， 就 是 过 
定点 召 ， 并 与 定 直线 O 政 垂直 的 直线 的 方 
程 。 设 38 上 任意 一 点 表示 的 复数 为 z， 则 
如 也 的 方程 为 呈 
是 二 全 二 册 
g 一 ?区 一 


完全 类 似 于 @ 的 简化 , 可 得 


2 一 扫 一 c872 十 7G==D0。 @@ 


直线 @、@ 的 交点 就 是 垂 心 忌 
由 @-@, 得 
(ac 一 B)z 一 (a2 一 B2) 十 (8 一 ao 一 0。 
(ac 一 B) (一 ca 一 8 一 7) 一 0。 


oem， 
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因为 一 6 天 0, 所 以 ?一 w% 一 6 一 7 一 0， 
人 2 一 C 十 B 二 7。 加 
这 就 是 说 , 垂 心 互 表示 的 复数 是 w 十 8 十 ?。 
注 设 人 4BC 的 重心 为 G， 则 G 表 示 的 
复数 是 < 二 5 十 之。 今 知 生 心 芯 表示 的 复数 
是 CC 十 B 十 7) 所 以 人 A4Z5C 的 外 心 O、 重心 C、 
重心 互 在 一 直线 上 ,并 0OG:0O 克 =1:3. 
3911. 在 人 4PBC 的 外 侧 ， 以 其 各 边 为 一 
边 分 别 作 正 方形 4BDB、EBCFG、4OHR， 


设 正方 形 GOZG 的 中 心 为 好 ， 证 明 三 直线 


BB 到 、CB、4 邓 共 点 。 

解 设 人 4BC 所 在 的 平面 为 复 平面 ，BO 
的 中 点 0 为 原点 ,BO0 为 实 轴 , 殖 表 示 的 复数 
为 一 1 C 表示 的 复数 为 1， 则 歼 表示 的 复 
数 为 一 2。 设 4、 小、 石 、 忌 、 五 表示 的 复数 
分 别 为 QQ e、j 2。 把 正方 形 4BD8 向 
实 轩 方向 平行 移动 1， 则 4 移 到 4 五 移 到 
了 刀 移 到 D, 召 移 到 玖 于 是 B'4'LB4， 
BTD'LBD，BD'1LB'4' 由 于 这 时 3' 与 
原点 0 重合， 所 以 04' 人 B4, 0D' 人 DBD， 
O1 LO4'。 故 设 4、 疙 、 到 表示 的 复数 分 
别 为 g、a、e， 则 

a' 一 4 十 1]，d 一 (Ca 十 1)1。 
6 一 以 十 人 一 4 二 十 (Q 十 了 3 
从 而 得 出 ， 
6 一 2 一 上 一 4 十 (C 汗 1) 一 ( 工 十 们 G 十 外 


其 次 ， 把 正方 形 4CBEK 在 实 销 方 向 平行 
移动 ~ 二 4 移 到 4"，C 移 到 CC 克 移 到 
妃 0， 瓦 移 到 到， 所 以 C447 信 C4，C 网 
C 瑟 ， CI 万 104 由 于 这 时 7 与 原 点 O 

合 ， 因 而 047 人 CC4，0" 人 CO 万, GO 
0O047". 故 设 4、 互 人 一" 表示 的 复数 分 别 为 
2、j、1， 则 
、 Cl 一 0 一 1， 
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jl (4 一 了 (一 分 一 一 (一 功 让 
一 ai 十 一 0 一 一 (C 一 也 记 
从 而 得 出 ， 
开 一 1 十 一 G 一 (ca 一 了 功 ? 一 代 一 访 C 十 ;。 
于 是 得 直线 B 玖 人 3907) 为 


2 一 (一 了 一 (一 3 
G=375+ 记 (= 1)” 
即 
2 十 工 加 Z 十 工 
(一 分 a 十 ?IE 一 到。 1 一 人 2 二 1 一 久 
2 十 工 _ 2 十 二 
(人 一 分 (二 人 人 L 一 人 (GT 
2 十 芋 。 2 十 
ai 2 二 1“ 


(2 二 TD (aiTTD) 一 (31 (a 寺 让 一 0， 
2( 开 十 1 一 5 十 芒 十 十 1 一 一 多 0。g 


同样 , 直线 C 互 的 方程 为 
2 一 工 于 2 一 工 
(十 分 a 十 ?一 工 (1 一 人 5 一 工 ? 
即 
2 一 工 。 2 一 了 
二 DT 二 动 。 一 引 十 人 5 一 (十 人 
Y 一 工 要 Z 一 荆 
(L+ 弘 (C+ 人 一 (十 人 (2 二 1 
Z 于 4 一 世 
ai 


(2 一 1) (05 二 1) 十 (3 一 1) (za 二 让 一 0， 
2(Qi 十 1) 十 5(G 十 人 一 (Qi 十 1 一 (十 芭 
”= 一 0。 @ 
由 四 一 四 , 得 
27 (十 办 一 32(05 二 IT) 一 0， 
即 Z(C 十 人 一 到 十 1 
04 十 二 
Q 十 7 
工 一 0 
CQ- “ 
因此 ， 两 直线 B 丘 、C 互 的 交点 表示 的 复数 
一 0 
为 一 一。 
Q 一 3 
又 ,直线 4 的 方程 为 
2 一 Q 
一 -a 


“， YX 一 


2? 


或 2 一 


4 一 CQ 


az 一 2 -2 针 工 代入 , 则 


以 s=- 二 区 一 -一 一 ，0 一 
一 


/4 上 。 
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1 一 妈 
2 一 G 一 ? 
人 
_ 1 一 ai 一 (KG 一 分 
(一 和 一 四 (C 一 分 
_ 工 一 0i 一 GT 十 
一 (Ga 十 让 (一 外 
CQ 一 二 
(ac 十 人 (G 二 1 


一 G@G 


(十 公公 一 0) 
Qi 十 1 一 上 0 一 0 
+Bf- 人] 
E CQ 一 荆 
(十 i (一 个 “ 


由 此 可 知 ,2 一 -全 CQ5 (5 一 41 ) 衣 全 于 @ 


这 就 是 说 ， 两 直线 二 0 刀 的 交点 在 直线 
因而 巨 K、C 殖 、41 三 直线 共 点 。 


乙 . 应 用 矢量 的 解法 
3912， 说明 在 同一 平面 上 的 两 个 矢量 和 、 
2 的 和 及 差 的 几何 表 
示 方 法 . 

解 ” 设 所 给 的 矢量 
& 六 如 图 所 示 ， 即 
2 一 59， 轴 . 把 
P@,，BRS 分 别 平行 移 
动 ,使 忆 . 忆 和 原点 O 
重合 , 则 P8L404, 有 ZLOB. 以 0O4、OB 为 
两 邻 边 作 平行 四 边 形 O04CB， 以 O4 为 一 对 


角 线 ，OB 为 一 边 作 平行 四 边 形 034C， 则 


区 2 天 


CD 一 OOC， 2 一 2 一 0C= 2. 

3913 说 明 在 同一 平面 上 的 两 矢量 和 也 
的 内 积 的 计算 方法 。 

解 .2 和 了 的 内 积 用 2 光 或 (2, 纺 表 示 , 并 
把 它 定义 为 ， 

(C， 动 =1c| 121cos6. 

其 中 1a| 表示 不 考虑 4 的 方向 ， 仅 考虑 其 长 
度 。 | 引 表示 五 的 长 度 ， 

从 一 点 0 引 等 于 & 的 矢量 0 人 从 同一 点 
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O 引 等 于 的 矢量 0B3， 则 0O4、OB 的 夹 角 
叫做 两 个 矢量 .2 的 夹 角 , 用 6 表示 。 如 设 
A40BF=6, 则 BO4= -6. 如 设 “BO4= 
6， 则 4OB=--9。 但 是 cos( 一 9) 一 cos0， 
所 以 无 论 6 一人 4OPB, 还 是 9 一 BO4， cos6 
的 值 不 变 。 2 
其 次 , 设 E@=a=0O4(O 为 原点 )， 点 王 的 
坐标 为 (ol，2a) ,点 纺 的 坐标 为 (91, go) 点 双 
的 坐标 为 (az，co)， 则 
9 一 01 一 0，92 一 2 一 02。 
所 以 ，a 可 用 (ax 一 pl ga 一 2)， 苑 (cb aa) 表 
示 , 我 们 把 它 叫 做 为 “的 分 量 表示 。 
同样 , 设 ES=2=052 (0O 为 原点 )， 点 玉 的 
坐标 为 (7i, ya)， 点 SS 的 坐标 为 (sb sa)， 点 五 
的 坐标 为 pz，2a) ， 则 st 一 国 一 01，s2 一 入 一 
bz, 所 以 2 的 分 量 表 示 为 
(81 一 791， S2 一 92)， 即 
又 由 余弦 定理 , 得 
4B2 一 O42TO0B2 204.0Bcosb， 


(2Z1，22) 。 


(ai 一 2U02 十 (ao 一 D2)2 
一 (ao 十 ca3) 士 (23 十 节 ) 
一 2 qj 十 喇 ./ 丰 十 到 .cos6。 
1z| 12leos6 一 ar 二 aopo。 

由 此 可 得 ， (2 妨 二 CID01 十 q2D2。 

这 就 是 说 ， 如 果 把 & 和 了 的 内 积 用 分 了 量 表 
人 直 ， 则 

(o 田 = (ob aa) 。 《DT Da) 一 a12D1 -La2b2。 

注 两 个 矢量 % 人 志 重 直 , 其 夹 角 2 为 . 90 ， 
则 cos6=0, 所 以 2.2 一 0. _ 反 过 来 ， 如 a.3 一 
0, 则 6 一 士 90". 所 以 2 

3914. 已 知 两 矢量 04、0 态 ， 在 直线 4B 
上 取 任意 点 P， 则 OF 
可 表示 为 dd 
0E- 所 04- (一 力 0 写 

解 OFE=- OBEP， 

FEP=t+4 
一 t(O4-0 肋 ， (问题 3912)， 
.。0F= 03H1D4- 5 轧 
和 27 
注 如 果 己 为 4 人 那么 


1 一 
己 一 二 一 工 (5 节 一 
琵 末 34 一 王 (04 ODB) 


访 
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， -大 工 六 /TY 
-， 5- 亏 54+(1 互 /5 
_O4+O 
2 姑 
0 人 


5， 4) 
了 %.O4TM.O 
访 填 久 
3915, 已 知 04=2 0 方 -六 0 一 3 设 
和 A4BC 的 重心 为 6, 则 
0G- 子 G+i4D9。 
解 设 人 A4BC 的 一 
边 230 的 中 点 为 允 ， 则 
把 4 到 内 分 为 3: 工 的 3 
点 ， 就 是 人 4BC 2 的 重心 G， 由 上 题 的 注 可 知 


0C -二 643， 


二 下 

”1.0213.5 芝 2+ 引 豆 (B4+D] 

0 
0 二 3HC 
5 


= 于 (G+a+9)。 

3916, 设 把 A4BC 的 边 BC、C4、4 了 
内 分 为 胃 :% 的 点 分 别 为 4\、B\、C'， 证 明 
A4PBC 的 重心 G 和 A 人 4BC 的 重心 G' 是 
同一 点 。 和 下 

解 设 04=z，0B3= 六 00=2，A 人 4BO 
的 重心 为 G, 由 上 题 知 

5G- 于 (GT5+a， 


又 报 据 问题 3914 的 注 , 得 
DZ 和 人 083+MOC _ 70 十 71C 
7 十 了 了 0 十 妈 


DB= 000+m.O4 WC 十 IC 


幼 十 多 们 十 多 


0O- %.D4 十 z.0 感 和 XQ 十 1 玉 


阴 十 和 十 外 
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所 以 A4'B'O' 的 重心 G 为 ， 
万 号 一 工 包 忆 十 ?12C MOC 十 IC ，200Q 十 MD 
26 到 了 十 1 十 入 十 7 入 十 多 ) 
一 言 (G+z+2). 
四 0G=09'， 


因而 G 和 G' 是 同一 点 。 

3917. 车 在 口 4BOD 的 边 CD 上 取 点 了 ， 
使 COP:PD 一 1:2， 
在 对 角 线 C4 上 了 到 
点 9 使 C9:44 一 
1:3, 则 三 点 P、9、 

五 共 线 。 B 

解 设 5E- 避 0B= 记 COP:PD=1:3， 
CP:OD=1:3. 
(0B:5D-=1:3. 

(万 -3.6CE-32. 
因为 4BCD 是 平行 四 边 形 ， 所 以 
04=0DHACE=32H 记 
由 0C9:94=1:3， 可 知 C98:C4 一 1:4。 
从 而 得 出 ， 9: :04=1:4， 
即 4.CG 一 5 -3 
殉 = 卫 寺 玉 六 


mm 


则 
从 而 得 出 ， 


Se ,和 ~ 世 
2)， 


荆 有 - 荆 冯 于 (8 


4.FO= 六 一 2 
=- 瑟 - 瑟 -2 
.…。 瑟 有 - 4.59. 
由 此 可 得 ,三 点 卫 、4、 卫 在 一 直线 上 。 


即 
又 


3918. 在 口 4BOD 的 边 BO、CD 上 分 
万 也 :了 0O 一 1T:3， 性 
CO: 万 刀 一 3:1. 

设 8 的 中 点 为 _ /2 

M, 证 明 三 点 D、 3 后 C . 


MK、 妊 在 一 直线 上 , 并 并 且 DM:MZB=3:1， 
解 设 了 =-Z 50= 声 则 
ED=~E54+EO-2+R 
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因为 BZ:ZO=1:3,， 所 以 BB: BC 一 1:4。 
从 而 得 出 ， 卫 瑟 : 了 CO 一 1:4， 
即 4 万 -CO 一 六 
。。 万 成 - 工 
5 片 。 
又 CB:BD=2:1 所 以 CB:OD 一 2:3。 
从 而 得 出 ， 3.5 甩 = 23.0D=-3.54， 
即 0C7- 卫 34= 可 包 
因此 ， 天 = 天 +5 卫 - 放 3. 


因为 i 是 BR 的 中 点 ,所 以 


-( 有 


7 天 - 子 2. 


因此 ， 三 点 愉 、 M、 在 -站 二 ,日 
万 好 :万 万 一 3:3. 
万 到: 也 坊 = 3:3， D 厅 :DZ=2:3。 
所 以 _DM:(DB 一 DM) =2:(3 一 2)， 
DM:M 玉 一 3: 
3919. 在 四 边 形 4BCD 中 ， 设 4D 的 三 
等 分 点 从 4 向 忆 
依次 为 瑟 、 五 ， 了 BO 
的 三 等 分 点 从 瑟 
向 C 依次 为 G、 万 ， 
4B、CD 的 中 点 分 
罚 为 戏 、 站 ， 证 明 
线段 MXN 被 线段 BG,， 了 克 三 等 分 。 
解 设 把 MAN 三 等 分 的 点 ， 从 有 到 向 叉 
依次 为 P.9, 并 设 54= 巩 了 C- 记 死 -六 
则 


即 


2 D 
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_ 2.B4TF 万 252 上 
3 3 ” 


二 BA+3.5 万 “ZL 好 
2 


5 3 
。 2 十 8 二 
6 3 
辫 1 3.8+7 
人 互 愉 +3.BN 3 3 
5 人 5 
_ 芭 十 2 有 十 哆 
6 知 
从 而 得 出 ， 


琵 - 死 - 0 启 


GZ=2.675. 
由 此 可 知 ， 三 点 G、R、 吾 在 一 直线 上 ， 即 
BG 经 过 MX 的 三 等 分 点 了 


石 记 到 方 、 天 25 二 记 
CBE 一 8-BG 一 一 一 全 
| 


又 
方志 万 六 _ 尼 十 38 十 27 2 诱 
了 = 欧 -58 一 一 一 
一 25+2， 
6 
直 - 天 -天 ~2 半 号 _ 朋 | 


二 Ex 2， 人 


ee 巨 太 = 2. 五 9 
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由 此 可 知 ， 三 点 瓦 、 人 、 碾 在 一 直线 上 ， 即 
了 妃 经 过 MX 的 三 等 分 点 9。 

综 上 所 述 ， 可 知 线段 到 广 被 BEG、F 瑟 三 
等 分 。 

注 线段 互 G, 万 被 线段 MN 二 等 分 。 

3920， 设 平行 四 A D 


边 形 _ 4BCD 的 边 BC 和 
的 中 点 为 妃 ， 用 矢量 
法 求 连结 4、 刀 的 直 ”BC 一 


C 
线 4 已 把 对 角 线 2D 5 了 所 分 成 的 比 比 
解 设 34= 训 了 -上 记 则 ID--2H 记 
现 -总 
设 4 召 和 3D 的 交点 为 忆 ， 则 已 是 直线 


4 如 上 的 点 。 | 由 问题 : 3914 忆 可 知 
7 下 BT -7 


一 城 十 圭一 轨 @ 
又 , 也 是 了 3D 上 的 点 , 设 3P=zxn. 五 D， 
即 PE=m(E 二 由 . 四 
由 人 @、 @@， 得 
友 二 他 一 信 . 避 一 mn 人 + 月， 
(由 zw 本 必 @ 
因为 尼 和 癖 是 方向 不 同 的 矢量 ,所 以 
| 四 
于 这 汉 
甸 - 3 一 0. @ 
从 图 , 得 寻 了 ,把 它 代 入 @, 得 
说 一 工 一 仙 一 0， 
3 
0 人 一 亏 。.， 四 
把 图 代入 @, 得 
去 站 
了 一 末 ( 人 + 由 一 可 3D， 
EBP:BD=1:3， 
从 而 得 出 ， 
DBP:PD1L:2。 @ 
因此 ,4 召 把 BD 分 成 二 :3。 
3921. 设 经 过 平行 四 边 形 4BOD 内 的 一 


点 卫 ， 作 边 BC 的 平行 线 和 4B、DO 的 交点 
分 别 为 再 、F。， 过 己 又 作 423 的 平行 线 和 


第 十 章 ”复数 .矢量 在 初等 几何 里 的 应 用 927 
4D、50 的 交点 分 别 为 G、 互 ，4 互 和 0 如 的 | ”如 果 把 @ 代入 图 , 求 出 刁 一 工 再 


人 把 它 代入 @, 也 可 以 得 出 相同 的 结果 。 从 而 
\ 二 @ 在 一 直线 得 出 D、P、@ 在 一 直线 上 . 
上 3922. 作 与 平行 四 边 形 _ 4BOD 的 边 4D 
_ 希 设 B4 一 名 平行 的 直线 ， 它 和 _4B、DOC 的 交点 分 别 为 
了 BC 一 记 则 互 、 刀 。. 再 作 与 边 4B 平行 的 直线 , 它 和 4D、 
了 -mn2 BC 的 交点 分 别 是 G、 互 。 证 明 三 直线 了 G， 
因为 4BOD 是 平行 四 边 形 , 所 以 B3D, 互 8 如 不 平行 就 相交 于 一 点 。 
ED-544+50=-2Z- 记 
又 卫 BHP 也 是 平行 四 边 形 ,所 以 : 
五 P 一 瑟 刀 十 五 刀 一 M 忆 上 0. A 
因为 @@ 是 直线 4 互 上 的 点 ， 所 以 由 问题 
3914 可 知 -县 
2 B9= 志士 人 L-- 纪 ( 清 )， @ 日 当 
间 理 可 得 , 9 是 直线 BC 上 的 点 ,所 以 解 设 
BO 一 和 (xz2Z) 十 (1 一 切 ) 语 四 7 天 - 盐 - 邓 天 - 寺 
由 个 、 人 @， 得 2 A 5 证 
人 
(一 和 反 ) 蕊 一 呀 一 如 一 包 ( 工 一切] 有 RDP= FL BO 
因为 部 和 及 是 方向 不 同 的 矢量 , 所 以 又 4B35G 是 平行 四边 形 , 所 以 
| 加 一 思 加 一 0， @ DBG 一 B4 十 且 厅 一 芭 上 7 启 。 
1 一 如 一 % 代 一 妆 ) 一 0。 图 | 又 3C8 也 是 平行 四 边 形 ,所 亿 
从 图 , 得 妈 一 们 加 。 人 @@/ 7 FO=mEA 语 
把 @@' 代入 图 ,得 工 一 如 一 和 志 一 和 l 思 ) 一 0. 设 了 G 和 了 D 相交 于 点 也 ， 则 三 点 刁 ,C、 
,和 一 巧 2 回 | P 在 一 直线 上 。 所 以 由 问题 3914 可 知 
一 270I2 一 一 一 一- ee 
了 P=t.BZBR AOL 一 分 BG 
en 一 to 三 十 人 -全 G+m 喇 。 四 
丽 =- 直 二 (on 本 + 人 -二 和 关 | 又 三 点 也 世 卫 在 一 直线 上 ,所 以 
一 取 一 Me 若 二 且 一 攻 和 了 BP 一 九 .有 D 一 性 公 十 由 。 @ 
工 一 91 工 一 7 从 @、@, 得 
让 二 tx 友 ) 十 人 工 一切 (或 十 1 胎 ) 一 二 (人 十 朋 。 
工 一 物 % 人 0 有 《2 十 工 一 # 一 轴 ) 芭 一 (三 一 人 十 7 有 且 。 
一 工 [oz 蕊 十 zx 片 一 mm (人 十 启 ) ] 因为 C% 和 6 是 方向 不 同 的 矢量 ,所 以 
本 EL 人 Q@ 
二 (号 PP 一 7 五 也 )。 妈 一 4 十 0t 一 0。 国 
AR 从 Q@， 和 世 一 名 十 工 一 如 图 / 
人 六 加 着 < 夺 @， 
从 而 每 出， BSP 一 oaBD 十 人 一 2) BO. 从 @(、 回 ', 得 mt 十 1 一 上 一 7 一 ?加 
设 ?im 一 刀 则 了 要 申 1 一 2 一 (一 入 一 0)t。 
FP= 3D+(-b0 9 了， Q@ 
图 式 表明 三 点 D、P、4 在 一 一 条 直线 上 ( 工 一 驶 一 % 


题 3914) 。 把 图 代入 轩 '( 或 @) 求 如 可 得 
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和 三 @) 
工 一 名 一 名 
再 设 BD 和 五 有 相交 于 点 P， 则 因 三 点 
瓦 、 刁 、 己 "在 一 直线 上 ， 所 以 由 问题 3914 可 
知 
2 了 = 了 + - 扫 , 
一 # (0 有 上 ( 代 一 (ET 二 崩 。 
又 三 点 召 、 也 , 书 在 一 直线 上 ,所 以 
FE' 瑟 =-b(CH 让 . @ 
从 四 、@，, 得 
(2 有 ) 十 代 一 认 (22 二 周一 加 (GT 骨 . 
1 (Ma 一 2 弥 一 妇 ) 芭 
一 (加 一 0 一 古 语 四 
因为 双 和 片 是 方向 不 同 的 矢量 ,所 以 


双 一 21 夺 一 如 一 0， 电 

如 一 ?水 一 荆 十 刀 一 0。 四 
从 @@, 得 加 一 友 一 Mt 是/ 
从 四 , 得 轨 一 邮 十 工 一 # @' 
从 四 、 四 ,得 


了 一 1 帮 一 色 如 十 工 一 丸 。 
人 代 一 到 一 2 如 一 工 一 2。 


/， 工 一 色 
TEN 电 
把 鸭 代 入 图 '( 或 四 ) 求 妃 可 得 
一 ?和 
b 了 mm 全 
六 此 , 从 @@、 人 可 知 
琵 一 (二 。 四 
从 @、 四 ， 可知 
一 了 Cd+ 同 。 人 电 
由 此 可 得 ， ”= 
这 就 是 说 , 忆 、P， 天 辣 三 二 三 ZC、 
也 、 万 不 共 点 。 


注 “ 当 人 私 十 2 一 工时 ， 瑟 G、BD、 玖 及 是 互 
相 平 行 的 直线 ， 这 时 无 法 求 出 所 加 
3923. 设 人 4BC 人 
的 边 BC 的 中 点 为 对 。 
用 矢量 证 明 
4B2 十 4OC2 
一 2(4M3TBM3)。 B  ， X C 


解 设 隔 -= 20-=2 则 


区 7 和 人世 2 


-人 mp 


于 -= 厂 - 厂 = 全 < 二 2. 


。 4B2 十 402 一 4 万 +40， 0 
一 他. 动 十 CO)。 @ 


4?= 4 到 41- 1 2 


= 却 (2 (Ho) 


PBM2 一 忆 好 .5 巡 - < 
一 工 C 一 动 .C- 盐 
一 王 G.5-.34E 衣 ， 
.。 4M2 十 BM2 
一 卫 信 .站 3320 


一 二 (了 .2 十 2.C) 。 
2(4M2 二 BM2) 一 训 站 .2 
一 伺 动 +(C, 9)， 国 
从 志 、 人 @， 可 知 


4B3+ 40C2=- 3(4313 十 BIX2) 。 
3924. 在 人 4BCO 中 ， 一 4=90。， BC 的 
中 点 为 双 , 若 在 4LB、 《& 
4C 上 分 别 取 点 P.g， Q 
使 CPMQ=90"， 则 人 
PQa= BPa+C92>。 
解 设 人 P 也 
记 一刀 9=5 2 2 三 -六 
由 3F5= 到了 1- 2 一 也 
69= -9 一 -=2- (一 - 动 - 2 二 轧 
苞 =- 1- -i 人 2 一 -2 
FPG=- 区 欧 = (一 力 人 一作 
本 一 2- 2 一 一 22: & 二 2 2。 
因为 二 1279， 所 以 纪 ， & =0， 


因 


从 
se 


人 


NTUS 
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PQ2 一 沪 23-H& 5。 @ 
又 _BP2?+09? 一 5. 509.09 
一 (2- 人 动 ， .十 (2 二 动 ， 人 十 
一 2 2+9， +22 ?22 4 一 一 22.2 
一 2.0 二 G 9 十 2 7 人 十 一 分 ， 
因为 4B140, 所 以 了 PP109. 
由 此 可 得 ，， 了 3P.CG=0， 
即 《2 一 2 《9 十 切 一 0。 
.9 一 六 .9 十 世 0 一 六 一 0， 
-一刀 避 十 让 人 一 让 一 (古人 一 2 。 
2 一 0.… 了 (23- 肋 一 0. 
了 3P2 二 CQ2 一 六 .5 上 Gd @ 
从 oO、 @, 得 Po:2=-BP2? 十 C92， 
3925. 在 四 面体 04BC 中 ，BC 的 中 点 
为 ,4LC 的 中 点 为 
N, 04 的 中 点 为 三 ， 
0B3 的 中 点 为 9, 且 史 


PM_L9N。 
解 设 、 一 一 一 一 -一 >， -， B 
04-=2a 0B- 冯 00-2， 


7 0OBOO 7 
由 COM=- 3 了 3? 
OOHO4 22 
2 
1 
人 
.。 五 开 - 0 好 -OF- 2 -对 
2L2-5 
2 》 
97-5-00-.2 十 4 达 
< 十 C 一 六 
= 汪 ts 
人 站 HL 
Da C 一 CC 十 Ca 一 
Er 5 2 3 


= 节 DC 人 @- 习 ] 


- 卫 [2 .CCGCD] 


[2 二 (3-- 


= 了 工 (56.00- 配 - 矶 . 


因为 43 一 C0, 所 以 、 
25.00- -4 4 也- 一 0。 


从 而 得 出 , 五 到 .9 六- 0，PiZ 19. 


Z3_LON. 
3926. 已 知 四 边 形 4BCD， 该 平面 上 的 
任意 点 忆 满 足 p 
4P3 十 OP2 
一 BP2 十 DP2， 
问 四 边 形 4BCD 是 什 ， | 一 一、 
么 样 的 四 边 形 。 所 CE 


解 设 .4B=- 记 240=2， LD= 包 4P=- 力 
由 
5= 1- 全 -7 六 
CBE=4PE-L4G-7-2， 
了 三 = 44- -2- 立 
,4P24CP? 一 了 态 .4 方 TOB. CD 
一 2.2 十 (2 一 2) (2 一 9 
=20.20 一 2 二 cc 四 
BP2+DP? 一 一 .5 项 项 
一 (2 一 田 ， 8 一 动 十 (2 一 外 G8 一 - 功 
一 22 隐士 忆 ， 2 二 6. 一 一 22， 忆 - 2 G. 四 
而 4P?-HCP?=- BP2-DP2。 由 @、@, 可 


22.0 一 20.2 二 2. 
一 2 乃 .万 十 让 -二 训 . 本 27 一 2. 计 
2 证 2 本 -27.5 
二 2.5.2 
即 。 220. 他 上 CD) 一 让 .8.2 四 


有 狼 Ai os 和 
212| .12-Q2 一 cfcos 一 0 二 .4 一 cc 的/ 
因为 点 书 为 任意 点 ，cos6 不 可 能 总 等 于 
零 , 又 2 了 0， 所 以 图 成立 的 条 件 是 
下 .DG 5 一 2. .C 一 0) 国 
二 一 5 一 0. @ 
从 @@，2+5=2 可 知 ， 在 四 边 形 4B30D 
中 
4D= 3C， 
从 因 72.34G.5 一 2. 可 知 ， 
4BaT4D2 一 403。 
4B2 二 5O2 一 402， 
息 此 可 知 , 下边 形 4BCD 为 怎 形 。 


附 
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歼 人 站、 [ ] 内 的 数字 是 
重要 定理 、 公 式 汇 集 ( 文中 的 是 


1 定义、 公理 


.4.1 定义 

我 们 在 进行 论断 时 ， 使 用 清楚 明确 的 语言 
来 规定 它 的 意义 是 很 重要 的 。 将 这 种 明确 规 
定 一 事物 意义 的 语言 叫做 定义 。 

1.2 公理 

以 人 们 无 条 件 承 认 的 事实 ， 作 为 推理 的 依 
2 、 

一 般 公 理 ……. 适用 于 数学 各 科 的 公理 。 
ns 0 只 适用 于 几何 学 的 公理 。 
平行 线 公理 : 

在 一 个 平面 内 , 过 直线 外 一 点 ,有 且 只 有 一 
条 直线 和 这 条 直线 平行 。 

1.3 定理 

想 据 公理 来 论证 某 命题 是 正确 的 叫做 证 
明 , 已 证 明 是 正确 的 命题 叫做 定理 . [32] 

1.4 原 命 题 、 首 命题 、 否 命题 、 逆 否 命题 
的 关系 


\ 定 理 


> CC 
人 

命题 正确 , 则 其 逆 否 命题 一 定 正确 , 但 
0 题 不 一 定 正 确 。 L3] 


.1.5 必要 条 件 、 充 分 条 件 
如 果 命 题 “ 若 4 则 好 "是 正确 的 , 则 瑟 称 为 
4 成 立 的 必要 条 件 ,4 称 为 吾 成 立 的 充分 条 
件 。 [4] 
1.6 ”定理 的 证 明 方 法 
直接 证 法 . 
间接 证 法 : 


《i ) 归 雇 法 ( 芭 证 法 )， 〈 广 ) 转换 法 
《过 ) 同一 法 。 [5] 
2， 直 线形 

2.1 角 、 平 行 线 


〈1) 两 条 直线 相交 时 , 其 对 顶 角 相等 .[3] 

(2) 平行 线 定 理 : 两 条 直线 被 一 条 直线 所 
截 ,如 果 一 组 内 链 角 相等 ,那么 两 条 直线 平行 . 

两 条 平行 线 与 一 条 直线 分 别 想 交 ， 则 同位 
角 或 内 错 角 分 别 相 等 ， 同 淮 内 角 (或 同 旁 外 
角 ) 互补 。 [1L5，16] 

2.2 三 角形 的 全 等 条 件 

(1) 一 般 的 三 角形 全 等 

(i ) 两 边 和 夹 角 对 应 相等 ; 

〈 瘟 ) 两 角 和 夹 边 对 应 相等 ; 

《i) 三 边 对 应 相等 。 

(2) 直角 三 角形 的 全 等 

(i ) 斜 边 和 一 个 锐角 对 应 相等 

《 主 ) 斜 边 和 一 条 直角 边 对 应 相等 。 

(3) 两 意 的 全 等 

两 边 与 其 一 边 的 对 角 分 别 相等 的 两 个 三 
形 中 , 如果 两 组 对 应 相等 的 边 中 , 一 组 边 所 对 
的 角 相 等 , 则 这 两 个 三 角形 可 能 全 等 , 或 者 另 
一 组 边 所 对 的 角 互 补 。 535] 

2.3 三 角形 的 边 与 角 的 大 小 关系 

(四 在 人 A4FBC 中 ,车 4 巨 >40， 则 ~C> 
APB; 着 LO> DB, 则 4DB3>40， 

(2)》 在 人 A4DC、A 人 DBE8 中 若 4 也 一 站 万 ， 
40 一 DFH，BO > 瑟 丰 则 4> 一 D。 若 
4FPB= 了 DB，40=DFH，4>AD 则 BO> 


[28~30] 


{3I] 


也 下。 [40~4] 
(3) 三 角形 的 条 件 
三 条 线段 gp、c 构成 三 角形 的 三 边 的 必要 
县 充分 条 件 是 D~c<G<D 十 c。 t43] 
2.4 三 角形 的 内 角 与 外 角 


4D 三 角形 的 三 个 内 角 的 和 等 于 两 直角 ， 
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-- 个 外 角 等 于 和 它 不 相 邻 的 两 个 内 角 的 和 。 
(2) 延长 三 角形 的 任意 一 边 ， 则 外 角 大 于 
任何 一 个 和 它 不 相 邻 的 内 角 。 [53 必 55] 
2.5 角 的 平分 线 
(人 角 的 两 边 上 的 点 关于 角 的 平分 线 对 
称 。 可 以 沿 角 平分 线 对 折 。 
《8) 从 角 平 分 线 上 任 一 点 , 向 两 边 作 垂 线 ， 
则 垂 线 的 长 相等 。 [86 一 95] 
(3) 作 角 平分 线 的 垂 线 ， 能 够 组 成 等 腰 三 
角形 ， [86~95] 


人 人 


2.6 中 点 中线 

(1) 中 点 连 线 定 理 

(i) 在 人 A4B0 中 ， 车 4D=- DB，4 万 一 
BC， 则 D 刀 / BO， DZ= 王 BC. 


(ii) 在 A4BO 中 ， 若 4D=DB，D 刀 1/ 
BO 则 4 马 一 CO， [103] 

(2) 直角 三 角形 任 边 的 中 点 ， 到 三 角形 的 
三 个 顶点 的 距离 相等 。 EL20] 

2.7 重心 的 性 质 

(1) 重心 是 三 角形 的 三 条 中 线 的 交点 ( 阿 
基 米 德 定理 ) 。 

(2) 三 角形 的 重心 到 各 顶点 的 距离 ， 等 于 


相应 的 中 线 长 的 号 . [104] 


(3) 使 G 为 三 角形 4BO 的 重心 的 条 件 : 
(i) G 是 两 条 中 线 的 交点 。 
(这 ) 中 线 4D 被 G 内 分 为 3:1。 [106] 
(多 从 三 角形 4BC 的 顶点 4、B、C, 向 过 
重心 G 的 任意 直线 Z 作 垂 线 ,， 设 其 垂 足 分 
别 为 4、B4 CO'， 则 44'=BB' CO。 其 中 
4 与 吾 、C 关于 直线 五 工 在 异 侧 . [08] 
: (5) 如 果 直 线 刁 了 在 A4BC 的 形 外 ， 则 
.44 十 了 BB'OO' 一 3GG'， 其 中 9? 是 由 重心 G 
向 Y 作 垂 线 的 垂 足 。 ft07] 
(6) 如 果 直 线 王 Z 与 A4BC 相 截 ，4、 殖 
与 @G 在 习 的 同 侧 ,，C 在 异 侧 , 则 
44' 于 BB' 一 CO = 3GG。 
2.8 等 腰 三 角形 的 性 质 
(1) 等 腰 三 角形 的 两 底 角 相等 。 


录 


《23) 两 角 相 等 的 三 角形 是 等 腰 沽 角形. 
[137] 

(3) 等 腰 三 角形 项 角 平 分 线 是 底 边 的 垂直 
平分 线 。 

( 引 著 顶 角 4 的 平分 线 4 三 直 于 底 边 
30, 则 此 三 角形 是 等 到 三 角形 。 [138] 

2.9 正三 角形 的 性 质 

(I) 三 边 相 等 。 

(23) 三 个 内 角 都 等 于 60”。 


(3) 一 个 内 角 为 60"， 且 夹 此 角 的 两 边 相 
等 [456] 

3， 由 边 形 

3.1 平行 四 边 形 的 条 件 


《两 组 对 边 分 别 平 行 。 
(2) 两 组 对 角 分 别 相等 。 
(8) 两 组 对 边 分 别 相等 。 
(一 组 对 边 平行 且 相 等 。 
(5 两 条 对 角 线 互相 平分 。 
3.2 和 抱 形 

《四 个 角 都 是 直角 。 

(2) 对 角 线 相等 。 
3,3 菱形 

(GD 四 边 都 相 


《2) 对 角 线 互 相 
垂直 . [213] 
3.4 正方 形 

(GD) 四 个 角 相 
等 ,四 条 边 相 等 . 

2》 对 角 线 相等 
且 互 相 垂直 。 [221 人 247] 

3.5 梯形 

一 组 对 边 平 行 的 四 边 形 叫做 梯形 。 车 不 平 
行 的 两 边 相 等 的 梯形 叫做 等 豚 梯 形 。 

〈1 等 腰 梯 形 的 两 底 角 相 等 , 对 角 互 补 

[248] 

《2)》 在 凸 四 边 形 4DOD 中 , 若 人 B=AC， 
48B3=0OD, 则 记 是 等 腰 梯 形 。 [250] 

《3) 连结 梯形 两 采 中 点 的 线段 ， 平 行 于 底 
边 , 且 等 于 两 底 的 和 的 一 半 。 [5 

( 约 若 4C、2BD 为 梯形 4BOZD 的 两 条 对 
角 线 ， 则 连结 4C、2D 的 中 点 的 线段 P@ 等 
于 两 底 的 差 的 一 半 。 1353j 


重 桶 定理、 公式 汇集 


4. 多边形 | 
《1 巴 色 边 形 的 内 角 和 等 于 (20 一 邹 人 已. 

[254 
《2) 正 % 边 形 的 一 个 内 角 等 于 


华人 二 < ) BR， F260] 
(3) 若 依次 延长 凸 多边形 的 各 边 ， 则 所 得 
的 外 角 的 和 等 于 4L 互 。 [255] 
(9) 凸 多 边 形 的 对 角 线 的 总 数 是 42 
条 。 [256] 
5. 贺 
5.1 国 局 角 、 贺 心 角 
(GL) 圆周 角 是 同 慰 所 对 的 圆心 角 的 一 半 ， 
[295] 


(8) 四 周 角 的 移动 定理 

在 同 圆 或 等 圆 中 ， 同 弧 或 等 红 所 对 的 轴 周 
角 相 等 。 反 之 也 成 立 ， 

弧 相 等 立 圆心 角 相 等 之 圆周 角 相 等 。 

《3) 半圆 的 圆周 角 是 直角 【29 全 


-5.2 弧 、 弦 
人 
人 


(1 弧 的 四 原则 
(i ) 连结 圆心 与 纺 两 
端 构成 等 腰 三 角形 。. 
〈 主 ) 过 弦 的 一 端 作 直 
径 ， 则 半 玛 上 的 圆周 角 是 EN 
直角 . CA 
(让 ) 从 圆心 O 向 纺 4B 
作 垂 线 ， 设 垂 足 为 戏 ， 则 
OMA 1L4P->41 一 MB。 
(ir) 连结 圆心 0 与 弦 
4 的 中 点 歼 ， 则 
. OM 14F. 
(23) 弦 大 (小 )， 则 说 局 


角 大 (小 ), 从 而 得 出 , 圆心 角 on 
4PPB>Cq9D 
之 4B>OD， 1 
Z40B> -COD 央 N 
之 4B>CD。 4 人 
(8) 咏 的 大 小 与 它 的 弦 


心 距 的 大 小 相反 。 即 
OM<ON 之 4B>CD 
[307~.315,，320~.323] 


( 似 夹 在 两 平行 弦 间 的 C 


弧 相 等 。 . [309] IN 
(5) 阿 勒 哈 森 定理 人 
纺 4B、CD 相交 于 P， AL | 


呈 

当 点 王 在 圆 内 时 ， 则 
.42PO 等 于 弧 40 与 弧 BD 所 对 的 圆周 角 
的 和 ; 当 点 卫 在 圆 外 时 ， 则 人 .4Po 等 于 红 
40 与 弧 BD 所 对 的 圆周 角 的 差 。 [325] 

(6) 两 弦 4B、CD 垂直 相交 时 , 则 

人 + 芒 = 起 十 大 = 半圆 . 

5.3 切线 

(1) 连结 切 点 与 圆心 的 直线 垂直 于 切线 。 

(2) 纺 切 角 等 于 它 所 夹 的 约 上 的 圆周 角 。 
反之 也 成 立 . [360~.367] 


(3) 从 贺 外 一 点 向 圆 所 作 的 两 条 切线 相 
[369] 


[326] 


5.4 内 心 
(1L)》 内 心 是 三 
点 。 Re 
(8) 三 角形 的 内 心 工 到 各 边 的 距离 相等 
(3) 内 心 是 三 角形 的 内 切 圆 的 国 心 . 
[429~434] 
人 


角形 三 个 内 角 平 分 线 的 交 


的 设 A4BC 的 
内 心 为 了 则 
ZBTC 
一 于 24+90". 


[432] 8 ~- 长- 一 

(中 在 人 4B0O 中 ， 设 BC=a C4= 一 加 
4 妃 =c， TD 二 一 20， 则 

4G=D 一 0 五 玉 一 D 一 D， Oo-D- CO。 - 

[444~ 450，4723~477] 


5.5 旁 心 
(1) 
其 他 两 顶点 上 的 外 角 平 分 线 

的 交点 ， 

(2) 三 角形 的 旁 心 到 各 边 
的 距离 相等 。 .， .、 

(3) 三 角形 的 旁 心 是 尖 切 
圆 的 中 心 。 [430~435, 437] 

(全 设 A4BO 的 一 个 旁 


心 为 0 则 人 BOC=90"- 亏 人 4， 
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〈5) 在 人 A 人 45BC 中 ， OO/ 为 一 个 旁 心 ， 设 
40O= 访 48=c， 4 万 =47 一 2 


财 BD= B7P 一 2D 一 c， 
CD 一 0 万 一 0 一 0。 
、- [446,， 447] 
S.6 竺 心 
() 三 角形 的 重心 ， 是 从 三 个 顶点 分 别 向 
对 边 所 作 垂 线 的 交点 ( 阿 基 米 德 定理 )- 
(2)》 锐角 三 角形 的 人 
重心 ， 是 其 垂 足 三 角 
形 DZ 的 内 心 ， 钝 Z 
角 三 角形 的 重心 ， 是 E 
其 稚 足 三 角形 的 旁 
心 . 锐角 三 角形 4BC 日 De 


的 三 个 顶点 4、B、C, 是 其 垂 足 三 角形 也 耳 
的 旁 心 . 这 里 , 从 三 角形 的 各 项 点 , 向 对 边 所 
作 和 三线 的 垂 足 连 成 的 三 角形 ， 叫 垂 足 三 角 
形 。 [492~496] 
”(3) 卡 勒 诺 定 理 

设 .人 4B0 的 三 心 为 妃 ， 则 人 豆 BC、 
ABC4、AEF45B 的 垂 心 分 别 为 4、 瑟 、0C。 

(4 4、B、OC 分 别 是 ABC， 人 EC4， 
人 五 4 的 旁 心 。 

《5) 设 人 4BC 的 重心 为 妃 , 则 人 BBC 一 
180。-- 4，CH4=180。 一 B，j4BB 
一 180" 一 0C。 

6) 设 人 A4B0 的 垂 心 为 已 , 著 从 外 心 O 
向 边 BC 作 甜 线 OM， 则 4 互 =20 了 到 
[500，531] 
(97) 欧 拉 定 理 

设 A4BC 的 外 心 为 O, 重心 为 吾 , 重心 为 
G, 则 0、 五 、G 在 一 直线 (叫做 欧 拉线 ) 上 , 外 
心 与 重心 的 距离 等 于 垂 心 与 重心 的 距离 的 一 
学 。 [501] 

《38) 邯 三 角形 为 锐角 三 角形 ， 则 重心 在 形 
内 ; 若 三 角形 为 钝 角 三 角形 ， 则 垂 心 在 形 外 ; 
若 三 角形 为 直角 三 角形 , 则 垂 心 在 直角 顶 上 。 

是 .7 处 心 

”人 b 三 角形 的 外 心 ， 是 三 边 的 垂直 平分 线 
的 交点 。 

国 三 角形 的 外 心 到 各 顶点 的 距离 相等。 

上 524] 

. 通 设 A4HO 的 外 心 为 O， 则 5OC= 


324 ZC04=23LB, 4DB=3ZC (圆周 .上 


录 
角 、 圆 心 角 ) . 有 人 


(4) 若 三 角形 为 锐角 三 
角形 , 则 外 心 在 形 内 ; 若 三 


角形 为 钝 角 三 角形 ， 则 外 ”起 c 
心 在 形 外 }》 落 三 角形 是 直 NU_A 
角 三 角形 ， 则 外 心 在 斜 边 A 


的 中 点 上 。 ， 2 
5.8 圆 内 接 四 边 形 CA 
(GD 圆 内 接 四 边 形 

(各 边 及 其 延长 线 ,与 不 相 

邻 的 边 不 相交 的 四 边 形 ) 的 对 角 互补 。 反之 

也 成 立 . [555] 
(2) 四 点 4 如 C、 卫 在 同一 圆 上 的 条 件 : 
(i) 存在 点 0， 使 04=OPB=O00=OD， 

(这 时 0 是 这 圆 的 圆心 ). 

(让 ) /4= 一 D( 圆 周 角 相等 ). 

6 LA4+AC 一 2LBR (一 组 对 角 互 补 ) . 
[555] 

(i) /4= 人 DCB( 一 个 外 角 等 于 其 内 对 

角 ). 

(v) P4.PC=PD.PD( 圆 寡 定 理 ) 。 
[12348] 
(vi) 4B:ODTAT BO.D4=4O.BD ( 托 鞠 


密 定理 ) 。 5L500] 
人 及 
永 记 
BC >C 也 c 3 C 


5.9 圆 外 切 四 边 形 
圆 外 切 四 边 形 的 对 边 的 和 相等 。 反 之 也 成 


立 . ”B8~5 的 
5.10 两 回 
(1 两 网 的 关系 
设 两 吏 CO、O ' 的 半径 分 别 为 和 ”， 圆 心 距 


00 为 几 那么 
(i ) 两 圆 相互 外 离 时 , 则 C>9 十 7。 
(和 ) 两 贺 外 切 时 , 则 @ 一 十 。 

《( 进 ) 两 圆 相交 时 , 则 ?十 和 >>C>7AIOe 
(iv) 两 圆 内 切 时 , 则 @ 一 7 一 六 。 
4Y) 两 圆 内 离 时 ，G<7 一 信 。 
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这 个 定理 的 逆 命题 也 成 立 .。 [596~599] 
《2) 两 圆 相 切 的 条 件 必 须 是 其 公共 点 在 连 


8 一 4， 人 为 A4B0 外 接 贺 的 半径 ) 


心 线 上 。 [593] [764g] 
(3) 两 圆 相 切 时 ， 过 切 点 可 以 作 两 圆 的 公 《3)》 和 挎 形 的 面积 

切线 。 此 结果 是 常用 于 作 辅 助 线 。 人 一 xD，(〈C、 人 

[601~604，613~.621] 〈3) 梯形 的 面积 

5.11 西 摩 松 线 8= 立 (Ga 十 荔 ， 
从 A4BC 的 外 接 圆 上 的 点 已 ， 向 三 边 作 

生效 ,其 三 足 在 一 条 直线 圭 。 这 直线 叫做 西 \ 信 2 分 别 是 上 \ 下 底 的 长 ， ) 是 高 

摩 松 线 。 反 之 也 成 立 。 r665 一 667] ”ffeo8] 
5.12 九 点 圆 《4)》 平行 四 边 形 的 面积 


在 A4BC 中 , 三 边 的 中 点 ， 从 三 顶点 向 三 4 一 oh， (〈& 是 底 边 的 长 , 因 是 高 ) 。 


一 一 一 一- 一 


边 作 垂 线 所 得 的 垂 足 ， 三 个 项 点 与 垂 心 连 线 &S=absinob， 

的 中 点 ， 这 九 点 在 同一 圆 上 。 此 圆 称 为 九 点 | (aq、 是 相 邻 两 边 的 长 ， 6 是 这 两 边 间 的 夹 

次 ， 5675~687] | 角 》 [gs29] 
5.13 ” 米 库 勒 定理 (5 圆 的 面积 
延长 五 边 形 4SCDZ 的 各 边 , 在 其 外 部 作 心 一 zzI2 《7 为 半径 )。 

五 个 三 角形 F4BP、GBC、 ECD,、 EDE、ZB4 | 扇形 的 面积 

的 外 接 贺 , 若 这 五 个 外 接 贺 相交 时 , 则 五 个 交 8- 工 16- 工 ,Dr 

点 4、B'、0O'\、D'、 隐 ' 在 同一 贺 上 。 [729] 3 瑟瑟 0 
5.14 ， 布 兰 库 . 毛 利 定理 G@ 是 圆心 角 的 弧度 ， 忆 是 圆心 角 的 度数 ) 。 
A4BC 的 各 角 的 三 等 分 线 的 交点 , 作成 三 6.2 三 角形 的 而 积 


角形 刀 互 罗 , 则 人 DB 和 是 正三 角形 。 [72 生 
5.15 殿 尔 巴 只 定 理 
A4BO 的 内 切 圆 及 外 接 圆 , 与 三 角形 的 九 
点 圆 相 切 。 5687] 
5.16 布 拉 美 古 诺 定理 
若 圆 内 接 四 按 形 的 对 角 线 互 相 垂 直 ， 从 对 
角 线 的 交点 向 一 边 作 垂 线 ， 则 此 垂 线 平 分 这 


(GD 等 积 移动 定理 

若 两 个 在 公共 底 边 4 瑟 的 同 旁 的 三 角形 
4DB、408 等 积 ， 则 4B/ DO， 反之 也 成 
立 。 [737，749] 

《2) 在 两 全 三 角形 中 , 两 边 分 别 相等 , 其 来 ， 
角 互 补 时 , 则 这 两 个 三 角形 等 积 。 [738] 

《8) 三 角形 的 中 线 , 平分 此 三 角形 的 面积 . 


一 边 的 对 边 。 [580] [740~741，750 一 75 某 
和 ( 约 著 在 BC 的 两 旁 有 两 个 面积 相等 的 三 
6 面积 角形 4BO、DBC， 则 连结 其 顶点 仅 也 的 线 
6.1 面积 的 基本 公式 段 被 50 或 其 延长 线 所 平分 。 [743 一 756] 
(1) 三 角形 的 面积 (5) 在 同 底 等 积 的 三 角形 中 ， 以 等 腰 三 角 
设 人 4BC 的 三 边 BC、C4、4PB 的 长 分 别 | 形 的 周 长 为 最 小 。 [766~767] 

为 和 0、 2 则 人 

S 一 瑟 轧 ， (为 底 40 上 的 高 )。 
1 电 C 
8 一 豆 0psing， 
(2 是 BC 和 24C 间 的 夹 角 ) 。 D 


一 一 一 一 一 


S= wzZ(B 一 a) Cl 二 人 芒 (一 <)) 6.3 平行 四 边 形 的 商 积 
(2p 一 ao 二 3 十 o) 。 (1) 平行 四 边 形 的 两 条 对 角 线 ， 将 它 分 为 
《海伦 公式 ) t975] 1 四 个 等 积 的 三 角形 。 [782~786] 
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(2) 余 形 定 理 
在 平行 四 边 形 4BOD 的 对 角 线 4CO 上 任 
取 一 点 O， 过 点 O 作 A CG D 
4B、CD 的 交点 分 别 多、 八 
为 & 五 及 吾 、 再 则 B 于 
口 了 BEO 的 面积 = 口 GDFBO 的 面积 。 
[787，792] 
- (3) 设 三 为 平行 四 边 形 4B0CD 内 一 点 ， 
过 点 乙 作 各 边 的 平行 线 了 1 、G 互 ， 若 
癌 吾 BR 的 面积 = 口 GPZD 的 面积 ， 则 点 
一 在 对 角 线 40 上 。 [788，797，799] 
(4) 蝗 普 斯 定理 
在 人 4B0 的 边 4B、L4C 上 , 向 三 角形 的 外 
侧 分 别 作 任意 的 平 
行 四 边 形 4BD 隐 、 
4CBG, 延长 也 队 
了 GQ, 设 交 点 为 已 。 又 
以 BO 为 底 边 ， 以 平 
行 于 必 4 上 且 等 于 瑟 4 
为 另 一 边 ， 作 平行 四 
边 形 BCET,， 则 
口 了 DB4 的 面积 十 口 G4Cz 的 面积 
一 口 BTEC 的 面积 ， [807] 
6.4 一 般 四 边 形 
(1) 设 四 边 形 4BCD 的 对 角 线 的 交点 为 
0O, 则 其 面积 等 于 以 4C、BD 为 相 邻 两 边 , 其 
夹 角 为 DOC 的 平行 四 边 形 面积 的 一 半 ， 
即 


附 


8= 部 absineb， 


(其 中 2 分别 表示 4C、BD 的 长 ， 
6 为 人 DOC 的 大 小 )。 [829~.833] 
(23) 牛顿 定理 . A 
设 圆 0 的 外 切 四 边 形 为 xs 
4BOD, 其 对 角 线 4C、DTD 
的 中 点 分 别 为 至、 五 ， 则 KAN 
五 ， O， 了 在 一 条 直线 上 。 


[843] 

(3 和 牛 频 线 
任意 四 边 形 4BCD 的 
两 条 对 角 线 4C、BD 的 中 


录 


的 延长 线 的 交点 分 别 为 G、 互 ， 线 段 G 豆 的 
中 点 为 五 , 则 @、P、 必 在 一 条 直线 上 . [845] 
6.5 平方 关系 
(H) 毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 色 股 定理 ) 
直角 三 角形 斜 边 上 的 正方 形 的 面积 ， 等 于 
其 他 两 直角 边 上 的 正方 形 面积 的 和 。 反 之 也 
成 立 。 [5846，854，856] 
(2) 设 人 4BC 的 边 BO、C4、4B 的 长 分 
别 为 G、8、c, 角 4 的 大 小 为 6, 则 
42 一 02 十 C2 一 200.cos0。 
(3) 阿 切 塔 定理 
设 从 直角 三 角形 的 直角 和 
顶点 4， 向 斜 边 BC 作 垂 
线 4 互 ， 则 
4P2= DT 万 .BO， 
4C2 一 厂 0O .BCO， 
4 万 2 一 DB 万 CO， 
6.6 中 线 a2 十 刀 形 
3 丰 普 斯 定理 (中 线 定理 ) 
在 A4BOC 中 ， 作 中 线 4MN， 则 4B2 上 十 402 
一 2(4M2? 二 BM2) 。 一 般 地 ， 反 之 不 一 定 成 
立 。 [874 一 876] 
(2》 设 az 十 态 =c2 则 勾 股 定理 成 立 。 
(3) 斯 蒂 瓦特 定理 
在 ^4B0 的 底 边 BO 上 取 一 点 D,， 使 
号 DIDO 一 1:22， 则 04DB2 二 774C2 一 %02BD2 十 


[8473 


[849，874] 


DO2 十 (7 十 90) 4D2。 
如 果 卫 为 外 分 点 , 则 
20.LDB2 一 M1.40C2 
一 和 一 入 ) 7 十 7 也 2 一 MOCD2。 
， [890，891] 
| 6.7 垂 线 a2? 一 刀 形 
避 设 从 直角 及 
A4BC 的 顶点 4 向 
对 边 BC 作 生 线 4 豆 ， 人 
中 线 4M， 则 癌 M HH C 
4B2~402 一 也 2 一 万 02 一 2BC.MZ， 
[894~901] 


(2) 设 轨 一刀 一 2 则 勾 股 定理 成 立 。 
(3) 线段 BC 的 中 点 为 M， 在 BC 上 或 其 
延长 线 上 取 点 4, 则 
4B2~. 402=2DO.4M 
(4) 洲 在 等 腰 人 4BC 的 底 边 SC 上 取 一 
点 己 则 
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4P2~ 4B2 一 PE.PO. 
其 在 BC 的 延长 线 上 取 一 点 卫 , 则 
4P2 一 4 一 PB.PCO 


人 /NN 
了 P- 避 B 心 卫 


(5) 设 半 径 为 7 的 圆 的 圆心 为 2， 在 弦 


4 或 其 延长 线 上 取 点 己 , 连结 OF， 设 线段 | 


OP 的 长 为 @ 则 
2 一 P4.PP， 
一 2 一 P4 PDB. 


全 合 ， 


(6) 从 A 人 45C 0 4 向 对 边 GO0 作 垂 
线 4 妃 , 则 
(i) 当 5C 为 锐角 时 则 
4B2 一 .402 BO 一 2BC.0O 万 。 
《站 》 当 上 C 为 钝 角 时 , 则 
”4B2=402- 二 BC2T23BC.O 瑟 。 [903] 
6.8 四边形 
《1) 平行 四 边 形 各 边 上 的 正方 形 面 积 的 
和 , 等 于 两 条 对 角 线 上 的 正方 形 面 积 的 和 。 
[911] 
(2) 欧 拉 定理 
四 边 形 的 各 边 上 的 正方 形 面积 的 和 ， 大 于 
其 对 角 线 上 的 正方 形 面积 的 和 ， 大 于 两 对 角 
线 中 点 连结 线段 上 的 正方 形 面积 的 4 倍 . 


[918] 
6.9 图 
(人 过 点 书 作 圆 0 的 任意 割 线 ,， 设 与 圆 O 
的 交点 为 4 则 
P4.PB=043~OPs3. 
《2) 圆 团 定理 


经 过 圆 0 外 点 P， 作 两 
条 直线 与 圆 0 相交 ， 设 交 
点 分 别 为 4 了 3 和 C\、D， 
由 

P4.PPD=PO.PD， C 
反之 也 成 立 。 [931, 948] 了 A 


一 一 一 一 人 一 一 一 一 -人 
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(3) 从 圆 外 一 点 忆 ， 作 圆 的 割 线 P4B 和 
切线 PO, 设 C 为 切 点 ， 
则 8 
PO2=P4.PP。 
反之 也 成 立 。 和 
根 轴 、 根 心 P 5 
从 一 点 三 向 


6.10 

人 设 贺 0、 圆 O 为 两 定 圆 ， 
两 圆 作 切 线 P4、PB， 其 
切 点 分 别 为 4、 吾 ， 且 使 
P4=PB, 则 点 卫 恒 在 定 
直线 上 。 此 直线 叫做 两 贺 
的 报 轴 。 [963，964] 

(2) 莹 日 定理 

三 个 加 中 两 两 的 根 轴 或 经 过 同一 点 ， 或 平 
行 。 若 经 过 同一 点 
时 ， 则 称 此 点 为 根 
心 。 [969] 
海伦 公 


(4 设 三 角形 三 - 
边 长 为 Q、2、c 则 其 面积 $ 为 
人 一 2 一 0) 一切 (D 一 0)， 
其 中 2 一 < 十 2 十 c。 [975] 
(2) 设 三 角形 的 三 边 长 为 &、  c， 内 切 圆 
半径 为 >， 则 
二/ 包 一 0) 2 一 世人 P 一 2) 
人 
[976, 978,，979] 
(3) 设 三 角形 的 三 边 长 为 Q、2、c， 其 外 接 
圆 的 半径 为 马 面积 为 8, 边 BC 上 的 高 为 po 
则 


CDC pc 
2 -人 一 。 [977] 
?. 比例 
7.1 比例 式 的 计算 


@ 若 方 一 了 则 CQ 一 DC， 
@@ 若 ad=bo, 则 交 = 了 . 
末 ， 则 


CC AQ 
一 0 (这 ) 可 ， 


0 4 十 D 。C 十 G G 一 2 。C 一 和 
SR 1 
0 十 站。 C 十 @G 
《 记 ) CD 5 一 9 
Q D 5 
《v) 若 太一 太一 太一 时 , 则 
2 _2 十 2 十 < 十 … 
Ga Q@ 十 义士 C 十， 
7.2 平行 线 与 比 
( 忆 在 人 4BGC 中 , 设 了 / BO, 则 
4D 4 也 4 刀 “4 召 
q 万 万 斑 5 @ -三 ~ GD 
BD BO 
@ -有 古 -25， 二 
DID D E 
@ 杞 7 
电 、@、 国 的 着 命题 c 
成 立 , 但 @@ 的 逆 命 题 不 
成 立 ， [1023~1028] 


(2) 若 两 条 直线 被 若干 平行 线 所 截 ， 则 一 
条 直线 所 截 得 的 诸 部 分 的 比 ， 等 于 另 一 条 直 
线 所 截 得 的 对 应 的 诸 部 分 的 比 。 

(3) .已 知 线段 4B 的 内 分 点 召 ， 且 4 万 : 
， 瑟 召 一 了 2， 如 果 从 点 4、 盏 、 互 ， 疝 不 与 4 
相交 的 任意 直线 六 了 作 垂 线 ， 设 其 垂 足 分 别 
为 4、B'、 五 , 则 

(和 十 2) 允 万 一 ?44 十 MBB 

7.3 角 的 平分 线 

(人 若 人 A4BC 的 项 角 44 的 平分 线 与 边 
2 交 于 点 了 则 

4B:4O= BDI:DO。 
反之 也 成 立 。 

(2) 若 三 角形 4B0O 的 顶 角 4 的 外 角 的 平 
分 线 与 边 BO 的 延长 线 交 于 点 也 ， 则 4: 
4C= BD':DOCO。 反 之 也 成 立 。 [1059] 

(3) 若 在 人 4Bo 中 ，BC=a CC4=D 4PB 
呈 C) 4 站 、 4 也 分 
别 为 4、 和 ~4 站 
相 邻 的 外 角 的 平分 

B CG TD 
CO CD 4 CC 
训 信 入 0 0 


线 , 则 
全 万 一 
才 万 ， (C>D) 。 [以 060] 
(人 0 


[1031] 


录 


4D、 和 4 相 邻 的 外 角 的 平分 线 , 分 别 与 三 
角形 ABC 的 外 接 圆 相交 于 卫 、9, 则 

4P.40O=4D.4P, 4B.40= 4 了 .49. 
反之 也 成 立 。 其 中 4P 和 BC 的 交点 为 也 
49 和 3C 的 延长 线 的 交点 为 五。 

[lo74, 1080] 

(5) 阿波 罗 屁 斯 网 了 P- 

设 点 也 到 两 定点 -一 从 
4、 歼 的 距离 的 比 A RE 
Pd4:P 万 , 等 于 两 定 线 
段 的 比 双 :2; 若 以 定 比 绞 : 内 分 和 外 分 定 线 
段 4B， 则 点 卫 总 是 在 以 两 个 分 点 的 连结 线 
段 为 直径 的 圆 上 (其 中 和 地 i) 。 反 之 也 成 
立 。 [1071 一 1072] 

7.4 相似 三 角形 , 相似 多 边 形 

(1) 三 角形 的 相似 条 件 

在 人 4BC、A4BO 中 , 若 满 足下 列 条 件 
中 的 任 何 一 个 时 ， 则 

A4BOwA4'BC。 

四 “4= -4，/AB= 

四 了 4= jd 4B:4'B=40:40' 

@@ 4B:4'B' 一 40:40'= BO:BO' 


[109I 一 10931 
《2) 相似 三 角形 的 面积 的 比 ， 等 于 相似 比 
的 平方 。 
(3) 多 边 形 的 相似 条 件 
@ 边 数 相同 ; 
@ 对 应 角 分 别 相等 
图 对 应 边 的 比 相等 。 [1098] 


(相似 多 边 形 的 面积 的 比 ， 等 于 相似 比 
的 平方 。 [L099] 

《5) 相似 中 心 

如 果 在 两 个 图 形 中 ， 

@ 连结 对 应 点 的 直线 都 经 过 同一 点 O， 

四 从 点 0 到 对 应 点 的 距离 的 比 都 相等 ， 
则 这 样 的 两 个 图 形 ， 称 为 位 似 图 形 ,， 点 O 叫 


做 位 似 中 心 。 [4123~1425] 
(6) 阿 切 塔 定理 A 
在 直角 三 角形 4BC 中 ， 凤 二 
若 从 直角 顶 4, 向 斜 边 BC 
作 垂 线 4 已 则 B 及 


@ A 人 4BOwDADP4wA 万 LO; 
@ B4? 一 了 万,BO; 
图 0.42? 一 0 万 .0CB; 
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图 4 事 ?= 了 万 ， CI; 
加 4D2: 40? 一 BF; CO 万。 
fl134,， 1137,， 1140，114 要 

7.5 切线 、. 割 线 

(1 名 大 定理 . 

堵 贺 的 两 条 弦 4B、CD 或 它们 的 延长 线 
相交 于 一 点 五 则 .4 五 ,五 万 一 0 万 .五 也 。 反之 
也 成 立 。 


. (2) 设 圆 的 半径 为 光 则 
4 妇 . 如 刀 =723 一 0O82，( 点 召 在 圆 内 时 ); 
4 刀 . 刀 B=O72 一 72，( 点 如 在 圆 外 时 ) 。 
[ltL246 一 252] 
(3) 设 王 为 线段 48 的 延长 线 上 一 点 , 过 
点 卫 的 线段 P7， 与 过 B 
三 点 4、B、 工 的 圆 , 在 
点 至 相 切 的 必要 且 充 
分 条 件 是 了 2Z2 一 PP4. 
刀 。 反 之 也 成 立 。 了 T 
[l248，1253，1262] 
7.6 面积 与 比例 
(1) 局 底 (或 等 底 ) 的 两 个 三 角形 的 而 积 的 
比 ,等 于 它们 的 高 的 比 。 
(2) 同 高 (或 等 高 ) 的 两 个 三 角形 的 面积 的 
比 ,等 于 它们 的 底 的 比 。 
(8) 在 A4BC、A4'BC' 中 ， 若 /4= 
24 或 LA4T 人 4 一 180”, 刚 
人 As4Bo 。 4B.4C 
人 Aiaio dB 4O [1456] 
《和 两 个 相似 三 角形 的 面积 的 比 ， 等 于 相 
似 比 的 平方 。 [EL457] 
(5) 相似 多 边 形 的 面积 的 比 ， 等 于 相似 比 
的 平方 。 局 458] 
了 .7 调和 点 列 
() 设 两 点 P、@ 按 相同 的 比 内 分 和 外 分 


线段 LB, 即 广 交 1 则 称 己 、@ 调 


和 分 割 线段 4B， 或 称 PP、9 为 对 于 点 4、 卫 
的 调和 共 令 点。 称 4、B、P、9 组 成 调和 点 
列 。 [1476] 


es 
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(23) 若 王 、@ 调和 分 割 线段 4B， 则 4 也 


也 调和 分 割 线段 PE9. 
人 ) 设 4、B、 下 、 人 


了 二 fl4783 


PP 49 =- 古 . 

(9 三 角形 4BC 的 顶 角 4、 和 它 相 邻 的 
外 角 的 平分 线 ， 与 BC 及 其 延长 线 上 的 交点 
分 别 为 P、9， 则 4、 下、P、9 组 成 调和 点 
列 。 [1L479~1494] 

7.8 托 勒 密 定 理 

贺 内 接 四 边 形 4BOCDD 的 两 组 对 边 委 积 的 
和 等 于 对 角 线 的 积 。 即 

4B.OD 二 BO.D4 
一 4O .PDTD。 
反之 也 成 立 。 
ftL500~ 1508] 

7.9 中 外 比 ( 黄 金 分 割 或 中 外 比 ) 

(1》 车 在 线段 4B 上 取 一 点 卫 , 使 4P2 一 
4B,.PB， 则 点 书 分 4B 为 中 外 比 (黄金 分 
割 ), 点 一 吗 做 中 外 比 的 内 分 点 。-. 

又 在 4 的 延长 线 上 取 点 已 ， 使 4P2 一 
4 局 ， 工 P 则 己 ' 称 为 中 外 比 的 外 分 点 。 

[L510~1515] 

(3) 设 线段 4B=a, 乙 为 4B 的 中 外 比 的 

内 分 点 (或 三 为 外 分 点 )， 则 4P、BP(4P'、 
DP)) 的 长 是 


PP- =-(= 0 


区 3BP-(E > 


汪汪 ( 址 党 ) 过 Gay 


[1L512] 
了 ,49 梅 涅 劳 斯 及 乔 巴 定理 
4 和 六 
所 截 ， 若 读 直 线 与 4 全 
40、FO (或 其 延长 线 ) 
的 交点 分 别 为 忌 、 工 、 局 C 一 之 
\2， 则 下 列 等 式 成 立 : 
4 和  BZ .CZ 
Z 记 0 了 4 
反之 也 成 立 . 
(2) 乔 巴 定 殉 
在 A4BC 的 所 在 平面 上 取 一 点 O， 若 40、 
BO0、0CO 或 其 延长 线 与 对 边 的 交点 分 别 为 卫 、 


-1 工 . 
红 518 人 1526] 


940 ”只 


马 、 姜 ， 则 A 


4 .BD .CBE 1， 
6 有 DO 已 4 下 E 


反之 也 成 立 . [ 阁 、 
[1519~1524] 2 
(8》 笛 沙 格 定理 人 


设 两 个 三 角形 4BC、4B'O 了 条 直线 
44 必 、BPB'、CC' 相交 
于 一 点 8， 则 4B 与 
4'B'，BC 与 了 0 
40 与 4C 的 交点 
五 、 履 、 妃 在 同一 直线 
上 。 [1L534] 
() 设 两 个 三 角形 
43O、 了 马刀 的 边 
BC、EB8 的 交点 为 
和 ， 边 4O、Dz 的 交 
点 为 了 , 边 4B、D 夯 的 交点 为 .。 若 式 、 检 
2 在 一 条 直线 上 ， 
则 4D、BZ、C 

相交 于 一 点 。 
[4535, 1536] 
(5) 巴 斯 卡 定理 
洲 4BCOD 即 为 
圆 内 接 六 边 形 ， 则 
它 的 对 边 延 长 线 的 
交点 羡 、YZ、2 在 
同一 直线 上 . 
[1538] B 

(6) 布 利安 深 定 


理 

设 4BOD 和 太太 为 
圆 外 切 六 边 形 ， 则 D 
三 对 相对 的 顶点 的 天 
连结 线 相交 于 一 点 。 

7.11 内 

(1) 半径 相等 的 两 个 扇形 0O4B、O 4 万 的 
面积 的 比 ， 等 于 它们 的 绝 长 的 比 或 等 于 它们 
的 画 心 角 的 比 。 [5344] 

(2) 两 个 相似 驱 的 比 ， 等 于 它们 的 半径 的 
. 比 。 两 个 相似 的 扇形 面积 的 比 ， 等 于 它们 的 
半径 的 平方 比 。 [1545] 

(3) 两 个 吏 的 周 长 的 比 ， 等 于 它们 的 半径 
的 比 。 两 个 加 的 而 积 的 比 ,等 于 半径 的 平方 


岂 539] 


录 

比 . [1546~1547] 
8. 轨迹 
8.1 轨迹 的 定义 


什么 是 满足 一 定 条 件 的 点 的 轨迹 呢 ? 就 是 
由 满足 一 定 条 件 的 所 有 点 组 成 的 图 形 。 因 
此 , 这 个 图 形 上 , 必须 含有 所 有 适合 于 条 件 的 
点 。 同 时 , 这 个 图 形 上 ,不 能 含有 任何 一 个 不 
适合 于 条 件 的 点 。 

8.2 轨迹 的 证 明 方 法 

要 证 明 一 个 图 形 是 适合 于 某 一 条 件 的 点 的 
轨迹 , 必须 证 明 下 面 两 点 : 

《1 适合 于 给 定 条 件 的 点 都 在 这 个 图 形 上 
《充分 条 件 ) 。 

(2) 反之， 这 个 图 形 上 的 点 都 适合 
条 件 (必要 条 件 ) . 

蔡 代 人 )、(8) ,也 可 以 用 它们 的 逆 否 命题 来 
证 明 。 ， [615] 

8.3 基本 轨迹 (形成 直线 的 定理 ) 

(人 到 定 直线 互 Z 的 距离 等 于 定 长 的 点 
的 轨迹 , 是 平行 于 该 直线 的 两 条 直线 .[1617] 
”人 ) 到 两 定点 4、 刀 的 距离 相等 的 点 的 轨 
迹 , 是 线段 4 的 重 直 平分 线 。 [1618] 


于 给 定 


(1 (2) 
(3)》 到 两 相交 直线 4B、CD 距离 祖 等 的 
点 的 轨迹 , 是 这 两 直线 的 夹 角 的 平分 线 . 

[41619] 
(和 设 定 直线 下 六 和 该 直线 外 一 定点 4， 
连结 4 与 下 了 上 的 任意 点 昌 ， 了 以 公 :2 内 分 
(或 外 分 ) 绥 段 48. 过 定点 4 向 了 7 帮 垂 
线 ， 且 以 双 :2 内 分 (或 外 分 ) 此 垂 线 ， 过 这 个 
内 分 (或 外 分 ) 点 ， 作 区 Z 的 平行 线 ， 则 此 和 平 

行 线 是 线段 49 的 内 分 (或 外 分 ) 点 的 轨迹 。 
[EL624] 
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8.4 轨迹 (直线 ) 的 探求 方法 

《t) 从 适合 于 条 件 的 点 的 特殊 位 置 、 极 根 
位 置 出 发 ， 纪 据 上 述 的 基本 轨迹 ， 找 出 定点 、 
定 直 线 。 

(2) 以 适合 于 条 件 的 任意 点 作为 定点 ， 连 
结 成 直线 [如 (1) 那样 考虑 ], 研究 它 对 于 定 直 
线 是 否 平行 、 垂 直 和 作成 定 角 。 

《3》 适合 于 条 件 的 点 ， 是 否 在 过 两 定点 的 
直线 芋 . 

有 时 轨迹 不 是 全 条 直线 或 整个 贺 ， 而 只 是 

其 中 一 部 分 , 则 这 个 轨迹 是 有 界限 的 。 
”8.5 基本 轨迹 (形成 加 的 定理 ) 

(D 到 定点 的 距离 等 于 定 长 的 点 的 轨 
迹 , 是 以 该 定点 为 圆心 ， 以 定 长 为 半径 的 
贺 . [L616】 

(2) 对 定 线段 4 刀 张 成 定 角 % 的 点 的 雪 
迹 , 是 以 4B 为 弦 , 所 含 圆周 角 等 于 w 的 两 个 
弓形 弧 。 fL6201 


(3) 点 书 到 两 定点 的 距离 的 比 为 定 比 | 题 。 


929 若 以 驶 29 内 分 和 外 分 此 两 定点 的 连结 
线段 ， 则 以 这 两 个 分 点 的 连结 线段 为 直径 的 
殴 , 是 到 两 定点 的 距离 的 比 为 定 比 私 :的 点 
了 的 轨迹 。( 其 中 骏 半 咏 。 (阿波 罗 尼 斯 圆 ) 
当 仅 一 和 时， 点 卫 的 轨迹 ， 是 连结 两 定点 
的 线段 的 途 直 平分 线 。 [1856~.1861] 


8.6 软 迹 (加 ) 的 探求 方法 

(H 适合 条 件 的 点 ， 到 将 作为 圆心 的 定点 
的 距离 , 是 否 等 于 定 长 。 

(2) 对 于 定 线段 (这 条 定 线段 ,在 许多 情况 
下 , 是 以 特殊 点 、 极 限 点 等 作为 两 端的 ), 所 张 
的 角 是 否 为 定 角 。 

(3) 到 两 定点 的 距离 的 比 是 否 为 定 值 ( 阿 
波 罗 尼 斯 网 ) . 

8.7 两 种 轨迹 

GD) 若 点 4 到 两 定点 了 3、C 的 婚 离 的 平方 
和 为 定 值 (m2)， 则 点 4 的 轨迹 , 是 以 BC 的 


中 点 1 为 问心， 以 于 V 35 一 05 为 半径 的 


较 ， 其 中 BC=a. L1833] 

(2) 菩 点 了 4 到 两 定点 吾 、C 的 距离 的 平方 
差 为 定 值 (2 罗 , 则 点 把 的 轨迹 , 是 垂直 于 BC 
的 两 条 直线 , 此 牌 线 与 BC 的 交点 鼠 , 到 BO 


的 中 点 开 的 距离 等 于 2 ， 其 中 BO 一 a。 


、 [1834] 
8.8 范围 
送 合 于 条 件 的 点 的 轨迹 为 平面 上 的 某 一 

部 分 ， 我 们 就 把 这 种 轨迹 称 为 适合 于 条 件 的 
点 的 范围 。 

满足 已 知 不 等 式 的 点 的 轨迹 ， 在 很 多 情况 
下 ， 是 为 平面 上 的 某 一 部 分 光 时 ， 我 们 就 把 
不 等 式 改 为 等 式 来 求 ， 满 足 这 种 关系 的 点 的 
轨迹 所 成 的 线 , 便 是 所 求 的 范围 的 边界 。 


9， 作 图 问题 
按照 已 知 条 件 作出 的 几何 图 形 岂 做 作 锅 问 


9.1 作 图 的 完全 解 

人 分 析 

设 图 形 已 作出 , 研究 图 形 所 具备 的 性 质 ( 必 
要 条 件 ). [942] 

(2) 作 图 1 

叙述 作出 图 形 的 方法 。 

《8) 证 阴 
人 的 点 在 图 形 上 充分 条 

》 

(9 讨论 

讨论 作 名 的 可 能 与 否 ， 在 可 能 的 情况 下 其 
解 的 个 数 . [956] 

一 般 地 , 是 按 (D) 、(2)、(3)、( 约 四 个 步 又 解 
作 图 题 , 但 其 中 分 析 、 讨 论 常 常 可 以 省 略 ， 


9.2 作 属 方法 人 B" 

人 1L) 平行 移动 法 的 7 
- 抓 住 平行 移动 后 的 到 4 
形 与 已 知 图 形 之 间 的 关 人 扩 号 


系 ， 从 中 发 现 作 图 题 的 解法 . 


把 线段 4BF 平行 移动 到 4B ， 则 443 了 
是 平行 四 边 形 . 
纪 989，3059 一 2063，2113~2118] 
《2) 对 称 移动 法 
根据 图 形 关 于 点 或 直线 的 对 称 性 ， 把 图 形 


作 移 动 ， 抓 住 移动 后 的 图 形 与 已 知 图 形 之 间 
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的 关系 , 从 中 发 现 作 图 题 的 解法 。 点 对 称 , 线 


对 称 ,对 称 移 动 法 常用 于 关于 最 大 最 小 的 作 


图 题 . f1949~1952] 
4 也 了 
| | 
”外 人 
(3) 旋转 法 
选取 适当 的 点 为 旋转 中 心 ， 将 已 知 图 形 旋 
转 , 从 中 发 现 其 作 图 法 .。 
等 角 ， 等 长 的 量 经 过 
旋转 后 重 合 。 
旋转 法 常用 于 正方 
形 , 正三 角形 . 
正方 形 一 旋转 90”， 
正三 角形 -> 旋转 60"。 
(4) 交 思 法 


根据 给 定 的 条 件 之 一 求 出 它 的 轨迹 ， 再 求 
出 适合 于 另 一 条 件 的 轨迹 ， 由 两 轨迹 的 交点 
可 以 得 出 所 求 作 图 题 的 解 。 

[1936,， 1944~ 1947，1964~1965，1967] 

(5) 根 似 法 

作出 适合 于 条 件 的 图 形 的 相似 图 形 ， 然 后 
按 相似 比 扩大 或 缩小 ， 得 到 适合 于 条 件 的 图 
形 的 作法 。 

[3360，23417，2426，2502，2506，236323] 

相似 法 ,常常 是 以 定 角 的 顶点 \ 已 知 点 等 作 
为 位 似 中 心 来 考虑 作法 的 。 

(6) 逆 作 图 法 

在 已 知 的 位 置 之 外 的 任意 位 置 上 ， 作 出 所 
求 的 图 形 ， 然 后 将 其 移动 到 已 知 位 置 上 的 解 
法 。 [2245，2249] 

(7) 代数 解析 法 

在 许多 作 图 中 ， 往 往 把 问题 归结 为 求 线段 
的 长 。 这 时 假设 线段 长 为 z% 由 条 件 作出 含 z 
的 代数 方程 , 由 方程 的 解 得 到 作 图 方法 。 

人 L2021L 一 2039] 


功 . 最 大 .最 小 

《1)》 两 定点 闻 的 最 短 距 离 ， 是 连结 这 两 点 
闻 的 线段 。 

《8) 定点 己 到 定 直线 的 最 握 距 离 ， 是 从 王 
向 定 直线 所 作 的 垂 线 的 长 。 


一 


录 


(8) G) 两 定点 在 直线 ? 的 同 侧 时 ， 
在 定 直 线 ? 上 求 一 点 
P", 使 到 两 定点 4 了 的 距 
离 的 积 为 最 小 .这 时 , 取 吾 
的 对 称 点 B， 设 4B' 与 7 
的 交点 为 书 , 则 
P'4TP'B>P4PB. 
[3733 一 2734，2744~2746,， 2 
(ii) 两 定点 在 1 的 异 侧 时 : 
在 直线 ! 上 上 求 一 点 已 ， 使 到 两 定点 _ 4、 如 
的 距离 的 差 为 最 大 。 A 


这 时 ， 取 了 的 对 称 点 
B,， 4B' 与 1 的 交点 “一 BEC 一 > 
为 卫 ， 则 品 
也 4~ 了 TB<P4~ PPB. 上 2735] 
(9 四 的 直径 是 最 大 纺 。 
[2758] 


(8 过 圆 内 一 点 的 弦 中 ， 
被 此 点 二 等 分 的 弦 为 最 小 。 

(6) 从 定点 4 到 定 圆 的 最 
大 及 最 小 的 距离 ， 是 连结 过 4 的 直径 与 圆 的 
交点 的 线段 的 长 ， 

4B<4P< 40。 
{27061 

《7) 如 图 ， 设 4、B、C 
O 上 的 点 ，@ 为 现 内 的 点 ， 卫 为 圆 外 的 
点 ， 则 


AQ@>~4CPB> ~P。 
也 
P 
yj 作 ) 
人 也 


《7) (8) 


《8) 从 弓形 弧 上 一 点 向 弦 所 作 的 垂 线 中 ， 
以 弧 的 中 点 向 弦 所 作 的 垂 线 为 最 大 . 

《9) 两 边 为 一 定 的 三 角形 中 ， 以 两 定 边 的 
炎 角 为 直角 的 三 角形 的 面积 为 最 大 。[2803] 

《410) 周 长 一 定 的 矩形 中 , 以 正方 形 的 面积 
为 最 大 。 [2804] 

td 面积 一 定 的 矩形 中 , 以 正方 形 的 周 长 
为 最 小 。 52761，27823 
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半径 为 罗 圆心 角 为 c” 人 
蔚 . 计算 问题 8S= 到 9 一 -3 ITQ72 7 一 
11.1 角 2 360 ” 条 50 7 
(1) 边 数 为 % 的 凸 多 边 形 的 内 角 和 为 是 遍 形 的 红 长 ). 


(一 2) .180?, 边 数 为 和 的 凸 多 边 形 的 外 角 积 
为 3.180"。 正 闷 边 形 的 一 个 内 和 角 为 
2 ,180。。 


(2) 对 角 线 数 
边 数 为 % 人 线 数 为 


互 4(n- 3) 。 [3836~.284] 


11.2 面积 

(1) 同 高 (或 等 高 ) 的 两 个 三 角形 的 面积 的 
比 , 等 于 它们 的 底 边 长 的 比 。 

(23) 在 A4BC、A4'B'C' 中 ， 若 人 4= 
24' 或 L4TLA4' 一 180" 则 
SAape 4B.40 

0 

(3) 相似 三 角形 的 面积 的 比 ， 等 于 其 相似 


比 的 平方 。 [2851，2853] 
11.3 ”两 加 的 公 人 内、 外) 切线 

内 公 切 线 长 是 

v 5 AT 人 

外 公 切 线 长 是 Se 

V 现 二 977)5， 


其 中 入 ”是 两 阅 的 半径 ，4 是 两 圆 的 圆心 距 
F2864~2865，2994~,2995] 
11. 4 三 角形 的 角 平 分 线 、 中 线 
在 A4BC 中 , 设 BC=a C4=2 4B=o 
则 Z4 的 平分 线 
A/ 5c(C 二 3 十 o) 人 十 < 一 9) 


4D- 2 [2867] 
/3 十 5 
中 线 4M= 立 区 二 一 全 。 [2869] 
11.5 面积 
\/ 


GD 边 长 为 “的 正三 角形 的 高 是 -3 0， 
面积 是 a2。 [23889，2893] 
《2) 三 边 长 分 别 为 w、 2、e 的 三 角形 面积 
4 一 8s(s 一 0) (8 一 D) (8 一 C) ， 


其 中 2s=a+0+e (海伦 公式 )。 


2890,，2899,， 32974~,2975] . 


(3)》 半径 为 ?的 圆 面积 3 一 a7?， 


F2902，2949 必 2957] 
( 纪 梯形 的 面 尺 
本 ac 下 底 为 D， 高 为 加 则 面积 

8 一 王 二 芒 h. 才 


[2908，29271 
《5) 平行 四 边 形 、 蕉 
形 的 面积 
设 两 邻 边 为 C、D， CD 
的 夹 角 为 6， 两 条 对 角 ~ 
线 为 gg, Da 的 夹 角 为 2 时 ， 则 面积 人 为 


8 一 absinb= 于 pgaing， f2911, 2917] 


(6) 设 四 边 形 的 四 边 长 分 别 为 &、D、c、 必 
对 角 线 长 为 、?2, 则 面积 


8- 工 V 237i2 十 G5 一 到 十 一 玉 


XA/ 3 二 0 十 克 二 CC 十 矿 
当 四 边 形 为 圆 内 接 四 边 形 时 ， 设 20=a 十 
2 十 C 十 0 则 面积 
8 一 wa 一 DO-c)G 一 起 。[2928] 
11.6， 正 多 边 形 
《I)》 半径 为 总 的 圆 内 接 正 2 边 形 的 一 边 
长 为 & 时 ， 则 在 同 圆 的 内 接 正 27 边 形 的 一 边 
长 
ao" 一 - 方 (VS 三 充 -/3785 一 0) 
又 贺 外 切 正 m 边 形 的 一 边 长 为 总 时 ， 则 外 切 
正 2 边 形 的 一 边 长 
， 22 妃 
2 一 5 页 十 瑟 ， [229] 
(3) 半径 为 的 圆 的 内 接 正 2” 边 形 的 一 
边 为 ay 外 切 正 ” 边 形 的 一 边 为 g， 则 


， ”2czB 
作 一 人 / 葬 二 有 页 [29301 


(3) 半径 为 束 的 圆 的 外 切 正 % 边 形 的 一 
边 为 g 内 接 正 ” 边 形 的 一 边 为 ac, 则 


53931] 
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而 积 是 3 3 yo， 外 切 正三 当 形 的 面积 是 
3、/ 373. [2934] 
蕊 . 立体 几何 学 


12.1 空间 图 形 

在 研究 空间 图 形 时 ， 以 下 于 公理 作为 论证 
的 依据 . 

公理 1 当 图 形 的 形状 和 天 小 不 变 时 ， 可 
以 移动 到 任何 位 置 

公理 2 ”过 不 同 的 两 点 可 上 引 一 条 直线 ， 
且 只 有 一 条 直线 。 

公理 3 ”过 不 在 一 直线 上 藤 三 点 的 平面 ， 
有 且 只 有 一 个 .。 5 

公理 和 过 直线 外 一 点 ， 平 行 于 该 直线 的 
直线 ， 有 县 只 有 一 条 。 

公理 5 连结 平面 上 两 点 的 直线 在 这 个 平 
面 上 . 

公理 6 不 同 的 两 平面 若 共 点 ， 则 这 两 平 
面 共 有 一 条 过 此 点 的 直线 。 直 线 外 的 点 不 是 
公共 点 。 [3006] 

12.2 确定 平 砍 的 条 件 

在 下 列 情况 下 所 确定 的 平 下 只 有 一 个 。 

《1 不 在 同一 直线 上 的 三 点 。 

《2) 一 直线 和 此 直线 外 一 点 。 

(3) 相交 的 两 直线 。 

(4》 平行 的 两 直线 。 [3006] 


2 


12.3 直线 与 平面 (J) 

《D 过 两 平行 线 之 一 而 不 过 其 中 另 一 条 直 
线 的 平面 , 一 定 平行 于 这 男 一 条 直线 .[3006] 

《2) 车 一 个 平面 与 两 平行 线 中 的 一 条 和 祖 
交 , 则 它 与 另 一 条 也 根 交 。 

《8) 关 两 个 平面 平行 于 同一 直线 ， 则 这 两 
个 平面 的 交 线 平行 于 这 条 直线 。 [3012] 

〈 约 若 两 平行 平面 与 第 三 个 平面 相交 ， 则 
其 交 线 互 相 平 行 。 [3014] 

(号 一 直线 若 与 互相 平行 的 两 乎 面 中 的 一 


录 


个 相交 , 则 它 与 另 一 个 平面 也 相交 。 
(6) 笛 沙 格 定 理 
对 于 不 在 同一 平面 上 的 两 个 三 角形 4BC、 
DB7， 沙 对 应 顶点 4 与 也 再 与 也. CO 与 万 
的 三 条 连 线 相交 于 一 点 O， 加 
对 应 边 4 好 与 刀 刀 、B0 与 
互 B、C4 与 万 了 的 交点 分 别 
为 并 .了 、2 则 互 、 了 G 在 
一 直线 上 。 反 之 也 成 立 。 。 A 
[3024 
(7) 卡 互 列 利 定理 呈 
设 人 A4ZB0 与 四 边 形 PS 在 同一 平面 
上 ,过 4、 王 的 直线 9， 平行 于 过 C\ 尽 的 直 
线 h， 如 果 平 行 于 9 的 直线 被 这 两 图 形 所 截 
取 的 线段 长 总 相等 , 则 


[30151 


F 
D 


C 全 
(i) 瑟 SS 在 一 直线 
上 ; 弓 Q 
《让 ) 两 图 形 的 面积 相 
[3028] 
G) 堵 直 线 LO 与 平面 A 9 5 


a 相交 于 O， 且 垂直 于 w 上 的 两 直线 OZ、 
OFY， 则 4O 垂直 于 过 ac 上 的 点 0 的 一 切 直 
线 。 这 时 , 称 4O 为 平面 wa 的 垂 线 。 [30351 

(9) 一 直线 六 如 果 垂 直 于 同一 平面 w 上 的 
两 相交 直线 思 、 7 则 ? 垂直 于 w 上 的 一 切 直 
线 。 从 而 得 出 , 垂直 于 平面 ac。 [3036] 

(0) 与 两 异 面 直线 C、2 都 垂直 相交 的 直 
线 有 且 只 有 一 条 。 t38037] 

将 此 垂 线 称 为 两 异 面 直线 c、2 的 公愤 线 ， 
其 长 度 为 夹 在 这 两 条 异 面 直线 间 的 线段 的 长 
度 。 

《1 从 乎 面 外 一 点 到 这 个 平面 的 最 短线 
〈 垂 线 ) 有 上 是 只 有 一 条 。 [3040] 

\12) 〈i) 从 一 点 4 向 不 过 4 的 平面 书 
上 的 直线 BC 作 垂 线 ， 
其 垂 足 为 也。 在 平面 卫 
上 ， 过 刀 作 BC 的 垂 线 
DBE， 再 从 4 作 忆 刀 的 
重 线 4 鼠 ， 则 4 马 重 直 
于 平面 书 . 

〈) 如 果 PL4ZB，4DLB0 则 DB 
BC。 

(ii 如 果 PPL4B，BDTBO 则 LDL 
BO. [3043~3047，3060~.3061] 
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12.4 直线 与 平面 (2) 
(1) 如 果 一 个 平面 ac， 垂直 于 另 一 个 平 
面 8 上 的 一 直线 内 则 c 垂直 于 68。 [8049] 
(2) 已 知 相交 的 两 平面 w、B 与 另 一 平面 
2 车 wL?y,， as7y 的 交 线 垂直 于 w 8 的 交 线 ， 
则 8-Ly。 [3050] 

(3) 如 果 相 交 的 两 平面 分 别 垂 直 于 第 三 个 
平面 ， 则 这 两 平面 的 交 
线 垂 直 于 第 三 个 平面 。 

[3052] 

( 艰 三 直线 OZX\O7Y、 
O2 相交 于 O, 且 两 两 相 
互 垂直 ， 连 结 RO， 设 
PO 与 OX、OY、02Z 的 X 


严 角 分 别 为 w、 By 点 卫 到 平面 Z0Z 的 距 


离 为 o, 点 五 到 平面 20 的 距离 为 纺 点 己 
到 平面 和 OZ 的 距离 为 %， 则 

2 一 OPcosa, y 一 DPcosB, 2 一 OPcos7， 

cos2w 十 cos28 十 cos27 一 工 。 

设 ?=cosa, 名 一 cosB; 一 cos7， 则 7172， 多 
称 为 直线 O 的 方向 余弦 。 [8071~3073] 

12.5 二 面 角 、 多 面 角 

I。 以 同一 直线 为 界限 的 两 个 半 平 面 所 
组 成 的 图 形 称 为 二 面 角 .。 这 直线 称 为 二 
面 角 的 棱 ， 这 两 个 半 平 面 称 为 二 面 角 的 
面 。 . 

II. 把 相交 于 一 点 的 很 多 乎 面 限 在 各 相 邻 
平面 交 线 和 相交 点 之 间 时 ， 这 些 平 面 所 组 成 
的 贺 形 称 为 多 面 角 。 相 邻 两 面 的 交 线 称 为 多 
面 角 的 棱 。 相 邻 的 两 楼 组 成 的 角 称 为 多 面 角 
的 面 角 。 

(1) 三 面 角 的 任意 一 个 面 角 ， 小 于 其 他 两 
个 面 角 的 和 , 而 大 于 其 他 两 个 面 角 的 差 。 

[3076] 

(2) 和 任意 凸 多 面 角 的 所 有 面 角 的 和 小 于 四 
直角 。 [3077] 

12.6 棱锥 棱柱、 多 面体 

平面 上 一 个 多 边 形 和 以 它 的 各 边 作 底 边 ， 
与 这 平面 外 一 点 为 公共 顶点 的 三 角形 所 包围 
的 多 面体 称 为 棱锥 。 这 个 多 边 形 称 为 校 锥 的 
底面 。 各 个 三 角形 称 为 棱锥 的 侧面 。 其 公共 
顶点 称 为 棱锥 的 顶点 。 相 邻 侧 面 的 交 线 称 为 
棱锥 的 侧 棱 。 顶 点 与 底面 的 距离 称 为 棱锥 的 
高 。 
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有 两 个 面 平行 ， 而 其 他 的 面 都 平行 于 一 条 
直线 的 多 面体 称 为 棱柱 。 
4) 边 长 为 的 正八 面体 的 体积 


= 交 2 ae [3117] 网 


(3) 边 长 为 & 的 正四 面 
体 的 体积 
7- 当 or [3123] 

(3) 欧 拉 定 理 
设 凸 多 面体 的 楼 数 为 4, 顶点 数 为 8, 面 数 
为 丈 , 则 


五 七 S=4 十 3。 f3140 一 31423] 

(9 凸 正 多 面体 有 且 只 有 五 种 . 

这 就 是 : 正四 面体 ,正六 面体 .正八 面体 、 正 
十 二 面体 、 正 二 十 面体 . 这 里 ， 所 谓 正 多 面 
体 , 是 所 有 的 面 都 为 全 等 的 正 多 边 形 , 在 各 顶 
点 相交 的 面 的 个 数 相 等 的 多 面体 。 [3141] 

12.7 ”旋转 体 的 表面 积 和 体积 

GD 底面 积 为 3, 高 为 丸 的 柱 体 的 体积 

矿 一 &， [3147] 


(2) 设 锥 体 的 底面 积 为 S， 高 为 2 则 它 的 
体积 一 亏 &。 

12.8 ”四柱 

以 矩形 的 一 边 为 轴 ， 将 矩形 旋转 一 周 时 所 
形成 的 几何 体 称 为 直 较 柱 。 作 为 轴 的 边 的 对 
棱柱 


[3143] 


边 称 为 母线 。 由 母线 
所 形成 的 曲面 称 为 圆 
柱 的 侧面 。 

以 直角 三 角形 的 一 
直角 边 作为 轴 ， 将 直 
角 三 角形 旋转 一 局 所 
形成 的 几何 体 称 为 直 圆 锥 ， 把 斜 边 称 为 直 图 
锥 的 母线 ， 由 母线 所 形成 的 曲面 称 为 直 圆 锥 
的 例 面 。 

以 平行 于 直 圆 锥 底面 的 平面 来 截 直 圆 锥 ， 
得 到 两 个 立体 图 形 ， 其 中 含有 原来 底面 的 几 
何 体 称 为 直 圆 台 。 

(1) 直 圆 柱 的 侧面 积 和 体积 ， 是 这 个 直 贺 
柱 的 内 接 或 外 切 正 楼 柱 的 俩 面 积 和 体积 ， 当 
其 底面 的 边 数 无 跟 增 加 时 的 极限 值 。 : 

侧面 积 总 一 2m77， 

体积 用 到 IT12y 


圆柱 
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其 中 Yy 为 直 贺 柱 底 面 的 半径 长 , 罗 为 高 。 
[3151] 
(2) 设 直 圆 柱 底面 圆 的 半径 为 罗 高 为 j， 


则 全 表面 积 S=2mr(k- 十 7) 。 [38153~3158] 
12.9 圆锥、 加 台 
Gt 直 男 锥 的 侧面 各 和 体积 ， 是 这 个 直 贺 
锥 的 内 接 或 外 切 的 正 楼 锥 的 
侧面 积 和 体积 ， 当 其 底面 的 
边 数 无 限 增加 时 的 极限 值 。 
直 玩 维 的 全 面积 8 一 ay 
直 加 维 的 体积 盖 一 亏 my 名 . 
其 中 , 为 直 圆锥 的 底面 半 。。 站 回 锥 
径 长, ) 为 高 ，? 为 母线 长 . [3159] 


(2) 设 直 贺 锥 的 底面 半径 为 ?， 人 高 为 P， 


则 全 表面 积 S 一 z7(C 士 旋 。 [3161] 
(8) 斜 圆锥 的 体积 
I 
7 一 豆 Zj 
但 假设 内 接 于 斜 圆 锥 的 
底面 的 正 % 边 形 作为 底 
面 ， 内 接 于 斜 圆锥 的 斜 包 斜 圆锥 


棱锥 的 底面 积 为 Fw， 高 为 凡 ， 当 包 无 限 增 大 
时 zo 的 极限 值 为 忌 .[3160] 
人 真 圆 台 的 侧面 积 


&S 一 (7 十 777 
王 1 
3 一 豆 (? 十 D) 
其 中 当 Y 为 圆 台 的 两 底 


面 的 半径 长 ， 2、2 为 两 底面 
的 周 长 ，? 为 八 高 。 
(5) 直 贺 人 台 的 体积 


7- 亏 Vi(72 十 99 十 9 2) ， 
其 中 入? 为 直 圆 人 台 的 上 底 和 下 底 的 半径 
长 ,天 为 高 。 [3173~3175] 
12.10 球 ， 
用 半圆 ， 以 它 的 直径 为 轴 旋 转 一 周 所 形成 


的 曲面 称 为 球面。 
ML_ 和信 


[3167~.3171] 


由 球面 所 包 国 的 立 
体 称 为 球 ， 肝 也 
把 球面 简称 为 球 , 

用 平行 的 两 平 机 
截 球 时 ， 把 割 开 的 


录 


部 分 称 为 球 冠 ， 球 冠 连 同 包含 其 内 面 的 部 分 
称 为 球 缺 。 同 时 , 把 剩 下 的 部 分 称 为 球 带 , 球 
带 连 同 包 含 其 内 面 的 部 分 称 为 球台 . 

4D 落 用 一 平面 截 球 时 ， 则 其 截 口 曲线 即 
交 线 是 圆 或 是 点 . [38366] 

《2) 用 过 球 心 的 平面 截 球 所 得 的 截 口 ， 是 
用 平面 截 球 得 到 的 截 口中 的 最 大 者 。 我 们 把 
这 个 最 大 的 截 口 称 为 球 的 大 圆 。 用 不 过 球 心 
的 平面 截 球 所 得 的 截 口 称 为 球 的 小 图。 

[3267] 

(8) 从 半径 为 了 的 球 心 ， 向 一 直线 7 作 垂 
线 ， 设 垂 线 长 为 必 则 球 与 直线 有 如 下 关 
系 ， 


@ <Y 会 相交 于 两 点 . 

@ Gd= 多 有 一 个 公共 点 。 

图 d>7 佐 没 有 公共 点 。 

在 四 的 情况 时 ， 称 为 直线 与 球 相 切 ， 
把 ? 称 为 切线 , 公共 点 称 为 切 点 

又 , 当 平 面 与 球 只 有 一 个 公共 点 时 , 称 为 平 
面 与 球 祖 切 , 把 这 个 平面 称 为 球 的 切面 , 仅 有 
的 一 个 公共 点 称 为 切 点 。 

当 两 球 O、O' 只 有 一 个 公共 点 时 ， 称 为 两 
球 相 切 , 该 公共 点 称 为 切 点 。 这 时 , 若 两 球 一 
个 互 为 另 一 个 之 外 , 则 称 为 外 切 ; 洲 一 球 在 另 


一 球 之 内 部 , 则 称 为 内 切 。 
若 两 球 的 公共 点 多 于 一 点 时 ， 则 称 为 两 球 
相交 。 [3284~3294] 


(和 车 相 异 的 两 个 球 ， 在 它们 的 连 心 线 上 
有 一 个 公共 点 , 则 两 球 相 切 。 [3293] 

《5) 若 两 球 相 交 时 , 则 交 线 是 一 个 圆 , 且 这 
个 圆 是 垂直 于 两 球 的 连 心 线 ， 而 圆心 又 在 这 
条 直线 上 。 [323951 

(6) 设 两 球 O、O-' 的 半径 分 别 为 人 了 … .两 
球 心 闻 的 距离 00 一 0 则 两 球 有 如 下 关系 : 

@ 相互 外 离 会 G> 9 十 

四 外 切 多 06 一 7 十 人 

图 相交 扣 7.II<Q<Y 十 。 

国 内 切 名 6 一 > 一 7 

图 一 个 在 另 一 个 的 内 部 会 8<7w~ 9 

[32396] 

(7) 设 球 的 半径 为 ”, 体积 为 , 表面 积 为 

， 则 [ 


7- 子 ao73， 83 一 4m72。 
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12.11 球面 三 角形 
以 球 心 为 顶点 的 三 个 三 角形 所 在 的 平面 ， 
与 球面 相交 得 到 大 圆 弧 ， 由 三 个 大 贺 弧 所 围 
成 的 球面 上 的 一 部 分 称 为 球面 三 角形 ， 将 三 
个 弧 称 为 它 的 边 ， 将 两 边 的 交点 称 为 它 的 顶 
点 ,在 各 顶点 上 两 边 的 夹 角 称 为 它 的 角 。 
《1) 球面 上 两 个 大 圆 的 夹 角 ， 等 于 这 两 个 
大 圆 的 平面 作成 的 二 面 角 。 [33:7] 
(2) 球面 三 角形 任意 两 边 的 和 大 于 第 三 
边 . [331I8] 
(3) 在 同一 个 或 相等 的 球面 上 ， 两 个 球面 
三 角形 的 二 边 及 三 个 角 ， 以 相同 的 方向 顺 次 
分 别 相等 时 ， 我 们 称 这 样 的 两 个 球面 三 角形 
是 全 等 的 。 如 果 以 相反 的 方向 顺 次 分 别 相等 
时 , 我 们 称 这 样 的 两 个 球面 三 角形 是 对 称 的 . 
”人 @ 互 为 对 称 的 球面 三 角形 ， 即 使 是 相互 
等 边 、 等 角 , 也 不 一 定 是 全 等 的 。 
(5) , 两 个 球面 三 角形 全 等 或 对 称 的 条 件 : 
@@ 两 边 及 其 夹 角 分 别 相等 ? 53327] 
图 两 角 及 角 的 夹 边 分 别 相 等 ; [33828] 
三 边 分 别 相 等 ; [8329] 
人 @ 三 个 角 分 别 相等 。 
(6) 在 球面 三 角形 中 , 若 两 边 相等 , 则 它们 
的 对 角 也 相等 。 
(7) 在 球面 三 角形 中 , 若 两 角 相 等 , 则 它们 
的 对 边 也 相等 。 [3322] 
” (8) 在 球面 三 角形 中 , 若 两 角 不 等 时 , 则 大 
角 所 对 的 边 大 于 小 角 所 对 的 边 。 
《9) 在 球面 三 角形 中 , 若 商 边 不 等 时 , 则 大 
边 所 对 的 角 大 于 小 边 所 对 的 角 。 
12.12 投影 画 法 
从 空间 一 点 已; 向 平面 和 作 垂 线 , 其 垂 尾 为 
三 ， 则 三 称 为 点 己 在 平面 w 上 的 正 射影 或 
简称 为 射影 。 图 形 ./ 上 的 各 个 点 ,在 平面 x 
上 的 正 射影 的 集合 ， 称 为 图 形 三 投射 在 平 
面 w 上 的 正 射影 又 简称 为 射影 。 [3343】] 
(1) 一 直线 9， 在 不 与 它 垂直 的 平面 和 上 
的 正 射影 9 是 一 直线 。 [334j] 
(2) 设 两 平面 w、B 的 交角 是 包 若 w 上 的 
三 角形 4BO, 在 8 上 的 正 射 影 为 三 角形 
4.DBO， 则 Sa4ac 一 SAdapo cos6。 
[3354，3356] 
(3) 在 (2) 中 , 若 取 一 个 多 边 形 替代 w 上 的 
三 角形 430， 其 面积 为 8 ， 设 这 个 多 边 形 
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在 8 上 的 正 射影 的 多 边 形 的 面积 为 8， 则 
S' 一 Secose. [3355] 

( 约 要 求 得 线段 的 实 长 ,必须 用 

@ 旋转 法 ， 

@@ 闪 合 法 。 

12.13 投影 法 

两 两 互相 垂直 的 三 平面 ， 把 空间 分 为 八 个 
部 分 。 将 放置 在 一 个 部 分 中 的 几何 体 ， 向 三 
个 平面 作 这 个 几何 体 的 正 射影 所 得 的 图 形 ， 
称 为 投影 图 。 

三 个 平面 中 。 把 水 平 的 平面 称 为 水 平 投影 
面 ， 垂 直 于 水 平 投影 面 而 正面 放置 的 平面 称 
为 垂直 投影 面 ， 胰 下 的 一 个 平面 称 为 侧 投影 
面 。 局 时 , 把 水 平 投影 而 与 垂直 投影 而 的 交 
线 称 为 基线 。 

我 们 把 这 些 平 
而 统称 为 投影 
面 。 把 在 各 投影 
面 上 的 投影 图 
分 别称 为 信 视 
图 、 主 视图 和 便 
视图 。 

一 平面 与 水 平 投影 面 及 垂直 投影 面 的 交 缚 
称 为 平面 的 迹 。 在 垂直 投影 面 上 的 称 为 垂直 
迹 , 在 水 平 投影 而 上 的 称 为 水 平 迹 。 

[3379 工 人 3375] 


[3358~3362] 


13. 近世 几何 学 


13.1 根 轴 
人) 由 一 一 点 也 向 两 图 作 急 线 ， 使 切线 长 相 


等 的 点 的 轨迹 ， 是 过 站 
两 殴 交 点 的 直线 。 这 
条 直线 叫做 两 圆 的 根 
: 局 
[3393] 
13.2 调和 点 列 .调和 线束 
(1) 线段 42 被 两 点 书 、 人 按 相 同 的 比 内 


分 .外 分 时 , 即 4 :4 ~ -1 则 称 4、B、 
P、@ 成 调和 点 列 。 


[3393，3395，3396] 
(2) 三 个 圆 的 根 轴 

相交 于 一 点 ， 这 点 叫 

做 三 个 圆 的 根 心 。 
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(2) 如 果 过 调和 点 列 的 四 条 直线 交 于 一 
点 , 则 这 四 条 直线 叫做 调和 线束 . . 

(3) 任意 一 条 直线 截 调 和 线束 所 得 的 截 
点 , 也 成 调和 点 列 。 [3401] 

@ 徊 设 4B 被 点 已 @ 调和 分 害 , 4 妃 的 中 
点 为 W， 则 422 一 MP MY9。 

13.3 极点 、 极 直线 

(1) 若 过 定点 刁 的 直线 与 两 条 定 直 线 
OX、O7 的 交点 分 别 为 
4 、 刀 , 则 点 一 关于 4 了 
的 调和 共 力 点 C 的 过 
迹 是 直线 OO。 直线 OC 
叫做 点 王 的 极 直线， 
点 己 叫 做 直线 O0 的 极 
点 。 [3405] 

(2) 落 从 圆 外 一 定点 三 向 贺 作 两 条 切线 ， 
则 连结 两 切 点 的 直线 是 定点 己 的 极 直 纱 , 点 
互 是 极点 。 [3409] 

(3) 以 两 条 直线 的 交点 为 极点 的 极 直 线 ， 
是 连结 各 坦 线 的 极点 的 直线 。 

(由 连结 两 点 的 直线 的 极点 ， 是 这 两 点 的 
极 直 线 的 交点 。 

(5) 一 条 定 直 线 上 的 各 点 所 对 应 的 极 直 
线 , 都 过 一 定点 。 这 定点 是 直线 的 极点 。 

(6) 过 一 定点 的 各 条 直线 的 极点 ， 都 在 一 
条 直线 上 。 这 条 直线 是 定点 的 极 直 线 。 

(7) 国内 接 四 边 形 的 对 边 的 交点 ， 是 另外 
两 对 边 的 交点 与 对 角 线 交点 所 连结 的 直线 的 
极点 。 [3413] 

(8) 若 在 圆 内 接 四 边 形 4BOD 中 ，4B、 
CD 刀 的 交点 为 忆 , 4D、BO 的 交点 为 了 4C、 
瑟 也 的 交点 为 , 则 人 XFG 是 自 共 碟 三 角 
形 。 [34223] 

(9) 沙 四 点 在 局 一 平面 上 ， 且 任何 三 点 都 
不 共 线 , 则 连结 四 点 的 六 条 直线 所 成 的 图 形 ， 
叫做 完全 四 边 形 。 而 这 四 点 叫做 顶点 ,连结 
这 些 点 的 六 条 直线 叫做 边 ， 不 过 同一 顶点 的 
边 叫 做 对 边 ， 对 边 的 交点 作成 的 三 角形 叫做 
对 角 点 三 角形 。 

《10) 设 完全 四 边 形 4BCD 的 对 角 点 为 
怕 、O、 忆 ， 则 线束 互 (4，O,， 了 B, 刀 ) 是 调和 线 
束 , 从 而 得 出 BO 是 点 丈 的 极 直 线 。 [3408] 

(GLL) 圆 外 切 六 边 形 4BCODB 和 的 三 条 对 
角 线 4D、 妃 、C8 相交 于 一 点 。( 布 利安 深 


ea 本 


录 


定理 ) [3428] 
(L2》 若 关于 圆 0 的 两 点 P、@ 的 极 直 线 
分 别 为 X、 了 ， 从 点 P、@ 分 别 向 开 、 了 作 得 
砚 = 朗 ， 动 门 定 开 ， [aaao] 
13.4 反 形 

(D 设 有 定点 8 及 图 形 P, 连结 王 上 一 点 
4 与 $， 在 此 连 线 上 取 
点 4， 使 S4.S4' 一 1 
(一 定 》 则 点 4 的 轨迹 
叫做 图 形 忆 的 反 形 .点 
8 叫 反 演 中 心 。# 叫 反 
演 罕 . [3431] 

C2) 圆 的 反 形 是 圆 或 者 是 直线 。 
[3435 一 3439] 
(3) 设 两 条 曲 线 开 、 了 相交 于 一 点 4 工 、 
了 的 反 形 分 别 为 下 、Y'， 则 站 区" 也 相交 ， 
其 两 交点 互 为 对 应 点 ， 且 在 此 点 处 的 交角 相 
等 [aa34] 


13.5 十 字 比 对 合 
(GD 一 条 直线 上 有 四 点 4、B、C、D, 按 其 


4B ;4 或 4B.CD:4D.OB, 这 


顺序 作成 1 
四 点 叫做 十 字 比 。 或 称 非 调和 比 , 用 (4BCD) 
表示 。 

(2) 设 四 条 射线 为 一 定 线束 ， 被 一 条 直线 
横 截 时 ， 其 四 个 蕉 点 的 十 字 比 与 其 横 蕉 线 的 
位 置 无 关 。 [3447] 

《3) 点 4 为 两 组 点 列 4BOD 与 4BC'D 
的 公共 点 , 若 此 两 组 点 列 的 十 字 比 相等 , 则 连 
结对 应 点 的 直线 相交 于 一 点 。 53450] 

3 设 点 4 4 也 ， 卫 ,， CO CC， 等 在 一 
条 直线 上 , 在 此 直线 上 取 一 点 O; 使 

O4.04' 一 0OB.OPB' 一 00.00' 一 
则 称 这 些 点 作成 对 合 ， 点 CO 岂 做 对 合 的 中 
心 。 

又 ，4、4，B、B, 0、C'，… 叫做 对 合 的 
共 斩 点 。 著 在 点 O 的 点 列 线 上 的 两 侧 取 点 
五 、 万 ,使 

O72 一 0O72 一 0O4 04'=OP.OB' 一 oo 
则 点 互 、 忆 叫做 重点 。 

又 由 点 耳 向 各 点 连结 的 线束 叫做 对 合 线 

束 。O0Z、OF 叫做 重 射线 。 
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又 当 共 斩 点 在 中 心 C 的 同 侧 ， 则 重点 或 重 
射线 存在 . 

(5) 在 对 合 的 点 群 中 , 任意 四 点 4、B、C、 
了 的 交叉 比 ,等 于 其 共 簿 点 4、B、C、 卫 的 
交叉 比 。 [3453 一 3454] 

(6) 帕斯卡 定理 

4、 也 、 C、 必 、 五 、 允 是 一 个 圆 上 的 任 意 六 
点 ， 从 任 一 点 以 任意 的 顺序 连续 连结 这 六 点 
得 到 六 条 直线 ， 在 这 六 条 直线 中 ， 第 一 与 第 
四 的 交点 , 第 二 与 第 五 的 交点 , 第 三 与 第 六 的 
交点 是 共 线 点 。 这 条 直线 叫做 帕斯卡 直线 。 

[3455 必 3457] 

(7) 米 库 勒 定理 

由 五 边 形 4BCD 刀 的 各 边 及 其 各 邻 边 的 
延长 线 , 作出 五 个 三 角形 , 则 这 五 个 三 角形 的 
外 接 圆 的 五 个 新 交点 在 同一 圆 上 。 [3463] 


葵 . 解析 几何 

14.1 直线 

(GD 4 一 az 十 2 是 斜率 为 c， 在 9 轴 上 的 玲 
焉 为 如 的 直线 方程 

(2)》 2 一 仆 一 QZ 一 功 ) 是 过 点 〈21， ) ， 诗 
率 为 & 的 直线 方程 


(3) 0 二 扩 一 环 二 站 人 z~2z0) 是 经 过 两 点 
《24，4) 、(22，%2) 的 直线 方程 . 
介 部 十 学 = 是 在 2 轴 上 截 距 为 9 轴 


上 截 距 为 总 的 直线 方程 。 
(5) z= 一 7 是 与 y 办 平行 的 直线 方程 
% 一 色 是 与 2 轴 平 行 的 直线 方程 

(6) 设 g、2D 不 同时 为 0， 则 az 十 友 十 ce 一 0 
表示 一 切 直 线 , 反之 , 直线 的 一 般 方程 是 用 一 
次 方程 az 十 zy 十 c 一 0 表示 。 [3474~3483] 

(7) 不 等 式 及 其 表示 的 区 域 

不 等 式 g>az 士 p， 表 示 满 足 这 不 等 式 的 
2, 4 的 值 为 坐标 的 点 乙 (z, ) 的 存在 范围 ， 
在 直线 4 一 az 十 的 上 侧 . 满足 不 等 式 9< 
< 十 0 的 点 Po, 2 的 存在 范围 ,在 直线 y 一 
az 十 0 的 下 侧 。 

(8) 直线 az 十 刀 十 c= 0 把 平面 分 成 两 部 
分 , 一 部 分 上 的 点 (Z, 幼 总 满足 az 十 py 十 c> 
0， 另 一 部 分 上 的 点 〈z, 9 总 满足 az 十 2 十 
c<0， 前 者 电 做 az 证 2 上 的 正 区 域 ， 语 者 
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电 负 区 域 .。 [492] 
(9) 两 条 直线 at 士 D0 十 ci 一 0 与 qz 十 
By 十 ca 一 0 相交 , 则 过 交点 的 直线 束 方程 为 
ad40 十 Di 十 Ci 二 (aaz 十 D20 十 ca) 一 0。 
[3493~3495 
(10) 如 8 为 任意 常数 , 则 直线 
C1X 十 Di 二 ci 十 (ao 十 Do20 十 Co) 一 0 
总 经 过 定点 , 这 个 定点 是 两 直线 
ac1X 十 DV 十 Ci 一 0，0X 十 024 十 c? 一 0 
的 交点 。 [3499 一 3505] 
(了 革 ) 设 忆 (2 (2) 为 直线 上 的 两 点 ,， 则 
ZP9@ 的 距离 是 PO 一 |2 一 必 | . 
(12) 平面 上 两 点 4(21，91) 吕 (22，%) 间 
的 距离 是 
4B 一 V (zi 一 轨 )? 十 ( 幼 一 罗 )3。 [348 人 4] 
(13) 连结 两 点 4(zt yD 、B(za oo) 的 线 
段 4B, 若 按 名 ;9 内 分 4 则 内 分 点 的 坐标 
为 
Il 十 1011 六 


( IIo 十 901 
7 十 名 刀 


?十 色 


落 按 on:m% 外 分 4B,， 则 外 分 点 的 坐标 为 


( 0I110p2 一 701 91002 一 ?0011 
?一 天 2 一 人 
特别 是 线段 4B8 的 中 点 坐标 为 


(2 二 空 ， 多 二 办 )，[3485 一 3486] 


《12) 以 (2 4)， (22， 22)， (2 49) 为 顶 
点 的 三 角形 的 重心 坐标 为 
(2 和 ， i 二 oo 二 约 ) ， 
3 3 
14.2 绝对 值 符号 表示 的 直线 
绝对 值 符 号 : |Z 一 a| 一 “一 4(Z 兰 C)， 
lz 一 al 一 一 Z(zZEa) 。 
含有 绝对 值 符 号 如 jz 一 aj， 它 表示 折线 。 
[3509，3516] 
14.3 .两 条 直线 的 相交 、 平行. 垂直 
(1) 两 条 直线 相交 、 平行 、 曙 合 、 垂 直 的 条 


设 两 条 直线 为 2 十 02 十 cl 一 0， 
a22Z 十 Do0 十 cz 一 0 
C 忆 
当 -2 寺 - 玉 ”时 ,两 直线 相交 


Cl 


已 <c1 天 ， 
当 古 as 好 大 co 时 , 两 直线 平行 ; 


S950 


当 人 二 ; 两 直线 重合 ; 


当 0 -0 时 ,两 直线 相互 答 直 。 

(2) 设 两 条 直 线 y 王 Mi42Z 十 也 与 y 一 M22 十 
zo) 

当 zl: 一 M%a 时 , 它们 平行 ; 

当 lz 一 一 时 , 它们 垂直 。 

[3517~ 人 3521] 

(3) 点 (zi，% 到 直线 az 十 2 十 c= 一 0 的 距 
离 为 
|azr 十 2 二 ci 

/aa 二 厂 
原点 到 直 纯 的 距离 为 
__ lol 
CAV 02 十 大 


《一 


? 


14.4 对称 

关于 和 轴 对 称 4 一 一 角 

关于 4 轴 对 称 zx 一 一 从 

关于 原点 对 称 一 一 2 3 一 一 外 

关于 直线 Z 一 9 对 称 @ 一 纺 2 一 池 

关于 直线 Z 一 一 对 称 & 一 一 %， 2 -一 他 
关于 直线 Z 一 4 对称 Z 一 24 一 光 

关于 直线 yeeDp 对 称 y -> 20 一 2 

关于 点 (w, 切 对 称 z 一 26 一 2 4 一 2 一 2 


[3522~.3523] 


[3530~3537] 
14.5 网 

(1) 加 的 方程 

医 心 为 原点 .半径 为 的 欧 的 方程 是 


4 十 急 一 7 
圆心 为 (oa, 切 、 半 径 为 了 的 贺 的 方程 是 
(Z 一 G)23 十 (9 一 六 2 一 72; 
圆 的 一 般 方程 是 刀 十 内 十 4Z 十 By 二 CO 一 0。 
[3562 迟 3569] 
(2 过 两 圆 .F (xz， 功 一 小 9(2 幼 一 0 的 交 
点 的 贺 或 直线 的 方程 是 
Fo 功 十 1g02 2 一 0。 [3570] 
(3)》 沁 两 点 4(zr 切 )》、 吾 (Zoo) 为 直径 
端点 的 圆 的 方程 是 (2 一 2) (一 2) 十 (9 一 2) 
X (g 一 %2) 一 0。 [3575] 
14.6 加 的 切线 
(HH 过 圆 古 多 一 和 2 上 的 一 点 (好 ， 幼 ) 的 
切线 方程 是 my 十 9 一 全. 司 有 巧 
(2)》 过 圆 (z 一 a)3 二 (y 一 切 ? 一 和 2 上 的 一 点 
(xl % 的 切线 方程 是 (2 一 0) (2 一 外 十 (一 


av -一 一- 一 一 
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0) (YY 一 1 一 92。 [35821] 

(3) 圆 妇 十 一 人 2 的 斜率 为 双 的 切线 方 
程 是 

0 一 200 十 2 了 工 十 MI2 。 

14.7 抛物 线 

(1) 2 一 ax3 的 图 象 

@@ 当 g>0 时 ,是 开口 向 上 的 抛物 线 ;a<0 
时 ， 是 开口 向 下 的 抛物 Y 4 一 a 痉 
线 。 
人 @@ 关于 Y 轴 对 称 。 

四 顶点 在 原点 上 . 

田 当 ial 越 大 , 抛物 
线 的 开口 越 小 。 [3619] 

(2) V= 一 ax2 的 图 象 
的 平行 移动 

将 4 一 ao 的 图 形 没 2 
轴 正 向 移动 p， 沿 4 轴 
正 向 移动 9, 这 时 , 抛物 线 的 方程 为 

多 一 4(Z 一 22 十 2。 

这 条 抛物 线 的 对 称 轴 是 z=2, 顶点 在 点 
(p，g) 上 。 [3620 一 3622] 

(3) 8 一 axz3 十 DX 二 c 的 图 象 
的 图 象 是 与 y 一 
aza 全 同 的 抛物 
线 。 

四 它 的 图 象 
可 以 通过 把 9% 一 
ax 的 图 形 没 2 
轴 正 向 平行 移动 
-之 , 沿 % 人 
向 平行 移动 -- 世 一 4 

图 顶点 坐标 是 

0 2 一 4a0 
(=- 世 ， 4c 

(Gy 一 wayx 的 图 象 

分 为 >0 与 4G<0 两 种 情况 。 

(5) = ax 二 pb 十 c 的 图 尔 

它 的 图 象 可 以 通过 把 4 一 Maz 的 贺 象 沿 z 
纳 正 向 平行 移动 - 乙 , 沿 y 轴 正 向 平行 移 
动 c 得 到 [3625 一 3631] 

(6) 洁 平 而 上 一 动 点 到 定点 刁 及 到 定 直 


[3585 一 3586] 


\ 
Ga<0' 
及 


得 到 


1 [3632~,3633] 
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线 4( 不 过 六 ) 的 距离 相等 ， 则 这 个 动 点 的 轨 
迹 是 抛物 线 ， 邓 叫做 焦点 ，@ 叫做 准 线 。 


f3634] 
(7) 儿 一 420 (标准 形 ) 。 
主轴 ， 2z 轴 , 顶点 : 原点 , 焦点 : 局 (2，0) ， 准 
线 方程 : z 一 一 2。 
(8) 29 一 424。 
主轴 : 2 办 ， 顶点 : 原点 ， 焦点 : 五 (0， 2D)， 准 


线 方程 : 9 一 一 9。 
(9) 1 一 G23 十 50 十 C。 
2 
主轴 ， 一 2 


顶点 举 标 : 《一 也 -， 一 


焦点 : 也 ( 一 ， 二 +- 一切 +aae 


20 4 40 
攻 忆 。 一 一 荆 .二 巡 十 4ac 
18634~.3637] 


《10)》 抛物 线 的 切线 
过 抛物 线 色 =427 上 一 点 乙 (Z0b20) 的 切线 
方程 是 
2 一 2p (2 十 2 
过 抛物 线 妇 一 42y 上 一 点 己 (2b 久 ) 的 切 
线 方程 是 
ZX 一 2D (4 十 91D) 。 
(HH) 抛物 线 久 一 422z 的 斜率 为 名 的 切 纸 
方程 是 


一 MO 十 也 
4 WII 十 亢 。 


(12)》 反 函 数 

若 从 函数 % 一 帮 (2z) 中 解 出 z， 得 Z= 一 9(9)， 
.村 把 z 与 y 交换 ， 即 V 一 9(2) 也 做 g 一 F(z) 
的 反 函 数 。 

(8) y= 吧 是 g 一 wz 的 反 函 数 。 

4L4) 两 个 互 为 反 函 数 的 函数 图 象 关 于 直 
线 2 一 和 4 对称 。 [3686] 


[3646] 
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(15) 无 理 方程 \ 无 理 不 等 式 的 解法 

在 V7(o) =9g(O) 及 Fo) >9g(2) 中, 求 出 
gy 一 V7Cz) 与 4 一 g(o) 的 图 象 的 交点 。 这 时 ， 
交点 的 z 坐标 为 从 VD) =9g() 的 两 端 平 
方 求 出 来 。 并 判断 是 否 为 曲线 的 根 。 

13674~36791 


14.8 椭 加 
4 芳 平 面 上 一 动 点 卫 到 两 定点 隐 \ 丈 的 
距离 的 和 为 定 值 (2c)， 则 这 个 动 点 于 的 轨迹 
叫做 兢 画 。 


棋 四 的 方程 是 
3 ] 
+ 商 = 本 
(标准 形 ) 
它 的 焦点 是 -sa 这 
思 (c0) 2 ( 一 o 8 4 


0) .离心 率 一 一 一 <1， (>b>0)， 其 
中 02 一 0 一 53 44 为 长 轴 ，BB' 为 短 轴 。 
4、4、 了 也 为 顶点 . z 开 和 az 一 一 人 
为 准 线 方程 。 [3701~37235] 

G) 横 园 - 安 十 -她 = 可 由 圆 好 十 久 一 ol 


将 其 纵 线 压缩 -二 们 而 得 到 。 这 时 称 贺 oz 二 


op=02 为 本 加 - 写 十 -所 一 工 的 辅助 四 。 
[3711] 
(8》 柱 加 的 切线 
@ 过 乞 十 翘 =I 上 一 点 (ou g 的 切 
线 方程 为 
丈 攻 -1 
@ 横 贺 写 十 . 乱 =] 的 儿 素 为 om 的 切线 
方程 为 
4 一 MXO 士 Va222 十 中。[3717 表 3718] 
(4)》 过 -~ 个 加 的 圆心 ， 作 这 个 加 所 在 平面 
的 生 线 ， 在 此 垂 线 上 取 一 点 4， 连结 4 与 加 
上 各 点 的 直线 作成 的 曲面 叫做 直 圆 维 。 此 和 
线 叫 做 厚 , 点 4 叫 顶点 ,这 个 图 叫做 导线 ， 作 
成 直 豆 锥 面 的 直线 叫做 母线 . 
设 直 圆锥 的 轴 与 母线 的 夹 角 为 n， 芳 用 不 
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过 顶点 ， 又 不 与 导线 圆 平行 ， 且 与 轴 的 实 角 | 
为 B 的 平面 截 这 个 直 圆 锥 ， 则 平面 的 截 口 曲 


线 ， 当 2>， 一， C<AB 时 ， 分 别 为 双 曲 丝 ， 
抛物 线 和 实 圆 . 
这 个 事实 ， 是 基于 直 圆 锥 的 平面 截 口 总 是 
二 次 曲线 。 因 此， 二 次 曲线 也 叫做 圆锥 曲 
线 。 [3747 居 37438，38123] 
14.9 双 曲 线 


41) 若 平面 上 一 动 点 到 两 定点 环 、 丈 ' 的 距 
离 的 差 为 定 值 (2c)， 则 这 个 动 点 三 的 轨迹 是 
双 了 曲线。 

双 曲 线 的 方程 是 

攻 1. 

0 

(标准 形 ) 

它 的 焦点 是 媚 
(c， 0)、 厂 (一 2 0) 。 
44 为 主轴 ， 刀 了 
叫做 副 轴 或 共 斩 轴 。4、4 "为 顶点 。cC2 一 42 一 
22, 离 心率 筷 >1. [3763，3790~3799] 


(2) 双 曲 线 的 渐 近 线 


双 曲 线 5 一- 执 一 的 渐 近 线 方程 是 
”gg 0 乡 ， 2 
G 0， 二 8 
(3) 共 力 双 曲 线 
2 六 
3 23 


@、@ 是 互 为 共 稀 双 曲 线 。@、@ 的 渐 近 
线 相同 。CD 是 动 点 到 点 歹 ( 一 c, 0)、. 了 (c,， 0) 
的 距离 的 差 等 于 2c，@@ 是 动 点 到 点 玖 (0， 
一 9 瑟 (0, o) 的 距离 的 差 等 于 2。 [3773] 

(9) 双 曲线 的 其 他 定义 

到 两 条 定 直线 的 距离 (包含 符号 ) 的 积 为 一 
定 的 点 的 轨迹 。 

这 两 条 定 直线 叫做 双 曲 线 的 渐 近 线 。 特 别 
是 ， 到 两 坐标 轴 的 距离 的 积 为 一 定 的 点 的 轨 
迹 方程 是 好 一 2 这 是 以 了 轴 、 轴 为 渐 近 线 
的 等 边 双 曲 线 . 

( 驴 切线 


过 双 曲 线 邱 - 秒 =1 上 的 一 点 了 (zu g) 


工 工 ， 点 卫 的 坦 


的 切线 方程 为 -本 -过 =:1. [3773] 


过 等 边 双 曲 线 友 一 8 下 点 (zu gu 的 
切线 方程 为 Wiz 二 zi 一 27.。 [3787] 


双 曲 线 写 - 一 斤 =1 的 斜率 为 四 的 切线 


方程 为 
， 4 一 MO 士 Va273 一 下。 
(6) 元 理 函 数 的 图 象 2 
2 一 /az 二 DZ 二 C 。 @ 
它 的 图 象 是 在 J=axz3Tpz+c 的 图 象 中 
2 人 兰 0(z 轴 的 上 方 ) 的 部 分 。 
函数 @ 的 图 象 , 当 a> 0 时 为 双 曲 线 ;a<0 
时 为 精 圆 (22? 一 4cc>0); ao 一 0 时 为 抛物 线 
(2 志 0) 。 
(7) 不 等 式 与 区 域 
满足 不 等 式 az+7j() >0 时 ， 是 以 曲线 
az 二 70) 一 0 为 边界 的 区 域 。 这 区 域 当 a>0 
时 , 在 曲线 的 右 侧 ; 当 56< 0 时 在 左 侧 。 
满足 不 等 式 2yTg(z) >0 时 ， 是 以 曲线 
2 十 g(2) 一 0 为 边界 的 区 域 。 这 区 域 当 2>0 
时 , 在 曲线 的 上 侧 ; 当 2< 0 时 在 下 侧 . 
[3799~3803] 


[3783] 


《8) 二 次 方程 
a22 十 382 十 02 十 29zx 士 31 十 c= 0 的 图 象 ， 
车 除 去 退化 为 一 点 及 两 条 直 线 的 情形 外 ， 则 
j2 一 GD<0 过 椭圆 (包括 贺 )， 
ja 一 GD 一 0 之 抛物线， 
j3 一 GD 盖 0 之 双 曲 线 。 [38140~ 人 3829] 

(9) cz? 十 2Pz0 十 D%2 十 29z 十 231 十 c 一 0。 
当 左 边 的 二 次 式 可 分 解 为 两 个 zy 的 一 次 因 
式 的 积 时 , 它 的 图 形 为 两 条 直线 。 

又 , 左边 的 二 次 式 中 , 当 ap>0,， 并 可 以 变 
形 为 C(Z 二 22 十 DY 十 9)3 一 0 时 ， 它 表示 一 
点 。 [3810] 

14.10 ”坐标 轴 的 平移 与 旋转 

(1) 坐标 轴 的 
平移 
”把 坐标 轴 二 xz、 
”0 的 原点 O 平 
移 到 点 O (cbD) 
时 ， 设 新 坐标 的 
两 轴 为 丈 ' 马 、 


重要 定理 、 公 式 汇集 


一 一 


堂 标 为 人 如, 人 轨 ， 新 坐标 为 (等 , 了 ) ， 则 其 间 关 
系 为 


Z 一 六 十 4，0 一 了 十 D。 


[3814~3818] 
《2) 坐标 轴 的 旋 
转 


把 坐标 办 zx、 
2 绕 原点 旋转 角 2, 得 新 坐标 轴 开工 .了 了 ， 
新 间 坐 标 闽 的 关系 是 
5 
2= 人 SnbTTcosDb。 
，， 『 王 一 zcos6g 十 yeing， 
从 而 得 出 了 一 一 0X8in6g 二 cos6。 
[3819~3827] 
14.11 图 形 的 平移 与 旋转 
《1) 图 形 的 平移 
把 图 形 j, 力 一 0 沿 轴 正方 向 移动 c， 
沿 9 轴 正 方向 移动 b， 则 其 方程 为 
7(Z 一 0 2 一 D) 一 0。 
(2) 图 形 的 旋转 
Z 一 和 co8gg 十 Zsing， 
es 一 福 sin 6 十 六 cos6 
代 人 即 可 。 
14.12 ”和 参数 方程 
《1) 直线 的 参数 方程 
中 过 点 4(zl， 21) ? 


倾角 为 的 直线 的 参数 
方程 为 ， 
下 
2 一 久 十 18Sinw。 
(其 中 二 为 参数 , 一 cc< 上 < 十 co) 
(4P 一 |#|) 。 


@ 过 两 点 4(ZD 2 人 )、 了 (wo， 22) 的 直线 的 
参数 方程 为 
| 
2 一 作 士 4 一 纹 ) 。 
(2) 加 的 参数 方程 
@ 圆心 为 原点 , 半径 为 和 的 圆 的 参数 方程 
是 


《9 为 参数 ) 


2 
4 一 Snob。 


9853 


四 圆心 为 (m，)， 半 径 为 的 圆 是 
0 一 急 十 C080， 
人 《2 为 参数 ) 
(3) 权 园 的 参数 方程 


2 一 CC0sD0， 
0， 0， 9 参 
9 (2 4 


一 友 部 
(t 为 参数 ) [3833] 


(4) 双 曲 线 的 参数 方程 
2 一 4SecO， ， 
@ 忆 osigo。 (@ 为 参数 ) 
工 十 好 24 
四 “一 巧 0 一 了 一 苞 
(5) 抛物 线 的 参数 方程 
X 一 012， 2 一 201。 人 为 参数 ) 38323] 
(6) 摆 线 ( 旋 轮 线 ) 的 参数 方程 
Z 一 4(2 一 sin.0)， 
aoocg)， (为 参数 ) 
[3840] 


2D。 代为 参数 ) 


(7) 加 的 渐 开 线 

2 一 Q(cog6 十 9sin 急 ， 
| 一 dsinb 一 gcos9) 
(2 为 参数 ) [3841] 

14.13 ” 极 坐 标 方程 

(1L》 直角 坐标 与 极 坐 
标的 关系 

设 点 书 的 直角 坐标 为 (Z，21)， 
为 Cr。， 9)， 则 

zcogb， 「2 一 2 十 
| | 


它 的 极 坐 标 


(2》 直线 的 极 储 标 方程 “ 
@ 设 直线 上 任意 一 点 的 极 坐 标 为 〈",， 9)， 
直线 的 方程 为 
9cos(0 一 a) 一 D。( 海 赛 标准 形 ) [3845] 
加 设 直线 上 任意 一 点 的 极 坐 标 为 ("，2)， 
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则 过 两 点 44, c)、BBG，8) 的 直线 方程 为 
CIsin(9 一 a)] 十 pr sin(B 一 ay) 
一 psin(8 一 oa) 。 [284 仆 
当 xc 一 0，p 一 号 时 ,直线 的 极 坐标 方程 为 
2(Gsing 十 Dcosb) 一 CD。 
(3) 国 的 极 坐 标 方程 
@ 设 已 人 9) 为 圆 二 任 意 一 点 ， 
为 贺 心 ，& 为 半径 的 圆 的 方程 是 
M 一 Q。 
图 设 已 (5) 为 圆 上 任意 一 点 , 则 圆心 为 
C(, a)， 半 径 为 的 圆 的 方程 是 
73 十 c3 一 2cy cos(9 一 ac) 一 02。 [3849] 
峡 设 定点 4(a, 0) 在 极 轴 上 , 已 (r,，96) 为 
圆 上 任意 一 点 ， 则 以 O4 为 直径 的 圆 的 方程 
是 4 一 cos2. [3s50] 
田 圆锥 曲线 的 极 坐标 方程 
? 


则 以 极点 


了 ecosb 
当 e= 工 时 ,是 抛物 线 ; 
当 e> 工 时 , 是 双 曲 线 。 
图 心 隆 线 的 极 坐 标 方程 
一 (cosb6 十 1) 。 (@>0) 
图 双 级 线 的 极 坐 标 方程 为 
92 一 202cos209。 [3363] 


会 后 


心脏 线 双 纽 线 


全 . 空间 坐标 

15.1 点 \ 方 向 余弦 、 两 直线 的 夹 角 

(1) 空间 的 点 可 以 用 实数 组 (w, % 2s) 表 
和 下。 

(2) 空间 两 点 4 (zt yt 21) 与 已 fa， tj， 
22) 之 闽 的 距离 为 

4B 一 (全 一 矶 5 二 ( 信 二 多 )3 ( 册 一 2) 2. 

一 点 了 (ca, 2，c) 到 原点 的 距离 为 

OP 一 、/ a3 十 12 十 co 。 ”13866] 

(3) 连结 两 点 (zt bi 2)、 至 (za 2 22) 

的 线段 ， 著 按 定 比 奴 :m 内 分 4 瑟 ， 则 内 分 点 


3862] 


有 Su 
坐标 为 
( I201 十 ba ， I241 十 za ， IE1 十 0220 ) 
" 各 二 作 议 才 多 二 人 


又 若 按 定 比 色 3 外 分 4 万 ， 则 外 分 点 的 坐标 
为 红 
( 一 MO1 十 MX2 一刀 济 十 22 
了 一 名 7I10 一 各 
4 的 中 点 坐标 为 
他 十 和 凡 填 网 ， 引 二 入 
(2 二 空 ,2 二 和 ,2 二 因 )，[3869] 


二) 
双 二 双 。 几 


(4) 方向 余 纺 

设 ?一 cogsw， 双 一 608 B， 有 4 一 C087， 风 和 72、 人 
确定 直线 9 的 方向 ， 且 把 它们 叫做 直线 9 的 
方向 余弦 。. 

人 、M 0 之 间 有 关系 ， 

212 十 M22 十 92 一 1。 [3867 一 3863] 

与 方向 余弦 成 比例 的 三 个 数 叫做 方向 数 。 

4:BIC 一 07 0。 

(5) 假设 两 直线 1、9 的 方向 余弦 分 别 为 
1、W、2，7、7、W'， 则 直线 人 9 的 夹 角 9 满 
交 
人 

Cos 一 凡 士 22020720 十 Il。 [3870] 
(6) 两 直线 的 委 直 条 件 

1 十 02027202 十 00 一 0。 
(7) 两 直线 的 平行 条 件 
7 一 土 凡 人 双 一 土 久 2 一 士 妨 。 


[3871] 


〈 符 号 一 致 ) 
[3872 一 3873] 

15.2 直线 平面 . 球 

4) 直线 方程 

@ 过 原点 ， 方 向 余弦 为 入 m、2% 的 直线 的 
方程 是 


必 二 


儿 = 世 一 [38?4] 
Z 人 匀 包 
图 过 点 4(@, bc)， 方 讽 余 弦 为 和、 似 、 多 
的 直线 方程 是 
Z 一 4 _ 4 一 D 2 一 人 
人 [3875] 
”图 过 两 点 Co yp 210) 、(22，%2，2%) 的 直线 
儿 一 YL S 一刀 1 乡 一 允 轴 3876 
方程 是 两 = 玖 太一 修 页 2C2 一 多 [ ] 
(2) 平面 方程 


设 从 原点 向 平面 所 作 垂 线 的 方向 余弦 ( 叫 
做 平面 的 方向 余弦 ) 为 人 、2， 其 重 线 长 为 
2; 则 这 个 平面 的 方程 为 巡 十 mg 十 Up 一 2 ( 标 
谁 形 ) [8877] 


we 


重要 定理 
(3) 两 平面 的 夹 角 
设 两 平面 为 
4IZ 十 Bo 十 Co 一 门 ， 40 二 二 CA 一 也 ， 
则 这 两 平面 的 夹 角 9 满足 


土 (44' 十 BB' 二 CO) 
[3882] 
( 约 两 平面 的 垂直 条 件 和 平行 条 件 
王 直 条 件 为 44' 十 BPB' 二 OO' 一 0， 


平行 条 件 为 分 = 束 一 仿 . 


京 一 总 [3889] 
《5)》 直线 与 平面 的 垂直 条 件 和 平行 条 件 
、 0 一 wa_ 2~B_Z 一 3? 汪 丰 水 
设 直线 为 一 2 人 一 全 ， 平 而 为 
4ZTB9TCO2=D， 则 直线 与 平面 的 垂直 条 
、 4 五 撑 CO 4 、 了 ， 
件 为 0 平行 条 件 为 44' 十 了 BB 
二 CO' 一 0. 
(6) @ 设 点 (ao, bc) 到 平面 4z 二 By 十 
C2 一 了 的 距离 2， 则 
_j4a+BD 十 Co 十 亲 | 
、/ 43 十 柬 十 03 
@ 一 点 (ooBm) 到 直线 2 和 =-5 一 
-二 一 的 距离 
2 一 14(c' 一 ac) 十 B(8' 一 8) 十 CC7 一 旋 | . 


cos 9 一 


[3879] 


v7 而 直 南环 
[3883] 
(7) 原点 到 平面 4z 十 B%g 十 Cy 一 刀 的 距离 
-DLL 
2 7 十 韦 直 可 


源 点 到 平面 hz 十 By 十 Cs 一 的 垂 线 的 方 
人 向 余弦 为 
到 二 和， 0 击 呈 二 
A/ 42 十 万 ?十 03 ” 、/ 42 十 万 ?十 02 
5 和 C 2 
7 厂址 京 于 丙 ， 
(8) 过 三 点 P(zi， Vi 的)、@(zoy yo， 2)、 
五 (za ya，28) 的 平面 方程 为 
2 0 2 工 
5 条 和 工 
2 4 2 工 
Ma 因为 工 


[3878] 


一 0。 上 [3886] 


[3880~.38811 
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《9) 球面 方程 
@@ 球 心 在 原点 , 半径 为 " 的 球面 方程 为 
22 十 j2 十 2 一 2。 


轩 及 点 (ao,，D，o) 为 球 心 , 半径 为 了 的 球 画 
方程 为 
(z 一 0) ?十 (9 一 D)3 十 (z 一 C)2 一 72。 


16.， 复数 


(1)》 复 平 面 (高 斯 平面) 

-在 平面 上 取 直 角 坐 标 系 ， 复 数 c 十 24 与 平 
面 上 的 点 (2) 对 应 时 ， 称 此 平面 为 复 平面 
或 高 斯 平面 。 

(2) 复数 表示 法 

@ 直角 坐标 形式 2 一 2 二 久 。 

加 极 坐 标 形式 z=r(ecos6g-isin6)。 

7 一 |z| 一 / 瑟 二 本 
叫做 复数 sz 一 2zZ 二 Wi 的 
模 或 绝对 值 ,9 一 amp(z) 
叫做 辐 角 。 

(3) 复数 的 加 、 减 、 
滋 、 除 

设 2 一 4 十 1，2 一 22 二 222 则 

中 十 2 一 (2 十 o2) 十 (《 拉 十 9) 记 
多 一 8 一 (04 一 22) 十 ( 作 一 扩 2) 

设 为 一 7Izi(cos6 于 ;Sin 961)，2zo 一 "2(cosg2 十 
isin 62)， 则 

2129 环 lyofeos(01 于 bo) 十 isin (9 二 22)]， 


红 一 代 [cos(9 一 0) 二 isin(bl 一 92)]。 
2 72 


一- 口 
可 一 -2 


F3896] 

( 信 设 点 己 表 示 复 数 2 则 点 也 绕 原 点 旋转 
要 的 点 ,表示 复数 %。 

复数 ~2? 对 应 的 是 点 王 关于 原点 对 称 的 


点 。 
一 如 对 应 的 是 点 卫 绕 原点 扩 负 的 方向 旋 
转 王 的 点 。 [3898~.3901] 
(5》 设 三 角形 4B0 的 顶点 4、B、C 分 别 
表示 复数 w R、7， 则 三 角形 4BC 为 正三 角 
形 的 充分 且 必 要 条 件 是 : < 十 pw 十 yu? 一 0, 或 
a 十 Bua 十 yo 一 0。 其 中 


[3903] 
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录 


(6) 若 三 角形 4BC 内 接 于 以 原点 为 圆心 
的 单位 圆 ， 则 其 重心 的 坐标 为 26 二 Y， 它 
的 重心 坐 宗 是 w 十 8 十?。 [3910] 


了 好. 向 量 
(1 方向 一 定 ， 大 小 一 定 的 有 向 线段 叫做 
向 景 。 此 和 时间 量 用 4 已 或 4 央 示 。 
(23) 向 量 的 和 、 差 


[3913] 
(3) _ 向 量 的 性 质 
5 十 一 2 二 ax (交换 律 ) 
@ (2 十 芭 +C 一 0 二 (+G). 《结合 律 ) 
轿 1(mz)=- (tma)a。 《 数 乘 结合 律 ) 
@ (十 mm)2 一 12 十 Ma 〈 数 乘 分 配 律 ) 
( 信 咎 量 的 内 积 (数量 积 ) 
设 两 个 向 量 w 2 及 其 夹 角 为 6 则 a 与 9 


的 内 积 为 2- 2=- (@ 芒 一 14| 12leose。 这 里 
1c1、| 引 分 别 为 信也 的 大 小 ( 模 )。 
-《5) 向 量 的 委 直 条 件 和 平行 条 件 
垂直 条 件 为 (@， 己 = 一 0， 
平行 条 件 为 (2， 飞 一 士 la| 1 站。 [3913] 
(6) 若 04=D 03-- 2 线段 4 了 被 分 成 
定 比 力 3 的 分 点 为 乙 则 
0 一 7 MXC 十 ID 
?12 十 7 
当 2 久久 同 号 时 ， 一 为 内 分 点 ; 7、 了. 异 号 时 ， 
忆 为 外 分 点 。 


特别 , 当 三 为 4 的 中 点 时 , 世 = 2 二 
[3915~3916] 


(7) 直线 的 向 量 方程 _ 
电 过 定点 4 且 平行 于 向 景 2 的 直线 的 向 
量 方程 为 
2 一 C 十 如 。 
加 过 两 定点 4、 召 的 直线 的 向 量 方程 为 
2 一 1 十 仁 一 坊 《为 实数 ) ， 
3 [3914，3920 一 39223] 


re 
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